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Introduccion

El estudio de sistemas dinamicos resulta tanto de interés desde el punto de vista matema-
tico, en relacion con ecuaciones diferenciales, como de diversas disciplinas: fisica (mecénica
clasica), quimica (cinética de reacciones), biologia (estudio de poblaciones), etc. Cuando se
analiza la evolucién de estos sistemas puede resultar que se estabilicen en un equilibrio,
continuen repitiendo un ciclo o hagan algo mas complicado.

La estabilizacion en el modelo matemético se puede llevar a cabo mediante la implementa-
cion de pequenas perturbaciones. Estas conducen a la modificacion de la ecuacion diferencial
mediante el agregado de un término llamado “control”. Entre los primeros métodos de control,
disenados en relacion al control de caos, se encuentra el de Pyragas [27], quien propuso un
control por retroalimentacion llamado Time-Delayed Feedback Control (TDFC). Posterior-
mente, se han desarrollado muchos trabajos intentando mejorar los resultados de Pyragas y
varias modificaciones para salvar sus limitaciones. Entre las limitaciones del TDFC una de
las mas recurrentes es la conocida como Odd Number Limitation (ONL) la cual establece que
no es posible la estabilizacion, si el polinomio caracteristico asociado a la ecuacion diferencial
del problema, sin control, tiene una cantidad impar de raices con parte real positiva.

En esta tesis abordamos los resultados que prueban Leonov, Shumafov y Kuznetsov en su
trabajo Delayed Feedback Stabilization and the Huijberts—Michiels—Nijmeijer Problem ([19]).
Los autores obtienen descripciones analiticas de las regiones, donde la estabilizacion es posi-
ble, para el problema que ellos denominan como “Problema de Huijberts-Michiels-Nijmeijer
(HMN)” utilizando el TDFC, basados en la descripcion del problema desarrollado en Stabi-
lizability via time-delayed feedback: An eigenvalue optimization approach ([16]).

El objetivo de esta tesis es estudiar la metodologia y estrategias utilizadas en [19] para
obtener las descripciones analiticas de las regiones de estabilizacion al aplicar TDFC, en
sistemas bidimensionales, lineales en el estado, controlables, y con entrada y salida escalar.
La profundizacion en los alcances del método utilizado abre camino para proponer mejoras
e indagar nuevas propuestas.

Para el abordaje de los temas que involucra esta tesis realizamos una revisiéon de con-
ceptos y resultados sobre Sistemas Dinamicos y sobre Control relacionados con el problema.
Posteriormente, hicimos una lectura profunda y detallada del trabajo [19], complementando
con otros textos mencionados en la bibliografia. Dado que la metodologia propuesta en [19]
para el anélisis de las regiones es similar en los doce teoremas que alli se presentan, decidimos
abordar solamente los teoremas referentes al control de Pyragas para el caso bidimensional,



y dejar afuera los teoremas del control llamado “clasico”. Luego, al ir completando las demos-
traciones de los teoremas elegidos, propusimos algunas modificaciones a fin de explicitar la
estructura de las mismas. Finalmente realizamos una serie de simulaciones que ejemplifican
la implementaciéon de los resultados.

La tesis quedd entonces estructurada en seis capitulos: el Capitulo 1, abarca estudios pre-
liminares sobre sistemas dinamicos y un recorrido del estado del arte sobre los métodos de
control orientado al TDFC, introduciendo el problema de HMN y la ecuacién caracteristica
del problema al aplicar el TDFC. En el Capitulo 2 se realiza un analisis del problema anterior
y se enuncian las herramientas matematicas necesarias para el desarrollo de las demostra-
ciones de los teoremas sobre las regiones de estabilizacion. Los Capitulos 3, 4 y 5 abordan
la demostracion de los teoremas que describen las regiones de estabilizacion segtin diferentes
valores de los parametros del problema de HMN vy el control TDFC. Todos ellos tienen la
misma estructura: enunciado del teorema, su demostracion, desarrollo de las condiciones de
suficiencia para los parametros de estabilizacion y finalmente simulaciones y analisis de los
resultados en cada caso. Por tltimo, el Capitulo 6 resume las consideraciones generales y pre-
senta varias propuestas de trabajo a futuro. De entre propuestas surge una que ya estamos
abordando y por la cual agregamos un Anexo con el trabajo presentado en el X Congreso de
Matematica Aplicada a la Computacion y la Industria (MACI), en la ciudad de Cérdoba, en
Mayo de 2025.



Capitulo 1

Nociones preliminares sobre sistemas
dindmicos y control

En esta seccidon presentamos la teoria bésica necesaria para la lectura de esta tesis, co-
menzando con las definiciones de sistemas dinamicos y su clasificaciéon, analizando los puntos
de equilibrio de un sistema dinamico lineal e introduciendo el concepto de control.

1.1. Generalidades

1.1.1. Sistemas dinadmicos

Un sistema dindmico es un modelo matemaético que describe la evolucion de las variables de
un sistema fisico a lo largo del tiempo. Existen esencialmente dos tipos de sistemas dindmicos,
que se diferencian respecto de la naturaleza de la variable tiempo: los que consideran el tiempo
como una variable discreta y los que consideran el tiempo como una variable continua.

= En el primer caso, los sistemas dinamicos se modelan utilizando ecuaciones en diferen-
cias finitas de la forma x;,1 = f(zy,t) donde ¢t € Ny es el tiempo, x; € R" es la variable
de estado del sistema en el instante t y f : R**! — R™ es un campo vectorial que
representa la dindmica del sistema.

= En el segundo caso, es decir los sistemas dinamicos a tiempo continuo, se modelan
con ecuaciones diferenciales de la forma 2(t) = f(z(t),t), donde t € R{ es el tiempo,
x(t) € R" es la variable de estado en el instante t y f : R"™! — R" es el campo vectorial.
Este caso es el més comun en el analisis del comportamiento de los sistemas fisicos,
como un péndulo, un fluido en movimiento, un sistema planetario, etc.

En general, sistemas dinamicos de los dos tipos se asocian a disciplinas como la mecanica
clasica, la teoria del control y la teoria del caos, donde el énfasis esta en el analisis de como
cambian los estados de un sistema en funciéon del tiempo.



1.1.2. Clasificacién de los sistemas dindmicos a tiempo continuo

Los sistemas dinamicos pueden clasificarse segun distintas caracteristicas. A continuacion
enumeramos y describimos algunas de ellas, que resultan de importancia para esta tesis.

= Segun la dependencia explicita respecto del tiempo:

e Sistemas auténomos: La evolucion no depende explicitamente del tiempo, sino solo
del estado actual del sistema.

Ejemplo: Un péndulo sin friccion.

e Sistemas no auténomos: La evolucion estéd determinada tanto por el estado del
sistema como por el instante de tiempo actual.

Ejemplo: Un péndulo impulsado periddicamente por una fuerza externa que varia
con el tiempo.

Observacion: Un sistema no auténomo puede pensarse como un sistema auténomo
haciendo el siguiente cambio de variables.

Supongamos que tenemos el sistema no auténomo

con x = (z1, g, ...,x,) € R" definimos una nueva variable x,1(t) =t y para ella vale
que @,1(t) = 1. Entonces, el sistema puede reescribirse como:

{ &= f(@,Tni1)

x'n—l—l =1
que si llamamos y = (1, T, .., T, Tni1) € R*™ y g = (f, 1) el sistema nos queda

v =9),
que resulta un sistema auténomo.
= Segun la linealidad:

e Sistemas lineales: La relacion entre las variables del sistema es lineal, por lo que
resultan mas faciles de analizar matematicamente en forma matricial.

Se modelan como: © = Az donde A € R™**™,

e Sistemas no lineales: La relacion entre las variables es no lineal, lo que puede
conducir a fenémenos complejos como caos y bifurcaciones.

Ejemplo: & = 2.

= Segin el determinismo:



e Sistemas deterministas: Su evolucién estd completamente determinada por las
condiciones iniciales y las ecuaciones del sistema.

Ejemplo: El movimiento planetario bajo la ley de gravitacion.

e Sistemas estocésticos: Incluyen elementos de aleatoriedad, y su evolucién no esta
completamente determinada.
Ejemplo: Movimiento browniano.

= Segtn el nimero de grados de libertad:

e Sistemas de un grado de libertad: Solo tienen una variable independiente que
describe su estado.
Ejemplo: Un péndulo simple.

e Sistemas de miltiples grados de libertad: Tienen varias variables independientes.
Pueden ser bidimensionales, tridimensionales, etc.
Ejemplo: Un sistema de particulas conectadas por resortes.

= Segin el comportamiento a largo plazo:

e Sistemas estables: Vuelven a su estado inicial o a un estado de equilibrio después
de una perturbacion.
Ejemplo: Un péndulo amortiguado.

e Sistemas inestables: Se alejan del estado de equilibrio tras una perturbacion.

Ejemplo: Una bola en la cima de una colina.

e Sistemas cadticos: Son extremadamente sensibles a las condiciones iniciales, lo que
produce comportamientos impredecibles a largo plazo.

Ejemplo: El atractor de Lorenz.

1.1.3. Punto de equilibrio de un sistema dindmico

Consideremos un sistema dindmico a tiempo continuo, auténomo, representado por la
ecuacion diferencial:

i = f(a), (1.1.1)

dx
donde x € R" es la variable del sistema, © = i y f:R™ — R" es un campo vectorial.

Decimos que z* es un punto de equilibrio del sistema (1.1.1) si f(2*) = Ogn, es decir, si
todas las componentes de f se anulan en ese punto.

1.2. Sistemas dinamicos bidimensionales linealizados y sus
equilibrios

Consideremos el sistema (1.1.1) en el caso bidimensional, es decir z = (z1,72) € R? y
f:R? -5 R%



Sin pérdida de generalidad, podemos asumir que z* = (0, 0) puesto que si no, basta hacer
un cambio de variables de la forma y = x — 2* para obtener

j=i=f(z)=fly+2*) = f(y)

donde f tiene las mismas propiedades que f y su punto de equilibrio es y* = (0,0).

Nos interesa, entonces, estudiar el comportamiento de las variables del sistema 1, xo,
cerca del punto de equilibrio z* = (0,0). Este comportamiento se observa en el retrato de
fase, que es la representaciéon de la dindamica del sistema como un campo vectorial en el
espacio de estados, y que para el caso bidimensional es el plano x, xs.

Esta representacion puede ser tan complicada como complejo sea el campo f. A fin de
simplificar el anélisis, existe un teorema que relaciona el comportamiento de un sistema con
el comportamiento del sistema resultante de su linealizacion. Comencemos por realizar la
linealizacién y luego enunciemos el teorema.

Linealizaciéon

Dado el sistema (1.1.1), con z* = (0,0) y f un campo C' en z*, entonces la linealizacion
del campo es:

fla) = f(a") + Df(a") - @ + O*(x)

de forma que si O%(z) es despreciable y como f(x*) = Oz, el sistema linealizado nos queda:

i =Ax, A= Df(z*)ecR¥>? (1.2.1)

Teorema de Hartman-Grobman

El retrato de fase de un sistema no lineal, cerca de un punto de equilibrio hiperbélico,
es topologicamente equivalente al retrato de fase de la linealizacion alrededor de ese
punto de equilibrio. Esto es, en el caso de que no exista un subespacio central podemos
deformar el retrato de fase de la linealizacién continuamente para parecerse al retrato
de fase del sistema original y viceversa.

Queda por definirse qué es un punto de equilibrio hiperboélico. Esto lo hacemos en la
seccion 1.2.1.
Analicemos primero las soluciones del sistema linealizado de la forma z(t) = e - 2(0),

1 1
donde et = I + At + 5142252 + §A3t3 + ..., 0 sea

eAt _ Aktk’
k!

k=0

Observemos que z* = (0,0) es siempre una solucion del sistema (1.2.1), y que si vy(t) y
vo(t) son dos soluciones de este sistema lineal, entonces vale que aw;(t) + Svs(t) también es
solucién de dicho sistema.

De las infinitas soluciones nos interesan las que tienen la forma x(t) = e*-v donde A € C
y v e C? v#(0,0), puesto que si reemplazamos en (1.2.1) nos queda:

AeMov=A-eMop
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y cancelando las exponenciales nos queda
Av=A- v,

que se puede interpretar como un problema de autovalores y autovectores para la matriz A.
Vemos un ejemplo de esta interpretacion en el diagrama de fase de la Figura 1.1.

Figura 1.1: Ejemplo de diagrama de fase.

sz

X

Para el problema lineal, realizamos su diagrama de fase, y representamos en rosa, los
autoespacios asociados a A; y Ao. Cualquier trayectoria que comienza en ese subespacio,
se queda en ese subespacio. Representamos en celeste, las trayectorias correspondientes a
soluciones con condiciones iniciales fuera de los autoespacios.

1.2.1. Clasificaciéon del punto de equilibrio

Clasificamos el punto de equilibrio del sistema @ = Az, A € R?>*? segtin los autovalores
de A, siguiendo el capitulo 5 de [32]:

1. Si Re()\;) # 0 decimos que el equilibrio es HIPERBOLICO.

a) Cuando A\; # Ay decimos que es ROBUSTO.

1) Si A, Ay € Ry ademés A; - Ay > 0 decimos que es un NODO.
2) Si A1, A2 € Ry ademés A; - Ay < 0 decimos que es un PUNTO SILLA.
3) Si A1, A2 € R decimos que es un ESPIRAL o FOCO.

b) Cuando A\; = Ay decimos que es FRAGIL.

1) Si dim(Nul(A— AI)) = 2 decimos que es un NODO ESTRELLA.
2) Si dim(Nul(A — X)) =1 decimos que es un NODO DEGENERADO.

2. Si existe un \; tal que Re();) = 0 decimos que el equilibrio es NO HIPERBOLICO.

a) Siexiste un A = 0 (incluso ambos) decimos que es un EQUILIBRIO NO AISLA-
DO.

b) Si A =iw, w € R decimos que es un CENTRO.

11



A su vez, dentro de la categoria HIPERBOLICO existe una clasificacion transversal segin
la parte real de los autovalores:

s SiVi Re()\;) <0, se dice que es un equilibrio ESTABLE.
= SiJi Re()\;) >0, se dice que es un equilibrio INESTABLE.

En la figura 1.2 se puede observar esta clasificacion en conjunto con un grafico represen-
tativo del equilibrio en cada caso.
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Figura 1.2: Clasificacion del punto de equilibrio segtn los autovalores.

HIPERBOLICOS NO HIPERBOLICOS
(Vi=1,2:Re(4,)#0) (3i:Re(4)=0)
ESTABLES | INESTABLES
NODO NO AISLADOS
o v, : vel. lenta /v, : vel. rapida
1 A, <A,<0 A>4>0 A=0,4#0 A=2=0
s (2, <0)
(%)
Q
%)
=)
o
o
4
PUNTO SILLA
A >0>4
ESPIRAL CENTRO
A,=atbi — solucién:e* =e"e” Ay =%bi
a< a>0
A 4 X2
—— —
X f X
NODO ESTRELLA
P dim(Sl) =2
~<
I A<0 A>0
'
Il X
7
%)
L
=
o > —
é X
w
NODO DEGENERADO
dim(S,)=1
A<0 A>0
xz x2
Referencias:
® Equilibrio estable
X, X, © Equilibrio inestable
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1.3. Antecedentes e introducciéon al Problema de HMN

Un sistema dinamico no lineal puede presentar, ademéas de puntos de equilibrio, 6r-
bitas periddicas. Las orbitas periddicas son curvas cerradas en el diagrama de fase que
atraen o repelen algunas o todas las trayectorias, lo que da lugar a su clasificaciéon en estables
e inestables. A las orbitas peridédicas inestables se las conoce como UPOs, por su sigla en
inglés Unstable Periodic Orbit.

Historicamente, se han desarrollado diversas técnicas con el objetivo de estabilizar puntos
de equilibrio y érbitas periddicas. Estas técnicas suelen identificarse como métodos de “control
del caos” y consisten en aplicar pequenas perturbaciones al sistema dindamico en momentos
precisos, con el proposito de remover el comportamiento cadtico presente en ciertos sistemas
dindmicos no lineales.

Cuando el control aplicado depende del estado z(t) o de la salida del sistema, generalmente
llamada y(t), el sistema resultante se dice sistema de control en lazo cerrado. La salida de
un sistema es alguna caracteristica observable o medible del sistema, por esto consideramos
y(t) = g(x). En cambio, si el control no depende de la salida, entonces el sistema se dice
sistema de control en lazo abierto. Para los sistemas en los que se conocen con anticipacion
las entradas y en los cuales no hay perturbaciones, es aconsejable emplear un control en lazo
abierto, mientras que los sistemas de control en lazo cerrado se utilizan cuando se presentan
perturbaciones impredecibles y/o variaciones impredecibles en los componentes del sistema,
que es justamente el caso que queremos estudiar.

Por ejemplo, supongamos que tenemos un sistema inestable o cadtico modelado por la
ecuacion & = f(x), un control posible (y el mas cominmente usado) es una funcion u(t) que
modifica la ecuacion diferencial de la siguiente forma & = f(z) + u(t).

“Una ventaja del sistema de control en lazo cerrado es que el uso de la realimentacion
vuelve la respuesta del sistema relativamente insensible a las perturbaciones externas y a las
variaciones internas en los parametros del sistema.” (extraido de Ogatta [24]).

El control de caos ha sido ampliamente desarrollado desde los anos 90 y una importante
linea de investigacion se aboca a la estabilizacion de UPOs mediante perturbaciones no
invasivas (esto es, casi se anulan a medida que se acercan al objetivo). A continuacion,
presentamos un breve recorrido de esta parte de la historia del control siguiendo el trabajo
de Kuznetsov y otros ([17]):

= La técnica pionera que sento las bases para el control de caos fue desarrollada en 1990
por Ott, Grebogy y Yorke [25] hoy conocida como método OGY. Ellos reformularon el
problema al control de un sistema cadtico a tiempo discreto y propusieron un método
para estabilizar sus 6rbitas mediante pequenas perturbaciones de un parametro accesi-
ble del sistema, dependientes del tiempo en forma de feedback. Las desventajas de este
método es que presupone conocida la 6rbita, es sensible al ruido y puede tomar mucho
tiempo en conseguir la estabilizacion.

» En 1992, Pyragas ([27]) desarrolla dos métodos para estabilizar UPOs con particular
interés en las de los sistemas cadticos. Estos métodos son a tiempo continuo y consisten
en aplicar perturbaciones que no son invasivas.
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Primer método de Pyragas: Control de Fuerza Externa

Este método fue desarrollado para un sistema con orbitas periodicas inestables. Supo-
niendo conocida la orbita que se quiere estabilizar, es decir si se conoce la funcion (),
con §(t +T) = g(t) donde T es el periodo de la orbita, el control propuesto fue:

u(t) = K[g(t) —y(t)),

donde y(t) es la salida del sistema, §(t) es la salida del sistema para la UPO y K
es la constante que representa la ganancia de la perturbacion, que debe ser ajustado
experimentalmente. Este método tiene como desventaja que es necesario conocer de
antemano la orbita (o al menos alguna informacion sobre ella).

Para superar esta dificultad, propuso un segundo método.

Segundo método de Pyragas: Time Delay Feedback Control (TDFC)
En este caso el control se define como

u(t) = Kly(t —7) —y(¥)],

donde 7 representa el delay. Si 7 = T es el periodo de la érbita a estabilizar y el sistema
alcanza la UPO, u(t) = 0. Una ventaja de esta propuesta es su sencilla realizacion
experimental.

Este tltimo método sera de gran importancia para esta tesis, razéon por la cual, la linea
de tiempo se enfoca en las modificaciones que se han planteado sobre el mismo, y las
limitaciones con las cuales se han encontrado.

En 1993, Bielawski y otros introducen en su trabajo ([4]) un método para controlar
equilibrios, pero usando la derivada de la senal:

u(t) = Kx(t).
Este método no resulté robusto, como si lo es el TDFC.

En 1994, Socolar, Sukow y Gauthier ([31]) proponen una modificacion al TDFC, cam-
biando la senal del feedback por la serie de términos con delay:

ult) = K |y(t) = (L= R) Y R*'y(t —kT)

Esta técnica se llamé TDFC' extendido y representé una mejora en la versiéon anterior,
en la medida que permite estabilizar érbitas con mayor inestabilidad.

En 1996, Ushio observé que el método TDFC tiene una gran desventaja conocida como:
La limitacion del numero tmpar también llamada ONL, por su sigla del inglés Odd
Number Limitation (|33]). Esto significa que el método no puede estabilizar equilibrios
de sistemas cuya linealizacion tenga una matriz con cantidad impar de autovalores
con parte real positiva. Esta observacion se hizo en equilibrios de sistemas a tiempo
discreto usando u(k) = K[z(k) —x(k—1)] como control. A partir de aqui, muchos otros
se dedicaron a estudiar la ONL en distintos sistemas, y a buscar formas de superarla.
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En 1997, Nakajima prueba en su trabajo (|20]) la ONL para el TDFC aplicado sistemas
a tiempo continuo no auténomos. Y en 1998, Nakajima y Ueda extienden la ONL para
otros esquemas de feedback con delay, como el TDFC extendido, siempre en sistemas
no autéonomos (|21]).

En 2002, Hino, Yamamoto y Ushio ([12]) observaron la ONL para sistemas a tiempo
discreto usando otra versiéon de control.

Hasta aqui, siempre se habia observado la ONL en sistemas no auténomos. Pero en
2007, Field y otros encontraron un ejemplo de sistema auténomo donde la ONL no se
sostiene (|7]).

Volvamos entonces a las distintas modificaciones que se fueron aplicando al método
TDFC.

En 2004, Ahlborn y Parlitz introdujeron en sus trabajos ([1, 2]) un control con tiempos
de retardo miltiples, que usa dos o mas senales con distintos tiempos de retardos
no necesariamente enteros, diferenciandolo asi del TDFC extendido. El anéalisis de este
método fue llevado a cabo en sistemas como el circuito de Chua, los sistemas de Rossler,
Lorenz, y otros; donde pudieron observar que resulta mas eficiente para estabilizar
equilibrios y funciona bien para tiempos de retardo grandes. La desventaja es que
implica la introducciéon de muchos pardmetros auxiliares.

Volviendo al TDFC de Pyragas, en 2005 Hovel y Scholl ([14]) probaron computacio-
nalmente que el TDFC sirve también para estabilizar puntos de equilibrios, ademas de
UPOs. En su trabajo hallaron la region de estabilizacion de un foco en funciéon de los
parametros de la ganancia del feedback (K') y del tiempo de retardo (7).

En 2006, Yanchuk y otros (|34]) realizaron un anélisis asintotico de los equilibrios para
tiempos de retardo grandes, que devolvia el rango de los parametros para obtener la
estabilizacion del sistema.

En 2007, Damhms y otros mostraron que un equilibrio de tipo foco puede estabilizarse
con el TDFC extendido y ademas, con la ventaja de que es bueno para controlar sistemas
con un mayor nimero de equilibrios inestables, en comparaciéon con el TDFC original

(161)-

En 2008 dos estudios se presentaron sobre modificaciones al TDFC, respecto de sus
respectivos parametros: [9] donde Gjurchinovski y Urumov proponen que el tiempo de
retardo no sea constante, obteniendo como resultado mayores regiones de estabilizacion
para los sistemas de Rossler y Lorenz; y [11] donde Guzenko y otros estudiaron la
posibilidad de modificar el valor de la ganancia K adaptativamente.

Hacia 2009 el método TDFC estaba bien asentado en la comunidad y Huijberts, Mi-
chiels y Nijmeijer en [15] llevaron a cabo un estudio analitico-numérico de los sistemas
bidimensionales, lineales con salidas escalares usando dos controles de Pyragas:
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e time-delay state feedback u(t) = K|z(t — 1) — x(t)],
e time-delay output feedback u(t) = Kly(t — 1) — y(t)].

Su estudio conduce a un sistema de ecuaciones diferenciales con retardo y formulan el
problema que més adelante retomaran Leonov, Shumafov y Kuznetsov en el paper que
revisamos en esta tesis. El sistema es planteado de acuerdo a las siguientes nociones de
la teoria de control:

Dados A € R**2, B € R?, u € R. Decimos que & = Az + Bu es un sistema
controlable si y solo si los vectores B y AB son linealmente independientes, o
equivalentemente la matriz [B AB] tiene rango 2.

Esta definicion es una equivalencia algebraica, para el caso bidimensional, de la Condi-
cion de Kalman, que establece que un sistema de ecuaciones diferenciales de la forma
& = Ax+ Bu es completamente controlable si se puede pasar de un punto en el diagrama
de fase a otro punto del diagrama de fase en tiempo finito (Chen, [5]).

Ademas, cualquier sistema bidimensional controlable puede llevarse a la siguiente forma,
mediante un cambio de variables ([5]):

{ = (1.3.1)

ig = —A1x1 — ATy — U

0 1 0
de donde A= (—CL1 —az) y B = (_1> .

Se llama FEl problema de HMN a la estabilizacion de los puntos de equilibrio del sistema
de ecuaciones (1.3.1) con los controles introducidos y sera de especial interés en todo
lo que resta de la tesis. Sigamos con la linea del tiempo.

» En 2012, Hooton y Amann en [13] dieron una condicién necesaria para que el TDFC
estabilice 6rbitas periddicas inestables en sistemas autoénomos. Dada esta condicion, en
varios papers del 2013 /14 se desarrollaron algoritmos para estabilizar 6rbitas periodicas
inestables en sistemas auténomos: Pyragas y Novichenko en [23, 29] y Leonov en [18].

» Finalmente en 2016, Leonov, Shumafov y Kuznetsov en [19] retomaron el problema
de Huijberts—Michiels—-Nijmeijer para el caso bidimensional y también el caso tridi-
mensional, considerando dos tipos de controles distintos: el TDFC y el clasico, o sea
u(t) = Ky(t — 1), consiguiendo expresiones algebraicas para las regiones de estabili-
zacion de los puntos de equilibrio, en funciéon de los parametros del sistema (1.3.1), y
mostrando que, en general, los controles con tiempos de retardo generan regiones de
estabilizacion mayores que las correspondientes a la de los controles sin retardo.

Aqui se posiciona esta tesis cuyo objetivo es hacer una revision de algunos
resultados obtenidos en el paper, presentando ademds varias simulaciones
que ejemplifican dichos resultados.

En la secciéon 1.3.1 representamos este resumen en una linea de tiempo.
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1.3.1. Linea de Tiempo

1990: Ott, Grebogi y Yorke
1992: Pyragas
1993: Bielawski, Bouazaoui, Droizier y Glorieux
1994: Socolar, Sukow y Gauthier
1996: Ushio
1997: Nakajima
1998: Nakajima y Ueda
2002: Hino, Yamamoto y Ushio
2004: Ahlborn y Parlitz
2005: Hovel y Scholl
2006: Yanchuk y otros
Fiedler y otros @ 2007: Dahms y otros
2008: Guzenko y otros / Gjurchinovski y otros
2009: Huijbertz, Michiels y Nijmeijer
2012: Hoton y Amann
2013: Pyragas y Novichenko / Leonov

2016: Leonov, Shumafov y Kuznetsov

Referencias:
@ 1udican estudios respecto de los métodos de control.

@ 1ndican estudios sobre la ONL.
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1.4. Ecuacién caracteristica para ecuaciones diferenciales
lineales con retardo

El problema HMN conduce a una ecuaciéon diferencial lineal con retardo, esto es, de la
forma,
(t) = Mz(t) + Nz(t — 1), (1.4.1)

donde z € R" es la variable del sistema, M, N € R™" y 7 € R es el retardo. Igual que para
el caso lineal de la seccion 1.2 buscaremos soluciones de la forma z(t) = eM - v con A € Ry
v € R? no nulo. Asi reemplazando en (1.4.1) nos queda:

Moy =M-eM. v+ N7y,

Con la finalidad de obtener un problema de autovalores y autovectores, operamos en el
segundo término del miembro derecho y nos queda:

MM v=M-eM v+ N-eM. ey,
luego cancelamos la exponencial obteniendo
M=M-v+N-e ™. v
y finalmente sacamos factor comun
(M —M — Ne ) - v = Ogn.
Por lo tanto, al plantear su ecuaciéon caracteristica nos queda:
det(\[ — M — Ne™7) =0,

que no es polinomial, sino cuasipolinomial, debido a los términos con factores exponenciales.

Nota: El desarrollo de esta seccion puede ampliarse con en el fasciculo de Pablo Ams-
ter ([3]), donde se encuentra una demostracion més detallada, basada en la linealidad del
siguiente funcional:

L:C([-7,0],C") — C" tal que L(¢) = M¢p(0) + No(—7) con ¢ € C ([—,0],C").
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Capitulo 2

Analisis del problema de HMN
utilizando el TDFC

2.1. Clasificacién de los puntos de equilibrio

Consideremos el sistema de ecuaciones diferenciales lineales presentado en la seccion 1.3,
sin el control:

{ nT (2.1.1)
To = —QA1TX1 — A2T2

El dnico punto de equilibrio es z* = (0,0) y su clasificacion depende de los autovalores
asociados a la matriz del sistema, que a su vez dependen de los parametros a; y as.

0 1 . . .
Sea A = a i ) la matriz de coeficientes del sistema, sus autovalores son las raices
—a; —a

del polinomio caracteristico:

A -1

p(A) = det(N — A) = det (Ch At ay

) :)\2+a2)\+a1.
Analicemos sus raices en cada cuadrante del plano de parametros, segtn el discriminante:

—ag £ 1+/4a; — a%

» Siai—4a; <0 = )¢ R. Consideramos \; 5 =

2
\ —ay + /a3 — 4a,
1 p—
» Sia2—4a; >0 = M5 € R. Consideramos 2 = o < A\
5 1= 1,2 \ Cy— m 2 S A1
2 pr—
2
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Primer cuadrante: a; > 0,a,; > 0

» Siai—4a; <0 = /\ngéR/\Re()\Lg):_TaQ<0 = 2" = (0,0) es un foco

estable.

» SiaZ—4a; =0 = X\ =)\ <0y ademéas dim(S) =1 donde S es el autoespacio
asociado, y por lo tanto x* = (0,0) es un nodo degenerado estable.

» Sia3—4a; >0 = Sepuedeveren (¥)que \y <A\ <0 = z*=(0,0)es un nodo
estable.

(*) Ya sabemos que Ay < A1, por lo que basta ver que A\; < 0:

—ay + /a3 — 4
P—— 2“2 “oo e

—ag+4/a3 —4a; <0 &
\ai —4da) <ay &

as —4da, < a: &

—4a, < 0 pues aq > 0.

Segundo cuadrante: a; < 0,a, >0

= No se pueden dar los casos a2 — 4a; < 0 0 a3 — 4a; = 0 en este cuadrante.

» Sia2—4a; >0 = Se puede ver en (**) que Ay <0 < Xy = 2" = (0,0) es un
punto silla.

(**) Es trivial que Ay < 0, por lo que basta ver que A; > 0:

— /a2 — 4
N o= 2T 2“2 “op e

—a2+\/a§—4a1>0 =
\/a3 —4da; > ay &

as —4a; > a5 &

—4a; >0 pues a; < 0.

Tercer cuadrante: a; < 0,as <0

= No se pueden dar los casos a3 — 4a; < 0 0 a3 — 4a; = 0 en este cuadrante.
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» SiaZ—4a; >0 = Se puede ver en (***) que Ay <0< XNy = z*=(0,0) es un
punto silla.
(***) Es trivial que A\; > 0, por lo que basta ver que Ay < 0:

\ —ag—\/ag—élal
2

= <0 =
2

—ag — /a3 —4a; <0 &

—ay < /a3 —4a, &

a3 < a3 — 4a, &

0 < —4ay pues a; < 0.

Cuarto cuadrante: a; > 0,a, <0

» Siad—4da; <0 = Mo & RARe(N\2) = _TaQ >0 = z*=(0,0) es un foco
inestable.

» Siai—4a; =0 = X\ =\ >0y ademéas dim(S) = 1 donde S es el autoespacio
asociado, y por lo tanto x* = (0,0) es un nodo degenerado inestable.

» Sia2—4a; >0 = Sepuede ver en (****) que 0 < \y < A\; = z*=(0,0) es un
nodo inestable.

(***%) Es trivial que A\; > 0, por lo que basta ver que Ay > 0:

Ny — —ay — /a3 — 4day

>0 &
2
—ay — /a3 —4a; >0 &
—a2>\/a§—4a1 &
a3 > a5 — 4a, &

0> —4a pues a; > 0.

Analisis sobre los ejes:

n Siag >0,a,=0 = XNp=F/aie€C = z*=(0,0) es un centro.
» Sia; <0,aa=0 = Mo==+y—a1 €R = 2*=(0,0) es un punto silla.

» Siag =0,a#40 = M =0AXN=—ay = z*=(0,0) es un equilibrio no aislado.
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Se representan estos resultados en la figura 2.1:

a

Figura 2.1:

Clasificacion del punto de
equilibrio:

Focos estables

2
‘ ““01

s /
.
s
2
!
JEEEETEEEET BRI
=
-
-
5\\

Nodos estables
Puntos silla
Nodos inestables
Focos inestables

o Equilibrios no hiperbdlicos
® Nodos degenerados

Enfatizamos que el punto de equilibrio del sistema so6lo es estable si se toman valores para

los pardmetros aq, as del primer cuadrante, como se puede ver en los ejemplos que tomamos

para la figura 2.2. Por esta razoén, centraremos nuestro estudio en ver si se pueden estabilizar
equilibrios de sistemas con parametros que sean puntos en los otros tres cuadrantes.

0.4

0.2

X,

40

60

%00

40 60 80 100
t

(a) (a1,a2) = (0,1;0,1).

2.2.

Figura 2.2:

0.2

Ejemplos de la evolucion del sistema para valores de (ag,as) en el primer cuadrante,

tomando en ambos casos condiciones iniciales x1(0) = 0,1 y x2(0) = 0,15.

60 100

60

80 100
t

Planteo del problema de control

Buscamos ampliar la region de estabilizacion del punto de equilibrio 2* = (0, 0) del sistema
(2.1.1) para lo cual se aplica al problema el método de control de Pyragas (TDFC):
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u(t) = kly(t — ) — y(0)] (2.2.1)
donde y = c121 + coxo obteniendo el siguiente sistema:
jfl = T2

.I"Q = —A1T1 — ATy — U (222)
Y = 171 + Ca%2

De aqui, el sistema controlado puede reescribirse como:

&= Ax(t) + kBCx(t — 1) — x(t)]
donde A= " 1) B=(") (los mi tes) y C' = (&1 )
onded=|__ ), B=|_) (los mismos que antes) y C'= (c1 cz).

Planteemos para este problema lineal su ecuaciéon caracteristica, siguiendo el desarrollo
propuesto en la seccion 1.4 y tomando como M = A — kBC y N = kBC. Entonces nos
queda:

det(\ — (A — kBC) — kBCe™) =0

det < A _ —1 _ ) =0
a; — ke + ke ™ XN+ ag — key + kege™™

A+ (ag — key + kese ™A+ ay — key + kerem™ =0

A2 (ag + kea) A + (a1 — key) + k(Aey + cl)e*”‘ =0.

Podemos ahora definir la funcion:
F(\ak,e,7) = XN+ (ag + keo) A + (ay — key) + k(Aey +cp)e™™ (2.2.3)

(el miembro izquierdo de la igualdad anterior) de la que nos interesera conocer sus raices.

Observemos que sus variables son A € C y los parametros del sistema a = (ay, az), ¢ = (¢, ¢2),

y ademas tenemos que F' es un cuasipolinomio, de forma que hallar sus raices no es trivial.
Con todo esto, el problema puede plantearse como:

Dado ¢ = (¢1,¢q), {para qué puntos a = (a1, ay) es posible encontrar valores de k # 0
y 7 > 0 tales que Re(\) < 0 para todo A raiz de F'7.

Para contestar esta pregunta, consideraremos tres casos:
1. ¢1 #0,c0 =0,
2. ¢p=0,c0 #0,
3. ¢c1 #£0,c0 #£0.
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En [19] estudian las regiones de estabilizacion en el plano de pardmetros no sélo para el
control de Pyragas, sino también para el control clasico u(t) = ky(t — 7), y lo hacen para
sistemas en dos y tres dimensiones. Pero como nuestro trabajo se restringe a estudiar los
sistemas bidimensionales y s6lo con el TDFC, revisaremos las demostraciones de los teoremas
cuya numeracion en dicho paper es 1, 3 y 5 que consideran los tres casos descritos arriba,
respectivamente.

2.3. Dos resultados tedricos necesarios

Una de las contribuciones de [19] es simplificar las demostraciones de los teoremas que
describen las regiones de estabilizaciéon aplicando el TDFC; esto lo consiguen utilizando dos
resultados que, al combinarse, proporcionan la estructura de todas las demostraciones de los
teoremas. Enunciamos estos resultados en esta seccion.

2.3.1. D-Descomposiciéon

El método de D-Descomposicion es una herramienta que permite particionar el espacio
de parametros de una funcién de acuerdo a la cantidad de raices con parte real positiva.
Esta herramienta fue desarrollada por Neimark en [22]. En [10] Gryazina y otros hacen una
resenia del estado del arte de la misma, y alli observan que si bien esta técnica se puede
aplicar a funciones con miltiples parametros, lo usual es hacerlo para el caso de uno, dos
o tres parametros, dado que alli es posible graficar las particiones obtenidas (en la recta, el
plano o el espacio tridimensional respectivamente); mas atin, el caso mas estudiado es el caso
de dos parametros que es el que nos interesa en esta tesis. Por esta razon, daremos sé6lo esa
definicion.

Enunciado: Sea f : C — C una funcién analitica con coeficientes reales y dos parametros
ai,as € R, es decir, f = f(z, a1, az). Consideremos las raices de f de la forma z = yi, y € R:

» Siy = 0 entonces z = 0, y por lo tanto vale que f(0,a;,as) = 0. De esta ecuacion a
coeficientes reales obtenemos una relaciéon entre a; y as que describe una curva en el
plano ay, as (la llamaremos K).

= Si y # 0 entonces z = iy es una raiz imaginaria pura, y por lo tanto, también vale
que f(iy,a1,as) = 0. Esta ecuacion a coeficientes complejos se puede desdoblar en dos
ecuaciones reales (separando parte real y parte imaginaria) donde y resultara la variable
en la parametrizacion de otra curva en el plano de parametros (la llamaremos L).

Como consecuencia, tenemos una particion del plano de parametros en regiones cuya
frontera llamamos I' = K U L, y para las cuales si tomamos un punto alli, la funciéon corres-
pondiente a esos parametros tiene raices con parte real no nula.

Mas atn, vale que todos los puntos de una misma regién corresponden a funciones f con
la misma cantidad de raices con parte real positiva. A estas regiones la llamamos DP, donde
p es la cantidad de raices con parte real positiva que tienen las funciones con pardmetros
elegidos en esa region.
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Ejemplo
Dada la funcion f(z, a1, as) = 2% + a1z + ag, plantemos la D-Descomposicion de su plano
de parametros:

= Si z = 0 entonces, al evaluar la funcién, nos queda as = 0 que es la curva (recta) K.

» Si z = iy entonces, al evaluar la funcién nos queda (iy)? + ay(iy) + a2 = 0, y de aqui,
(Re=0) —13?>+ay=0

R
(Im =0) a1y =0 Vy €
Por lo tanto, a; = 0 y que ay > 0, es decir, la curva L es el semieje positivo de as.

separando la ecuacién, obtenemos: {

Grafiquemos entonces las regiones:

K%
K 11 | a

111

Observemos que obtuvimos tres regiones: en amarillo (region I), gris (region II) y celeste
(region III). Para decidir en qué particion DP estan incluidas tomamos un punto de prueba
en cada region:

—1+i/3

» (a1,as) = (1,1) corresponde a f(z) = 22+ 2+ 1, cuyas raices son z = , ¥ por

lo tanto, como la parte real de las dos raices es negativa, entonces corresponde a p = 0,
es decir I C DO.

2

1+iV3

» (a1,az) = (—1,1) corresponde a f(z) = z° — z + 1, cuyas raices son z = , ¥ por

lo tanto, como la parte real de las dos raices es positiva, entonces corresponde a p = 2,
es decir 11 C D?.

) 14++/5

— 2z — 1, cuyas raices son z =

» (a1,az) = (—1,—1) corresponde a f(z) = z y

por lo tanto, como s6lo una raiz tiene parte real positiva, entonces corresponde a p = 1,
es decir 111 C D'.
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2.3.2. Teorema de Rouché

El teorema de Rouché es un resultado tedrico que permite equiparar la cantidad de raices
de dos funciones dentro de un contorno, bajo ciertas hipotesis.

Teorema: Sean ¢(s)y h(s) dos funciones analiticas dentro y sobre un contorno cerrado
simple C' en el plano complejo.
Si|g(s)] < |h(s)| Vs € C entonces h(s) y h(s) + g(s) tienen el mismo nimero de raices
(contando multiplicidades) dentro de C.
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Capitulo 3

Analisis de las regiones de estabilizacion
para el casoc; 0y co =0

En este capitulo hacemos una revision completa del enunciado y la demostracion del asi
llamado Teorema 1 en [19] y agregamos al final una seccién con simulaciones para ilustrar
los resultados.

3.1. Enunciado del Teorema 1

Supongamos que ¢; # 0,c3 = 0 en el sistema (2.2.2).

En este caso, podemos afirmar que:

El punto de equilibrio z* = (0,0) del sistema (2.2.2) se puede estabilizar usando el
control de Pyragas si y s6lo si a; > 0.

Ademas, los valores de k y 7 que permiten la estabilizacion son todos los que cumplen
las siguientes condiciones:

—57'2 < az — 3

k p—
3(2+ B7) an e = s

B < min{0,as}, —Br < 2,

donde 3 es un parametro auxiliar.

Observemos que en este enunciado cambiamos el orden de las condiciones para k y 7
respecto de [19], a fin de presentarlas en el orden en que conviene elegir los parametros para
lograr la estabilizacion del punto de equilibrio del sistema.

Sobre la clasificacion descripta en la figura 2.1 podemos observar que la novedad del
Teorema 1 es que el equilibrio del sistema (2.2.2) puede estabilizarse con pardmetros en el
4to cuadrante. En la figura 3.1 podemos ver para qué puntos a = (a1, ay) se puede estabilizar
el punto de equilibrio si ¢; # 0, ¢y = 0.
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Figura 3.1:
La region rayada es la region de estabilizacion si ¢; 0y cg =0
utilizando el control de Pyragas.

3.2. Demostracion del teorema

Queremos demostrar que si tomamos a; > 0, todas las raices de la funcién caracteristica
del sistema (2.2.2), con las condiciones sobre ¢; # 0 y ¢o = 0, tienen parte real negativa, es
decir, x* se vuelve estable.

Reemplazando ¢; = 0 en la ecuacion (2.2.3) nos queda que:

F<Z) = Z2 + asz +ay; — kCl + /ﬂCleiTz. (321)

Aplicamos el método de la D-descomposiciéon a la funciéon F' para obtener una particion
del plano de parametros R? = {(a;,as)} a cuya frontera llamaremos T, .

= Sea z =1y, y # 0 una raiz de F' entonces vale que:
F(iy) = (iy)?* + ag(iy) + ay — key 4 kere ™) =0
Aplicamos la formula de Euler y separamos en parte real e imaginaria:
—y? + agyi + ay — key + key[cos(ty) — isen(ty)] = 0

2
—y® + a; — key + keycos(ty) =0
{ asy — keysen(ty) =0 (3.2.2)

Despejando a; y as, queda la ecuaciéon paramétrica de una curva, que llamamos Ly ;:

a; = y* — keycos(Ty) + ke
_ keysen(Ty) (3.2.3)

Y

ag
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= Sea z = 0 una raiz de F’ entonces vale que:

F(0) = a; = 0.

Y esta es la ecuacion de una recta vertical que llamamos K, que en este caso coincide
con el eje as.

Por lo tanto: I'y » = Ly - U K.

Analicemos la frontera obtenida: para graficar Ly, basta tomar y > 0 puesto que a;(y)
y az(y) son funciones pares. Entonces, el punto inicial de la curva es (0, kc;7) que resulta de
tomar el limite cuando y tiende a 0 en el sistema (3.2.3). En adelante, llamaremos = k¢ 7,
y veremos que k y 7 pueden ajustarse para que [ resulte constante.

En la figura 3.2 se presentan dos graficos de la curva Ly, ;.

Figura 3.2:
Curvas Ly -, obtenidas para distintos valores de 7,
con k autoajustdndose para que resulte constante el pardmetro § = —5, con ¢; = 1.
|92 |92
L . i k
o q
(a) T 1 (b) 7> 1

Podemos ver en la figura 3.2 que:

» Si 7 < 1 entonces Ly, oscila alrededor del eje de la abscisa. En la figura 3.2 (a) se
observa la grafica de la curva para 7 = 0,39 y kK = —12,8205.

= Si en cambio, 7 > 1 entonces Ly, se curva sobre si misma, llegando a formar bucles,
como se observa en 3.2 (b) para T =25y k= —0,2.

Ademaés, los valores de 7 que nos interesan son los del caso (a) por dos razones: por un
lado, a efectos de realizar una implementaciéon del método, valores para 7 > 1 implican
disponer de informacion del sistema en un pasado lejano, informaciéon que podria no estar
disponible; por otro lado, la curva resultante es simple, en sentido matemaético, es decir, no
tiene auto-intersecciones y por lo tanto es mas facil de analizar.

En consecuencia, al aplicar el método de la D-descomposicion, para ciertos valores de
k,7 dados (7 < 1) el plano R? queda dividido en regiones Dy, ., donde el cuasipolinomio
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correspondiente a un punto arbitrario en D’,;T tiene exactamente p > 0 raices con parte real
positiva.

Llamamos a esas regiones I, II y III, como se muestra en la figura 3.3. De esta forma la
region I queda delimitada por la curva Ly, por debajo y la recta K a la izquierda, la region
IT queda comprendida por el segundo y tercer cuadrante, y la restante es la region III.

II

I

Figura 3.3: Regiones determinadas por la D-descomposicion.

Nos interesa saber entonces, si alguna de estas tres regiones corresponde a Dg’T, es decir,
una region donde todos los cuasipolinomios tengan cero raices con parte real positiva (pues
p = 0). Veremos que esto sucede para la region I, es decir I C D%T, para lo cual basta con
que encontremos uno de estos cuasipolinomios con cero raices con parte real positiva en I lo
que nos permitird afirmar que todos los deméas de esa region también tendran cero raices con
parte real positiva.

Con este fin, utilizaremos la siguiente estrategia:

I. Veremos que el cuasipolinomio F' (3.2.1) tiene la misma cantidad de raices en el semi-
plano derecho del plano complejo que su parte polinomial (a quien llamaremos f), es
decir, que ambas tiene la misma cantidad de raices con parte real positiva, bajo ciertas
condiciones.

11. Analizaremos bajo qué condiciones de los pardmetros podemos asegurar que todas las
raices del polinomio f tienen parte real negativa.
Comencemos con la estrategia:
I. Probemos entonces que F'y f tienen la misma cantidad de raices con parte real positiva.

Utilicemos el teorema de Rouché, tomando el contorno Cr = Im U C}, en el plano
complejo, donde I'm es el segmento [—iR,iR] y C} es la semicircunferencia de centro
(0,0) y radio R del semiplano derecho, como muestra la figura 3.4.

Queremos probar que se satisface la hipotesis del teorema de Rouché en el contorno C'
para las funciones:

f(z) =2+ az+ a1 — key g(z) = kere ™.

Notese que estas funciones son la parte polinomial y exponencial de la funcion F,
respectivamente. Veremos entonces que la cota vale en cada una de las dos curvas que
componen Cg:
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Im Re(z)

Figura 3.4: Contorno para el teorema de Rouché.

= Sobre la curva C}: 2= Re"?, 6 ¢ [—g, g}
= |g(2)] = |kere TR | = |keyeTReosO)Fisen(0)] =

_ |k01 | ) |€—TRcos(9) | ] |6i7'Rsen(0) | < |k501|

J/

<1 3
A |f(2)] = |R%e™?? + agRe™ + ay — kcy| esta expresion es del orden de R

Por lo tanto, si R > 1 se cumple la desigualdad:

9(2) < [f(2)] Vz € C.

= Sobre la curva Im:  z =iy con y € [—R, R|
= |g(2)* = [kere™™|? = |key

AN IR ==y + asty + a1 — kar]? = (—y* + a1 — ke )? + (agy)?
=y* —2(a; — key)y? + (ay — key)? + a3y?
=yt + (a2 — 2ay + 2kc))y? + (ay — key)?.

Pedimos que el coeficiente cuadrético de | f|? sea nulo, y en consecuencia, la funcién
F se correspondera con los puntos del plano R? pertenecientes a la curva definida

por la ecuacion a3 —2a; +2kc; = 0, graficada en naranja en la figura 3.5, y entonces
se tiene que:

1f(2)]* =y + a? — 2kcrar + (key)?
———

= [f(2)]? =y* +a] — 2kcray + |g(2)]%
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II.

Y como y* + a? — 2kcia; > 0 si a; > 1 entonces vale que:

lg(2)|? < |f(2)]* Vz € Im. Luego, aplicamos raiz cuadrada
= |g(2)| <|f(2)] Vz € Im bajo las condiciones a3 — 2a; + 2kc; =0y a; >> 1.

En conclusion, hemos probado en estos dos puntos que el médulo de g se puede acotar
con el modulo de f sobre las dos curvas que forman el contorno Ck, es decir:

l9(2) < [f(2)]  VzeClr

y ésta, es la hipotesis necesaria para el Teorema de Rouché.

Entonces podemos asegurar que fy f + g = F' tienen la misma cantidad de raices en
el interior del contorno Cg si R > 1. Es decir, f y F tienen la misma cantidad de
raices en el semiplano derecho del plano complejo, o sea, la misma cantidad de raices
con parte real positiva.

. Pero cuantas raices tienen f y F'?

Sobre F' es dificil contestar, puesto que es un cuasipolinomio. Pero sobre f es mas facil,
puesto que es un polinomio de grado 2 a coeficientes reales. Analizaremos entonces esto
mismo en el item II.

Busquemos condiciones para que f tenga todas sus raices con parte real negativa.

Sea f la parte polinomial de la funcion caracteristica (3.2.1) del sistema

f(z) = 2%+ agz + a; — key.

Entonces sus raices son:

—ay £ \/a} — 4(a; — key)
2
—ay £ \/a% —2(ay — key) — 2(ay — key)
5 :

Z21,%2 =

Y como habfamos pedido que a3—2(a; —kc;) = 0 al reemplazar en la férmula resolvente
nos queda:

—as + /—2(a; — kcy)
B 2
Por lo tanto, si (a; — kep) > 0 entonces las raices de f son complejas (y esto pasa para
a; > 1, o sea a; suficientemente grande) y, si ademés ay > 0 entonces la parte real de

las raices de f es negativa. Es decir, f tiene sus dos raices en el semiplano izquierdo
del plano complejo, y por lo tanto f no tiene raices en Cpg.
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Por todo esto, podemos asegurar que f tiene cero raices con parte real positiva y entonces
F' tiene cero raices con parte real positiva, si se cumplen las siguientes condiciones:

az —2(a; — key) =0

as >0 (3.2.4)
a, > 1,
reflejemos esto en la figura 3.5.
I
IT
11
Figura 3.5:

En NARANJA se puede ver la curva que cumple las condiciones (3.2.4).

Con todo esto hemos probado que, si la curva Lj » no tiene auto-intersecciones, entonces
la region I C D} . Faltaria ver que en realidad I = D} .. Esto lo demostraremos viendo que
los cuasipolinomios formados con parametros en las regiones II y I11 tienen al menos una
raiz con parte real positiva.

Consideremos entonces las distintas posibilidades de curvas Ly, (con o sin bucles) que
quedan determinadas por la parametrizacion dada por el sistema (3.2.3). Que la curva no
tenga bucles depende de si a1 (y) es una funcion creciente para y > 0, para lo cual, nos interesa
estudiar el signo de su derivada:

ay(y) = 2y + keisen(Ty). (3.2.5)
Para pedir que sea positiva, analizamos el signo de la derivada segunda:
a)(y) = 2 + keymcos(ty),

que resulta positiva bajo la condicion |kc;7?| < 2. Por lo tanto, a}(y) es estrictamente cre-
ciente para y > 0 bajo la misma condicién, y como ademas a}(0) = 0 entonces podemos
afirmar que a/(y) > 0 para y > 0. Concluimos entonces que a;(y) es creciente.

Sean k, T tales que kc; < 0y 8 = key7 tal que 5 es constante, segiin la condicion anterior
tenemos dos casos posibles de particion del plano de parametros R? (sin bucles/con bucles):

1. 0 < |key|r2 < 2.

En este caso, la funcién a;(y) es no decreciente para y > 0 y por lo tanto la D-
descomposicion devuelve I'y - que no se interseca a si misma (sin bucles).
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2. ‘k61’7'2 > 2

En este caso, 'y, tiene “auto intersecciones” (y por lo tanto, bucles) para kc; < 0 (y
también para kc; > 0 con 7 suficientemente grande).

Veamos como cambia el valor de p en las distintas regiones definidas por I'y ;. Es decir,
que los cuasipolinomios en las regiones I1 y I1] tienen mas de cero raices con parte real
positiva.

Sabemos que el valor de p = 0 en la region I, analicemos entonces el crecimiento de la
funcion Re(z) respecto de a; al atravesar la recta vertical K, a través del signo de su derivada.

z
Llamamos z’ = — y la calculamos partiendo de la relacion:

0@1

F(z) =0
2>+ asz +ay — key + kee”™ =0,  derivando en funcién de a,
22.7 +ayd +1 —keyt2e™ =0
(22 + ag — keyre™ ™) = —1
—1
2z + ag — keyTeTE

!/

Para todos los puntos sobre la recta K, vale que z = 0 y a; = 0, entonces nos queda que:

—1
Z/ = -
(05} —kClT

Observemos que 2’ € R = Re(Z) = P — y su signo depende de ay — ke 7.
Ao — RC1T

» Siag — ket > 0 = Re(?) < 0y esto significa que Re(z) estd decreciendo al
atravesar la recta vertical K por encima de kcy7 = .

Entonces, de la region 17 a la region I decrece en al menos 1 la cantidad de raices con
parte real positiva. Y como la regién I corresponde a p = 0 entonces la region I debe
corresponder a p > 1.

» Sias—kem <0 = Re(z') > 0y esto significa que Re(z) esta creciendo al atravesar
la recta singular K por debajo de kcim = .

Entonces de la region I1 a la region 11 crece en al menos 1 la cantidad de raices con
parte real positiva. Y por lo visto en el item anterior, como I € D} _con p > 1 entonces
la region 11 debe pertenecer a DZ}T con p > 2.

Por lo tanto, I = Dj) .

Y en conclusion, la region de estabilizacion es S = |JD)_ con —oo < key7 < 0, es decir,
k,T
son los puntos que quedan por encima de la curva Ly . para cada par k, T posible.
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Observemos que esta unién infinita es igual al conjunto de puntos del semiplano derecho

de parametros, es decir S = |JDY = {a; > 0} pues la curva L;, va dejando una mayor
k,7
region del semiplano por encima, a medida que 8 se mueve hacia abajo en el eje as . De aqui

que si a; < 0 entonces (a1, az) ¢ S para ningan valor de k, 7.

3.2.1. Sobre la eleccién de £y 7

A continuacién estudiaremos como elegir k y 7 dado un cierto punto en el plano de
parametros.

Sea a = (aj,az) un punto tal que a; > 0y ay € R.

Elegimos un valor 5 < as y valores para k, T de forma que kc; < 0y ke = f.

Veamos que con esta eleccion de k, 7 el punto (a1, as) € D,(;T, es decir, resulta un punto
de equilibrio donde el sistema se puede estabilizar.

Tomemos una linea recta ¢ de pendiente positiva que pase por el punto (0, ) y de forma
que (a1, az) quede en el sector entre £ y el eje ay (es decir, por encima de la recta ). llustramos
esta situacion en la figura 3.6.

K¢ RT

Figura 3.6:
La recta £ y la eleccion de un punto (ag, az) por encima de ¢, con = —5.

Veamos que es posible construir esta recta ¢ pues la recta tangente a la curva Ly, en

d
(a1, a2) = (0, 5) tiene pendiente cercana a cero, es decir d—a2(0) ~ 0.
a1
Analicemos a;(y) y a2(y) en la ecuacion (3.2.3):

Ya calculamos la derivada de a,(y) en (3.2.5).
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Por otro lado, podemos ver que la derivada de as(y) es

_ keyreos(ty)y — keysen(Ty)
Y2

as(y)

Por lo tanto, nos queda que:

] ke, {Tycos(Ty) 2— sen(Ty)} ke, {Tycos(Ty) 2— sen(Ty)}
a2 Y Y

d_al(y - 2y + keyrsen(Ty) B y [2 e Tsen(Ty)}
P i 24

Llamando o = 1y:

T2k01

das [acos(a) - sen(a)] ey [UCOS(U)U; sen(g)]

day (o) = sen(a)] - sen(o) ’ (3:26)

2+ keyr?

ocos(o) — sen(o)  sen(o)
y
3
en la expresion (3.2.6) el denominador se aproxima a 2 y el numerador se aproxima a 0,

cuando 7 < 1 (segun el resultado comtinmente conocido como “cero por acotado”).

y dado que las expresiones estan acotadas para ¢ > 0 entonces

Entonces d—a2(0) ~0si7T<1con ket =p.
a

Por lo tanto, 1la pendiente de la recta tangente a la curva Lj, es casi nula si 7 es lo
suficientemente pequeflo y entonces ¢ estd por encima de Ly, y ain mas, el punto (a1, as)
pertenece a D}, como habiamos ilustrado en la figura 3.6.

El valor de 7 debe elegirse de forma que satisfaga que a1(y) sea creciente y de la compa-
racion entre las pendientes de las rectas ¢ y la tangente a Ly, en a; = 0:

mprr < My,

donde mpr es la pendiente de la recta tangente a la curva Ly, y my es la pendiente de la
recta /.

Como la condicién para que a;(y) sea creciente es que |ke;7%| < 2, y ademas 3 = ke7
entonces nos queda que —f7 < 2.

Para comparar las pendientes, calculemos primero la pendiente de la recta tangente a Ly, -

usando que:
lim (0003(0) - sen(o)) _ _% A lim (sen(a)) 1

c—0 o—0 o

entonces mgrr = lim
o—0

{d@ ( )] har (‘%) _pr?

— 0
da1



Visto que my es menor que la pendiente de la recta que pasa por (0, 3) y (a1, as), es decir
as — (3
ay

my < , concluimos que la segunda condicién para elegir 7 es:

—572 < 02—5.

3(2+ p7) a (327)

Si bien en [19] no se profundiza mucho respecto de esta condicion, analicemos nosotros
qué tipo de restriccion es para 7. Hasta aqui teniamos que:

i. p<min{0,a2} = <0 A f<ay
. —fr<2 = 0<2+4+p07
s

iii. kesgr=0 = k=—
T

—572 az — 3

V. <
v 3(2+ p1) a;

Se puede observar facilmente que la cuarta condicién es una desigualdad entre miembros
positivos, ya que el miembro izquierdo es el cociente entre dos factores mayores a cero, lo que
se deduce de las condiciones i. y ii. Por lo tanto la condicién iv. se puede reescribir como:

B <32+ pr) - 22
ai
distribuyendo  — B7% <6 - @—f + 387 - 92 — /37
CL1 a/l
—Br*—6- a2_ﬁ—3ﬂ¢-a2_ﬁ < 0.
0/1 a/l

Y esta expresion es cuadréatica de variable 7 y coeficiente principal positivo, de forma
que su grafica es una parabola concava hacia arriba. Analicemos sus raices, para ver si es
completamente positiva, y por lo tanto la restriccion iv. no aporta nada nuevo, o si bien tiene
raices reales, y por lo tanto hay un intervalo para 7 donde se satisfece la desigualdad.

Hagamos un cambio de variables para que la expresion sea mas simple. Si llamamos
o= a2a_ p entonces a > 0 y nos queda:

1

—pr* = 3Bar — 6a < 0. (3.2.8)
Y calculemos las raices:

3B £ \/95%a? — 248«
—23 '

(3.2.9)

T1, T2 =
De ellas diremos que:
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» son reales, puesto que el discriminante de (3.2.9) es positivo ya que se puede reescribir
como A = 3pa (3fa —8) > 0,
IR
< <0

= una es positiva y la otra negativa.

Esto dltimo se puede ver analizando la cuenta para 7, y 75 respectivamente:

5 = ot VIBta® — 24Ba (3.2.10)

1 _2ﬁ )
<0
350 —\/9Fa? — 2480
=200 9_@; vo (3.2.11)
—~—
>0

Por lo tanto, 75 < 0. Resta ver que 7, > 0, y esto vale si y s6lo si su numerador es
positivo, que resulta cierto pues

3Ba+VA>0 < VA>-38a>0 < A>95%>
\6-/ N——
> >0

Reemplazando A por la expresion obtenida en (3.2.9) queda:

95%02 — 24Pa > 95%a*
—24Ba > 0 que es cierto!

En conclusion, 71 > 0.

Por lo tanto, para que (3.2.8) se verifique debe suceder que 7 € (73, 71), que junto con las

2
condiciones i. y ii. determinan que 7 < min < 7, —5}
Con todo esto, hemos probado que la segunda y la tercera condicion del teorema pueden
2
resumirse en la siguiente: 7 < min {7’1, —6}
Recapitulemos lo obtenido aqui: hemos demostrado que si se eligen valores de los para-
metros del sistema tales que a; > 0, entonces es posible encontrar valores de k, 7T para los
cuales el punto de equilibrio del sistema x* = (0,0) resulta estabilizable con el método de
Pyragas.
En otras palabras (a;, as) € D,%T para ciertos valores de k, 7, es decir (ay,as) es un punto
de la region de estabilizacion S = |J D)) .
Con esto, terminamos la demostracion del primer teorema.
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3.3. Corolarios y simulaciones

2
a
Volviendo a la figura 3.3, como las regiones {0 < a; < Z27 as < 0} (en naranja) y
2
a
{a; > -2, ay < 0} (en amarillo) corresponden respectivamente a nodos y focos inestables del

sistema abierto (u = 0), el Teorema 1 implica los siguientes corolarios:

Corolario 1
Si z* = (0,0) es un nodo o un foco inestable (o sea, el 4to cuadrante), entonces existen
parametros k, 7 tales que x* se puede estabilizar con el control de Pyragas.

Corolario 2

Si 2* = (0,0) es un punto silla o bien z = 0 es una raiz del polinomio caracteristico (o
sea, el semiplano izquierdo y el eje vertical), entonces no existen parametros k, 7 tales
que z* se puede estabilizar con el control de Pyragas.

\. J

Elegimos valores para los pardmetros del sistema en el cuarto cuadrante, siguiendo el
Corolario 1. Con el fin de abarcar los tres tipos distintos de equilibrios a estabilizar tomamos:

a. (ay,as) = (0,1;—1), que genera un nodo inestable,
b. (ay,as) = (0,25; —1), que genera un nodo degenerado,
c. (a1,az) = (7;—1), que genera un foco inestable.

Ademas, elegimos el punto (a1, as) = (4,0), que genera un equilibrio del tipo “centro”; y
que si bien no se corresponde con los resultados del corolario 1, el teorema afirma que puede
estabilizarse pues cumple que a; > 0. Modelamos este caso en el ejemplo 3.13.

Para todos los casos, elegimos condiciones iniciales x1(0) = 0,1 y 22(0) = 0,15.

En la figura 3.7 podemos observar el comportamiento de las variables del sistema z y x
que crecen exponencialmente en el caso (a) y oscilan hacia los infinitos en el caso (c), es decir,
divergen en ambos casos dado que estamos eligiendo sistemas con equilibrios inestables.
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Figura 3.7:

%108 x10°
3 6
= 2 €4
= =
1 2
0 0
0 10 20 30 40 50 0 5 10 15 20 25
t t
18 5
3 =10 4 =10
= 2 =
= a2
> 1 >
0 0
0 10 20 30 40 50 0 5 10 15 20 25

t t

(a) (a1,a2) = (0,1; —1) siendo sus (b) (a1,a2) = (0,25, —1) siendo su tnico
autovalores A\; = 0,1127 y Ao = 0,8873. autovalor A = 0,5.

20

-20 : : : : :
0 2 4 6 8 10
t

(¢) (a1,a2) = (7,—1) siendo sus autovalores
A1 =0,542,59817 y Ay = 0,5 — 2,59815.

En cuanto a la eleccion de los parametros de salida, sabemos que ¢c; = 0, por lo que
consideraremos dos casos para c;:
= ¢; = 13 (en los Ejemplos 3.8, 3.9 y 3.10),

» ¢; = —0,1 (en los Ejemplos 3.11 y 3.12).

Analicemos entonces como elegimos los parametros 3, k y 7 para estabilizar en cada caso,
el punto de equilibrio del sistema obtenido.

1. Elegimos 8 < min{0, as}. Por esta razon, tomamos en los tres casos = —2.
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11. Elegimos 7 que satisfaga las siguientes dos condiciones del teorema:

—pr? az—pf
3(2+ p7) = a

—0BT < 2,

1. Elegimos k tal que kc;m = f.

En los cinco ejemplos siguientes presentaremos la evolucion de los sistemas con el control
de Pyragas, para distintos valores de 7 y k elegidos segiin lo anterior.

Figura 3.8:
Ejemplo 1:

{ a1 =0,1 { =13 B =—2;7=0,9; resultando k = —0,1709.

0.3 a5
— 0.2 2.5
* ad -
D ‘ o 10 =20 30 a0 S50
0 10 20 30 40 50 t
: (b) Salida.
0.2
. -
N -
& 0 =an
0.1 .
0 10 20 30 40 50 o1
t 2 s = = = =
.
(a) Sistema controlado. (c) Control.
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X, (1)

X1

0.1

-0.1

0.2

-0.2

0,25
1

01:13
CQIO

{

Figura 3.9:
Ejemplo 2:

8 =—=2; 7 =0,6; resultando k = —0,2564.

0 5 10 15 20 25 b ° e T = =
: (b) Salida.
0 5 10 15 20 25 e
t oz, A o s o
(a) Sistema controlado. (c) Control.
Figura 3.10:
Ejemplo 3:
= =1
a =1 “ 3 b =—=2; 7 =0,2; resultando k = —0,2564.
a9 — -1 Co = 0
0 2 4 6 8 10 "o = B . B e 1o
: (b) Salida.
0 2 4 6 8 10 70%

(a) Sistema controlado.

= a a a 10

(c) Control.
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De estos tres ejemplos podemos observar que al modificar el valor de a; debemos reducir
el valor de 7 y mientras que el valor k crece en médulo, incluso el control tarda mas tiempo

en estabilizar el sistema.
Estudiemos ahora la dependencia del signo y valor absoluto de ¢y, para ello repetimos los

parametros de los ejemplos anteriores en el caso (a) y (c).
Figura 3.11:

Ejemplo 4:

{ a =01 { a=—01 b =—2; 7 =0; resultando k£ = 0,98619.

CLQI—l Co =

03 -0.005
o
s 02
= N
=
ai —
_aioas
0 02 10 2o 30 a0 s0
0 10 20 30 40 50 .
t .
(b) Salida.
0.2
e .
N o=
oo e = on
-0.1 °
0 10 20 30 40 50 .

o
t i i . i .
10 EL) a0 a0 50

(a) Sistema controlado. (c) Control.
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Figura 3.12:

Ejemplo 5:

a =1 a=-01 8 =—-2; 7 =0,2; afectando el signo de k = 100.
a —1 Co = 0

0.1 o
XP 0 0005
.01 =0 5U =z = = =] 10
0 2 4 6 8 10 t
: (b) Salida.
0.2
= 0 0.1
o o
ot ]
N \ﬂ/\’ ) ;Z
0 2 4 6 8 10 i
t e > A . a ‘o
t
(a) Sistema controlado. (c) Control.

En estos dos tltimos ejemplos podemos observar que la dependencia del parametro c¢; se
da tnicamente en el pardmetro k.
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Figura 3.13:

Ejemplo 6:

{ “ i 4 { =13 b8 =—-2;7=0,5; resultando k = —0,3077.

0.1

)

=
o 0.05

o

[S]
=
@
[+2]
=y
=}

0.2
0.2

X,
X1

-0.2

(a) Sistema sin control aplicado. (b) Sistema controlado.

0.05

-0.05

0.1

u(t)

-0.15
0.5

-0.2
0 -0.25
-0.3
-0.5 -0.35

0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10

t t
(c) Control. (d) Salida del sistema.

Podemos ver en 3.13 (a) que el comportamiento de las variables del sistema antes del
control es oscilante, lo que se debe a que el equilibrio era un CENTRO y que luego de
aplicar el control con valores adecuados para los parametros k y 7 las variables del sistema se
estabilizan, sin diferenciarse la eleccién de dichos pardmetros de los puntos del 4to cuadrante.
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Capitulo 4

Analisis de las regiones de estabilizacion
para el casoc; =0y co # 0

En este capitulo hacemos una revision completa del llamado Teorema 3 en [19]. Igual que
en el capitulo anterior, agregamos al final algunas simulaciones para ilustrar el resultado del
teorema.

4.1. Enunciado del Teorema 3

Supongamos que ¢; = 0, ¢ # 0, en el sistema (2.2.2).

En este caso podemos afirmar que:

El punto de equilibrio 2* = (0, 0) del sistema (2.1.1) se puede estabilizar con el control
de Pyragas si y solo si se cumple alguna de las siguientes condiciones:

a. ap >0, ag >0,

(mmasy)?
b. > — < 0;
a1 16 , Q2 S Uj

sen(a)

donde m = min (cos(a) -
a€e(0,2m)

) ~ —1,0419. (4.1.1)
(e

En el caso (a), como la region corresponde a parametros que devuelven un foco o nodo
estable, entonces k = 0 y 7 es irrelevante.

Y en el caso (b), todo los valores para los parametros k, 7 que cumplan las siguientes
condiciones estabilizan el sistema:

2./a1

kcy = , T =

s
mm N
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Figura 4.1:
La region rayada es la region de estabilizacion del sistema utilizando el método de Pyragas
sic; =0y cy #0.

4.2. Demostracion del teorema

Hallemos la particion dada por Ty, del plano R2? obtenida de la D-descomposicién para
la funcién caracteristica de este caso, que es un cuasipolinomio distinto al del Teorema 1:

F(2) = 22 + (ag — ko) z + ay + kegze ™.
= Sea z = iy una raiz de F', separando en parte real e imaginaria, entonces:

(iy)* + (az — keo)iy + ay + keyiye ™ =0
—? 4 (ay — key)iy + ay + keyiy(cos(ty) — isen(ty)) = 0

2
—y* + aj + kegysen(ty) =0
= { (ay — keo)y + kegycos(ty) =0 y#0.
Resultando, la parametrizacién de la curva Ly, ;:
2
a; = y* — keoysen(ty)
{ as = kcy — kegcos(Ty) y#0. (4.2.1)

» Sea z = 0 una raiz de F entonces F'(0) = ay, entonces a; = 0 es la ecuacion de la recta
vertical K.

Analizando las condiciones necesarias para que I'y - no tenga auto-intersecciones, debemos
pedir que la funcion a;(y) sea no decreciente.

Observemos que a;(y) = y.ly — kcasen(Ty)], es decir, a;(y) es el producto de dos funciones
que cumplen que:
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» g(y) =y es creciente Vy,

» h(y) = y— keasen(Ty) es creciente Yy si |keo|T < 1, ya que h'(y) = 1 — kcgrcos(ty) > 0
si |keo|T < 1.

Entonces podemos asegurar que a;(y) es creciente Vy si |kco|T < 1. Y por lo tanto, una
condicién suficiente para que I'y . no tenga auto-intersecciones es que |keo|T < 1.

Nota: Esta es una condicion suficiente, pero no necesaria. Mas adelante, en la subseccion
4.2.1 daremos la condicién necesaria.

En cuanto a la posicién respecto del eje vertical de los puntos de la curva Ly ,, digamos
“la altura”, que viene dada por as(y) podemos observar que:

» la ordenada al origen es as = 0 (basta reemplazar y = 0 en (4.2.1)),

» los puntos de la curva tienen ordenada as € [2kcs,0], alcanzando su minimo para
TYy =m+ 2j7 con j € Z.

Con esta informacién, podemos esbozar el grafico de la frontera I'y ; que particiona el
plano de parametros en regiones que llamaremos I, [1 y I11 como muestra cualitativamente
la figura 4.2.

g , Ly

bk N LS T ]

Figura 4.2: Regiones determinadas por la D-descomposicion.

Veamos que al igual que en el Teorema 1, la region I C DY . La demostracion es analoga.
Es decir, queremos ver que para cualquier par (aq,as) € I la funcion caracteristica resultante
no tiene raices con parte real positiva. Para esto, basta hallar un cuasipolinomio en I que
cumpla lo anterior, y esto se demostrara utilizando el teorema de Rouché, es decir, viendo
que F' tiene tantas raices en el semiplano derecho complejo como su parte polinomial.
Definimos dos funciones a partir de la funcién caracteristica:

F(z) = 2° + (a2 — kea)z + ay + kegze ™™
~ ~~ - W—/

f(2) 9(2)

para estas funciones veamos que:
I. Re(z) <0, Vzraiz de f bajo ciertas condiciones de los pardmetros;

1. |g(2)| < |f(2)], Vze€ Ckg.
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Verifiquemos entonces, que f y ¢ satisfacen la hipotesis del teorema de Rouché en el
mismo contorno que para el Teorema 1.

—<CL2 - kCQ) + \/(CLQ — ]{302)2 — 4CL1

I. Calculemos las raices de f: 21,29 =

Si queremos que sean complejas y con parte real negativa podemos pedir que:

2
{ (az — keg)? —day <0 - { (ag — keo)? < 4ay - { (ag — keo)? < day
0

Re(z;) = _CLQT% < kcy < ag as > 1.

Y aqui tenemos entonces ciertas condiciones bajo las cuales trabajaremos en el item II.

11. Tomemos, igual que para el Teorema 1, el contorno Cr = C} U I'm como muestra la
figura 3.4.

= Seaz€C} = z=Re", 96[—%,%]

= |f(2)] = |R*¢™ + (az — kca)Re” + a1|  es del orden de R’
A g(2)] = kcyRefe ™| = |kea| - R-1- ’e_TR(CDS(e)“se"(e))‘

= |key| - R- e ™Rs®) .1y como cos(h) > 0sif € [

71' W}
272
= |g(z)| < |kca|R que es alo sumo del orden de R
Por lo tanto, vale que |g(z)| < |f(z)] en C} si R > 1.
» Seazelm = z=1y, y€[-R,R]

= |f(2)]? =|—y* + (a2 — ke2)iy + a1‘2 = (a1 — ¥*)* + (a2 — ke)?y?
= (a; — y*)? + (a3 — 2a9key)y* + (key)*y?
A o) = kesiye™™|* = (kea)?y?
= [f(2) = (a1 = y*)* + (a3 — 2azkea)y” + |9(2)]”
[f(2)] = |g(2)* si 2 € Im
siempre que a2 — 2askcs > 0 lo que sucede si ay > 1
1f(2)] > |g9(2)] siz € Imyas>1.

En conclusion, podemos afirmar que f y ¢ satisfacen la hipotesis del teorema de Rouché:
|f(2)| > |g(2)] Vze€ Crcon R> 1.
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Y entonces, vale que fy f+ g = F tienen la misma cantidad de raices en el interior
de Cg con R > 1 (o sea, ambas tienen cero raices en el semiplano derecho del plano
complejo) bajo las condiciones

(4.2.2)

(CLQ — k62)2 < 4daq
a9 > 1,

que se verifican en el primer cuadrante del plano de pardmetros. Y por lo tanto, podemos
afirmar que cualquier punto (ai,a2) € I (que incluye el primer cuadrante) da lugar a
una funcion caracteristica I’ que tiene cero raices con parte real positiva.

En conclusion, I C DY .

11 ki

% oo B 31 e e = e I

Figura 4.3: Curva (en naranja) de las condiciones (4.2.2).

Para ver que las otras regiones no son parte de Dy _ estudiamos el valor de p en cada una

0z
8@1 '
Derivamos en forma implicita la relacion F'(z) = 0 respecto de a;:

de ellas, analizando su variaciéon por la relacion: 2’ =

22+ (ag — keo)z + ay + kegze ™ =0
222" + (ag — kea)2 + 1+ key (2™ + 2.2/ .(=7)e ) =0
2 (22 + (ag — ko) + kea(1 — 72)e™ ™) = —1.

Sobre los puntos de la recta vertical K, es decir donde z = 0 y a; = 0 nos queda que :

-1 -1
Z=—= Re(?)=—.
a9 a9
= Sias > 0 (es decir, pasamos de la region I1 a la region I) entonces la derivada de
Re(z) es negativa, por lo que Re(z) es decreciente, y por lo tanto I C Dy | p > 1,
pues [ C D} .

= Siay < 0 (es decir, pasamos de la region I a la region 111) entonces la derivada de
Re(z) es positiva, por lo que Re(z) es creciente, y por lo tanto II1 C DY | p > 2, pues
ICD) .
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Por todo lo anterior, podemos afirmar que [ = Dgﬁ. Y por lo tanto la region de estabi-

lizacion del sistema es S = |JD} . Sin embargo, no estamos en condiciones atn de dar una
k, ’
ecuacion para describir dicha region. Esto se haré en la subseccion 4.2.1.

4.2.1. Sobre la eleccién de 7y k

La seleccion de valores para k y 7 esta fuertemente ligada al punto (a1, as), por esto,
es necesario que sigamos estudiando la frontera I'y ;. Comenzaremos buscando la condicién
necesaria para que la curva Ly ; no tenga auto-intersecciones ni corte a la recta vertical K.

Como el signo de ke, afecta la posicion de la curva Ly ; de forma que:

= Si ke > 0 entonces la curva yace en el semiplano superior as > 0.

= Si ke < 0 entonces la curva yace en el semiplano inferior as < 0.

Entonces la region D%T es mayor para kco, < 0, como se muestra en la figura 4.4.

A

‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘

ke,<0

Figura 4.4: Posiciones de la curva Ly, ;.

Supongamos entonces que ke < 0, como ademés de la ecuacion (4.2.1):

a(y) = T kcoysen(Ty)
= a(y) = 2y — key [sen(Ty) + Tycos(Ty)]

— (—kex)ry [ 2 N sen(Ty)

—keoT TY +cos(ry)} '

Y, si llamamos m al minimo de g(z) = sen(z)

+ cos(x), resulta que:

4 00) = (Chary |

>0

o).

y el signo de esta expresion varia segun el signo del corchete.

Si queremos que a4 (y) sea no decreciente, entonces pedimos que:

2
—kCg’T

+g(ty) >0 Yy

= (ty) > 2
T
g\1Y _kCQT

V.
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2 2
Por lo tanto, necesitamos que: m > = ket > — ~ —1,9195.
keoT m
O equivalentemente,
2
T < . 4.2.3
~ mkey ( )

De aqui podemos concluir dos cosas:

2
= que para cada valor de k£ tenemos un intervalo de valores para 7: <O, k; } ,
mRKRCy

: : 2 .
= que podemos asociar por pares k y 7 tomando para k fijo un 7 = v ya que elegir
TMKrCy

un valor menor para 7 equivaldria a elegir un valor mayor para k.

Finalmente, veamos que dado un punto (a1, as) € R2 tal que a; > 0y as < 0 podemos
hallar & y 7 > 0 para el cual (a1, as) € D} .
Elegimos un valor para k suficientemente grande en modulo, de forma que 2kcy; < as y

tomamos su 7 asociado: T = . Con esta eleccion la region DY es maximal (para el

MKCo

k elegido) pues para 7 > la curva Ly, tiene bucles cuyos interiores estan incluidos

mRKrCy
en regiones DY con p > 1. Ademas, el valor absoluto de las ordenadas de los puntos de la

frontera de la region DY _ es menor (pues depende de k), es decir la correspondiente parte
de la frontera DY) _ que es la curva Ly, se eleva y la region entonces se vuelve mas chica a
medida que 2kcy crece.

. m . ..
Observemos que para esos valores de k y 7 elegidos, y = — es el primer minimo de la

70 T .
curva y por lo tanto (a1 <—> , Qo (—)) es el punto de L . que estd mas abajo.
T T

_ s s . .
Luego, si 7 es tal que a; = ay (—) = —, valor que obtuvimos reemplazando en la ecuacion
T
4.2.1) entonces el punto (a1, as) € D? _, como muestra la figura 4.5:
k,T g
Por lo tanto, los valores de k y 7 se pueden elegir de:

7
2kco =an—90, 6>0 A T=—.
Va1
Volveremos a estas dos condiciones al final de esta seccion, para analizar como interactiian

a la hora de elegir £ y 7 para cierto punto dado. Por ahora cerremos la definicion de la region
de estabilizacion. Teniamos que una vez seleccionados k y 7 la region de D) _ es maximal,

entonces nos queda que la regién de estabilizacion S = |JDY , con 7 = T fijo, que viene
ko MKCy

de la ecuacion (4.2.3).
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Figura 4.5: El punto (a1, as) se ubica por encima del punto minimo de Ly ;.

De aqui, que las ecuaciones paramétricas de la frontera, donde k es el parametro, son las
siguientes:

S _ (mmkcy)?
MERT N 4
mkcsy
Ao = 2]€C2 s
2
sustituyendo as en a; queda: a; = 1—6m2a% , con as < 0.

Finalmente, estudiemos las condiciones (4.2.1).

. . . . m .
Dado a; > 0 siempre es posible elegir un valor de 7 que satisfaga 7 = \/—_, este sera
a1
. ., : ., . 2
entonces el primer pardmetro que elegimos. Pero, como ademés debe cumplirse 7 = o
MKCy

entonces el valor de k queda determinado: k =

. Con este valor el teorema nos asegura
mceT

que si as > 2kcy entonces el sistema se puede estabilizar con el control de Pyragas. Pero
agreguemos ademés que la relacion entre 7 y k originalmente es la desigualdad (4.2.3), por lo

2
|mea|T
que ap > 2kco este teorema nos asegura que es posible estabilizar el punto de equilibrio del
sistema.

. Pero qué sucede si en cambio, as < 2kcy? Graficamente, eso significa que el punto (aq, as)
estd “por debajo” de la curva Ly, y por lo tanto fuera de esa region de estabilizacion. Pero
uno podria preguntarse si, dado que la restriccion original para 7 era la desigualdad quizé
podria existir otro valor de k& que permita estabilizar el sistema. Pues bien, esto no es posible

que es posible elegir otros valores para k manteniendo esa desigualdad |k| < y siempre
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2
dado que como kcy, < 0 despejando en la desigualdad nos queda que 0 > kcy > —, es decir,
mT

los valores que puede tomar kc; s6lo moverian la curva Ly, hacia arriba, y por lo tanto,
el punto (ai,az) seguiria quedando por debajo, lo que haria que el punto de equilibrio del
sistema no pueda estabilizarse con el control de Pyragas.

4.3. Corolarios y simulaciones

Corolario 1

Supongamos que el punto de equilibrio * = (0, 0) del sistema abierto (2.2.2), con u = 0,
siendo ¢; = 0y ¢o # 0, es un foco o nodo inestable, entonces x* puede estabilizarse con
el TDFC de Pyragas si y solo si:

2
mma
a; > %, as < 0.

Corolario 2

Supongamos que z* = (0,0) es un punto silla del sistema (2.2.2), con u = 0 siendo
c1 =0y ¢y # 0, 0 bien que z = 0 es una raiz de la funciéon caracteristica, entonces la
estabilizacion de z* no es posible para ningtn valor de k, 7 > 0.

De igual forma que en la secciéon anéloga del Teorema 1, simulamos el comportamiento de
las variables del sistema z; y xo. Elegimos algunos puntos de la regiéon de pardmetros (ay, as)
dentro de la region de estabilizacion obtenida en el Corolario 1 del Teorema 3, que hacen que
el equilibrio z* = (0,0) sea un foco inestable. Ademas variamos el parametro de salida cs.

Como se analiz6 al final de la seccion anterior, ademas de utilizar los valores de 7 y
k determinados por el Teorema 3, modificamos el valor de k£ en la medida que se sigan
cumpliendo las desigualdades (4.2.3) y 2kce < ao.

Para ilustrar los casos del teorema consideramos el punto (ai,as) = (4, —1) que se en-
cuentra dentro de la region de estabilizacion puesto que cumple la desigualdad del Corolario
1. Para el control de Pyragas elegimos los valores ¢ = 0 y ¢o = 13, y entonces con los

by
parametros elegidos, el valor de 7 resulta 7 = 5 mientras que el valor de k£ puede elegirse

satisfaciendo la desigualdad (4.2.3), que al despejar k nos queda k > y también con-

T
13m~
5

siderando que debe cumplirse que 2kcy < ay. Estas dos condiciones determinan un intervalo:
k € [—0,0940; —0,0384).

En todos los casos, realizamos las simulaciones utilizando condiciones iniciales z;(0) = 0,1
y x2(0) = 0,15.
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Figura 4.6:
Ejemplo 1:

I
|
—_

{ ap =4 { ¢ =0 T = g; resultando k£ = —0, 0940.

Q2

0 10 20 30 40 50 60 70 80 0 20 40 60 80
t t
2 »x10' 0.2
= O - =
= ~~ 0 for
x 2 W *
-4 -0.2
0 10 20 30 40 50 60 70 80 0 20 40 60 80
t t
(a) Sistema sin control aplicado. (b) Sistema controlado.
0.2 2
15
01
i
oM P 05
— 0 AP
= -01 >
-0.5
-0.2 4
-0.3 1.5
2
-0.4 25
9 10 2 3 A9 2 o 2 80 0 10 20 30 40 50 60 70 80
t t
(c) Control. (d) Salida del sistema.

Podemos observar, comparando los ejemplos 1 y 2, que el equilibrio del sistema abierto
(es decir, con control u = 0) es un foco inestable ya que los autovalores de la matriz del

1 V15

sistema son A\ o = — & ——1. Graficamente, esto implica que las curvas de las variables del

sistema (en verde) divergen oscilando hacia los infinitos. Por otro lado, variar el parametro k
dentro del intervalo de estabilizacién no modifica demasiado el comportamiento del control,
es decir, se logra la estabilizacion en tiempos equiparables.
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Figura 4.7:

Ejemplo 2:
ar =4 c =0 s
T = —; tomando k£ = —0,05.
a9 = —1 Cy = 13 2
x101¢
0.1
= f - =
-1 x 0 S
2 0.1
0 10 20 30 40 50 60 70 80 "o 20 40 60 80
t t
2 »x10' 0.2
= 0 = od
— “—&
< X 9 Wﬁ‘-‘
4 0.1
0 10 20 30 40 50 60 70 80 0 20 40 60 80
t t
(a) Sistema sin control aplicado. (b) Sistema controlado.
0.3 2
0.2 15
0.1
5
om W
—_ 0.5
3-_'5-0 1 >
0 Ly
-0.2
0.3 0.5
0.4 -
5 -1.5
9 10 2 3 A9 2 o 2 80 0 10 20 30 40 50 60 70 80
t t
(c) Control. (d) Salida del sistema.

En la figura 4.8, estudiaremos un punto en la region de estabilizacion, que no se encuentra
en el Corolario 1, es decir, un punto donde a, = 0, lo que devuelve un centro. Elegimos tomar
a; = 4 y mantener los valores para ¢; =0y co = 13.
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Figura 4.8:
Ejemplo 3:

Cl1:4 =0 _z _
{ _ {02:13 7'—2, tomando k = —0, 0940.

-
0 o
-0.1
0 5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30
02 0.2
= —~ 04
<= . £,
x x 0
0.2 0.1
0 5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30
(a) Sistema sin control aplicado. (b) Sistema controlado.
2
0.1 15
0.05
1
Q o= S
—.-0.05 0.5
= >
-0.1 a
-0.15
-0.5
-0.2
-0.256 -1
-0.3 1.5
0 5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30
(c) Control. (d) Salida del sistema.

Por tltimo, presentamos dos simulaciones sobre la observaciéon que hacen Leonov, Shu-
mafov y Kuznetsov en [19] comparando sus resultados con los obtenidos previamente por
Pyragas en [28|. Ellos observan que sus resultados analiticos se condicen con los resulta-
do numéricos de Pyragas para el ejemplo propuesto por este tultimo tomando los siguientes
valores para los paraméatros: a; =0, as = —d, c; =0y co = 1.

Mientras que Pyragas obtuvo computacionalmente el intervalo de estabilidad para d:
0 < d < 1,216, al utilizar las expresiones analiticas de [19], y alli reemplazar los valores de
los parametros elegidos, se obtiene este otro intervalo 0 < d < 4/|m|m ~ 1,222.
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Figura 4.9:

Ejemplo 4: El maximo d obtenido por Pyragas.

al = 1 Cl — 0 . . -~
{ as = —1,216 { ey =1 7 = m; resultando k = —0,6110.

x 1072 2
10
2 5 = o
< | =
0
' 2
0 200 400 600 800 1000 0 200 400 600 800 1000
t t
%1073 .
of .
=, 4 =0
< <
2 i
' 2
0 200 400 600 800 1000 0 200 400 600 800 1000
T T
(a) Sistema sin control aplicado. (b) Sistema controlado.
2
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 0 200 400 600 800 1000
t t
(c) Control. (d) Salida del sistema.

Estos dos ejemplos 4.9, 4.10 ademas de ser interesantes por la cuestion anecdoética, traen
consigo la siguiente observacion: los graficos son muy distintos respecto de los obtenidos en
los primeros tres ejemplos debiéndose a la cantidad de tiempo necesaria para estabilizar el
punto de equilibrio de los sistemas con estos parametros. Esto se debe a que los puntos (a4, as)
estan “muy cerca” de la frontera de la region de estabilizacion.
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X, (1)

x,(t)

u(t)

Figura 4.10:

Ejemplo 5: El maximo d obtenido por Leonov y otros.

a; =1 cl =

ay = —1,222 =1 T =m; resultando k = —0,6110.

x102%
4
2
0 =
L :
0 200 400 600 800 1000 0 200 400 600 800 1000
t t
x 10264
6
4
2
0 l\
0 200 400 600 800 1000 0 200 400 600 800 1000
t T
(a) Sistema sin control aplicado. (b) Sistema controlado.
0 200 400 600 800 1000 0 200 400 600 800 1000
t t
(c) Control. (d) Salida del sistema.
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Capitulo 5

Analisis de las regiones de estabilizacion
para el caso ¢y #0y co # 0

En este capitulo hacemos una revision completa del enunciado y la demostracion del asi
llamado Teorema 5 en [19] y agregamos al final una secciéon con simulaciones para ilustrar
los resultados.

5.1. Enunciado del Teorema 5

Supongamos que ¢; # 0y ¢o # 0 en el sistema (2.2.2).
En este caso, podemos afirmar que: El punto de equilibrio z* = (0,0) puede estabili-
zarse con el control de Pyragas si y solo si se satisface al menos una de las siguientes

condiciones:

a. cp-c>0, a3 >0;

b. ¢1-c <0, a3 >0, a2>ﬂ;
Co
2 2
2 2
c.cL <0, a1 > C—1~a2+ <1> (2) ~a§, a2<m—162:T5
Co 2 C2 mB — ]
(&)
2¢y . sen(q)
donde 5 € [ 0, — y my = min ~ —0,2173. (5.1.1)
mcs (027) o
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Los valores de k, 7 son todos los que cumplen las siguientes condiciones:

» Para el caso a. tomamos
. 2¢9 w? B .
0<7<ming —, , k=-—, donde 8 <min{0,as}.
C1 —25 T

s Para el caso b. tomamos
. T (1 + —Cle) 3 3
0<r<2([—+2 : c 22 k=—
-6 c1 1T ay 1T
2 — -1+ —
cof3 C2

ocos(o) — sen(o) '

con 2 < B <min{0,a2} y m= min (5.1.2)
Ca

(0,400) o3

= Para el caso c. tomamos

— 2 2
o<rmeBz2a B conge(o,i).
myici 3 Ska e

\. J

Observacién 1: Sic;-cy < 0 entonces a; > 0 es también necesaria tanto en el caso b. como
en el caso c.

Observacion 2: El lector podra notar dos diferencias con respecto a las cotas utilizadas
en b. y c. entre el paper [19] y esta tesis:

ocos(o) — sen(o)

i. cambiamos el pardmetro que en el paper se senala como M = max 3
(0,400) g

ocos(o) — sen(o)

por m = min que aparece en la eleccion de k y 7 para el caso b.,
(0,400) o3

obteniendo la segunda de las condiciones enunciadas,

iy . ) 2myco3?
ii. cambiamos la cota para as en el item c. que en el paper aparece como a, < 9
1

mp — —

C2

eliminando ¢y del numerador y llamandola T}, a fin de indicar su dependencia.

Justificamos ambos cambios a lo largo de las correspondientes demostraciones.
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Figura 5.1: Regiones de estabilizacion segin las condiciones sobre los parametros.

(a) c1-c2>0, a; >0.

AT AT

(b) c1-¢c2 <0, a3 >0, a2>c—1 (€) c1-¢c2<0, a1 >h(az), az<Tp

) 2
., C1 C1 2
t — =-1). h(ag) = — -az + =] -as,
(se tomo o ) (az2) i (25) (02) 5

2777,152

T'B_ 201

mpB — —

e 2

(se tomo L=-1, 8= 1,5)
C2

5.2. Demostracion del teorema

Como en los casos anteriores, empezamos realizando la D-descomposicion del plano de

coeficientes para el cuasipolinomio:

F(2) = 22 + (ay — kea)z + (a1 — key) + ke™ ™ (coz + ¢1).

= Si 2z = iy entonces:

~—
I

(1y)? + (ag — keo)(iy) + (a1 — key) + k:e_T(iy)(cQ(iy) +c
(iy)? + (ag — kea)(iy) + (a1 — ker) + E(cos(ty) — isen(ty))(ca(iy) + 1)

|
o o
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Separando la ecuacion en Re(F'(z)) =0y Im(F(z)) = 0, nos queda:
—y? + (ay — key) + keycos(ty) + keyysen(Ty) =0
(ag — keo)y + keaycos(Ty) — keysen(ty) = 0.

Y si y # 0, despejando, tenemos las ecuaciones paramétricas de la curva Ly

a; = y* — keycos(ty) — kegysen(ty) + key

sen(Ty) (52.1)

as = kcy — kegcos(ty) + ke

siendo ambas expresiones, funciones pares.

m Siz=0 = a —kei+keg=0 = a; =0 define la recta vertical K.

Analicemos la curva Ly ;:

» El punto inicial es (0, kc;7) puesto que ay(y) — 0 A aa(y) — keym cuando y — 0,
resultados que pueden obtenerse calculando el limite en (5.2.1).

» La condicién para que no tenga bucles como antes, depende del signo de a/ (y). Veamos
entonces cuando es positiva:

ay(y) = 2y + keyrsen(ty) — keasen(ty) — keayrcos(Ty)

2
=71y |=—+ kcm—sen(ﬂJ) - k:cQ—Sen(Ty) — kcgcos(Ty)]
T TY
2
(lamando o = Ty) =0 |-+ qusen(a) — key (sen(a) + cos(a))
T o o
L 9(0)
2
=0| - + kcﬂ_sen(a) — keog(o) (para 7 — 0)
\7;/ h’oa_/ acotado
L —oco —

= daj(y) > 0 para 7 < 1, es decir @/ (y) es no decreciente y Lj, queda posicionada
en el semiplano derecho.

Veamos ahora que la tnica region D) _ esta por encima de Ly .
Reescribimos F'(z) como suma de dos funciones f(z) y g(2):

F(2) = 22 + (ag — keg)z + (a1 — kCl)j—’—Z{fe_TZ(CQZ + Cl)}

N

-~

1) a(2)

Apliquemos el teorema de Rouché a f y g en Cg en los siguientes dos items.
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I. Analizamos los ceros de f en el interior de Ck:

. —(CLQ — kCg) + \/(CLQ — /{302)2 — 4(@1 — ]{761)
21,29 = .

2

Como queremos condiciones para los parametros que nos aseguren que las raices de f
tienen parte real negativa, pedimos primero que sean complejas, y para eso necesitamos
que el discriminante sea negativo, es decir que (ay — kcy)? — 4(ay — key) < 0; luego para
asegurarnos que Re(z;) < 0 pedimos que ay — kcg > 0.

Observemos que estas dos condiciones se dan en el primer cuadrante del plano de
pardmetros R2.

Por lo tanto, f no tiene raices con parte real positiva en Cg bajo las condiciones

anteriores.

11. Acotamos el modulo de g con el modulo de f en el contorno Ckg.

SizeCf = z=Re’, 0de [—g, g], vemos que:

lf(2)] = ‘f(Rei9)| es del orden de R?,
lg(2)| = ’g(Reie)‘ es del orden de R,
19(2)] < | ()| para B> 1.

Sizelm = z=1iy, y¢€|—R,R]|. Reemplazando nos queda,

9(=) = [kem™ (ealiy) + )|
= k%1 |ea(iy) + e
=k [cf + (cay)?]
)P = |(i)? + (a2 — keo)(iy) + (a2 — key)|”
= (—y* +a; — key)* + (ag — keo)*y?
= (—y® +a; — key)? + (a3 — 2azkey)y? + K2 cay?
=y' —2(a1 — ke)y’ + (a1 — ker)® + (a3 — 2askea)y” + K3y
=y —2(a; — key)y? + a2 — 2kejay + K2 +(a3 — 2azkes)y? + kreay?
~—~ ——

Observemos que los términos seleccionados forman |g(z)|?

= |f(2)|? = y* +y? (a3 — 2askey — 2ay + 2key) + (a3 — 2kcla12+\g(z)|2

. J .
-~

(1) 2)

(2)resulta positiva si a; > 1 (*)
(1)resulta positiva, con a; > 1 si ag > 1
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Y las condiciones (*) se dan si (ay, ay) pertenece a la region I,

= |g(2)| <|f(2)| si z€lIm
lg(2)| < |f(2)] si z€ Cr VR> 1.

En conclusion, por el teorema de Rouché, f y f + g = F tienen igual cantidad de
raices en Cr (ninguna raiz), es decir F' tiene todas sus raices en el semiplano izquierdo
bajo las condiciones (*). Y por propiedad de la D-descomposicion, todos los demés
cuasipolinomios en la regiéon I también tienen cero raices con parte real positiva.

Veamos que el ntimero p (cantidad de raices con parte real positiva) vale cero solo en la
region [ de la figura 5.2.

lay

H—
P e
;

ket

Figura 5.2: Regiones resultantes de la D-descomposicién.

0z
Analicemos como varia el valor de p respecto a ay, calculando 2z’ = a. a partir de la
a1

relacion F(z) = 0:
22+ (ag — keg)z + (ay — key) + ke” ™ (cpz 4+ ¢1) =0
222"+ (ag — keo)2' + 14 (=72 )ke ™ (coz + ¢1) + ke™ ez’ =0
222 4 (a2 — ko) + (—T)ke ™ (coz + 1) + ke ey = —1

-1
22 4 (ag — ko) + (—7)ke % (caz + ¢1) + ke "% ¢y
Para analizar como cambia el valor de p de una regioén a otra, nos ubicamos sobre la recta
vertical K pues es frontera de las tres regiones, es decir, consideramos z = 0, con lo que nos
queda:

!/

= Zz

—1
as — kco + (—7)key + key’

2 =

que es una expresion real.

—1
Por lo tanto, Re(z’') = —————— y su signo depende del denominador.
ay — Tkey
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» Siag—7ke; >0 = Re(z) <0 = pasarde Il a [ hace que Re(z) decrezca, y
por lo tanto, la region 1 C Dy _con p > 1.

» Siag —7kc; <0 = Re(z') >0 = pasarde Il aIll hace que Re(z) crezca, y
por lo tanto, la region [11 C D} con p > 2.

En conclusion, I = D? .Y como la region de estabilizacion se define como S = |JD}
7 k’T 7

resta encontrar las ecuaciones de S que dependeran de k y 7, que a su vez dependen del signo
de ¢y - co. Realizaremos este analisis en la siguiente subseccion.

5.2.1. Sobre la elecciéon de 7y k

a. Analisis de los valores de k, 7 para el caso c¢; - c; > 0.
Consideraremos las dos posibilidades de signos para cada parametro:
I. ¢ >0, c >0,
II. ¢; <0, ¢ <0.

1. Consideremos entonces ¢; > 0, ¢ > 0.
Sea (a1, az2) tal que a; > 0, tomamos k < 0 e igual que en el Teorema 1 se pueden elegir
k y 7 de forma que k7c; = 3, con B < as.
Para esta seleccion de parametros k y 7 probaremos que la derivada de a;(y) es no
negativa y que la derivada de as(y) es negativasi y € (O, 1) . Calculamos las derivadas

27
en la ecuacion (5.2.1), tomando como antes o = Ty:

sen(o) ke, sen(o)

ay(y)=oc - + keyt . —— kcocos(o)

B

sen(o) sen(o)

-7 2¢1 + Brey — 1keyey
~——
Bez Be2

Tcy sen(o)  sen(o)

= — [2¢1 + (—fc2) (—— + + cos(a))]

Co o o

+ Tkcocy cos(o)
~——

-7 :201 + (—Bes) (<1 - T—Cl) senlo) 608(0))} : (5.2.2)

TC1 Co o

Como estamos en el caso ¢; y ¢y positivos, entonces:

o Tcy \ sen(o
ay(y) = P 2¢1 + (—fe2) (1 - c—;) 0( ) + cos(o) >0, (5.2.3)
~ >0 >0 N——— V' >0 si (*)
>0 >0si 7l 20si (%)
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donde (*) significa que o € (O, g), oseay € <0, ;)
T

T
Por lo tanto, podemos decir que a;(y) es creciente en <O, 2—)
T

Analicemos ahora el signo de la derivada de ay(y) a partir de (5.2.1):

dy(y) = key7? (cos(Ty)TTyQy—Z sen(Ty)) + kTegsen(Ty)

gl {(008(0)0 —sen(@)) + %SGW)}

2
= % [acos(o) + (% - 1) sen(o)] : (5.2.4)
Busquemos las raices de la expresion del corchete de (5.2.4) para o € (O, g)
@)+ (27 ~1) sen(o) =0
ocos(o — — 1] sen(o) =
TC1
ocos(o) . o0
sen(c) TC
(o) = T (5.2.5)
cotg(o) = ———. 2.
g TC10

Interpretemos las soluciones de esta ecuacion como las abscisas de los puntos de inter-
seccion entre los graficos de dos funciones, como se observa en la figura 5.3.

Figura 5.3: Interseccion entre las funciones.

20 t 20 t 20
= tau=1 tau=1
ik tau=0.5 tau=0.5
tau=0.5 ! tau=0.2
tau=0.2

tau=0.2

En la figura 5.3 se presentan distintos graficos de la interseccion entre estas dos funcio-
nes, para diferentes valores de ¢; y ¢o. Alli podemos observar lo siguiente:

70



= en verde, la funcion f(o) = cotg(o);

2
TCL — Co0
= en azul, violeta y magenta los graficos de g(o) = é, que no depende de ¢;
TCLO

0 ¢, directamente, sino de su cociente, y por lo tanto basta analizarla para algunos
valores del mismo, obteniendo en cada caso una variacién que no es cualitativa;

= en negro, la recta o = ;

= los puntos de interseccién se dan todos entre las rectas verticales 0 =0y o =,
por lo que las soluciones de la ecuaciéon son todos valores positivos menores a 7.

Sea 0o(7) la menor de las raices positivas de la ecuacion anterior, como la expresion del
corchete en (5.2.4) es positiva para 7 < 1, entonces ab(y) < 0 si o € (0,00(7)) o sea,

ay(y) < 0 para todo y € (O, 007(_7_)).

Y ademas, se tiene que:

» 0o(T) € (g,ﬂ) siT <1,

= y mas atn og(7) — 7.
T—0

T
Entonces, podemos analizar el cambio entre as y a; para o € <O, 5)

5—2 [o—cos(a) + (02—02 - 1) sen(a)}

T2y = ——
day 7 [201 + (=Bc2) ((1 - T—Cl> sento) + COS(”))}
TC1 Co g
Bre, [Ucos(a) ; sen(o) N gsen(a)}
o e, O <0

<0; (5.2.6)

2¢1 + (—Pc2) ((1 - T—Cl) senlo) |

Co

y tomando limite ¢ — 0,
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B3y {—1 + &}

@ 0 3 TC1

a0, 0=

2¢c1 + (—pca) (1 g 1)
(&)

Br%, <302 — 7'01>
B 37¢y
 2¢; —2Bcy + Brey

—0~ —3c2>0

B BT (3cg — TCq) .
n 3(?61 — 2B¢y + 57'011) 0t

TV
—2¢1—2Bc2>0

Esto significa, geométricamente, que la pendiente de la recta tangente a la curva Ly ,
en el punto (0, 5) es negativa, y tiende a cero si 7 — 0.

Como ademaés, ya estudiamos los signos de a/(y) y a)(y) para y € (O, 27T—T> en (5.2.3) y

en (5.2.6) respectivamente, podemos entonces decir que:

dag

dTLl(y)<O si y€<0,1>

2T

T T
es decir, que la curva Ly, ; es decreciente al menos hasta el punto <a1 (2—> , Qo (2—>>
T T

Ahora consideremos en la figura 5.4 la linea recta ¢ que pasa por el punto (0, ) del
eje as y el punto (a1 (Z) , o (Z)> de la curva Ly, de ecuaciones (5.2.1), para el cual
T T

vale:

2 2.9
aq <Z) = (E) + 2]€Cl = Lﬁ— — +00
T T T—07F

as <E> = 2kcy = 2p¢; — —00.

TC1 T—07t

Calculemos la pendiente de la recta £ (my):

206¢o 28cy — Brey (202 )
A S T
m, — Aay _ TC, b _ TC, T _ &
Y7 Aay 2+ 28T 0 72 4 287 72 4 281
_ _

T
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200 300 400 500 600 700 800 900 1000 1106

e =

Figura 5.4: Recta /.

Queremos que my sea negativa, entonces pedimos:

2c
22 _ 7> 0 (pues BT < 0)
(&1
72 4+ 287 > 0.
Despejando aqui, nos queda que la condiciéon para elegir 7 es:

2c
25,
C1

P
T< —.

2p

Por lo tanto, debe cumplirse que

< i 262 —71'2
T mins —,—— ¢ .
C1 ’ 25

ACLQ
Y entonces resulta que my = — — 0.
ap T—0t

De todo esto se sigue que para 7 < 1, el punto (aj,as) con a; > 0y ay >  queda
por encima de la recta ¢ y por lo tanto, queda también por encima de la curva Ly ,;

es decir, (ay,as) € D,g’T para 7 < 1 correspondiente a Kk = —. Y entonces podemos

TC1
afirmar que la estabilizacion es posible para a; > 0y as € R.
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II.

Pero, jqué significa 7 < 1 a efectos de encontrar un valor de 7 que sirva para esta-
bilizar el punto de equilibrio del sistema? Significa que la cota obtenida para 7 hasta
el momento (5.2.7) todavia no suficiente. Graficamente, esto puede verse en la figura
5.4 donde hay puntos (aj, az) que cumplen que a; > 0, ay > [ y estan por encima de
la recta £ pero por debajo de la curva Lj, (quedando todos a la izquierda del punto
interseccion entre la recta ¢ y la curva Ly ;).

Proponemos entonces en nuestra tesis, una nueva cota, que no se encuentra en el trabajo

[19] pero que sumada a las anteriores, resultara suficiente para que cualquier valor

de 7 que la cumpla sirva para estabilizar el punto de equilibrio del sistema. La idea

consiste en asegurar que el 7 elegido deje el punto (aj,as) a la izquierda del punto
s

7 s .
<a1 (—) , Qo (—)); para lo cual pediremos que a; < a; (—):
T T T

2
ar < <z> +2l€61
T

2
O<a1—2k‘cl<<z> pues k <0,¢; >0
T
1
vV ap — 2]661

™
vVap — 2]661

El caso ¢1,c9 < 0 es similar al caso ¢1,cy > 0. Para este otro caso asumimos k£ > 0.
Reproduciremos el argumento anterior para obtener la misma regiéon de estabilizacion
ap > 0.

T
> —
™

> T.

Supongamos que (ay, az) es un punto tal que a; > 0. Sea k > 0, y tomemos 5 = krc; < 0
con 3 < ay. Entonces, los signos de a; y ay se pueden estudiar a partir de (5.2.2) para

ai(y):

o Ter \ sen(o T
ai(y) = — | 2c1 + (—Pea) <1 - —1> (o) + cos(o) >0, conye <0, —) i
TCl [N N——— Co ~—— 2T
~~ 1 <0 <0 — T >0 (%)
<0 >0sir<1l =20si (%) -

y sobre as(y) en (5.2.4):

ay(y) = é—é—/ [Ucos(a) + <% — 1) sen(o)| <0, conye€ (O, JOS—))
<0

para T < 1 (esta es la condicion (*)) donde oy(7) es la menor de las raices positivas de
la ecuacion:
TC| — CQO’2

cotg(o) = p
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T
Y ademés se cumple, igual que en el caso ¢1, ¢ > 0, que: o(7) € 57Ty oo(T) = 7

con 7 — 0, lo que se puede observar en los gréaficos de la figura 5.3 ya que no depende
del signo de ¢; y ¢, sino de su cociente. Entonces:

=07 —3c2<0

P P —
da2 BT (302 — TCl) _ da2 -
—2(0) = — 0" A —2(0)<0 e(o,_>,
dal( ) 3(201 — 2Pcs + 5765) =0+ da1< ) cony 57

~
—2¢1—28c2<0

s
Por lo que la curva Ly ; es decreciente en (0, 2—)
T

E igual que en el caso ¢,y > 0 consideramos la recta ¢ que pasa por los puntos (0, 3)

(o0 (5) e (7))

Como antes:

70t
T
0 (T)
T/ =0t
2c
()
' Aas cy _
Y la pendiente de la recta ¢: my = = — 0.
Aay w2+ 287 o0t
Por lo que para 7 < 1 el punto (ay,az), a; > 0y as > 8 queda por encima de la linea
¢ y por ende, por encima de la curva Ly ,; es decir (aq,a2) € D SSiTL 1y k= 6
7'01

O sea, {a; > 0} es la region de estabilizacion.

Pero igual que en el caso I, la cota de 7 es necesaria, pero no suficiente. Asi que
proponemos la misma cota que antes: a; < aq ( , que se sostiene puesto que el
T

despeje para 7 es el mismo:

a; < <Z> + 2kcq
T
0<a1—2kcl<(z> pues k>0, c; <0
TT
m>?
n > T.

vVar — 2]€Cl

b. Analisis de los valores de k, 7 para el caso ¢;-c; < 0 y las correspondientes cotas
para a; y as.

Otra vez, consideraremos las dos posibilidades de signos para cada parametro:
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I. 1 < O, co >0
. ¢; >0, <0
1. Consideremos entonces ¢; < 0, ¢ > 0.

c
Sea (ay,as) € R? tal que a; >0y ay > ey
Ca

c
Tomamos § < 0 tal que 1< B < as y tomamos k > 0,7 > 0 tal que 8 = ke
Co

Como las expresiones de a}(y) y a5(y) son las mismas que para el caso a) sigue valiendo
que:

o Tcy\ sen(o

ay(y) = ol GV (—fc2) (1 - C—;) % +cos(o) | |, (5.2.8)
™ <0 >0 —— T >0 si (%)
<0 >0 >0 si (%) =

™
. . . 27—
rar que la expresion del corchete sea negativa tan facilmente como en el caso a) por lo

que hemos de analizar para qué valores de 7 esto es cierto.

donde (*) significa que o € (0, g) (0 sea, con ¥y € (0, )) Pero no podemos asegu-

c
Ya hemos pedido que 1< B < 0, por lo tanto multiplicando por 2¢, (que es positivo)
c

2

tenemos que 2c¢; < 20ce < 0. Y entonces, podemos asegurar que existe un € > 0 tal que
2¢1 < (2+€)Bce < 0. De aqui, nos queda 2¢; — (2 + €) By < 0. Analicemos quién es ese
e en (5.2.8) a partir de la construccion de la expresion del corchete.

» 0 <cos(o) <1parao € <0, g),

2
n - < w < 1paraoc € (O, Z), multiplicando por 1 — Tﬁ nos queda:
T o 2 Co

2
— (1 — Tﬁ> < (1 — TE) sen(o) <1-74
s Co Co o Co

= sumando lo obtenido en las expresiones anteriores:

2
2(1-72) <eostoy+ (1-72) 2Dy g

™ Co Co 2 Co
y llamando € = —7-L tenemos:
Co
2
— (1—7’2) < cos(o) + (1—7’0—1) sen(o) <2+e€
T Co C2 g

Es decir, obtuvimos una cota para la expresion del corchete y por lo tanto, podemos
asegurar que:

2¢1 — Bey (cos(o) + (1 — Tc—l) w) < 201 — Bea(2 +6),

Co 2
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y para que esta ultima expresion sea negativa debemos pedir que:

2c1 — Bes (2 — Tﬁ) < 0 y despejando 7

Ca
2C1 < /BCQ (2 — 7'2)
Ca
2
“a >2— 7'ﬁ
Bes C2
2¢1 — 208¢o . 1
Bea (&)
2 i 202 >
[ [E— 7"
B C1

T
y esta es justamente la primera cota para 7 que asegura que a}(y) > 0 paray € (0, 2—) .
T

Estudiemos ahora la derivada de ay(y) para obtener la segunda cota de 7:

i) = 7 Joeosto) + (27 1) sento)] =0 aonye (0,717)

o2 TCy
~~
<0
0
o' (1) 27
A ay(y) <0 conyE( (),—>,
T T
si 7 < 1y donde ¢°(7) es la menor de las raices positivas de la ecuacion:
2
TC1 — Co0
cotg(o) = ——=—
TC1O

Otra vez, interpretamos las soluciones de esta ecuacion como las abscisas de los puntos
de interseccion entre los graficos de dos funciones.

Figura 5.5: Interseccion entre las funciones.

40 -
40 =i 40 =i = V

tau=022 t 20 / 20 /
tau=0.5 tau=0.2 tau=0.2
tau=1 P— tau=0.5 D————" tau=0.5 P
- : tau=1 T | L
\ \ \

40 40 40

Podemos ver en la figura (5.5) que los graficos de estas funciones estan invertidos
respecto del caso ¢; - ¢ > 0 lo que nos permite observar lo siguiente:

3
ol(7) € (7?, g) sitT<1l,yor) > 7t siT—0.
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Ademas, para 7 < 1 el valor absoluto del cociente entre las derivadas es:

acotada acotada
- % N~
a7 [ocos(o) — sen(o) N sen(o)
Ca o3 o
d
ﬂ( ~0 siaE(O,z>,
day 2¢4 ot sen(o) 2
— — |cos(o)+ (1 — —
BCZ (&) g

d
o equivalentemente: i(y) ~0 siye (0, l)
da1 27

Esto significa que la recta tangente a la curva Lj . es casi una recta horizontal para

T
TS (O, 2—) y por lo tanto, la curva Ly, es casi una recta horizontal para los puntos
T

T .
correspondientes a y € (0, 2—) con 7 < 1. Observemos que en el limite con 7 — 0 el
T

intervalo tiende a (0, +00).

Consideramos una nueva recta ¢ que pase por los puntos (ay,as) y (0, 3), como muestra,
la figura 5.6.
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az

Figura 5.6: Recta /.

Pedimos entonces que la pendiente de la recta tangente a la curva Ly, (recta negra en

la figura) sea menor que la pendiente de la recta ¢ para cualquier valor de o € (0, g),

esto es:

mr, . < Mmy =

ag

_6.

Considerando m definido en (5.1.2) podemos acotar my, = para luego comparar con my,

= mLk,‘r =

daz
da1

>m <1

AN A

sen(o)

——
017' ( ocos(o —sen( )) N o
o

261 cos

502
201 1T
. (1——) |




Por lo tanto podemos asegurar que la curva Ly . queda por debajo del punto (a;,as) y

en consecuencia (a1,az) € DY _ si 7 satisface las condiciones anteriores y k = — | lo
) Tcl

.. - ., . C1
que significa que la estabilizacion es posible para a; > 0 con a; > —.
C2

Hasta aqui, hemos estudiado el caso b) para ¢; < 0,co > 0. Veamos que sucede lo
mismo para el caso ¢; > 0,¢c < 0.

11. Consideramos c¢; > 0, ¢y < 0. Tomamos ahora

c c
k<0, a >0, a2>—1, £ < 0 tal que —1<ﬂ<a2, 7 tal que ket =6
C2 C2

= dy) = = 2c1+<—ﬁcz)((1—ﬁ) Sen(a)—i—cos(o)) > 0.

TC1 Co g
>0 >0 por (*%)
(**) Veamos que
2¢c1 + (—fc2) ((1 - E) sen(o) + cos(a)> >0 si T 1 (5.2.9)
Co g

c
Sabemos que 8 > =
Co

= fcg < ¢ (puesto que ¢y < 0)
= 2c > QﬁCQ
= Je>0 / 2¢; > (2+¢€)fco.

Por lo tanto, si 7 < 1, _arsen(o) =€ y vale lo pedido en (5.2.9),
Co g
2 0
A ay(y) = % {acos(a) -+ (% — 1) sen(a)| >0 con y € <O, g 7(_T)>
0 2
= ay(y) <0 con y € (UT(T), ;) (igual que antes)

] {m (Ucos(a) - sen(a)) . sen(a)}

3

da s
Q(U: € g g ~ 0 siaE(O,—),T<<17
day 2¢ a1\ sen(o) 2
— — |cos(o)+ (1 — —
By 1 o

pues los signos de ¢y, ¢y se compensan y por lo tanto vale lo mismo, inclusive la cota
para T.
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c. Analisis de los valores de k, 7 para el caso c¢;-c; < 0 y las correspondientes cotas
para a; y as.

Nuevamente, consideraremos las dos posibilidades de signos para cada parametro:
I. 1 <0,¢c>0

. ¢1 >0,c <0

I. Sean ¢; < 0, ¢ > 0, tomamos k£ < 0. Sea 8 = krcy > 0.

Bajo la condicion a}(y) > 0, para que no haya bucles en Ly ,, se tiene en la expresién

(5.2.2) que:
(Tiq) {201 + (= Bey) ((1 = TC—?) %@ + cos(a))} > 0.

o
Y como — < 0 entonces nos queda que:

2, < By ((1 - T—Cl) senlo) cos(a))

Co o
2
a <|1- Ter) senlo) + cos(o).
pea Co o
Y esta condicion se satisface si:
T 2c1
m—m;— > —, (5.2.10)
Co 502

donde m viene de (4.1.1) y my viene de (5.1.1). Despejemos de aqui 7 para obtener la
primera cota:

a1 T 201
—_my— > == —
Ca Bea
< 2c1 — mpeo Ca
- pea —micy
< —2¢1 + mpPey
o pmicy

Para que el miembro derecho sea positivo, como su denominador es positivo debemos
pedir que mfBcy — 2¢; > 0. Al despejar § nos queda el intervalo de valores que puede

2
tomar: 3 € (O, ﬁ) )
mco

En conclusion, para que a;(y) resulte no decreciente en (0, 400) debemos pedir que:
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0<r<m(@), @) ="0272a 5 (o, %) | (5.2.11)

micy 3 Co

Por otro lado, igual que en el item b. de este teorema, la derivada

BT C20'2 UO (T)
o T

5 oot (27 1) snio] s et n (0

) y positiva en
TCq

ay(y) =
(

0 2 0
(U—ﬂ, —W) y vale que a), (0 (T)> = 0, donde 0°(7) es la menor de las raices positivas
T T T

de la ecuacion:

2
c—c
cotg(o) = L2 27
TC1O
0 3T 0 + .
con o’(1) € |, - | ve (1) — 7t con 7 — 0. Se puede observar que los gréficos de

estas soluciones son los mismos que los del caso ¢; - o < 0 del item b) en la figura 5.5.

da
Combinando el anélisis de @/ (y) y a(y) resulta que d—z(y) tiene los mismos signos que
3]

a4 (y), lo que interpretamos como el comportamiento de la curva Ly ., es decir, la curva

o’(7)

es decreciente para los y € | 0,

_ o'(1) 2w
intervalo y € ,— |, como se muestra en la figura 5.7. Por lo tanto, el punto
T T

0 0
Q = <a1 (O—(T)) , Qo (U—(T)>) es el punto de la curva correspondiente a valores

T T

y creciente para los puntos correspondientes al

27

y € | 0,— ] con menor coordenada en as. Y como 7 varia en el intervalo (0,7*(5)) el
T

punto () se mueve describiendo la frontera de la region de estabilizacion.

Para obtener ecuaciones algebraicas explicitas de la frontera I's de una subregion Gg
correspondiente a la region de estabilizacion S, se toma el punto P = (ay, ay) sobre la

. 7T , .
curva Ly -, correspondiente a y = — que estéd “cerca” de @) (si 7 < 1), resultando:
T

G = ar (g) - (2)2 +2ke;  donde k= T% 7€ (0,7(5)]

(5.2.12)

gLQ = a2 (-) = QkCQ.
T

Representamos la curva Ly - y los puntos ) y P en la figura 5.7, donde ademés podemos
ver que si un punto (ai,az) se encuentra por encima del punto P entonces pertenece
a la region ngT, es decir los valores de los parametros k y 7 sirven para estabilizar
el sistema determinado por (aj,as). Esta observacion es propuesta en esta tesis para
sobreponer el hecho de que en el paper [19] se da una descripcion correcta de la region de
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estabilizacion pero las condiciones sobre los parametros no son suficientes para asegurar
la estabilizacion. En este sentido, es otro aporte al estudio realizado alli.

Sigamos entonces describiendo la region de estabilizacion en el plano de parametros
(a1, as).

ay

300 T 400 500 600 700 800 900 1000 1100 1200

100 0 180 200

Figura 5.7: Puntos P y () sobre la curva Ly ;.

Queremos deshacernos de k y 7 para obtener una ecuaciéon que relacione tinicamente
las coordenadas (ai, as) del punto P:

despejamos 7 en la expresion dada para k = ﬁ, obteniendo 7 = —,
TC ke

despejamos k de la segunda ecuacion del sistema (5.2.12) obteniendo k = ;—2
C2

bl

luego reemplazamos el valor de k en la expresion obtenida para 7 de forma que

B _ 2f¢y
( a ) ascy’
202

finalmente, reemplazamos las expresiones de k y de 7 en la primera ecuacion del
sistema (5.2.12)y nos queda:

nos queden ambos valores en funcion de 3, ¢y y co: 7 =
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~ ™ a2
= 21 —
a1 2/802 + (202> C1,

az¢y
. T2cas  Goc
= 1=t
50 C2

Esta dltima relacion corresponde a los puntos de la curva frontera inferior en la figura
5.1. Para la recta que representa la curva frontera superior en dicha figura, debemos
analizar la cota dada para 7. A continuaciéon desarrollamos cuidadosamente el despeje,
puesto que hemos arribado a una expresion diferente respecto de la propuesta en el
paper [19].

mpPecy — 21

az .
Como k = e si reemplazamos en nos queda

Cy ]{501 mlclﬁ

2¢o3 - mpPcy — 21
a2y mycif

simplificamos ¢; que como es negativo, invierte la desigualdad

2¢o8 - mpco — 24
az mif
invertimos la desigualdad, para poder despejar as

as < my 3
2e08  mpcy — 2¢;

multiplicamos ambos miembros por 2¢,3 que es positivo

2myco3?

mpBey — 2¢;’

Ay <

por tltimo, en el miembro derecho, sacamos factor comin ¢y del denominador, y sim-
plificamos

2 2
&2 < —mlicl .
mp — —

Co

Es decir, hemos encontrado una curva frontera superior (constante) para los puntos
correspondientes a una region de estabilizaciéon Gg; y como la regiéon de estabilizacion

2
S =|JGgs con § € (0, i), entonces queda definida la region de estabilizacion.
8 mco
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5.3.

II.

En la siguiente seccién explicitamos como elegir 7 y £ dado un punto en la regién de
estabilizacion, volviendo a la idea antes mencionada de que las cotas propuestas en el
paper no son suficientes por lo que proponemos una cota mas.

Resta ver, para completar la prueba del item c. como afecta intercambiar los signos de
C1 'y Co.

Consideremos ¢; > 0, ¢3 < 0. Tomamos k£ > 0 y entonces S = ke > 0.
T
La condicion de que a}(y) > 0 si m — mll— > ﬁ_ sigue valiendo y se puede llegar a
Co

las mismas conclusiones:

0<7<7(8), T*(ﬁ):M’ fe (0 ﬁ)

micy mco

Para a,(y) vale todo igual, entonces ) = <a1 <z> , G2 (Z)) sigue siendo el punto més
T T

2
abajo de Ly ; para y € (0, —W>
T

Al buscar las ecuaciones de la frontera se repiten las cuentas que involucran el punto
P = (a1, as) y se obtiene el mismo resultado (el hecho de que ¢; y ¢; tengan los signos
intercambiados no afecta las desigualdades).

Por lo tanto, la subregion Gz viene dada por las inecuaciones:

2 2
C102 TC10a9 1 2m1
a, > +( ) 5 —oo<a2<—62
Co Co 4B 5_ C1
C2

La unioén de las regiones G es la region S de estabilizacion del sistema.

Corolarios y simulaciones

7

Corolario 1

Supongamos que z* = (0,0) es un nodo o foco inestable del sistema abierto (2.2.2) (o
sea u=0,c1 #0,c0 #0).

Si ¢ - co > 0 entonces existen valores de k, 7 tales que z* puede estabilizarse con el
control de Pyragas.

Si ¢q - o < 0 entonces z* puede estabilizarse si al menos una de las condiciones b. o c.
se satisfacen.
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Corolario 2

Supongamos que z* = (0,0) es un punto de equilibrio del sistema (2.2.2) (donde u = 0,
¢1 # 0y ca # 0) que es un punto silla o bien tal que el polinomio caracteristico del
sistema (2.2.2) tiene z = 0 como raiz.

Entonces x* no puede estabilizarse con el control de Pyragas para ninguna eleccion de
kyT>0.

Para ilustrar el resultado del Corolario 1 del Teorema 5 seleccionamos ejemplos de cada
uno de los tres items. En cada ejemplo se grafica el comportamiento de las variables del
sistema, de la variable de salida y del control.

Consideremos entonces los siguientes pares de parametros:

1. (a1,a2) = (0,1; —1) que devuelve un nodo inestable,
2. (a1, a2) = (0,25; —1) que devuelve un nodo degenerado,
3. (ay,as) = (5;—1) que devuelve un foco inestable.

Elegimos estos puntos pues pueden usarse para ejemplificar los dos primeros ftems del
Teorema 5, mientras que solo el tercer punto cae en la region de estabilizacion del item c., esto
nos permitira realizar comparaciones entre ellos. Para el caso a. tomaremos (¢, ¢2) = (26; 13)
y para los otros dos casos, tomaremos (cy, c2) = (26; —13).

En todos los casos, realizamos las simulaciones utilizando como condiciones iniciales
21(0) = 0,1 y 22(0) = 0,15.

Selecciéon de parametros para el item a.

La condicién para que el punto de equilibrio del sistema sea estabilizable es que a; > 0,
que se cumple para los tres puntos elegidos, pero que no influye en la eleccion de los valores
de B, 7y k, que se debe hacer en el siguiente orden y sélo dependen de as:

I. seleccionamos § < a, = —1, por lo que decidimos tomar § = —2;
. . 2¢9 = . .
I1. luego elegimos 7 < min< —, % o sea 7 < min{l;2,4674}, por lo que elegimos
cT —
T=0,9;
111. finalmente, como k = ﬁ tomamos k£ = —0,0855.

1T
Los graficos de estas simulaciones son las figuras 5.8, 5.9 y 5.10.

Selecciéon de parametros para el item b.

c
Como los puntos elegidos satisfacen a; > 0y ay > L — —2 entonces debemos elegir los
Co
valores para (3, 7 v k en el siguiente orden:
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I. elegimos [ segun la condicién a - f < min{0,as} es decir —2 < § < min{0,—1}, por
Co
lo que elegimos 3 = —1,5;

1 c
1. elegimos 7 que satisfaga la condicion 0 < 7 < 2 (_ﬁ + —2>, por lo que nos queda
1
0<1<—;
3

cLTm
T(1+
< Co ) as — 3

< , ¥ sl no

5 (i _ 1) Lar
co 3 C2

lo hiciera, deberfamos tomar un valor menor para 7.

111. el valor 7 elegido debe satisfacer la desigualdad

Esta tercera condicion afecta el valor elegido para 7 en la segunda condicién. En nuestro
caso, elegimos para los dos primeros puntos el valor de 7 = 0,2, que luego no resulta
valido para el tercer punto, donde tuvimos que tomar un valor menor 7 = 0,05.

1v. Finalmente, el valor resultante de k = ﬁ para los dos primeros puntos es k = —0,2884
1T

mientras que para el tercer punto es k = —1,1538.

Los graficos de estas simulaciones son las figuras 5.11, 5.12 y 5.13. De los ejemplos 4 a 6
(estas figuras) podemos observar que a medida que a; crece el valor de 7 decrece.

Selecciéon de parametros para el item c.

Ya hemos dicho que el tercer punto satisface las condiciones del item c.:

2 2
2 2 2

a1>c—1~a2+(1> (2> - a3, a2<m—1ﬁ:T5 dondeﬁé((),i),
m

(&) 26 Co 2C1 Co

mp — —
Ca

pero para ser esto cierto debemos especificar para qué valor de 3 es verdadero. Entonces, el

orden para elegir los valores para la estabilizacion es el siguiente:

I. elegimos [ de forma que la region resultante a partir de las dos desigualdades anteriores
contenga al punto elegido (5; —1), en nuestro caso, tomamos = 2;

11. elegimos el valor de 7 considerando que el punto (a1, as) esté arriba de algin punto P,
T

es decir a; = aq (—) para cierto 7, por lo que tomamos 7 = 1,8607 y ademas se cumple
T

mceo 3 — 2¢

que 0 < 7 < 1%2,68,
myc13

I11. calculamos el valor de k = i, que resulta k£ = 0,0413.
1T
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Enfatizamos que la eleccion del valor de 7 se realiz6 con nuestra propuesta, es decir,
pensando que el punto (aj, az) esté arriba de algiun punto P de forma que podemos asegurar
que el 7 elegido y el valor de k asociado consiguen estabilizar el punto de equilibrio del
sistema.

En la figura 5.14 se puede observar el comportamiento del sistema que resulta de tomar
el punto (aq,as) = (5; —1) con los parametros de estabilizacion elegidos en esta subseccion.
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ap :O,l C1 =26
a9 = -1 Cy = 13

Figura 5.8:

Ejemplo 1:

tomando § = —2, elegimos 7 = 0,9; k = —0,0855.
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a) — 0,25 C1 — 26
a9 = -1 Cy = 13

Figura 5.9:

Ejemplo 2:

tomando = —2, elegimos 7 = 0,9; k = —0,0855.
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(a) Sistema sin control aplicado.
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(c) Control.
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(b) Sistema controlado.
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(d) Salida del sistema.
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u(t)

X, (t)
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Figura 5.10:

Ejemplo 3:

{ . { =20 omando § = —2, elegimos 7 = 0,9; k = —0,0855.
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(a) Sistema sin control aplicado. (b) Sistema controlado.
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t t
(c) Control. (d) Salida del sistema.
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u(t)

-0.3

Figura 5.11:

Ejemplo 4:

tomando 8 = —1,5, elegimos 7 = 0,2; kK = —0,2885.

ap = 0,1 C1 = 26
a9 = -1 Cy = —13
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Figura 5.12:

Ejemplo 5:

{ ar = 0,25 { ¢ =20 tomando 8 = —1,5, elegimos 7 = 0,2; k = —0,2885.
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(d) Salida del sistema.
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Figura 5.13:

Ejemplo 6:
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tomando § = —1,5, elegimos 7 = 0,01; £ = —5,7692.
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ay = 5 C1 = 26
A9 — -1 Cy = —13
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(c) Control.

Figura 5.14:

Ejemplo 7:
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tomando [ = 2, elegimos 7 = 1,8607; k = 0,0413.
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Capitulo 6

Consideraciones finales y trabajo a
futuro

En esta tesis nos propusimos profundizar sobre las técnicas utilizadas en el paper [19],
reproduciendo las demostraciones de los teoremas que establecen descripciones analiticas para
las regiones de estabilizacion del punto de equilibrio de un sistema dindmico, modelado por
un sistema de ecuaciones diferenciales bidimensional al que se aplica el control de Pyragas
(TDFC). En nuestro recorrido, observamos que dichas técnicas son esencialmente dos: la
D-descomposicion principalmente y el Teorema de Rouché en segundo lugar. Del anélisis
de la frontera obtenida por la D-descomposicion en cada caso es que se pueden obtener
las inecuaciones que describen las regiones de estabilizacion. Este andlisis varia segtin los
parametros de la salida del sistema (¢, ¢2). Ademaés, en dos de los tres casos analizados,
utilizan una recta auxiliar llamada ¢ que se construye comparandola con la recta tangente
a la curva frontera y que deja al punto (aj,as) en la region de estabilizacion bajo ciertas
condiciones, que resultan ser las cotas para obtener los pardmetros de estabilizacion. En este
sentido, al completar la demostracion del Teorema 5, en los casos a. y c. propusimos dos
cotas para la eleccion de dichos parametros k y 7, que en un principio no surgian de las
ideas planteadas en [19]. Este aporte se deriva del andlisis de las simulaciones que realizamos,
observando que las cotas obtenidas en el paper no eran suficientes.

Como trabajo a futuro, consideramos varias lineas de investigaciéon para desarrollar:

= Analizar la posibilidad de mejorar las cotas propuestas para este problema utilizando
el mismo control.

» Inspirado en el control propuesto por Pastor y Gonzalez en [26], proponer un control
del tipo u(t) = K[y(t — 7) — y(t — 27)] pero con K constante, y analizar la posibilidad
de aplicar las mismas técnicas que en el paper de Leonov lo que conduce a la siguiente
ecuaclon caracteristica:

A+ [ag — Key (e_’\T - 6_2’\7)} At a — K (e_)‘T - 6_2)‘7) =0.
= Reformular el problema HMN con TDFC en términos de una ecuacion diferencial lineal
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de segundo orden, con retardo; y aplicar las metodologias de [8], que no involucran la
D-descomposicion, para comparar con los resultados de [19].

Otro camino es proponer una alternativa que no sélo modifique en el control TDFC la
diferencia entre las salidas, sino que también introduzca una ganancia de tipo periddica
a la manera de [26] donde el control se define como:

u(t) = ex(t)(y(t = 27) —y(t = 7)) + &) (y(t = 37) —y(t - 27))

con ganancias €; y €, tales que

1=1,2.

Y

o [0 o<t @Ry
€; =
€ si(Bk+3)r<t< (Bk+4)T

Este trabajo se encuentra actualmente en proceso, y ya hemos observado, computacio-
nalmente, que es posible estabilizar un punto de equilibrio del tipo silla, superando
asi la ONL. Los resultados obtenidos se presentaron en el X Congreso de Matematica
Aplicada a la Computacion y la Industria (MACI), ciudad de Cérdoba, en Mayo de
2025 ([30]).
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Apéndice A

Trabajo presentado en el X Congreso de
Matematica Aplicada a la Computacion

y la Industria (MACI)
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HACIA UNA NUEVA PROPUESTA PARA EL PROBLEMA DE
HUIJBERTS-MICHIELS-NIJMEIJER

[t|Erica E. Rohdenburg [t1|Graciela A. Gonzélez [t|Verénica E. Pastor
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Resumen: El problema de Huijberts-Michiels-Nijmeijer (HMN) trata sobre la estabilizacion de siste-
mas lineales con entrada y salida escalares (SISO) en su punto de equilibrio. Si el control es de tipo
“delayed feedback control” (DFC) se obtiene una descripcion analitica de las regiones de estabiliza-
cioén que evidencia los alcances y limitaciones del DFC clésico aplicado al HMN. En este trabajo, se
presenta un DFC modificado que supera las restricciones del primero si se trata de un punto silla.

Palabras clave: estabilizacién, sistema controlable, “delayed feedback control”.
2000 AMS Subject Classification: 93C43 - 93D15

A.1. Introducciéon

Los métodos DFC tuvieron un amplio desarrollo tras su inicio en [27]. Hacia 2009 Huijberts y
otros presentaron en [15] un estudio analitico-numeérico de los sistemas bidimensionales afectados por
DFC en base a la salida del sistema. En 2016, Leonov y otros dieron en [19] expresiones algebraicas
para las regiones de estabilizacion en funciéon de los parametros de estos sistemas, mediante el
método de D-descomposicion. Aqui se posiciona este trabajo, que intenta hacer una revisiéon de
algunos resultados obtenidos en ese articulo y aportar alguna alternativa superadora. Se considera
el sistema bidimensional de control dado por

{ = (A.L1)

l"g = —a1r1 —ayxr2 — U

ya que cualquier sistema controlable puede reducirse a esta forma ([5]).

El sistema (A.1.1) con u = 0, tiene a 2* = (0,0) como tnico punto de equilibrio. La clasificacion
de éste segin su estabilidad depende de los autovalores asociados a la matriz del sistema, que a su
vez dependen de los parametros a; y as. Dicha clasificaciéon se resume graficamente en la Figura A.1,
donde la parabola en el primer y cuarto cuadrante corresponde a a3 — 4a; = 0.

A.2. Planteo del Problema

Consideramos el sistema bidimensional SISO dado por (A.1.1) con salida:

Yy = C1r1 + CaT2. (A.2.1)



Figura A.1: Clasificaciéon del punto de equili-
brio
Focos estables
Nodos estables
aj Puntos silla
Nodos inestables
Focos inestables
o Equilibrios no hiperbdlicos

Introduciendo el control de Pyragas:

u(t) = k(y(t —7) — y(b)), (A22)

donde k es la ganancia del control y 7 el tiempo de retardo, se trata de hallar valores k y 7 tal que
z* = (0,0) resulte punto de equilibrio estable de (A.1.1)-(A.2.1)-(A.2.2).

A.3. Sintesis de resultados
Por tratarse de un problema con retardo se reformula en términos del cuasipolinomio:
F(\ a,k,c,7) =N + (az + kea)A + (ay — kep) + k(e + ¢1)e™™ (A.3.1)

y queda planteado como: “Dado ¢ = (c1,¢2), {para qué puntos a = (aj,as) es posible encontrar
valores de k # 0 y 7 > 0 tales que Re(\) < 0 para todo A raiz de F'?” Para responder esta pregunta,
en [19] se aplica el método de D-descomposicion, cuyos resultados sintetizamos a continuacion:

A.3.1. Sobre la imposibilidad de estabilizar puntos sillas

Si z* es un punto de equilibrio del sistema (A.1.1) (con u = 0) y es un punto silla o tiene z = 0
como raiz de su polinomio caracteristico, entonces el control de Pyragas (A.2.2) no puede estabilizar
x* para ninguna elecciéon de k y 7 > 0, independientemente de ¢ y ca.

A.3.2. Alcances en la estabilizacion de nodos y focos inestables

Caso 1.¢; #0, co =0
Si 2* es nodo o foco inestable del sistema (A.1.1) (con u = 0), * puede estabilizarse mediante
el control (A.2.2).

La representacion grafica de este resultado con el de la Seccion A.3.1, se encuentra en la Figura
A2,

Caso 2.¢1 =0, co #0

Si z* es foco inestable del sistema (A.1.1) (con u = 0), 2* puede estabilizarse mediante el control
(A.2.2) siy solo si: 9
mmay)

a; > ~————, a2 <0, donde m= min | cos(a)+ M ~ —1,0419.
16 a€e(0,2m) o
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(% si_es nodo inestable, * no puede estabilizarse con el control (A.2.2) para ninguna eleccion de
Y

T).

Este resultado combinado con el de la Secciéon A.3.1, se representa graficamente en la Figura

Z.

Figura A.2: Las regiones rayadas son las Figura A.3: Las regiones rayadas son las
de estabilizacion del Caso 1. de estabilizacion del Caso 2.

Caso 3.¢1 #0, co #0
Si 2* es nodo o foco inestable del sistema (A.1.1) (con u = 0), * puede estabilizarse mediante
el control (A.2.2) si y solo si se satisfacen algunas de las siguientes condiciones:

C1 s 2 C1 2 2
a. ¢y ¢y >0, ajp>0; c. c1-co <O, a1>g-a2+ ﬁ . g - ay,
C1 2
boerrea <0, a1>0, az>—; ag < 2 donde 8 € [0 2a y mi = min sen()
€2 2cq ’ (021) «

La combinacién de estos resultados con lo de la Seccién A.3.1, se plasma en los graficos de la
Figura A 4.
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(b) ()

Figura A.4: En rayado, las regiones de estabilizaciéon para el Caso 3 segin las condiciones
sobre los parametros.

Nota: En los tres casos, si los parametros del sistema pertenecen a alguna de las regiones de
estabilizacion, se conoce como elegir k y 7 adecuados (ver [19]).

A.4. Diseno de una propuesta superadora para el caso del
punto silla

De la Secciéon A.3 se desprende que son muchos los casos en que el sistema no puede ser estabi-
lizado por el método de Pyragas.

En este trabajo nos abocamos al caso del punto silla, proponemos un método de control que
depende de ganancias periodicas y que involucra modificaciones en las diferencias de las salidas con
retardo. La idea se inspira en la propuesta para el caso escalar desarrollado en [26]. Ademés requiere
considerar el sistema de control en su forma diagonal, esto es:

1 = Mz + biu
To = Aox9 + bou (A.4.1)
Y = 7171+ 72%2
siendo by, by ambos no nulos.
El control se define como:

u(t) =e1(t)(y(t —27) —y(t — 7)) + ea(t)(y(t — 37) — y(t — 27)) (A.4.2)
6i(t):{o s%0<t<(3k‘+3)7 1o
€ st (Bk+3)T<t< (Bk+4)T

y se trata de hallar 7, €; y €5 tal que el sistema (A.4.1)-(A.4.2) sea estabilizable en z*.

La periodicidad del sistema (A.4.1)-(A.4.2) permite obtener una expresion explicita de su solucion
y deducir una formulacion sistemaética para calcular €1 y €2 en funcion de 7. Debido a las limitaciones
de espacio no podemos volcar estas relaciones aqui. En su defecto, ilustramos el resultado de su
implementacién en el siguiente ejemplo.

Consideramos el caso Ay = —1, Ao =1, by = 0,2, by = 0,15, v = 0,3, 72 = 1, con condicién
inicial en (0,1;0,15). Las Figuras A.5, A.6 y A.7 muestran la evolucion de los estados y el control al
variar los pardametros de control. Los colores rojo y azul en las distintas seniales se corresponden con
los periodos de control inactivo (u = 0) y activo respectivamente. Fijamos 7 = 0,2 y 0,4 e indicamos
los valores de €1 y €2, seleccionados entre todas las posibilidades, en las respectivas figuras.
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Confrontando las Figuras A.5 y A.6, se observa que la disminucién en el valor de 7 mejora la
velocidad de convergencia pero afecta significativamente la magnitud del control. Sin embargo, fijado
un valor para 7, el desempefio del control puede mejorarse eligiendo otro par de valores €; como se
ve al comparar las Figuras A.6 y A.7.

1 1 Los o x |
VA ] ISR IO B PP ——
8

(a) Estados (b) Control

Figura A.5: Parametros de control: 7 = 0,4, ¢; = 166,61 y e = —134,16.
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Figura A.6: Pardmetros de control: 7 = 0,2, ¢; = 10824 y €5 = —1022.

(a) Estados (b) Control

\'\/v ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ' | | )|
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asl 1
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(a) Estados (b) Control

Figura A.7: Parametros de control: 7 = 0,2, ¢ = 697,64 y €3 = —510,24.
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A.5. Trabajo a Futuro

Con nuestra propuesta se logra estabilizar puntos sillas, sirviendo como alternativa al control de
Pyragas en estos casos. Se planea trasladar esta metodologia para resolver el problema de estabili-
zacion de nodos y focos inestables, especialmente en aquellos casos no abarcados mediante el control
de Pyragas.
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