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Resumen

En este trabajo ahondaremos en el problema de la deconvolucion para imagenes Opti-
cas. Presentaremos el problema y por qué resulta un problema “mal puesto” que al intentar
invertirlo directamente lleva a una imagen con baja resolucion o artificios. Nos adentrare-
mos en la teoria de operadores (en particular, los operadores compactos). Presentaremos
una serie de métodos (regularizacion) que lo convierten en un problema “bien puesto”, y
los probaremos con un caso de estudio particular. Posteriormente, presentaremos un méto-
do de super-resolucion para microscopias de fluorescencia basado en aproximar la muestra
como una superposicion de fuentes puntuales, llamado SUPPOSe. En esta tesis realizamos
la implementacion en lenguaje Python de una variante del mismo, llamada DSUPPOSe.
Explicaremos este método y su diferencia con el método original. Finalmente, buscaremos
aplicar nuestra implementacion a un caso de estudio particular (el mismo utilizado para los
métodos de regularizacion). Con esta informacion, mostraremos las soluciones obtenidas

por ambos métodos y haremos comparaciones.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Fundamentos de microscopia

La microscopia Optica es una herramienta esencial para la exploracion de estructuras
microscopicas en campos como la biologia, la fisica y la ciencia de materiales. Sin em-
bargo, las cualidades de los microscopios Opticos estan limitadas por ciertos principios
fisicos fundamentales, preponderando entre ellos el fendmeno de la difraccion de la luz.
Esta propiedad indica que cuando un haz de luz pasa por una abertura o interactua con un
objeto, la trayectoria de dicho haz cambia de direccion, formando una serie de patrones
muy caracteristicos. Al tomar una foto de una fuente puntual, en lugar de obtenerse un
punto bien definido, se obtiene un patrén de difraccion llamado Disco de Airy, compuesto
por un maximo central rodeado de anillos.

En general, la forma de este patron de difraccion esta determinada por la propagacion
del haz de luz emitido desde la muestra al detector. Cuando la muestra esta conformada
por un emisor puntual, el patrén de difraccion proyectado sobre el detector obtiene una
expresion paramétrica denominada “Funcion de Dispersion de Punto” (la PSF, por las si-
glas en inglés: point-spread function), que representa la funcion de Green del operador
que propaga el campo electromagnético de la luz a lo largo del experimento. Dado que
las ecuaciones de Maxwell son lineales, vale el principio de superposicion, de modo que
dos emisores puntuales se observardn en la imagen como dos PSF superpuestas, separa-
das una cierta distancia. Y una distribucion arbitraria de emisores se observara como el

resultado de una integral de convolucidn. En este sentido, la microscopia Optica define la



“resolucion” de una imagen como la minima distancia de separacion entre dos emisores
puntuales tal que ambos sean distinguibles en la imagen adquirida. De modo que la reso-
lucion es una medida de nitidez en la escala fisica del objeto, y no debe confundirse con el
uso de la palabra resolucion en fotografia, donde la resolucion es una medida de tamafo
de la imagen en cantidad de pixeles.

En la microscopia convencional, los instrumentos aspiran a tener una PSF degradada
unicamente por la propia difraccion. Este es el llamado “limite clasico”, y en esos casos
se dice que la PSF esta “limitada por difraccion”. En condiciones mas realistas, ademas
del fenomeno de difraccion, existen otros fendmenos que afectan a la PSF que podemos
llamar “aberraciones Opticas’: singularidades debido a imperfecciones en los instrumentos
que distorsionan la forma y posicion de los puntos en la imagen, afectando drasticamente
la calidad de la imagen. En el fondo, la PSF modela todos los efectos opticos que han
“degradado” una imagen ideal. En general, podremos aproximar la intensidad de la PSF

por una distribucion de tipo gaussiana de la siguiente forma en R?,

_ x%+l%

PSF(xy,29) =€ 257 . (1.1)

Donde x; y x5 representan las coordenadas en el detector, presuponiendo que el emisor
puntual se halla en x; = 0, 25 = 0. A partir de esta expresion, existen varios criterios para

definir la resolucion de un sistema.
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Figura 1.1: Analisis cualitativo de la PSF de un microscopio optico (corte transversal) bajo la
aproximacion de PSF gaussiana. Tenemos en (a), el caso de una sola particula, mientras que en los
demas colocamos dos particulas a distancias entre ellas que van entre 2, 80 y 0, 8¢. Para cada caso,
tenemos (arriba) la imagen adquirida y (abajo) un perfil horizontal tomado a lo largo del centro de
cada imagen.




Como mencionamos recién, ciertos criterios permiten de algin modo cuantificar este
concepto de resolucion, como por ejemplo, el criterio de Rayleigh, que determina que el
esquema para dos particulas esta “resuelto” cuando el maximo del disco de Airy coinci-
de con el primer valor minimo del disco correspondiente al emisor vecino, que podemos
visualizar en (b) de la Figura 1.1. Al aproximar por una PSF gaussiana, este criterio coin-
cide con tener una distancia de 2, 8. De acuerdo a la teoria de microscopia cléasica [1], o
depende de la longitud de onda A de la luz utilizada (que en microscopia optica va desde
~ 300 a ~ 800 nanometros) y de la apertura numérica AN del microscopio (un nimero
adimensional que caracteriza el tamafio del cono angular para el cual el sistema Optico
acepta luz). En si, el limite de resolucion viene dado por la siguiente formula, tomando

C ~ 1 como una constante a fijar, que depende del criterio utilizado,

A
C—-.
AN
Teniendo longitudes de onda cortas y apertura numérica grande, mejoramos la resolucion;

aunque, en condiciones Optimas, igualmente la difraccion establece una barrera fisica li-

mitante.

1.2. Formulacion del problema y métodos de deconvolu-
cion

Ahora estamos en condiciones de modelar la muestra obtenida. Esto se sustenta en el
principio de que una imagen observada S se obtiene como el resultado de la convolucion
del objeto real (al que llamamos R) y la PSF, que llamaremos /, sumado a un término 7

que modela el ruido. Es decir,

S(x) = R(z) = I(z) + n(x) (1.2)

7, como dijimos, representa el ruido en la imagen, que puede ser aleatorio de distintos tipos
(Gaussiano, Poisson u otro tipo), dependiendo de cémo fue adquirida la imagen. La idea

para obtener 2 con una mejor resolucion que el método original es invertir la influencia



de la distorsion con procesos deconvolutivos (conociendo, claro, la PSF) y resolver este
problema inverso.

Una vez planteadas estas condiciones y limitaciones, surge un fuerte desarrollo de nue-
vas perspectivas y técnicas -llamadas de stuper-resolucion- para mejorar la resolucion por
debajo del limite cldsico y obtener asi una imagen mas “nitida” del objeto. En este tipo de
problemas, pequenas perturbaciones en las variables de entrada pueden producir cambios
significativos en la solucion. Las caracteristicas del operador de convolucion, entonces,
hacen que, segun la definicion dada en [2], en general el problema esté mal condicionado
o mal puesto (del inglés: ill-posed). Al hacer la operacion de la convolucion con la PSF,
esta ultima también esta filtrando los aportes de frecuencias altas a la imagen original, y
dichos aportes guardan informacion crucial en cuanto a los detalles finos de la imagen.
Aparte de esto tltimo, el inconveniente mayor radica entonces en que el problema inverso
no resulta continuo.

A mediados de la década del 70, comenzaron a surgir técnicas denominadas métodos de
regularizacion, cuya idea radica en transformar el problema “mal puesto” de la deconvo-
lucion en uno bien condicionado a partir de incorporar un cierto parametro de regulariza-
cion. En [3] podemos encontrar estos y otros métodos implementados como herramientas
plug-ins para realizar analisis de imagenes. El funcionamiento de estas técnicas sera mos-
trada con ejemplos de uso a lo largo del siguiente capitulo. A continuacidn, describiremos
algunas técnicas de relevancia.

Algunos de los métodos que toman preponderancia dentro de los métodos de regula-
rizacién incluyen al Método de Tikhonov [4]. Junto con otras variantes, como el Método
de Tikhonov-Miller [5], integran un grupo de métodos de tipo penalizacion. La idea es
encontrar una forma de penalizar la funcion objetivo utilizada. Para ello, se modifica la
funcion objetivo agregando un término adicional junto con un pardmetro regularizador
como constante multiplicativa. Es decir, se cambia la funcion objetivo de modo que ese
término adicional deje al problema bien condicionado.

La eleccion de los pardmetros resulta crucial. Si los elegimos de manera inadecuada,
damos lugar a la aparicion de artificios. En cuanto a las variantes de Tikhonov, si bien el
objetivo es mejorar la resolucion sobre el objeto real, por ejemplo, en la variante Tikhonov-
Miller, se incorpora informacion previa sobre la solucion que esperamos. En todas estas

técnicas, si se elige de forma adecuada el pardmetro de regularizacion, se logra reducir el



ruido de la imagen. En cambio, la mejora en la resolucion resulta marginal.

Como parte de las técnicas de regularizacion, surgen métodos de deconvolucion que
son mas robustos al ruido utilizando algoritmos iterativos. De los mas utilizados en micros-
copia optica podemos mencionar el método de Richardson-Lucy [6] y [7], un algoritmo
que mejora la calidad de la imagen (en el sentido del problema que buscamos resolver) a
partir de plantear cada iteracion como un problema de Méaxima Verosimilitud para una dis-
tribucion de ruido de tipo Poisson. Este método resulta ser mas robusto que la inversion
directa cuando la imagen adquirida esta limitada por ruido de disparo (en inglés: shot-
noise), pero cuando estamos en presencia de otros tipos de ruido (como ruido electronico
de las camaras S-CMOS y CCD), no obtendremos una buena soluciéon. Ademas, a medida
que crece el nimero de iteraciones podemos observar grandes fluctuaciones de la solucion
(podriamos estar aumentando el ruido). En este caso, el pardmetro de regularizacion viene
dado por el numero de iteraciones del método (técnica early-stopping).

En la década del 90, David Donoho propone en [¢] el método de “compressed sensing”,
ampliamente utilizado en procesamiento de sefiales. La idea radica en intentar recons-
truir una sefal completa a partir de un numero significativamente menor de mediciones
de aquellas dadas por el teorema de muestreo (Nyquist-Shannon). En general, el método
busca aprovechar la redundancia presente en las sefiales de interés. En particular, muchas
sefales son ralas (sparse), es decir, contienen muchos coeficientes cercanos o iguales a
cero cuando se representan en algin dominio. Entonces el CS generalmente comienza to-
mando una combinacidn lineal ponderada de muestras en una base diferente de aquella en
la que la sefial es conocida por ser dispersa. La clave esta en que la mayoria de las sefales
son ralas, lo que significa que, aunque estas tltimas pueden ser complejas, la mayor parte
de su informacion se encuentra condensada en unos pocos coeficientes no nulos. Por esta
razon, CS en vez de medir la sefial completa, utiliza un nimero reducido de mediciones

aleatorias que contienen suficiente informacion para recuperar la sefial original.

1.3. Deconvolucion con super-resolucion

A mediados de la década del 2000, Emmanuel Cand¢s incorpora la idea planteada en
el parrafo anterior en resolver el problema de superresolucion (obtener factores de mejora

en la resolucion mayores a 2) [9, 10, 11]. Y para ello, busca mediante técnicas de opti-



mizacion, implementar la minimizacion de la norma L!. Dicha minimizacién impone la
condicion de raleza sobre la muestra. A diferencia de los métodos clasicos de regulari-
zacion, en este caso, se imponen condiciones sobre la muestra para conseguir convertir
el problema mal puesto en uno bien puesto. Ahora, si bien estamos utilizando una menor
cantidad de mediciones, este método consigue recuperar con superresolucion imagenes
ralas, cuantificandolo, por ejemplo, en los casos en que hay dos o tres fuentes dentro de
una PSF. Ver [11].

En los ultimos afos se ha desarrollado un método de super-resolucion llamado SUP-
POSe (Superposition of virtual point sources) [12, 13] el cual obtiene, utilizando una so-
la imagen (al igual que compressed sensing), una reconstruccion del objeto original con
mejor resolucion que la determinada por el tamafio de la PSF. El método SUPPOSe se
basa en suponer que la estructura real del objeto se puede aproximar como una superposi-
cion de fuentes puntuales de igual intensidad, denominadas fuentes virtuales. Este enfoque
convierte el problema mal condicionado de hallar la intensidad para cada posicion en un
problema bien planteado de encontrar las posiciones de las fuentes virtuales. En [14] se
demostré que aunque el método no requiere asumir que la imagen es rala como si ocurre
en los métodos de compressed sensing (CS). No obstante, cuanto menor es la densidad,
mejor es la solucion obtenida. Se obtuvieron las cotas tedricas de las incertezas en funcion
de la densidad del objeto, el ruido y el error en la PSF. En dicho trabajo, también se de-
muestra, a partir de las cotas teoricas obtenidas alli, cual es el nimero de fuentes virtuales
optimas, en funcion de los distintos parametros de la muestra. Las distintas variaciones
de intensidad se van a construir acumulando distintas cantidades de fuentes cercanas. El
problema a resolver involucra nuevamente una instancia de minimizacioén, donde ahora
la Ginica incognita que se busca hallar son las posiciones de las fuentes virtuales, dejando
que estas tomen valores en todo el espacio de la imagen como dominio.

Ahora, hagamos foco en la calidad de la solucion. En principio, dependera de algunos
factores, como cuan bien hemos estimado la PSF y cuantas fuentes virtuales se utilizan. La
manera de hallar las posiciones de las fuentes virtuales que mejor aproximan a la estruc-
tura real en SUPPOSe, es a través de un algoritmo iterativo de minimizacién denominado
genético [15, 16] que va a requerir de multiples evaluaciones de una funcién objetivo
determinada. Al ser la convolucidén una operacion costosa en términos de complejidad

computacional, los tiempos de calculo pueden mejorarse calculando la convoluciéon en
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placas GPU para paralelizar la operacion [17], pues debido a su alto costo computacio-
nal, la mayor parte del tiempo en SUPPOSe se gasta en el calculo de estas evaluaciones.
Sin embargo, a pesar de esta mejora en los tiempos, estos terminan aumentando signifi-
cativamente cuando se aplican a muestras 2D mas grandes, muchas muestras, o muestras
3D.

La solucion de SUPPOSe tiene fuerte dependencia en el numero de fuentes virtuales
utilizadas (aunque el rango de valores resulta amplio), la calidad de la estimacion de la
PSF y principalmente de la relacion sefial/ruido de la imagen adquirida (analisis planteado
en [14]). Si bien, como mencionamos antes, se tenian cotas tedricas que dependian de la
densidad del objeto, del ruido y del error en la PSF [14], tenia entonces sentido plantear
la pregunta de cual resulta el desempenio del método para cada caso. Por ello, en [ 18] se
realiza un analisis de como es la precision, exactitud y resolucion del método dependiendo
de la relacion sefial/ruido. Dicho anélisis cuantitativo del desempefio se realiz6 utilizando
la pseudométrica definida en [19].

Para mejorar la velocidad de convergencia de SUPPOSe, se propuso en [20] una va-
riante del método, denominada DSUPPOSe, en el cual se discretiza el espacio donde las
fuentes estarian localizadas. Para esta nueva formulacion se utiliza una funcién objetivo
distinta que ya no requiere evaluar la PSF a cada paso del proceso iterativo, pero por sobre
todas las cosas, donde la convolucion pasa a ser reemplazada por una multiplicacion de
matrices. Si se comparan ambos métodos, obtendremos el mismo desempefio de resolu-
cion, exactitud y precision, pero con una mejora en el tiempo de ejecucion para DSUPPO-
Se. Dicha situacion fue implementada en codigo Matlab con una CPU clasica, para luego
compararse con la version SUPPOSe, implementada en una GPU, logrando una sustancial
mejora en los tiempos de ejecucion de DSUPPOSe (un factor de mejora entre 5 y 10, en
funcién de la cantidad de fuentes virtuales utilizadas), con datos que pueden visualizarse

en [20].

1.4. Objetivos

En esta tesis buscaremos hacer una implementacion integral del método DSUPPOSe
en lenguaje Python, aprovechando el buen comportamiento de la Transformada de Fourier

con el operador de convolucion, que es la funcién definida en DSUPPOSe [20]. Luego,
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para llevar a cabo la minimizacion de dicha funcion objetivo, implementaremos el algorit-
mo de tipo genético utilizado en SUPPOSe [12]. A su vez, a lo largo del trabajo realizado,
se busco lograr una implementacion que sea practica para quien la utilice con guardados
coémodos de las eventuales corridas del método y modularizacion de scripts tanto para la
implementacion como para analisis y graficos futuros sobre datos de la salida.

Ademas, en el objetivo de esta tesis buscaremos describir la teoria de regularizacion
de los problemas inversos, presentando el problema, y avanzando sobre la teoria sobre
operadores compactos y SVD, regularidad y ejemplos de métodos de regularizacion. Uti-
lizaremos resultados de los libros [21, 22]. La idea es poder distinguir el concepto de
regularizacion (donde se adiciona un término a la funcién objetivo) de lo que es la stuper-
resolucion (en donde se agrega informacion sobre el objeto). Posteriormente, buscaremos
presentar el método SUPPOSe y describir el algoritmo genético como método de mini-
mizacion utilizado, para derivar en la variante DSUPPOSe y la teoria matematica que lo
motiva. Finalmente, nos dedicaremos a definir un caso de estudio, aplicarle el método
DSUPPOSe implementado en Python, y compararlo con los métodos de deconvolucion
(presentados en el capitulo 2).

Esta tesis estara estructurada en 5 capitulos. El Capitulo 2 incluira la teoria sobre regu-
larizacion. En el Capitulo 3, presentamos SUPPOSe, el algoritmo genético y DSUPPOSe.
Posteriormente, en el Capitulo 4 nos dedicaremos a definir el caso de estudio y a hacer
comparaciones entre métodos. Para finalizar, en el Capitulo 5 realizamos una conclusion

del trabajo realizado.
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Capitulo 2

Regularizacion de problemas inversos:

métodos de deconvolucion

2.1. El problema de la deconvolucion

La descripcion matematica estandar de una imagen bidimensional (en blanco y negro)
ubicada dentro de un dominio D C R? suele darse mediante una funcion acotada y no

negativa.

R:D — R,

que representa la intensidad del “objeto”. La visualizacion S que obtendremos, que en

adelante llamaremos imagen, suele describirse mediante la siguiente integral:

S(y) = /D I(z.y)R(z) dz,

donde el nucleo 7, que también se asume no negativo, se conoce como la funcion de dis-
persion de punto o PSF (Point Spread Function). La funcién I(x,-) describe cuanto se
“distribuye” (o desenfoca) la intensidad de la escena en un punto x € D dentro de la ima-

gen.

El dominio de y (que representa los pixeles de la imagen) en principio no tendria por

qué coincidir con D; de hecho, en aplicaciones reales, y suele estar restringido a un sub-
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conjunto propio de D. En este trabajo nos enfocaremos en problemas de imagen donde
la PSF es invariante en el espacio, es decir, cada punto = € D se desenfoca de la misma
manera. En este caso, I solo depende de la diferencia y — z, lo que permite reescribir el

proceso de formacion de imagen como una convolucion:

S(y) = / Iy~ ) R(z)dr

Ademas, supondremos que D es todo el espacio bidimensional, lo cual no implica
pérdida de generalidad si extendemos f como cero fuera de D.

En la mayoria de los casos, las funciones de dispersion, en la practica, tienen soporte
compacto o son despreciables fuera de una cierta region. Por esta razon, generalmente se

1 io L!(IR? i 1

asume que pertenecen al espacio L'(R?). Nos concentraremos, como mencionamos en la
introduccion, en una PSF modelada con una funcion gaussiana.

Ahora, estamos en condiciones de definir el operador de convolucion A : L*(R?) —

L*(R?) como

(AR)(y) = /}R2 I(y — z)R(x)dz, yecR? (2.1)

el cual resulta continuo para I € L'(IR?); (puede hallarse la demostracion de este hecho
en el Apéndice E de [21]).
El operador A también puede expresarse en términos de la transformada de Fourier,

segun el Teorema de Convolucion: si S = AR, entonces

~

S=1IR,

donde la transformada de Fourier de una funcion f € L?(R?) viene definida como

flw) = /R2 e T f(r)dr, w € R

En principio, la ecuacion anterior pareciera ofrecer un método simple para resolver el
problema inverso, es decir, recuperar el objeto R a partir de la imagen S, siguiendo estos

pasos:

1. Calcular la transformada de Fourier S de la imagen S.
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2. Resolver R =

~o|

3. Obtener la R original aplicando la transformada inversa de Fourier a R.

Gracias a que el Teorema de Plancherel nos garantiza que la transformada de Fourier
es un isomorfismo, los pasos 1 y 3 son estables. Sin embargo, en el caso restante nos
encontraremos con un claro problema, que podriamos llamarlo inestabilidad. Este ulti-
mo término refiere a que, si nuestro operador no resulta continuamente invertible (como
demostraremos aqui abajo), pequenas variaciones en el lado derecho de nuestra ecuacion
repercuten en grandes fluctuaciones en la solucion del problema. En general, en la préctica

tendremos una ecuacion

S°(y) = / Iy~ )R da 2.2)

donde vamos a tener controlada la diferencia entre S y S° por este parametro 6.
Sin embargo, la inestabilidad de nuestro problema inverso se manifestara en el paso 2,

como veremos enseguida.

A priori, podriamos utilizar la siguiente idea para resolver el problema, que se conoce
como el Naive Inverse Filter Method. La gracia del método radica en su sencillez, pues la

idea es considerar como solucion

~

[
max(e, I)

donde ¢ es una constante pequena que evita las divisiones por cero. Luego, la solucion se
obtiene tomando la transformada inversa.

La gran ventaja del método radica en que es libre de pardmetros (salvando la constante ¢)
y al ser inversion directa (en el dominio transformado) es facil de computar. Sin embargo,
amplia mucho el ruido y lleva a que la imagen obtenida tenga artificios, como veremos
en la Figura 2.1. Le aplicaremos el método a una imagen que utilizaremos a lo largo de la
tesis, y trazaremos un perfil, para ver, por ejemplo, que toma valores negativos en ciertos
lugares. El objeto constara de dos segmentos paralelos, con una separacion entre ellos de

un 0. Se genera con una sucesion de puntos que modelan esta estructura, convolucionados

con una PSF de tipo Gaussiana, de amplitud . En ambos casos, ¢ toma el valor de 5 pi-
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xeles. Ademas, se le suma un término de ruido modelado con una distribucion de Poisson.
Describiremos con mas detalle este objeto y su construccion en el cuarto capitulo de este
trabajo. El perfil trazado se realiza seleccionando la seccion transversal en el centro de

la imagen. La resolucion, dependiendo del criterio que seleccionemos, serd del orden del

ancho a media altura de la gaussiana (lo llamaremos FWHM), que resulta ~ 2, 350.

(a) Imagen Sintética de dos lineas verticales pa- (b) Solucion obtenida luego de aplicar el método
ralelas separadas aun o = 5 pixeles de distancia. Naive.

Figura 2.1: Antes y después de una imagen aplicando el método Naive.

15000 |

10000 |

Intensidad

5000 |

0 10 20 30 40

Pixeles

Figura 2.2: Perfil trazado en la Figura 2.1b donde se puede apreciar los valores que toma la imagen.

Podemos ver que este método trajo artificios mirando la Figura 2.2, pues la imagen
paso a tomar valores negativos de casi % de la intensidad méaxima. Ahora, retornando a la

cuestion de la inestabilidad, enunciamos el siguiente teorema.
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Teorema 2.1.1. Para I € L'(R?), el operador de convolucion A : L*(R?*) — L?(R?)
dado en (2.1) no es continuamente invertible. Si I % 0, entonces su espectro estd dado
por el conjunto conexo acotado (incontablemente infinito) _f(RQ) U {0}, es decir, la unién

del origen y todos los valores de la funcion I

Para la demostracion, haremos uso de un lema previo:

Lema 2.1 (Riemann-Lebesgue). Dada f € L'(R?), entonces la transformada de Fourier

f es continua y tiende a 0 cuando |w| — oo.

Demostracion. Para ver la continuidad, miremos:

) = Fl < [ 727 = e ) da

Ahora podemos dividir el dominio de integracion en dos partes. La integral sobre |z| > R
se hace pequefia cuando R toma valores grandes, pues f € L'(R%). A su vez, la integral
sobre el complemento |z| < R se hace pequea eligiendo ' cerca de w, debido a que la
funcion exponencial compleja es una funcion uniformemente continua sobre compactos.
Para la segunda parte, tomamos, dado x € R la funcién caracteristica x4 de un cubo
A C R? centrado en z, con lados de longitud h. Ahora, se puede calcular manualmente

que

TWe

XAA — o 2miaw H Sin(hﬂ-wk)

k=1
donde w = (wy,...,wy) y donde consideramos la extension continua por i en wy = 0.
Cuando |w| — o0, X¥a — 0. Luego, utilizando que las combinaciones lineales de
funciones caracteristicas son densas en L!(RY) y como el subespacio Cy(R?) es cerrado

en C(R?), se sigue el lema. O

Demostracion Teorema. Utilizando el lema de Riemann-Lebesgue, podemos notar que
I (R?) € C es un conjunto acotado, conexo y con A = () punto de acumulacion. Entonces,
I(R%)U{0} es un conjunto de puntos no numerable, a menos que / = 0, y por ende I = 0.

Entonces, dado wy € R, sea A = I(wp). Dado e > 0,38 = §(e) tal que:

(W)= I(wp)| <e si |w—wo| <4
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Consideremos Rs € L?*(R) como la transformada de Fourier inversa de la funci6n carac-
teristica de un disco de radio ¢ centrado en wy, y definimos S5 = (A — Al;) Rs. Si tomamos

la transformada de Sy, por el Teorema de Convolucion, esta sera:

~ ~

gg = (j - [(WO))Rg

Ademas, si tomamos norma, utilizando Plancherel obtenemos

15] |22y 1191|222 -

[Rsllez) || Rsllreges) ~
(vale aclarar que la integral de §52 resulta soportada en el disco de radio ).

Esto nos dice que

[[(A = Ma)Rs)||r2r2)

—0 si 6 —0
|| Rs||22m2)

por lo cual, A— \I; no puede tener una inversa acotada y entonces, A pertenece al espectro
de A. Como vimos que el origen era punto de acumulacion de I (R?), A = 0 también
pertenece al espectro.

Ahora tomemos un A que no pertenezca a la clausura del rango de I, es decir,
[(w) — A >¢ paraalgin ¢ >0 ycualquier w e R?

Asi, dada cualquier S € L*(RR?) se tiene,

A

A S N 1
R= 5 € L*(R?) verifica ||R||r2re) < =||S]]12r2)s
g

y luego, la transformada inversa de Fourier R de R es solucion de (A= XHR =S
gracias al Teorema de Convolucion. Entonces, A — A\, tiene una inversa acotada, y A no

esta en el espectro de A. [

Retornando a los pasos enumerados en lineas anteriores sobre nuestro problema in-
verso, supongamos que nuestro dato S° viene equipado con ruido de la forma ||S° —

S||r2@2) < 0. Cuando hagamos la division propuesta en el paso 2 por pequefios valores
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I(w), estaremos agrandando el ruido de las componentes de frecuencia del dato. En par-
ticular, componentes ruidosas de altas frecuencias (que se dan con |w| grande), tomaran
valores més grandes sin una cota que las controle (debido a que /(w) — 0 si |w| —
00, por el Lema de Riemann-Lebesgue), y nuestro resultado va a estar influenciado fuer-
temente por grandes errores. A su vez, los ceros que pueda tener I para frecuencias finitas,
suman mas dificultades a la cuestion.

En las secciones que siguen nos adentraremos en la teoria general, donde ahora A re-
sulta un operador compacto. Para ello serd necesario hacer el desarrollo de la teoria de
operadores compactos, asi como la definicion de problema mal puesto en este contexto y
en donde se vea donde se encuentra el problema intrinseco. Finalmente definiremos los

métodos de regularizacion.

2.2. Operadores compactos, descomposicion en valores sin-

gulares e inversa generalizada

En esta seccion vamos a desarrollar la teoria general para comprender cudl es la pro-
blematica detras del problema mencionado en la seccion anterior. Para eso vamos a desa-
rrollar algunos resultados sobre operadores compactos asi como la definicion de lo que es

un problema mal puesto.

Definicion 2.1 (Producto Interno). Decimos que una aplicacion en un espacio X a un

cuerpo K, (.,.) : X x X — K es un producto interno si verifica:

1. Mz +z,y) = Xz,y) + (z,y) Vr,y,z€ X, VAeK

2. (y,z) = (x,y) Vr,ye X
3. (z,z) >0, VeeX\{0}

Definicion 2.2 (Espacio de Hilbert). Decimos que X es un espacio de Hilbert si es un

espacio de Banach (normado y completo), cuya norma proviene de un producto interno.

En general, dados X, Y espacios de Hilbert, A € £(X,Y), si tenemos Az =y, x €
X, y €Y, decimos que el problema estd “mal puesto” si la inversa A~! no existe,
o resulta no continua. En principio, habria tres causas que podrian llevarnos a tener un

problema mal puesto.
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l. Ker(A) ={v:veX, Av=0}#{0}
2. Rango(A) = {u:3Jv € X : Av = u} # Rango(A) (no es cerrado en Y)
3. Rango(A) = Rango(A) #Y

A grandes rasgos, si el problema viene dado por la primera o tercera causa, podriamos
esquivarlo cambiando los espacios y manteniendo la estructura de espacio de Hilbert. Sin
embargo, si el inconveniente viene inducido por la segunda causa, no podemos operar
como antes y decimos que tenemos un problema esencialmente mal puesto.

Enunciamos ahora una propiedad que dard una caracterizacion a la segunda causa y

contextualizara los proximos resultados.

Proposicion 2.1. Rango(A) = Rango(A) siy solo si

Ker(A)X # {0}y UEKE{'A)L |Avlly > 0.

[ollx=1

Un ejemplo importante de operador cuyo rango no es cerrado es un operador compacto.

Ahora definiremos esta nocioén y probaremos equivalencias y propiedades utiles.

Definicion 2.3. Dados espacios E'y F', un operador lineal A : E — F se dice compacto

siV(xy,), C F sucesion acotada, entonces Ax,, tiene una subsucesion convergente.

Proposicion 2.2. A es compacto siy sélo si¥D C E acotado, A(D) resulta relativamente

compacto

Demostracion. Sea D un conjunto acotado, A operador compacto y (v, ), C A(D). Con-
sidero, para cada n, Az, € A(D) tal que ||y, — Az,|| < .Como (z,), C Dy D acotado,
entonces (z,), C D resulta una sucesion acotada. Como A es compacto, Az, tiene una

subsucesion (Az,, ), convergente a un elemento y. Veamos que este es el limite de y,,, .

1y = ynell < [ly = Azn, || + || Az = |

1
<|ly — Azp, || + — — 0
ng

Entonces (y,, ), converge a y, por lo que A(D) resulta compacto.

La reciproca resulta inmediata. [
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Ahora enunciamos algunas propiedades:

Definicion 2.4 (Operador Adjunto). Sea un operador lineal A : D C X — X en un
espacio de Hilbert X y x € X. Si para cada y € D se tiene que (x, Ay) = (z,y), para
algun z € X, entonces decimos que x estd en el dominio del operador adjunto de A (que

denotaremos A*), que z es la imagen de x por dicho operador (v € D, z = A*x).

Definicion 2.5 (Operador Autoadjunto). Un operador A € L(X, X) es autoadjunto si
A= A*

Observacion 2.1. A*A y AA* son operadores compactos, auto-adjuntos y no negativos.

Pues

(A*A)* = A*(A")* = A*A, y Vu € X, (A*Au,u) = (Au, Au) = || Aul)*.

Ademas, en [?3] puede verse que si A compacto, entonces A* es compacto, con lo que

podemos deducir la compacidad.

Proposicion 2.3. Si X espacio de Hilbert, y A € L(X, X)) es un operador autoadjunto,
entonces

a(A) = sup |(z, Ar)| = ||A]

[lo]| x =1

Demostracion. Acotando con Cauchy-Schwarz tenemos:
sup |(z, Az)| < sup ||All||z][% = []Al.
|zl x=1 |zl x=1
Para la otra desigualdad:
(x1 £ @0, A(11 £ 22)) x = (x1, A1) x + 2Re(wa, Ax1)x + (T2, Ax)x
Lo que implica
(x1 4 29, A1 + 22)) x — (21 — 22, A(1 — 2))x = 4Re{xs, Axq)x.

y utilizando la definicion de «

ARe(w2, Azy)x < a(A)([[z1 + 22X + [l21 — 2al[%) = 20(A) ([|21[% + [[a2][%)
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para cualquier 21,z € X. Si elegimos 21 ¢ Ker(A) con ||z1||x = 1y zs = Hz‘fl’—gﬁ\x’

nuestra desigualdad se convierte en
4|| Az ||x < 4a(A)

que tomando supremo con ||z ||x = 1, nos da ||A|| < a(A) O
Enunciemos un resultado sobre el espectro de los operadores autoadjuntos y compactos.

Teorema 2.2.1. Sea A : X — X un operador compacto y auto-adjunto. Entonces, A
tiene a lo sumo contables autovalores no nulos \,,n € N, que son reales, y esta sucesion
no tiene punto de acumulacion no nulo. Mas aun, hay una base ortonormal {v,, : n € N}

de Ker(A)*, para la cual Av,, = \v,,n € N.

Demostracion. Si A = 0, entonces no hay nada que demostrar. Por lo tanto, podemos
suponer que || A|| # 0. Usando la notacion de la proposicion anterior, sea (), C X una

sucesion con ||z || = 1 para todo k € N, tal que

[(zn, Azp) x| — a(A) = [|A[l, k= oo.

Dado que A es autoadjunto, estos productos escalares resultan todos reales y, por lo
tanto, sus unicos posibles puntos de acumulacion son +|| A||. Tomando una subsucesion

(si es necesario), podemos suponer sin pérdida de generalidad que
<{L‘k, A$k>X — )\1, k— o0, (23)

donde \; € {£||Al|}. Como la sucesion (zy), esta acotada, tiene una subsucesion (que,
sin pérdida de generalidad, denotaremos con la misma notacion) tal que existe v; € X

con

xr—v y Axp— Avy, k — oo,

notando que — indica convergencia de tipo débil.
Aqui hemos utilizado la compacidad de A. En vista de (2.3), v; debe ser distinto de

cero, y
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Az, — Mgl = Azl — 27 (wx, Aze) ¢ + X2 ]2

< AI2 = 271 (zr, Aze) ¢ + A2 = 201 (A — (w5, Azg) )

lo cual tiende a cero cuando k£ — oco. Se sigue que

Mz = (Mag — Axy) + (A, — Avy) + Avy — Awy,
cuando £ — oo. Pero dado que x;, — v, hemos establecido que v; es una “autofuncion”
de norma unitaria de A asociada al autovalor ;.
A continuacién, introducimos X, = span {v;}" C X y observamos que

(Az,v1)y = (z, Avy)y = M (T, 01)y =0 Vo € Xy,

es decir, X5 es un subespacio invariante para A. Podemos definir entonces

A2 = A’Xg € L (Xg) =L (XQ,XQ) R
y dado que X, C X, la norma correspondiente de A, esta acotada por |A;| = || A|. A me-
nos que A, = 0, podemos proceder como antes y encontrar Ay € R y un correspondiente
vy € Xy C X, tal que
AUQ = AQUQ = )\QUQ.

Por construccion, tenemos v L vy 0 < [Ao] < |\
Repitiendo este procedimiento inductivamente, obtenemos una sucesion decreciente

de subespacios

X=X1D0XoDX3D---, Xn:span{vl,...,vn_l}L,

con restricciones A, = Al € L(X,) y una sucesion de valores propios reales (\,),

con [A,| = || 4.l y
A1] > Ao > -
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con un sistema ortonormal correspondiente {v, }, de “autofunciones” de A.

Este procedimiento termina si la restriccion A,, de A a algun X, se vuelve cero; en este
caso, el operador tiene rango finito con un numero finito de valores propios distintos de
cero.

En caso contrario, los autovalores no pueden acumularse en algun A\ # 0, es decir,
no existe § > 0 tal que |\,| > 0 para todo n € N. De otro modo, Av,, — 0 cuando
n — oo, pues todo sistema ortogonal {v, : n € N} converge débilmente a cero (como

consecuencia de la Desigualdad de Bessel). Esto produce una contradiccion, ya que

[Avallx = [Aal llonllx = [An] = & > 0.

Finalmente, queda por demostrar que {v,, : n € N} es una base ortonormal de Ker(A)*.
Esto es evidente cuando A tiene rango finito. En el caso no degenerado, si z € Ker(A)*,

consideramos

= Z (Un, ) vp € Ker(A)*L.

n=1
Dado que x — 2’ es ortogonal a todos los v, se sigue que x — 2’ € Ker(A), lo que

implica z’ = x, mostrando que {v,,}, es una base ortonormal de Ker(A)*. O
Podemos deducir la descomposicion en valores singulares utilizando el Teorema 2.2.1.

Teorema 2.2.2 (SVD). Sea A un operador compacto entre espacios de Hilbert X e Y,

entonces puede escribirse de la forma
[e.e]
Az = E Op (U, ) Up, €KX
n=1

donde ||Al| = o1 > g9 > ... son sus valores singulares no negativos, {uy,},,{vn}n son
las bases ortonormales de Rango(A) y Ker(A)* respectivamente, y los vectores de las

bases se relacionan con
1

. _
Av, =opu,, y A'u, =0, v,

Esta se llama la expansion en valores singulares del operador A.

24



Demostracion. Sabemos que A*A es un operador compacto y auto-adjunto. Luego, po-

demos aplicarle el Teorema 2.2.1. Como A*A es semi-definido positivo, sus autovalo-

res no nulos (\,), son positivos y A\; = [|A*A|| = ||A||%. Ademés los valores o, =
VAn, n =1,2,..,cono; = ||A]|l son los que llamaremos valores singulares de A.

El sistema de “autofunciones” {v, },, C X de A*A construido en 2.2.1 es una base orto-
normal de Ker(A*A)* = Ker(A)t y son las funciones singulares a derecha de A. Las

funciones singulares a izquierda se definen como u,, = (}Avn, n € N. 'Y cumplen

1 Am

<U,n, um)y = OO <Una A*Avm>X = OO 5nm = 5nm

conn, m € N, donde §,,, es la delta de Kronecker (forman un sistema ortonormal). Luego,

1
A*u, = —A*Av, = o,v,, neN
On

y como cada x € X admite una expansion

T =20+ > (Un, Z)xVn

n=1

con xg € Ker(A), cualquier y € Rango(A) puede expandirse como

y=Ar = Z(vn,x>XAvn = Zan@n,x)xun,
n=1 n=1
donde x € X es cualquier preimagen de y [

Sean r = dim(Rango(A)) y notando como sy, a las raices cuadradas de los autovalores
no nulos de los operadores A*A € L(X, X),AA* € L(Y,Y), en orden decreciente con
multiplicidad. A* es el operador adjunto de A y {vy}, {ux} son sistemas ortonormales de

autovectores de A*A y AA* respectivamente. Asi,

Ar = Z Srug (T, vg)

k=1

A* Ay, = stu,  AAw, = stug, ully = lJullx =1, k=1,2,...,r.
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Ademas, como A* es compacto, vale que:

Aty = Z Sk”k(% Uk>
k=1

Avk = SrUf A*’U,k = SrVUL.
Y

Si tenemos una cantidad infinita de valores singulares s, entonces » = oo. La compa-
cidad, el Teorema 2.2.1 y el hecho de que los autovectores sean ortogonales, nos indica
que

lim S = 0.
k—o0

Y esto nos lleva a que el rango de A no es cerrado, pues, paracada k = 1,2, ...

0< inf |JAv|ly < ||Avklly = sk|luk|ly = s — 0.
vEKer(A)+
lvllx=1

Por lo cual,

inf || Av|ly = 0.
vEN(A)L
llollx=1

Lo cual nos indica que en el caso de tener un operador compacto en dimension infinita,
utilizando la propiedad enunciada antes, Rango(A) no resulta cerrado. Esto lleva a tener
inestabilidad en el problema Ax = y, ya que pequeiias perturbaciones del lado derecho de
la ecuacion pueden llevarnos a tener una ecuacion sin solucion.

Por otro lado en la practica, en general, nos es dada una ecuacion Az = y, y aunque y ¢
Rango(A), debemos “asignar” un elemento x a cada par (A, y) que sea una aproximacion
a la solucion ideal. Por ello, para tener una buena relacion entre la realidad y el modelo,

invocamos a la solucidn por cuadrados minimos @, que verificara.
1AZ — yl| = inf{[[Az — y[|, z € X}.

Si Ker(A) # {0}, entonces la solucion por cuadrados minimos no es unica, ya que Vv €

Ker(A),v # 0, A(T+ v) = AZ. En este caso, podemos buscar una que minimice la
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norma por minimos cuadrados 7, tal que z" € Ker(A)ty

A2 — || = inf{||Az = y|l,= € X}.
Sea () el proyector ortogonal en Rango(A). Entonces

[Az" —y|]? = [|Az" — Qy + (I — Q)yl* = || Az’ — QyII* + || — Q)ylP,

pues Az' € Rango(A) = Az’ € Rango(A) = Azt — Qy € Rango(A), y
(I —Q)y € WO(A)L. Teniendo en cuenta que la segunda parte de la suma no de-
pende de 7, se puede ver que si Qy € Rango(A) entonces ' es solucion de Ax = Qy.

En la practica, no siempre es posible construir (), pero la siguiente proposicion nos garan-

tizara que la ecuacion puede ser transformada a otra equivalente que no dependa de ().

Proposicion 2.4. Las ecuaciones Ax = Qy y A*Ax = A*y tienen el mismo conjunto

solucion.

Demostracion. Sea x solucion de A* Ax = A*y. Entonces, para cualquier v € X, tene-
mos que (A*Azg — A*y,v) = 0, donde () es el producto interno en X . Por definicion de

operador adjunto, tenemos que
(A*Azxg — A*Y v) = (Azg — y, Av) = 0,
lo cual implica que Azy — y € Rango(A)* C Rango(A)l. Entonces

Q(Azg —y) = QAzy — Qy = Azg — Qy = 0.

Ya que Axy € Rango(A) yentonces QAxy = Axg. Luego, xq es solucion de Az =
Qy.

Ahora reciprocamente supongamos que x, es solucion de Ar = Qy. Primero, veamos
que @ es auto-adjunto. Para cualquier =,  — Pz pertenece al nticleo, pues Q(z — Qx) =
Qz — Qx = 0. Asi, para cualesquiera u, v vale que (Qu,v — Qv) = (u — Qu, Qu) =0,y

se deduce que es auto-adjunto. Utilizando que () = QQ* por ser proyector ortogonal y que
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QA = A, tenemos que

y luego aplicando A* = A*() a ambos lados de la ecuacion Az, = QQy obtenemos que es
solucion de A*Ax = A*y.
A*Axg = A"Qy = Ay

]

Abhora intentemos formular una condicion necesaria y suficiente para que haya solucion

de A*Ax = A*y en el espacio X.

Proposicion 2.5 (Criterio de Picard). Sea A € L(X,Y) un operador compacto con

dim(Rango(A)) = oo y con la expansion en valores singulares dada por

oo
Ar = Z Sk (Ug, T).
k=1

Entonces la ecuacion A* Ax = A*y tiene solucion en X (o similarmente Qy € Rango(A),

donde Q) es el proyector ortogonal en Rango(A)) si y solo si

o0
Z s (ug, y)? < oo.
k=1

Bajo esta condicion, la solucion de A* Ax = A*y que minimiza la norma tiene la forma

o
zt = Z s o (up, ).
k=1
Demostracion. Utilizando que A*uy = s,v, tenemos que
o0 (oo}
A*Ax = Z sivplvg, ), Ay = Z SkUk Uk, y)

k=1 k=1

Por simplicidad, utilizamos el abuso de notacion en el producto interno con () para am-
bos espacios de Hilbert. Los {v;} son un sistema ortonormal, por lo que son linealmente

independientes. Asi, la ecuacion A* Ax = A*y resulta equivalente a

(v, ) = s; (g, y), k=1,2, ...
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Como los coeficientes de Fourier (v, x) definen un elemento de un espacio de Hilbert si
ysolosi Y 7o, (vg, z)? < oo (conocida propiedad que se desprende de la Desigualdad de
Bessel, y puede hallarse en muchos libros de analisis funcional, como por ejemplo [23]),
entonces, - -
Z (vg, ¥)? = Zs,f(uk,y)z < 00.
k= k=1

1

Y llegamos a lo pedido. ]

Podemos notar que la proposicion previa, en el fondo, define subyacentemente un ope-

rador AT que toma elementos en el espacio
Dom(A") = {y :y € Y;Qy € Rango(A)}

y va al espacio X . Este operador algunas veces es nombrado como la inversa generalizada

de Moore-Penrose. Esta asigna a cada elemento y € Dom/(AT), el elemento

ol = Aty = " ws ug, y),
k=1
que resulta ser la solucién de norma minima de A* Az = A*y. Asi, paray € Dom(AT), la

inversa generalizada de Moore-Penrose puede representarse como:

Al = (A*A)7T A"

2.3. Regularizacion de la inversa generalizada

Ahora, si tenemos un operador compacto A con rango de dimension infinita, Af resulta
un operador lineal pero no acotado de Dom(A') a X (s, — 0). Esto nos indica que no
estamos en condiciones de resolver la ecuacion A*Axr = A*y de manera estable. Cual-
quier perturbacion pequeinia que pudiésemos realizar en y, por ejemplo, podria cambiar de
manera drastica la solucion. En ese contexto, lo maximo que podemos buscar es obtener
una manera estable de aproximar la solucién de A* Az = A*y.

Podriamos pensar que la no acotacion dada por el factor (A*A)~! puede ser considerada

como el valor por el operador ¢t ! en el “punto” A* A, pero que podria aproximarse por una
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funcion acotada g(t) tal que g(A*A)A*y esté lo suficientemente cerca de (A*A)~1 A*y.
Necesitaremos algunos resultados de Analisis Funcional
Como mostramos en la seccidon anterior, cualquier operador auto-adjunto B admite una

descomposicion de valores singulares de la forma (si rg = dim(Rango(B))).

B
B = Z )\k<uk, .>Uk,
k=1

con||B||=A1 > X > A > .. > 0.

Dado cualquier operador B compacto, auto-adjunto, y no negativo, si consideramos cual-
quier f : [0,||B||] — R acotada (tal que ||B|| < a), podemos considerar el operador
f(B) = TXB: f(Ak){ug, .)ug, que determinara un operador lineal acotado de X en X,y que

k=1
ademas cumple (lo demostraremos en las proximas lineas)

< sup [f(A)].

A€[0,]|B][]

D FOw) (e, Y
k=1

X=X
Haremos uso de las siguientes propiedades

Proposicion 2.6. Con las condiciones anteriores:

L[f(B)llx=sx < sup  [f(N)]
AeDo. 1B

2 |[f(AA)A*[lyox < sup  VAIF(V)]

Ae[0,]]A]12]
Demostracion. Para la primera parte podemos utilizar la desigualdad de Bessel y la defi-

nicion de la norma

1B =D f ) (k-
k=1 X=X
= sup Zf()\k:)uk<uk>v>
Il|I<1 || =1 X
- 1/2
= sup (Z[f(/\k)]2<uk,v>2)
[|v]|<1 k=1
. 1/2
< A ) 2
B Ae[soljFBm ) Hilulgl (;KW g )
< sup  [f(N)].
Aelo,[|B]]
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TA
Para la segunda parte sea A = > spuy(vg,.) la expansion en valores singulares de A
k=1

(ra = dim(Rango(A))). Entonces, A* = ZA SkUk (U, ) Y
k=1

FOATA) = f(si) vk, v

FATA)A = f(s)sn{un, ) ok
k=1

Luego

TA

> F(sh)sklur, v)vg
k=1

(A" A) Ay x = sup

llvf|<1

Y

B 1/2
= sup (Z\f(si)sk’2<uk>v>2>
k=1

[lv]|<1
- 1/2
< supsil F(2)] sup (D (a0
K oli<t \ 4=

< sup VAFVL.

A€[0,]]A]17]
Donde el Gltimo paso se justifica notando que s2 € [0, ||A*A||] C [0, || A][?]
[

Volviendo al plan de elegir una funcion g, la idea seria tomarla tal que para cualquier y
para el cual se cumpla el Criterio de Picard enunciado anteriormente, ATy = (A*A)~1A*y
esté suficientemente cerca de g(A*A) A*y.

A primera vista, pareciera que bastaria elegir g(\) como una buena aproximacion de A1,
para cualquier A € (0, ||A]|?]. Aunque, dicha aproximacion no podria darse con una tnica
funcion, pues, para cada g acotada |A™! — g(\)| 270 0. Por ello, surge la idea de utili-
zar una familia {g, ()} de funciones acotadas, indexadas por el parametro v (parametro

regularizador), tal que
lim [\ = ga (V) =0, YA€ (0,[|A]).
a—

También podriamos considerar similarmente una familia indexada por un parametro r de

manera que se cumpla el limite anterior con r — o0, ya que podemos reducirla al caso

31



anterior considerando el cambio de variable oo = %

Ahora vemos qué condiciones debemos imponerle a esta familia de funciones.

Proposicion 2.7. Sean g,()\) : [0,||A4]]?] = R, « > 0 funciones que cumplen lo si-

guiente:
1. 3c: | Aga(N)] < ¢,
2. YA€ (0 JAIIZ,  lim ga(A) = L.
a—0

Entonces para cualquiery € Y (lado derecho de nuestra ecuacion) que cumple el Criterio

de Picard, vale

7 T o * * —
lim [[A"y — ga(A"A)A"y[x = 0.

Demostracion. Sea A = > spup(vg, .) la expansion en valores singulares del operador
k=1
A. Asumimos sin pérdida de generalidad que Rango(A) = co. El Criterio de Picard nos

afirma que

Z s 2 (ug, y)? < oo.

oo
k=1

Por lo tanto, para cualquier ¢ > 0, Jko = ko(e), tal que

0 2

_9 2 £
Z g Uk, Y)” < 55
k=ko+1 2<1 + C)
Asi,
1Ay — ga(A"A)AY[? =[5, — galsP)su) (wr, y)

k=1

ko 0o
= lsit = galsp)sel (un, y)> + D [s5p" — galsP)su)* (ur, v)?

k=1 k=ko+1
— T1 + TQ.
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Acotemos T} y T5 por separado.

00 2 00 2
_ Uk, Y Uk, Y
= 3 it — gl o S 1 g (e
k=ko+1 k k=ko+1 k
< sup (L4 [gAD® Y s (un,y)
A€[0,||Al%] k=ko+1
g2 g2
< (1+¢)? < -
At saraz =3

Para T utilizaremos la segunda hipétesis de la proposicion. Ve > 0, Jay = (), tal

queparac < apy A = sb

2 2

1 9 3
2~ %(81)| < g
i Fl T 2l Ayl

Si tomamos o < min{ ak}’;‘;l, la cota anterior vale para cualquier k. Luego

ko 1 2 2 ko
= Z {_2 - ga(si)l st (up, y)* < W ZS%(uk,yV
— k=1

=1 L5k
g2 g2
< s AP < 5
2[|A*yl[? 2
Asi, Ve > 0 podemos hallar un o = a(e, y), tal que
ATy — ga (A A)A"y||x < e.
Y probamos el limite buscado [

2.4. Calificacion de un Método de Regularizacion

En la seccion anterior vimos que las técnicas de regularizacion convierten el método
mal puesto en uno bien condicionado utilizando un parametro de regularizaciéon. Ademas
cuando ese parametro tiene a cero converge a la solucion del problema original. También
en la practica existe un error en el dato y, por lo tanto es importante elegir el pardmetro
optimo que minimice todos los errores. Dentro del campo de métodos de regularizacion,

existen diversas técnicas para encontrar ese parametro optimo como el “Principio de dis-
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crepancia” [24], el “Cross validation” [25] o el “Criterio de la L-curva” [26].

En esta tesis vamos a definir un concepto desarrollado recientemente denominado “ca-
lificacion” y la “one half condition” que nos permitird obtener cotas de los errores para
toda esta familia de métodos de regularizacion.

Para que g,(A*A)A*y converja a ATy cuando @ — 0, es suficiente que se cumpla la

siguiente condicion:

lim  sup |1 —Aga(A)] =0.
=0 xefo,]14]2]

Esto equivale a decir que g,(\) converge uniformemente a % en la norma suprema

ponderada con el peso A, definida como

= sup A
A A€[0,qa]

H; ) ‘; _gam‘ = sup 1= Agu().

Al considerar la convergencia en dicha norma, podemos hablar sobre la “tasa de con-
vergencia” de manera uniforme con respecto a A. Cabe destacar que el uso de normas
ponderadas es comun en la teoria de aproximacion cuando se estudia la aproximacion de
funciones con singularidades. En tal caso, generalmente se utilizan pesos que se anulan en
los puntos de singularidad.

En la teoria de problemas mal puestos, se busca la aproximacion de la funcion A~! que
tiene una singularidad en cero. Por lo tanto, resultara natural considerar las normas su-
premo ponderadas con pesos de la forma \’. La tasa de aproximacién de % por g,(A) en

la norma supremo ponderada con peso AP se mide frente a la tasa a” cuando av — 0,p > 1.

Recordando la ecuacion (2.2) de la segunda seccion, observamos que en la practica lo
que tenemos en realidad es un error en el dato. En general, lo que vamos a tener es un 3/°
donde ||y — °|| < 6 para algin J > 0. Por ello, nuestro siguiente objetivo sera estimar el
error entre Afy y la solucion obtenida regularizando el operador AT usando como dato 7°.
Para obtener una estimacion razonable para el error, pediremos una condicién a cumplir y
calcularemos un parametro que actuara como un identificador de mejora en cuanto a orden
de convergencia y error cometido. Estas cuestiones resultaran naturales cuando aparezcan

en la siguiente cuenta, donde buscamos dar con una estimacion del “error”. Buscamos
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acotar
|ATYy— go (A*A) A*°|| < [|ATy—ga (AT A)A*y||+||ga (A" A) A*y— ga (AT A) Ay’ || (2.4)
Ahora utilizamos que

190 (A" A) A"y — ga (A A) A|| < 6]|ga(ATA)A*]] < 5A s ]ﬁlga(k)l,
€0, 2

donde la ultima desigualdad viene dada por la segunda propiedad de la Proposicién 2.6.

Por otro lado, aplicando el Teorema 2, en la pagina 798 de [27], se obtiene que

AT — ga(A"A) A"yl < e+ sup |1 = Aga(N)N

A€[0,||Al[?]

con ¢ una constante.
Estas conclusiones nos motivan a definir calificacion y a pedir que valga la one-half

condition.

Definicion 2.6. La calificacion de la regularizacion generada por la familia {g,(\)} es

el maximo p, tal que

sup 1= Aga(N)] < 0,
A€E[0,]|Al2]

donde y, depende solo de py g.

En general, vamos a pedir que nuestros métodos de regularizacion generados por fa-

milias {g,} cumplan la “one-half condition”.

Definicion 2.7 (One-half condition).

Y-1/2
oz osup  [MPga(N)| < :
" e ) va
Observar que si volvemos a la cuenta (2.4) y a las tltimas cotas averiguadas, ahora

obtenemos la cota

cyp? +0v_1/2

1
va’
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que se resume en
C (ap + i) )
Va

Por lo tanto, cuanto mayor es el p menor va a ser el error debido a la aproximacion del
operador.

Por otro lado, la one-half condition nos agrega un término que depende del error del
dato. En los casos en donde ese dato es conocido se podria estimar cual es el mejor «
calculando el valor minimo de ese termino. En este caso, ese minimo se realiza en o =
oY/ (p+1/2)

Habiendo dado todas estas nociones previas, en lo que sigue veremos algunos ejemplos
clasicos de métodos de regularizacién conocidos para resolver el problema de la decon-
volucidn, junto con las familias respectivas que los generan. Probaremos para cada uno de

estos ejemplos que se cumple la one-half'y calcularemos su calificacion.

Ejemplo 2.1 (Spectral cut-off method). Este método de regularizacion es generado por

la familia {g,(\)}

Es facil ver que

sup |[Aga(N)] =1,
A€[0,00)

yqueV X € (0,00),e > 0,3ag = Ao tal que para cualquier o < oy

1

+ — 9alHo)

=0<
N =€

Lo cual implica que para cualquier \ € (0, c0),

lim
a—0

A

1—%Mﬁ=0

Por lo tanto, todas las condiciones de la Proposicion 2.7 se cumplen. Asi, para cual-

quier y que cumpla el criterio de Picard, tenemos
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’ to, * * o
éli%HA Y— g (ATA) A y”Y =0.

A su vez, veamos que se cumple la one-half condition con y_y,5 = 1

sup A%ga(\) = sup <
A€(0,00) AE[a,00)

Para estimar la calificacion del método, notemos que para cualquier p > 0

sup AP|1 — Ago(N)| = sup N =P,
A€[0,00) A€[0,0)
Por ende, no hay valor maximo de p para el cual vale. Entonces, la regularizacion por
corte espectral tiene calificacion infinita. Sin embargo, este método solo es viable cuando
se conoce el sistema { sy, uy, vy} del operador A, ya que en este caso g, (A*A) no es mds

que una porcion de la expansion formal en valores singulares de (A*A)_1 y

Go (ATA) Ay = Y sl op (ug, y)

k:siza

Ejemplo 2.2 (Tikhonov-Phillips). Este método viene generado por la familia { g.(\) = ﬁ }.
A primera vista, podriamos sefialar que, a diferencia del método previo, para implemen-
tar este método no necesitamos conocer el sistema que viene inducido en la expansion por

valores singulares de A, pues
To = go(A*A)A*y = (al + A*A) 1A%y
no es otra cosa que la solucion de
ar + A*Ax = Ay

que puede resolverse al menos numéricamente sin necesidad de conocer el sistema in-
volucrado en la expansion SVD. Mas aun, podemos notar que lo anterior resulta en el
problema variacional

. 2 2
Ia‘?rél;’(l{HAI ylly + allz|x },
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Vamos a verificar que se cumplen las condiciones de la Proposicion 2.7.

sup |[Aga(A)] = sup

A€[0,00) Ae[0,00) & + A -
VA€ (0,00), lim |~ — ga(\)| = Ii a 0
AN S a=0 Mo+ \)
Verifiquemos ahora que g,(\) = O%F)\ cumple con la condicion “one-half” con la

constante y_1/3 = % v hallemos la calificacion del método. Para ello, hacemos uso de

la siguiente observacion:

Observacion 2.2. Parap > 0

d(Gr) _pAlat ) —x !
d\ (a4 \)? (a+A)

5(pa— A(1—p))

Esto significa que para p € (0,1)

AP ( p )p oF -1 1—
Sup =\——) = =" pA-p 7"
repjapp @ +A \1—-p/ %

mientras que para p > 1y a < || A||? suficientemente pequeiio

PUERN 1 AP
(535) = 0= gl < sup 2 < Ao,
+o Aelo,fla)2) & +

Ahora, tenemos que se cumple la one-half condition

’)\1/2 ()\” /\1/2 1
sup ga(N)| = sup =—
xelo,|A]1?] refoaf AT 2V/a
v la calificacion resulta igual a 1, pues para p > 1
1
“al|AIPPY < sup ML= Aga(N)| = sup « < o A|P*-D
2 Aelo,l4]2] relolalz) At a
mientras que para p € (0,1)
sip V1= AgN)| = sup o —asup o = anp(1— p)
AE[0,]|All2] AE[0,]1A]12] A+« N A+«

Ejemplo 2.3 (Tikhonov Iterativo). Pensemos por un instante que tenemos alguna infor-

macion previa sobre el elemento A'y. Por ejemplo, supongamos que esta “cerca” de un
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elemento vy € X. Este x, serd nuestra primera aproximacion a A'y. En esta situacion,

resulta razonable cambiar el problema de minimizacion motivado en el Ejemplo 2.2 a
in{|| Az — y||? — x0|*}.
min{ || Az — " + allz — 20|}
Cambiando variables x1 = x© — xq, llegamos al siguiente problema de minimizacion
min {[| Azy — (y — Azo)|* + af|z1[[*},
r1EX

que resulta el funcional original de Tikhonov, donde se reemplaza vy por y — Axy. Del

Ejemplo 2.2 nuevamente, tenemos que el minimo del funcional anterior es solucion de
axry + A*Azy = A*(y — Axy).
Recordando quién era x, tenemos
ax + A*Axr = axg + A™y.

En principio, xo puede tomar el papel del x, = (al + A*A)~ A*y, que se corresponderia
con un inicial xy = 0. Al repetir este proceso iterativamente de manera que el paso previo
tome el papel de elemento inicial para la siguiente aproximacion, podriamos armar la

iteracion de la siguiente forma:

.CC(]’a =0
Tl =To = ax + A"Az = Ay

Tog=... > ar+ A"Ar = azy, + A"y

Tma = .- — OF + A*Ax = Alm—1,a + A*y

Resolviendo en cada paso y utilizando la representacion dada por el método de Tikhonov-
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Phillips en términos del operador g,(A*A), queda

Tl = ga (A"A) Ay

T20 = Ja (A*A) (az10 + A'Y) = go (AA) A*y + ag), (A*A) Ay

xm,a:Z k—1 k(A*A)A*y:gm@(A*A)A*y
k=1

donde »
gm,a(A):Zak Lak( kgt (n
k=1 k::O
1—a™glt (A
= ga(A)—U-
1 — aga(N)
Teniendo en cuenta que g, (\) = AJ%Q, 1 —ags(N) = /\i nos queda

Estas seran las integrantes de la familia de funciones regularizadoras. La gran ventaja
de este método es que tiene una calificacion arbitrariamente grande. En efecto, sip < m,

podemos utilizar el mismo argumento que en el Ejemplo 2.2 para ver que

sup N |1 — Agma(N)| = sup P ———T (I-AA+a)™H)"
A€E[0,00) relooo) (At a)m A
— sup [AF (1= ga(A))]

A€(0,00)
P 1—2 m
<[22y
m m
P m—p
(B (-2)
m m
Lo cual nos indica que después de la iteracion numero m, obtenemos un método con

calificacion m. Finalmente, verifiquemos que se cumple la one-half condition. Notemos

que

m—1 k
1 o m
< E #lga(N)|F = > < —
[Im,a(N)] < [ga(N)] ) a” |ga(A S (a+)\> <
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Luego

1 a™
sup /2 Gom(A)| = sup (1 )
AE[0,00) | 9 N A2 (A +a)m

:S‘ip[i(l_ a+w)] { A+a) }/2
<sol3 (1)

e _ ml/2
= Sup [ga,mO‘)] > \/a )

A

y verificamos la one-half condition.

Ejemplo 2.4 (Landweber). Este método es otro ejemplo de método iterativo. La diferencia

entre ambos radica en que, en 2.3 el numero de iteraciones del método resultaba fijo y la

regularizacion venia guiada por el parametro o. En cambio, en este método, buscamos que

el numero de iteraciones a efectuar m sea utilizado como parametro de regularizacion,
1

comoo = —,0mMm = LLJ
m a

La formula para las iteraciones de Landweber es
Ty =Tp1— pA" (Ax, 1 —y), n=12,...

donde j1 es un niimero fijo en (0, ||A||72). Es facil verificar que x,, = g, (A*A) A*y, con
a==y

3
L

gu) = Y (1= i) = £ (1= (1= )]

TT

Y la one-half condition se verifica como antes

Vi
sup AV ga(N)| < (um)'P = Y=, a=—.
A€[0]A]2] va m

Mejor aun, sin mucho esfuerzo puede verse que para cada 0 < p < o0,

sup  N|1 — Aga(A)] < ypm ™ = ppaf,
A€[0,]|A]2]

con vy, = (p/pe)?. Asi, puede considerarse que el Landweber es un método con califica-

cion arbitrariamente grande, pero con la salvedad de que ~y, — 00 sip — 0.
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Capitulo 3

Los métodos SUPPOSe y DSUPPOSe

3.1. El método SUPPOSe

Como se motivo en la introduccidn con una descripcion similar, la imagen adquirida S

puede escribirse como,
S(x) = R(x) « I(x) +1(x) + B, (3.1)

donde R es la estructura real que se desea observar, I es la PSF del sistema optico, 1 un
término de ruido de valor medio cero y B es un nivel de fondo constante. Aqui, x € R?
representa la coordenada en la cual se desarrolla la medicion.

El algoritmo SUPPOSe [ 1 2] utiliza un enfoque alternativo a la deconvolucion. En este
método, en vez de introducir un término de regularizacion sobre la funcion a minimizar, se
asume cierta estructura sobre el objeto. Mas precisamente,se asume que la estructura real
R puede aproximarse como una superposicion de fuentes puntuales de igual intensidad o, a
las que llama fuentes virtuales. Es decir que supone que la estructura real puede modelarse
como un conjunto de puntos dispersos distribuidos en el espacio. De esta manera, estima

la estructura real R como,
N

R(x)=a) d(x—ay), (3.2)

k=1
La matriz A = {a;}i_, € R"*? representa la posicion de las N fuentes virtuales
utilizadas. Vamos a darle la notacion con tilde a variables o cantidades para indicar que

son una aproximacion de la misma variable sin tilde. A partir de dicho planteamiento con
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la aproximaciéon SUPPOSe, el problema se transformé en un problema de minimizacion
irrestricto en RY x R?, donde ahora las tinicas incognitas a hallar resultan ser las posicio-
nes a;, de las NV fuentes virtuales que minimizan la diferencia entre la imagen observada
inicialmente S'y la imagen reconstruida a través de estas fuentes.

Estas posiciones podrian tomar cualquier valor en R?, y también muchas fuentes vir-
tuales podrian coincidir en una misma ubicacion. Pero como las fuentes vienen dotadas
con una intensidad fija e igual para todas, podemos reconstruir la intensidad en un sector
especifico de la imagen superponiendo una cantidad mas grande o mas pequefia de fuentes

virtuales acumuladas en ese lugar.

A continuacion describimos el método SUPPOSe para el caso donde el fondo B es

despreciable, o conocido y restado. En este caso, aproximamos la imagen .S por

N
Sx)=Rx)«I(x)=a) I(x—ay), (3.3)

k=1
que se deriva de (3.1) tomando B = 0 y aproximando la PSF del sistema 6ptico / por una

estimacion [, la cual puede ser de origen tedrico o experimental.

Para hallar las posiciones de las fuentes virtuales que mejor aproximan al objeto, el
método busca minimizar una funcidn objetivo determinada. En este caso se toma la norma

L? de la diferencia entre la imagen observada y la aproximacion obtenida por SUPPOSe,

n

=118 = SI1P =) (S(x:) = S(x))%, (3.4)

i=1

donde la sumatoria se realiza sobre todos los pixeles de la imagen (decimos n), y utili-
zamos la notacién z; € R?, para representar un pixel. Fijado un valor para N y a, el
problema de SUPPOSe consistira en hallar el vector de posiciones A = {a;}_, € RV*2

que minimiza (3.4).

Podemos contemplar el caso donde la imagen que adquirimos tenga un fondo de sefial

B constante y de valor no conocido simplemente restando el valor medio de la imagen y
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de la PSF,

Sdev(x) =5- %ZS('TZ)’ (35)
=1

faela) ==~ " Fw). (3.6)
=1

Asi, la aproximacion (3.3) se reescribe como

i) = 5 = -3 5(x), (7)
=1
aala) = T = 23" (), (3.:8)
=1
~ ~ ~ N ~
S(x) = R(X) * Lgen(X) = v Z Ljeo(x — ay,). (3.9)
k=1

Para que (3.9) sea una buena aproximacién de (3.7), el fondo B que se resta debe ser
constante, de modo que se compense al restar valores medios. De esta manera, el problema
de minimizacion sigue siendo en esencia el mismo, solo que la funcion a minimizar se

redefine como
n

X2 = [|Sdev — SH = Z(Sdev(xi) - S($z))2 (3.10)

i=1

Las técnicas de optimizacion clasicas [28, 29], como los métodos de Newton, Quasi-
Newton, gradiente conjugado, descenso del gradiente, Lagrangiano Aumentado, son mé-
todos iterativos que suelen converger de forma veloz a un 6ptimo local, lo que puede ser
un inconveniente en problemas donde nos encontremos en presencia de un gran niimero
de extremos locales. Estos métodos podrian quedar atrapados en una region especifica y
requerir de manipulaciones manuales y ad-hoc para explorar otras partes del espacio de
soluciones.

Es por este motivo que, para atacar el problema (3.4), en [12] se opt6 por utilizar un
algoritmo genético. Ideados por el Dr. John Henry Holland [29] en los afios 70, este tipo de
algoritmos se inspiran en la heuristica de la evolucion bioldgica y su base genética como
mecanismo de optimizacion. Es un algoritmo que serd explicado con detalle en la Seccién

3.1.

44



Poblacion inicial e R R Reconstruccion SUPPOSe

Figura 3.1: Caso de aplicacion SUPPOSe en una imagen sintética, cuya estructura real son dos
segmentos de rectas paralelas separadas una distancia d = 0,42FW H M.

En la Figura 3.1 se puede observar un esquema de aplicacion del algoritmo SUPPOSe
sobre una imagen simulada. Aqui, la estructura real R a la cual quisiéramos aproximarnos
consta de dos segmentos paralelos separados a una cierta distancia d, y se convoluciona
con una PSF de tipo gaussiana de tamafio o pgr = 4, 72 pixeles. La separacion entre seg-
mentos es de d = 0,42FW H M, y cada segmento se construy6 con 72 fuentes puntuales
equiespaciadas a lo largo. Luego de aplicar la operacion de la convolucion, a la imagen se
le agregd un valor de fondo constante y un ruido de tipo Poisson. En este caso es una ima-
gen con un fondo bajo y un nivel de ruido medio. Los parametros de sintesis de la imagen
fueron seleccionados para simular las condiciones experimentales de un microscopio de
fluorescencia de campo amplio utilizado en [18].

En la imagen se observa que los segmentos son practicamente indistinguibles, confor-
mando una Unica estructura eliptica y suave. Para aproximarnos lo mejor posible al objeto
original y obtener una distribucion de fuentes virtuales que represente dicha aproximacion,
SUPPOSe parte de una poblacion inicial de p posibles soluciones, que llamaremos indivi-
duos, donde cada uno consiste en un conjunto de coordenadas de las NV fuentes virtuales
elegidas para el procesamiento de la imagen (en el esquema N ~ 400). El algoritmo ird
evolucionando y obteniendo familias de individuos distintas mediante una mecanica que

explicaremos a continuacion, de manera que mejora el valor de la funcion objetivo x2. Al
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alcanzar la condicion de corte del algoritmo, el individuo del conjunto con mejor valor en
la funcion objetivo es elegido como solucion, y el conjunto de coordenadas resulta ser la

posicion de las fuentes virtuales.

Finalmente, a efectos de generar una imagen de superresolucion, se convoluciona con
una PSF con un valor de 0 mucho mas pequefio que el original del sistema 6ptico. Y como
se observa en la tltima imagen de la Figura 3.1, se obtiene una reconstruccion que permite
identificar la presencia de dos segmentos paralelos.

La cantidad NV de fuentes virtuales es uno de los pardmetros centrales de SUPPOSe, de
hecho es el que actia como parametro de regularizacion para convertir el problema mal
puesto en uno bien puesto. La eleccion de un valor adecuado resulta fundamental para
lograr una buena reconstruccion del objeto: por un lado, una poca cantidad de fuentes
virtuales puede ser insuficiente para reconstruir un objeto grande o complejo, resultando en
reconstrucciones poco representativas; por el otro, una gran cantidad de fuentes virtuales
incrementa el tiempo de computo y puede introducir artefactos en la reconstruccion debido
al ruido. En [12] se deriva una cota para las incertezas en la reconstruccion de SUPPOSe

de la forma

N
1 E,, 1
N E d(a;|R)* < tTQ + N (EPSF + m) (3.11)
i=1

E,, depende del error de truncado, () representa la cantidad de fuentes reales en el objeto,
Epgr esun valor que depende del error en la PSF, y SNV R resulta la relacion sefial-ruido
de la imagen. Ademas, d(a;|R) representa la distancia de a; a la fuente mas cercana de la
estructura real R. En [12] se encontrd a partir de (3.11) un valor 6ptimo de V, para cada
imagen. Ademas de estas cotas teodricas, se mostr6 en [30] utilizando imagenes sintéticas
que el rango para el que se obtienen valores similares de exactitud es bastante amplio.

Nos ocuparemos en la proxima seccion de explicar en detalle el algoritmo genético.

3.2. Algoritmo genético

Como introdujimos en la seccion anterior, el gran problema es que los métodos clasicos
de optimizacion son algoritmos de minimizacion local. Esto puede traer consecuencias en

problemas con muchos minimos locales.
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Por otro lado, los algoritmos genéticos como los introducidos en [15, 16, 31, 32], son
algoritmos iterativos de minimizacion de tipo global. En ellos, cada solucion (los indivi-
duos) se expresa en términos de sus coordenadas (los genes). En una iteracion, un conjunto
de soluciones (una poblacion) se modifica de acuerdo a ciertas operaciones inspiradas en
la biologia, para dar lugar a nuevas soluciones mas aptas (con menor funcién objetivo).
Esto va a permitir una mejor exploracion del espacio en simultaneo: aunque ciertos indi-
viduos queden “atrapados” en un minimo local, los demds pueden seguir avanzando por
otros sectores y hallar mejores soluciones.

Otra gran ventaja de este tipo de métodos es que no requieren conocer caracteristi-
cas propias de la funcion objetivo, como las derivadas o el gradiente, evitando célculos
que en espacios grandes pueden aumentar el costo computacional en términos de tiem-
pos y memoria. Este tipo de métodos tiene una cierta cuota estadistica, lo que los hace
mas tolerantes a problemas donde la funcion objetivo incluye ruido. Més aun, la funcion
puede ser no continua o no diferenciable, ya que solo necesitamos poder evaluarla en las
coordenadas de los individuos.

Para el problema de minimizacion de SUPPOSe se utiliza una variante del algoritmo
genético definido en [33]. El algoritmo utilizado constara de dos etapas. La primera es
una fase de inicializacion para dar con una primera poblacidon y que sirva como punto de
partida para nuestro proceso. La segunda es un bucle iterativo que constard de puntuar a
cada individuo de la poblacién (y ordenarlos en funcidn de dicha puntuacion), seleccionar
algunos de ellos, cruzarlos genéticamente (operacion explicada en proximos parrafos),
aplicarles una mutacion y volver a comenzar. Expliquemos el funcionamiento de cada

etapa.
Algoritmo 3.1 (Algoritmo Genético). Dividamoslo en dos fases.

Fase I. En esta fase como comentamos brevemente antes, buscamos dar con una poblacion
inicial que sirva como punto de partida a nuestro algoritmo. A priori el algoritmo
genético podria comenzar con cualquier poblacion y distribucion de individuos. Pe-
ro vamos a tomarnos el trabajo trabajar un poco sobre ella para comenzar un poco
mads cerca de la solucion. La clave estarad en la generacion de un individuo inicial.
Una vez obtenido este, se genera una poblacion de p individuos realizando pertur-

baciones a este individuo inicial (lo que en la practica denominamos “patear’ el
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individuo). Vamos entonces con el calculo del individuo inicial.

n
Paso 1. SedefineunavariableT := Sy, = S—% 231 S(z;). Se le resta dicho promedio
1=
si tenemos imagenes con fondo, sino es S.

Paso 2. Se confecciona un ciclo donde se hallan las posiciones de las fuentes virtuales

que conforman el individuo inicial. En cada iteracion

1) Buscamos el valor maximo de T y hallamos la posicion by, que la realiza.

La guardamos.

2) Calculamos el factor my, = % f(xi — bg).
=1

3) Guardamos el individuo by.

4) Redefinimos T' como

5) Calculamos l(k) = ||T|.

Paso 3. El ciclo culmina cuando se llega al numero de particulas prefijada por el
usuario o cuando se alcanza un valor minimo de l.
Cuando ocurre esto ultimo, la cantidad de fuentes utilizadas para llegar hasta
dicho valor minimo se selecciona como valor para N, y serd la cantidad de
fuentes virtuales a ser utilizadas en el procesamiento de la imagen. El conjunto

de las posiciones by, (que resultan ser N) es nuestro individuo inicial.

Paso 4. Generaremos p individuos a partir del individuo inicial obtenido. Realizamos
pequenias perturbaciones normales en las coordenadas de las fuentes virtuales
(patadas). En general, dicha “patada’ vendra gobernada por un parametro
de perturbacion, que se elige como o, = 0, 5o, donde o refiere al parametro
de la PSF. Podemos notar que el individuo inicial es puramente deterministico
utilizando informacion de la imagen. Y por otro lado, la poblacion inicial se

genera con cierta aleatoriedad, lo que brinda una buena diversidad.

Dada o generada la poblacion, estamos en condiciones de ingresar en el bucle donde
propiamente comienza el algoritmo genético. La poblacion se ira transformando mediante

varios pasos que modifican aleatoriamente las posiciones de las fuentes virtuales.
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Fase Il. En este paso asumimos que tenemos una poblacion inicial generada. Vamos a con-

feccionar un bucle que transformara de manera aleatoria mediante ciertas opera-
ciones la posicion de las fuentes virtuales. Recordemos que en este tipo de algoritmo
trabajamos con un conjunto de soluciones y cada individuo resultaria ser una so-
lucion factible.
El proceso constara de dotar de una puntuacion a cada individuo, ordenarlos en
funcion de dicha puntuacion, fijar a los mejores de la lista (élite), y a los restantes
aplicarles los operadores genéticos, que podriamos condensar en seleccion, cruza
y mutacion. Luego de esto, obtenemos una nueva poblacion del mismo tamaro que
la anterior (al aplicar los tres operadores genéticos obtendremos una poblacion del
mismo tamano que la que teniamos antes de aplicarlos). Finalmente, afiadimos los
individuos fijados al inicio, para obtener una nueva poblacion de igual tamario que
la que existia al comienzo del bucle, y continuamos iterando. En esta fase, debemos
fijar un numero Ny, que determinarad cudntas iteraciones hara nuestro algoritmo
(generaciones). A posteriori, se consta que el valor de la la funcion objetivo a lo
largo de las generaciones haya dejado de evolucionar de manera significativa.

Expliquemos cada paso en detalle.

Puntuacion: Simplemente evaluamos nuestra funcion objetivo en cada individuo de la po-

blacion.

Ordenar: Se ordena la poblacion en funcion del puntaje obtenido antes de menor a ma-
yor. Mientras mas pequerio dicho valor, mejor candidato a solucion es dicho

individuo.

Elite: Fijamos a los mejores N individuos de la lista (los que menor puntaje
tienen). Estos individuos se mantienen invariantes en la iteracion. Notar que
elvalor de N es un parametro del algoritmo. Llamamos a esta mini-familia

de individuos élite.

Seleccion: Si teniamos una coleccion de p individuos, ahora tomaremos la poblacion de
P — Neite individuos que viene de quitar la élite de la poblacion inicial re-
cibida en la iteracion. Ahora buscamos hacer réplicas de los individuos mds
aptos (dependiendo de un factor de escala que puede fijarse como parame-

tro del algoritmo). Buscaremos descartar a aquellos con peor puntuacion y
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Cruza:

Mutacion:

Agregado de la élite:

reemplazarlos por copias de los mejores (sin contar la élite). Para este paso
pueden existir variantes del algoritmo como hacer la copia teniendo en cuen-
ta a la élite o no. Observaremos que, de manera indirecta, se replicaran los

individuos con menor valor en la funcion objetivo.

A la poblacion de tamaiio p — N que sale del paso de seleccion se le aplica
este operador. Actua sobre dos individuos generando dos descendientes que
combinan caracteristicas de los individuos originales (padres). Formalmen-
te, se intercambian las coordenadas de algunas de las fuentes virtuales que
conforman los individuos. La eleccion para dicha cruza se realiza de forma
aleatoria, en funcion de un parametro de cruza (una fraccion del total de la
poblacion). Los dos individuos nuevos reemplazan a los padres en la nueva

poblacion.

En este paso se generan modificaciones aleatorias a la poblacion que viene de
aplicar el operador de cruza. Esto va a permitir alcanzar nuevas soluciones. A
este operador debemos darle como parametro la fraccion de individuos a ser
mutados. Cada mutacion constara de mover una fuente virtual una distancia

aleatoria.

Finalmente a la poblacion ya mutada de tamaiio p — Ny se le aniade la élite

fijada al inicio de la iteracion, para obtener una nueva poblacion de tamario

D.

Algo interesante de notar es que en cada paso al fijar una élite, estamos garantizando

que nuestro algoritmo mejora la solucion (o al menos no la empeora). Ademas, en cada

iteracion, estamos evaluando toda la poblacion en la funcién objetivo (x?). Esto implica

que para cada individuo debemos reconstruir la imagen convolucionando las posiciones de

las fuentes virtuales de SUPPOSe con la PSF estimada. A su vez, repetimos esto a lo largo

de todas las generaciones, por lo que, en términos computacionales, resulta dificil realizar

todas estas operaciones. En [30] se probd que para una familia de iméagenes, las soluciones

no se veian modificadas entre distintas corridas del algoritmo genético. Se observoé alli

también que, al igual que en las cotas tedricas, el nimero de fuentes virtuales no es critico

para la exactitud del método, permitiéndose un rango amplio de valores para V.

Finalmente, definiremos dos conceptos que nos seran de utilidad para evaluar la calidad
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de la solucion obtenida, que son exactitud y precision. En el caso de la exactitud, buscamos
cuantificar cuan cerca se encuentra una solucion SUPPOSe de la estructura real (ground-
truth) que buscamos reconstruir. En cambio, para la precision, necesitamos cuantificar la
dispersion entre dos soluciones SUPPOSe cualquiera. Si ambas soluciones provienen de
procesar una imagen donde la estructura real es la misma, es deseable que la dispersion
entre ambas sea lo mas pequena posible. Daremos mas detalle de como cuantificar estos
conceptos en la Seccion 4.1, cuando presentemos una herramienta para medir distancias

entre soluciones, que se definié en [19].

Implementando el algoritmo en una CPU de forma convencional puede verse que el
calculo de la convolucion representa mas del 95 porciento del tiempo de computo del
algoritmo. Incluso el tiempo de computo crecera a medida que aumentemos el nimero de
fuentes virtuales y el tamafio de la poblacion p. Entonces, se formuld otra funcion objetivo
tal que permita reducir tiempos en el célculo de la convolucion. Es lo que plasmamos en
la seccidn sobre el método SUPPOSe discreto (DSUPPOSe), pero para ello necesitamos
ciertos preliminares, conceptos y teoria sobre la Transformada de Fourier discreta (DFT),

que es lo que veremos en la préxima seccion.

3.3. La Transformada de Fourier Discreta (DFT)

Como mencionamos anteriormente, una de las partes mas costosas del método radica
en el calculo de la convolucion. Mas adelante, vamos a reformular el método utilizando
la transformada de Fourier discreta (DFT), para mejorar este computo. Para ello, a modo
de preliminares, en esta seccion definiremos dicha transformada, asi como algunas pro-
piedades fundamentales necesarias.

Empezaremos por la definicion en el caso en que nos encontramos en una dimension.

n—1

Definicion 3.1 (DFT). Dada una secuencia finita de miimeros reales o complejos {x., },

se define la transformada de Fourier Discreta de la forma,

n—1
Xp=> apemm k=0, n-1 (3.12)
m=0

donde e es la n-ésima raiz de la unidad.
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@km . . .
Los vectores (e resultan una secuencia de exponenciales complejas que for-
m

man una base ortogonal en el espacio de los vectores complejos de dimension n. Podriamos

representarlo formalmente de la siguiente forma,

2mi _2miy!
(e N tm) (e Nt m) = nd,y

0

—_

n—

3
]

donde ¢, es la delta de Kronecker, que vale 1 sit = t yOsit+t.Vamos anotar la

transformada de x con, X, F(z) o Z.
Observacion 3.1. La DFT es un operador lineal.

Habiendo hecho estos comentarios, podemos ahora definir la formula inversa para la

Transformada de Fourier Discreta.

Definicion 3.2 (Inversa DFT).
1 n—1
271
T = —ZXkeTkm m=20,...,n—1.
n
k=0

Donde utilizamos el hecho de que X}, son las coordenadas del vector x en esa base. En

general, notaremos a la transformada inversa como F ! (X) o X.

Enunciemos algunos teoremas utiles, como el Teorema de Plancherel y Parseval (donde

el segundo resulta ser un caso especifico del primero)

Teorema 3.3.1 (Plancherel). Si X e Y son las DFTs de x = {x,} ey = {y,}, entonces

n—1 1 n—1
Z TmYm = n Z XYy,
m=0 k=0

(el supraindice x indica conjugacion compleja)

Teorema 3.3.2 (Parseval). Si X resulta la DFT de X, entonces

n—1 1 n—1
2 2
>zl = =Y 1Xa
n
m=0 k=0
Sin embargo, el teorema mas 1til para nuestro método resulta el Teorema de Convolu-

cion circular para la Transformada de Fourier discreta. Para ello, definamos la convolucion

circular y la extension periodica.
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Definicion 3.3. La convolucion circular de x con 'y se define como

(x*y), = ixl ( gm_l> ,

=0

donde” denota la extension periodica de 1y, que cumple que Ym € Z,

Ym ‘= Yim—rn) = Ym|n|

vy donde 1 es el entero que verifica 0 < m —rn < n.
Observacion 3.2. La convolucion resulta conmutativa.

El siguiente teorema ahora nos plantea que la convolucidn es una operacion que se

relaciona bien con la Transformada de Fourier.

Teorema 3.3.3 (Convolucion). Si X = DFT(x) yY = DFT(y), entonces
DFT'(X-Y) =z 7

donde 1y es la extension periodica de v.

Demostracion. Sean X} e Y} las transformadas de vectores de longitud n. La inversa del

producto de las transformadas de Fourier resulta

n—1
1 i
DFT_I(XY)m:—Z kYk 62"k
nk:O
1n 1 n—1
27 @7‘ mm
k:O =
n—1 n—1 n—
Sy y< S me)
= r= k=0

Notar que hay dos posibilidades. Si m —[—r resulta multiplo de n (i.e. r = m—[— zn para
algin z entero), el término entre paréntesis da 1. Si no, dado que es una suma geométrica,

da 0. Luego sobreviven solo

n—1 00
DFT (X Y), =) = < > ym_z_m> :



y la tltima linea resulta la definicion de la convolucion circular. O

Tanto la definicion de DFT como el Teorema de Convolucion pueden extenderse a mas
dimensiones denotando, para alguna matriz x en C", la transformada de Fourier Discreta

como,

Definicion 3.4.

m=1
donde
n ni n2 np
ZX(III):Z Z.”ZX(mhm%"'amD)-
m=1 mi1=1mao=1 mD:1
n:(n17n2,...;nD>, k:<k17k27"~7kD)7 m:(77]11’7/”2’_“77nD)7
m/n = (mi/ny, me/n9, ..., mp/np).

Ahora podemos obtener de manera analoga la formula inversa de la Transformada de
Fourier Discreta (F~!(X)), y los analogos correspondientes a los teoremas previos, Plan-

cherel, Parseval y Convolucion.

Observacion 3.3. Sean {a;}1_, C Z. Si cada ay, estd soportado en el intervalo [D + 1, M — D),
e I es una funcién con sop(I) C [—co,col, y D > co, entonces la convolucion circular

N
entre x; = Y 0,, (i) ey; = I(i) queda dada por
k=1

N
S(i)y=Y I(i—ay) V1<i<M.
k=1
Demostracion. Sea {dy}_, la extension periddica de ay. La convolucion circular entre

x; € 1Y; sera
N

S() =Y I(i—ap)+ > I(i—dx), de[1,M].

k=1 k=1
Sidp < —D + 1,entoncesi —dy >i+ D — 1> D > ¢y. Porlo que, (i — a) = 0.
Sia, > M+ D,entoncest —a, <i—M—-—D<M-—-M-—D=—-—D < —¢y. Porlo

que, I(i — ay) = 0, y se tiene lo pedido.
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3.4. El método SUPPOSe Discreto

En la seccion anterior a DFT vimos el método SUPPOSe y concluimos que uno de
sus principales problemas cuando se lo aplica en imagenes 2D muy grandes es el tiempo
de computo. Para mejorar esto se propone una variante que involucra discretizar el es-
pacio donde las fuentes estan localizadas. Para esta nueva formulacion, utilizaremos una
nueva funcion objetivo que no requerird de evaluar la PSF en cada iteracion, evitando
el alto costo de las convoluciones ya que estas se transforman en un producto matricial.
Ademas, esta formulacion nos permitird hacer una modificacion en la instancia de muta-
cion del algoritmo genético. Esta nueva variante fue formulada en [20] e implementada
alli en Matlab. En esta tesis implementamos esta nueva version utilizando Python [34]. En

esta seccion describiremos esta funcion objetivo y algunos resultados sobre su desempeiio.

En primer lugar, para liberarnos del parametro de la intensidad o« cambiamos la funcién

objetivo por la siguiente:

cov(A) =1 — Dt S [ :"“)S<X") . (3.13)
\/2?1 (Zgﬂ I(x; — ak)) D ic1 (S(Xz‘))2

Esta funcion se construye a partir del coeficiente de correlacion (no centrado) entre la
imagen original S(x;) y la convolucion S~ aI(x; — a;), su minimo vale 0 y, al estar
normalizada, la dependencia con « se cancela. En [35, 36] se realizé una comparacién en
términos numéricos y tedricos para SUPPOSe utilizando x* y cov como funcién objeti-
vo del método. Se demostré6 que ambas funciones comparten los mismos minimos y se
concluy6 que ambos algoritmos convergen a la misma solucion.

Si asumimos que R (la estructura original) tiene dominio dentro de un conjunto com-
pacto 2 = [1,n;] X [1,ns] y aprovechamos la buena relacion entre la convolucion y la
transformada de Fourier, aplicando DFT en (3.13) obtenemos por el Teorema de Planche-

rel 3.3.1, el Teorema de Convolucién 3.3.3 y la Observacion 3.3, que

Cov(A Zl

¢zl 1
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Aqui utilizamos lanotacion ~  para la Transformada de Fourier discreta (DFT), don-

de si las fuentes virtuales estan en un espacio continuo R? se tiene,

N
R(l) — Z o~ 2miad
k=1
Para acelerar el calculo de la funcién objetivo, reemplazamos (3.14) por una nueva fun-
cion objetivo (que llamaremos covrr) que consistira en realizar una discretizacion {ay }7_,
acorde al pixelado de la estructura de datos. Dados {ax}2_,, S e I (o en su defecto Sol ),

calculamos la discretizacion de la siguiente manera:

1. Inicializamos una matriz de ceros ()4 € Z"**™? que acumulard la cantidad de fuen-

tes en cada pixel.

2. Para cada fuente en {ay};_,, redondeamos su posicion acorde al pixelado de la
estructura de datos (se busca el pixel mas cercano) y se suma 1 a () 4 en la posicion

correspondiente a ese pixel.

3. Se calcula la transformada de Fourier discreta de () 4, y se la denota como H. En
particular para D = 2 si se define F,,; como F},,(k,m) = e~ 2mi/mimk (1as matrices

DFT en cada dimension), se tiene que

H = FleAFnza
4. Calculamos _
M=I6S8,
J=M®®H, (3.15)
B=16H,

donde ® denota el producto punto a punto. Ademas es importante notar que el calcu-
lo de M se realiza una sola vez y que B representa la DFT de la aproximaciéon

SUPPOSe.

5. Finalmente definimos la funcion objetivo como

2 /()

covpp =1 — ==L (3.16)

1171157
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donde 1, |S]]2, M, F,, se calculan solo una vez y || - || denota la norma de Frobe-

nius.

Observacion 3.4. En este trabajo, cuando se realiza la implementacion de DSUPPOSe
en Python, particularmente al haber implementado la funcion (3.16), verificamos que la
DFT se hacia en menor tiempo utilizando la funcion fft.[fi2 del modulo SciPy en vez de

multiplicando con las matrices DFT.

Ahora que tenemos nuestra funcion objetivo en mente, podemos modificar cierta parte
del algoritmo genético con esta version, puntualmente en la parte de las mutaciones. Dado
que el primer paso en el calculo de la funcion objetivo (o de puntuacion) requiere redon-
dear al pixel mas cercano, solo habria una modificacién en la fitness cuando la coordenada
del individuo salte de un pixel a otro. Por esa razon, para evitar pasos innecesarios, mo-
dificamos el paso de mutacion del algoritmo. Es decir, ahora las mutaciones consistiran
en mover aleatoriamente la fuente un pixel (a la izquierda, derecha, arriba, abajo o en dia-
gonal). Entonces, ahora las mutaciones consisten en movimientos de un pixel completo.
Ademas, como estamos en el caso en que el objeto original tiene soporte compacto en €2,
agregamos un paso para imponer que las fuentes no se salgan del dominio. Fijamos los
porcentajes de individuos y fuentes a mutar en el proximo capitulo. En el trabajo [20] se

desarrolla la siguiente modificacion.

Algoritmo 3.2 (Mutaciones Discretas). La entrada requerird de una poblacion y dos pa-
rametros, que son una fraccion de individuos a mutar N, (igual que en SUPPOSe) y
una proporcion de fuentes virtuales a ser mutadas Ngoyrces,,,, (en cada individuo). Con

esto en mente, seleccionamos al azar una cantidad de individuos a mutar.
1. Inicializamos una matriz con valores 1y —1 de tamaro igual a Ngoyrces mut X 2.

2. Para cada individuo se seleccionan al azar Ngyyyrces,,,, de sus fuentes para ser mu-

tadas.

3. Se suma la matriz creada en el paso 1 a las fuentes del individuo seleccionadas
en el paso 2, salvo para las fuentes que estan en el borde (en el algoritmo, pone-
mos una excepcion para este caso y las direccionamos hacia dentro del dominio).

Guardamos el nuevo individuo.
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4. Finalizamos el ciclo cuando mutaron todos los individuos seleccionados.

En [20] y tal como mencionamos en la introduccion, se muestra que el desempefio de
DSUPPOSe, en exactitud, precision y resolucion es igual al de SUPPOSe pero logrando
una mejora de tiempo entre 5y 10 veces. El método recientemente enunciado funciona para
imagenes que no poseen fondo. En el caso de que lo tuviéramos, deberiamos reemplazar
S por S— < S > (restamos el valor medio) y en el paso (3.15), deberiamos agregar la
condicion B(k = 0) = 0 como en [20] (donde la B se refiere al término de fondo y no
a la matriz del computo en DSUPPOSe). No obstante, en esta tesis vamos a trabajar con
imagenes sin fondo. En particular, en el proximo capitulo aplicaremos la implementacion
de DSUPPOSe realizada en Python en esta tesis sobre imagenes sin fondo, definiendo el

caso de estudio y mostrando resultados y comparaciones con otros métodos.
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Capitulo 4
Analisis

En este capitulo hablaremos directamente de la implementacion del Método SUPPOSe
discreto (DSUPPOSe) para ciertas imagenes modelo. Describiremos nuestro caso de es-
tudio, que involucra cual sera nuestra imagen sintética a analizar y como la construimos.
Explicaremos también como generamos el eventual ruido en la imagen y el procesado de
la imagen sintética por este método, haciendo foco en los pasos intermedios del algoritmo,
por ejemplo, en como obtenemos el individuo inicial, etc.

Luego de eso, haremos un analisis de los resultados obtenidos por este método. Para
ello, es menester definir una suerte de cuasi-métrica para tener una nocion concreta sobre
el error cometido y/o obtener graficos que nos indiquen si logramos mejorar la resolucion.

Finalmente aplicaremos a la misma imagen sintética distintos métodos de deconvolu-
cion (por ejemplo, aquellos especificados en la Seccion 2.4 en el Capitulo 2). Veremos
qué resultados obtenemos y haremos un analisis de resolucion para los diferentes casos.
Para esto ultimo serd necesaria la utilizacion de la cuasi-métrica motivada arriba.

Vamos a empezar por la imagen sintética a estudiar y como la generamos. Para simular
la PSF utilizaremos una funcién gaussiana como la definida en (1.1). Nuestro objeto a es-
tudiar seran en esencia dos lineas verticales paralelas, con una separacion determinada. Se
elige este tipo de estructuras, ya que en muchos campos de aplicacion lo que se busca es
resolver estructuras filamentosas muy cercanas. Por simplicidad de la estructura elegimos
el caso de rectas paralelas. El lienzo o dominio que contendra a este objeto sera de 65 x 65
(en pixeles). Para simular la estructura de dos lineas paralelas, construimos un arreglo de

puntos (vectores de tamafio 2). Llamamos groundtruth a la distribucion de puntos del obje-
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to real (en este caso las dos lineas) y sub-estructura a cada una de las dos lineas verticales
del groundtruth. Estos son 500 puntos, de los cuales la mitad pertenece a cada una de las
subestructuras; estan separados equidistantemente, por lo que la distancia entre puntos en
cada segmento es de 0, 08 veces el tamafio del pixel. A su vez, las dos subestructuras estan
separadas por un o. Es importante destacar que se elige esa separacion ya que corresponde
a una distancia 2,8 veces menor que la resolucion de nuestras muestras. El objetivo aca,
al igual que en [ 18], es ver cudl es el alcance de cada método.

Fijaremos como valor de 0 = 5 pixeles de ahora en adelante. La longitud de cada linea
de puntos serd de 20 pixeles. Si numeramos de izquierda a derecha y de arriba a abajo
de forma creciente, la primera linea se construye sobre el pixel 24 (y la otra naturalmente
sobre el pixel 29), y estan contenidas del pixel 24 al pixel 44 (mirando la numeracion
vertical).

Con esto estamos en condiciones de hacer la convolucion y obtener la imagen “distor-
sionada”. Falta agregar el ruido a nuestro problema.

Para simular el ruido contextualicemos la situacién en un detector que realiza conteo
de fotones. En la realidad, cuando detectamos luz (fotones), el nimero de fotones en un
tiempo dado sigue una distribucion de Poisson. El nivel de ruido es mayor cuando hay
pocos fotones y se vuelve relativamente menor cuando hay muchos (mejora la relacion
sefal/ruido). Por eso, luego de reescalar la imagen, simulamos un ruido de tipo Poisson.
De alguna forma, si esperamos, por ejemplo, 1000 fotones en un pixel, podemos recibir
un valor ligeramente mayor o menor. Utilizamos como intensidad maxima para reescalar

5000. Podemos ver la construccion final de nuestra muestra en la Figura 4.1.
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Figura 4.1: Imagen Sintética de las dos lineas verticales paralelas separadas a un ¢ de distancia.
Superponemos el groundtruth. Barra de escala=¢. Intensidad maxima: 5000.

Una vez generada la imagen sintética, estamos en condiciones de procesarla y aplicarle
DSUPPOSe.
Teniendo eso, estamos en condiciones de aplicar nuestro algoritmo genético, para lo que
necesitamos de un individuo inicial. Dicho computo se realizdé como detalla la Fase I del
Algoritmo 3.1. Se toma como condicioén de corte cuando el valor de / resulta mayor al
obtenido en el paso anterior (y tomamos como N el correspondiente al paso anterior).
Dicho proceso nos arrojoé un valor de N = 1511 utilizando como pardmetro o = 6,3
(este valor de « se elige como una fraccion de la intensidad méaxima de la imagen). A su
vez, fijamos un niimero maximo de iteraciones para esta rutina en 2000. Generalmente
intentaremos que nuestro /N no venga dado por esta cantidad. La importancia del /V se

trato en el capitulo anterior, cuando hablamos sobre el método de individuos iniciales.
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Figura 4.2: Curva que muestra el valor de [ (definida en el Algoritmo 3.1) a lo largo de las itera-
ciones de la rutina de individuos iniciales, que indica el punto de corte del algoritmo.

Luego, a partir de este individuo inicial se genera una poblacion de 100 individuos.
Dijimos que estos se generan a partir del inicial realizando “patadas” aleatorias, que de-
penden de un pardmetro. Este se toma como o, = 0,50 (tal como comentamos en el
Algoritmo 3.1).

Construida la poblacidn inicial, estamos en condiciones de aplicar la Fase II del Al-
goritmo 3.1 (bucle). Para esto, hacemos uso de las funciones genéticas, que requieren de
fijar ciertos parametros. El tamafo de élite fijado es de N.;;. = 4, el factor que determina
la tasa para realizar las cruzas es de p...ss = 0,2, la cantidad de individuos a mutar (co-
mo porcentaje del total) viene dada por p,... = 0,2, mientras que el factor de fuentes a
mutar (en cada individuo) se fij6 en pormut = 0, 01. Fijamos la cantidad de iteraciones
que realizard el algoritmo genético en Ny, = 40000. Estos pardmetros son los mismos
utilizados para las distintas variantes del método en trabajos previos [12, 17, 18, 35].

El algoritmo hasta ahora implementado, nos devuelve una poblacion final. A esta tltima,

se le aplica por ultima vez la operacion de puntuar y ordenar, para quedarnos con el mejor
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individuo (nuestra solucion del método). Podemos ver una visualizacién de dicha salida,

que viene de convolucionar la solucion con una PSF con un tamafio de Z, en la Figura

4 3a.

(a) Solucién obtenida luego de aplicar 40000 itera- (b) Scatter plot de las posiciones de las fuentes que
ciones del método DSUPPOSe. conforman la solucion.

Curva de Fitness Semilog

1077 1

Valor de Fitness Semilog

T T T T T T T T
0 5000 10000 15000 20000 25000 30000 35000 40000
Namero de lteracion

Figura 4.4: Curva que muestra el valor de la funcidon objetivo (fitness) del mejor individuo de

la poblacion tomada en iteraciones intermedias del algoritmo. Se puede observar que la funcion
objetivo decae muy rapidamente.
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La implementacion constod esencialmente de 5 moédulos. Uno que genera la imagen
sintética, otro que computa la funciéon objetivo covpr, otro que contiene los operadores
genéticos, otro que genera el individuo y la poblacion inicial, y finalmente el quinto corre
el método llamando a las funciones necesarias de los mddulos previos. Mostramos también

la evolucion del mejor individuo a lo largo de algunas iteraciones.

) o n 2 £ o 1 2 2w % 6

Iteracion 0 Iteracion 2500 Iteracion 5000 Iteracion 7500

o 2w

Iteracion 10000 Iteracion 12500 Iteracion 15000 Iteracion 17500

o w6 ° ® 2 » o % 60

Iteracion 20000 Iteracion 22500 Iteracion 25000 Iteracion 27500

Iteracion 30000 Iteracion 32500 Iteracion 35000 Iteracion 37500

Figura 4.5: Evolucion del mejor individuo a lo largo de 16 iteraciones intermedias del algoritmo,
superpuestas a la muestra

4.1. Cuantificacion de Resultados

Como introdujimos al inicio del capitulo, resulta menester utilizar alguna herramien-
ta para determinar de manera cuantitativa la similitud entre la solucion SUPPOSe y el

groundtruth (exactitud) . En definitiva, cualquier caso se trata de dos conjuntos de coor-
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denadas a;, € R? (donde la cantidad total de coordenadas en ambos conjuntos puede ser
distinta). Para esto, utilizamos una cuantificacion presentada en [ 1 9], que busca comparar

la ubicacion relativa entre las coordenadas de las fuentes de ambos conjuntos.

Definicion 4.1. Sean dos conjuntos de coordenadas A = {ax}r_, v B = {b}, donde
K y L representan la cantidad total de coordenadas en los respectivos conjuntos. Para

cada posicion de una fuente en A definimos la distancia a B como
dit® = min ||lay —b||, VI<k<K (4.1)
1<I<L

Es decir, para cada fuente en A buscamos la fuente en B que se encuentra mas cercana
y registramos ese valor de distancia. Repetimos esta operacion para todas las fuentes que
conforman el conjunto A. Al comparar el conjunto A con el B y viceversa obtendremos
como resultado dos vectores diiZ y dP4 que contendran los valores de distancias minimas
hallados. Las distribuciones de los datos que contienen estos vectores nos daran una idea
de la similitud entre ambos conjuntos A, B. Una manera en la que podemos visualizar esta
informacion es generando histogramas de estos vectores y finalmente registrando el valor
medio de ellos. Mostramos este parametro para nuestra solucion obtenida en la Figura 4.6.

Estos valores fueron utilizados en [ 8] para cuantificar tanto la exactitud, la precision
como la resolucion. Esta medida de distancia nos da una herramienta cuantitativa para
comparar dos conjuntos de coordenadas entre si. En el caso de imagenes sintéticas (es-
tructuras de dos segmentos paralelos), utilizamos esta medida de distancia para obtener
informacion sobre la exactitud del algoritmo si comparamos una soluciéon SUPPOSe con
la estructura real (groundtruth). En un caso similar, también se puede obtener la precision
comparando dos soluciones SUPPOSe entre si. Es importante destacar que para evaluar el
desempefio en [ | £] se sintetiza un conjunto de datos, donde para cada escenario se simular
varias realizaciones. En nuestro caso, al estar tratando con un caso con bajo ruido, vamos

a cuantificar estos valores utilizando una sola realizacion.
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Figura 4.6: Superposicion de groundtruth sobre la solucion e histogramas solucion vs groundtruth
(ab) y groundtruth vs solucion (ba). Obtenemos valores medios de 8,41 - 10~ y 1,37 - 10~}
respectivamente para ab y ba.

Describimos ahora otro tipo de pardmetro para cuantificar la similitud que podriamos
aplicar a esta imagen sintética, presentada en [35, 36].

Buscaremos ver como ajustar una suma de dos gaussianas sobre las posiciones de las
particulas luego de una corrida de SUPPOSe sobre la muestra de dos rectas paralelas. Dado
que la distribucion real es de dos lineas verticales, tiene sentido que una buena solucion de
SUPPOSe, si consideramos las coordenadas horizontales de dichas particulas, cumpla que
ellas vivan en un entorno pequefio de la coordenada horizontal real de las dos lineas del
groundtruth. Luego, tomando dichas coordenadas recuperamos un arreglo A' = {a} }_,.
Entonces se propone que cada particula resulta, en realidad, la realizacion de una variable
estocastica con densidad de probabilidad bimodal igual a una mixtura de dos gaussianas,

de modo que la probabilidad de haber obtenido cada a}, es

T (ai'—'ﬂl)z T2 (ai'—'uz)z
P(al]0) = - Nk — Ha)
(al}6) _Mexp{ e A= Y

donde 0 = (my, p1, 01, ma, 2, 09) representa el vector de parametros de las rectas, i1, 1o

son el centro de las rectas, o1, 05 son el ancho de las rectas y 7y, w5 (sujeto a m; + mo =
1) representan el peso de cada recta y estan asociados al nimero de particulas que les

corresponden. Si las particulas son independientes, la probabilidad de obtener el arreglo
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completo A a partir de esta probabilidad es

N
P(A'6) = [ ] P(ail6)
k=1
La idea es elegir 6 tal que maximice la verosimilitud £(0) = P(A'|6). Como siempre en

estos casos, consideramos la log-verosimilitud.

1(0) = log P(A']6) =) " log P(aj|6)

y pedimos,
d

— = 0.
do

La minimizacion se realiz6 con una funcioén del modulo SciPy de Python, basada en el
algoritmo “Nelder-Mead”. y los parametros necesarios serian los dos centros, anchos y
pesos, definidos en el parrafo previo. Realizamos este proceso con los siguientes pardme-

tros iniciales: )

m =0,5
11 = 24 coordenada vertical real
op=0/5
me =0,5

e = 29 coordenada vertical real

oy =0/5
\
recordando que estamos utilizando o = 5.
Definimos el sesgo de la solucién como

p1 — 24|+ |po — b

|
E—
20 ’

donde x| y x, indican la posicion horizontal real de cada recta (groundtruth) y los i1, 1o

son los que vienen del ajuste mencionado en lineas anteriores.
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Definimos también la mejora de resolucion como

20

O'1+O'2

M=

Aplicando esta métrica a nuestra solucion SUPPOSe (4.3b), obtenemos la Figura

0.30

E Histograma Proyeccion
—— Gaussianas Fit
0.25 - @ Groundtruth Dos Lineas

0.20 1

0.15 1

0.10 1

0.05 1

0.00 — . l . . .
0 10 20 30 40 50 60

Pixeles

Figura 4.7: Superposicion del histograma dado por la proyeccion y las dos gaussianas obtenidas
por el algoritmo. Agregamos la posicion horizontal del groundtruth.

Con los valores obtenidos del ajuste propuesto por esta herramienta, obtuvimos un
sesgo de ¥ = 0, 0424 y una mejora en la resolucion de M = 4,725, para este caso donde

la separacion de las estructuras es casi 3 veces menor que la resolucion original.

4.2. Aplicacion del Caso de Estudio a otros métodos de
deconvolucion.

En la Seccion 2.4, mencionamos algunos ejemplos de métodos de deconvolucion (Tikhonov-

Phillips, Tikhonov-Phillips Iterativo, Landweber). En esta seccion buscamos aplicar di-
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chos métodos de deconvolucion a nuestro caso de estudio definido en 4. Mostraremos
las soluciones obtenidas, y en algunas, trazaremos un perfil (de la misma forma y por el
mismo segmento definido para la Figura 2.1b).

Queremos mostrar que toda esta familia de métodos es adecuada para eliminar ruido,
pero que a pesar de elegir adecuadamente los pardmetros la mejora en la resolucion, que
es lo que nos interesa en estas aplicaciones, es marginal. Si bien en la Seccion 2.4 descri-
bimos cotas de los parametros dptimos como queremos obtener resultados para ejemplos
concretos optamos por hacer un barrido de parametros en todos estos casos.

Empezamos por el método de Tikhonov-Phillips. Recordamos que este método requie-
re de un parametro A\. Como se mencioné previamente, hicimos un barrido amplio de

pardmetros. Damos soluciones para tres de estos valores de .
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(a) Imagen sintética con ruido. b)r=1
(©)\=10* (d) A=0,02

Figura 4.8: Soluciones para el método de Tikhonov-Phillips con tres valores de A, junto con la
imagen sintética a deconvolucionar.

Notamos que con valores de A = 0, 02 o menores, obtenemos artificios. La forma de
la solucidén no se asemeja en nada a la estructura real. En rangos de valores similares a
= 1 obtenemos una version mas suave de la imagen, pero no tenemos resolucion. Y si
tomamos valores en rangos similares a A = 10*, obtenemos un poco mas de suavizado y
distorsion. Agregamos perfiles de estas imagenes, por la seccidon transversal en el centro

de la imagen, en la Figura 4.9
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Figura 4.9: Perfiles de soluciones para el método de Tikhonov-Phillips.

Continuamos con el método Landweber. Si recordamos su formulacion, este método
era puramente iterativo y solamente debemos darle como parametro la cantidad de itera-
ciones a realizar. Nuevamente barrimos en un nimero amplio de pardmetros, mostraremos
dos grandes casos. Uno en el que le damos poca cantidad de iteraciones, y otro en el que

le damos una buena cantidad de ellas. Vemos los resultados en la Figura 4.10
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(a) Imagen sintética con ruido.

(b) Solucién con N = 2 iteraciones. (¢) Soluciéon con N = 10000 iteraciones.

Figura 4.10: Soluciones para el método de Landweber con dos valores de IV (cantidad de itera-
ciones), junto con la imagen sintética a deconvolucionar.

Obtenemos que si realizamos una cantidad de iteraciones del orden de N = 10000 ob-
tenemos artificios, ya que la solucion no se asemeja al groundtruth (estariamos tentados a
conjeturar que la estructura real es de dos bolas). En cambio, para pocas iteraciones (como
N = 2) obtenemos una version mas suavizada y distorsionada, en la que claramente no
obtenemos resolucion. Nuevamente, agregamos perfiles de dichas iméagenes en la Figura

4.11a.
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Figura 4.11: Perfiles de soluciones fabricadas con el método de Landweber.

Consideramos ahora el tercer método de los mencionados en la introduccion de esta
seccion (presentado también en el Ejemplo 2.3), que es el método iterativo de Tikhonov-
Phillips. En este método, al ser iterativo, tendremos que fijar una cantidad /V de iteracio-
nes, ademas de un parametro A (al igual que en Tikhonov-Phillips cldsico). Nuevamente,
barrimos ambos pardmetros pero mostraremos dos valores N y para cada uno de ellos,
mostraremos dos valores para \. Para N = 2, consideramos valores A = 1y A = 0,02.
Aplicamos el método con estos parametros y obtenemos las soluciones que mostramos en

la Figura 4.12
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(a) Imagen sintética con ruido.

(b) Solucién con N = 2 iteraciones y A = 1. (¢) Soluciéon con N = 2 iteraciones y A = 0, 02.

Figura 4.12: Soluciones para el método iterativo de Tikhonov con N = 2 iteraciones, y con dos
valores de A, junto con la imagen sintética a deconvolucionar.

Operamos analogamente, ahora con cantidad de iteraciones N = 5000y A = 1, A\ =

0, 02. Vemos las soluciones en la Figura 4.13.
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(a) Imagen sintética con ruido.

(b) Solucién con N = 5000y A = 1. (¢) Solucién con N = 5000y A = 0, 02.

Figura 4.13: Soluciones para el método iterativo de Tikhonov con N = 5000 iteraciones, y con
dos valores de A, junto con la imagen sintética a deconvolucionar.

Se ve que el parametro dominante en estos casos es la cantidad de iteraciones N. Para
cada uno de los valores de N no observamos diferencias sustanciales en las imagenes
obtenidas. Para N = 2 obtenemos un suavizado de la imagen, pero al igual que antes, no
obtenemos resolucion. En cambio, con N = 5000 iteraciones, vemos que la solucion tiene
artificios (nuevamente no asemeja al groundtruth que queremos visualizar). Obtenemos
una disposicion que invita a asumir que la estructura real son dos bolas (ademéas de una
suave suerte de aureola alrededor del objeto). Al igual que antes, mostramos en las Figuras
4.14 y 4.15 los perfiles obtenidos en cada solucion en los que se logra ver que en ninglin

caso es posible resolver las dos lineas.
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Figura 4.14: Perfiles de soluciones para el método iterativo de Tikhonov con N = 2 iteraciones.
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Figura 4.15: Perfiles de soluciones para el método iterativo de Tikhonov con N = 5000 iteracio-
nes.

En la introduccion de esta tesis hicimos mencion de otro método de deconvolucion, el
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método de Richardson-Lucy. No es tema relevante para esta tesis la descripcion exacta de
este método iterativo, pero mostramos la forma de la recursion que se plantea (basada en

un enfoque probabilistico). Utilizando la notacion del problema descrito en (3.1), queda

potn — po (S
RW x [

donde R® es la estimacion para R en la iteracion ¢, y * es la convolucion en dos dimen-
siones. En el método, se construye una funcion de verosimilitud a minimizar (likelihood)
asumiendo que el dato observado sigue una distribucion de Poisson; por ende, al aplicar
la minimizacién y obtener la iteracion, estamos armando un método que tendria que fun-
cionar bien en contextos de ruido de tipo Poisson (como el que tenemos en nuestro caso
de estudio).

En efecto, aplicando 5000 iteraciones del método de Richardson-Lucy a nuestra imagen

sintética, vemos el resultado en la Figura 4.16

(a) Imagen Sintética de dos lineas verticales pa- (b) Solucion obtenida luego de aplicar el método
ralelas separadas a un o de distancia. Richardson-Lucy con 5000 iteraciones.

Figura 4.16: Antes y después de una imagen aplicando el método Richardson-Lucy.

En este caso, podemos notar a simple vista que el método obtiene una solucidn practi-
camente sin artificios. Trazando un perfil, como se ve en la figura, podemos ver dos picos,
lo que indica que sobre ese segmento, las intensidades se acumulan sobre dos sectores. Es-
to ultimo y la vista natural de la solucion muestran una distribucion de fuentes que invita

a sugerir que la distribucion real es de dos segmentos paralelos.
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Figura 4.17: Perfil de solucion obtenida luego de aplicar el método Richardson-Lucy.

Al tener una solucion aceptable, realizamos un ajuste que nos permita cuantificar la
exactitud para este caso. Para ello, sumamos todos los valores de intensidad por cada
columna de pixeles, y cada uno de esos valores totales lo guardamos en un arreglo uni-
dimensional. Luego, buscamos ajustar dichos valores por una suma de dos gaussianas.
Realizamos esta ultima operacion en Python invocando a la funcion curve_fit del médulo

scipy.optimize. Para este caso, observamos los resultados obtenidos en la Figura 4.18.
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Figura 4.18: Ajuste de una suma de dos gaussianas para el arreglo obtenido de proyectar las in-
tensidades de la solucion del método de Richardson-Lucy.

La pregunta natural ahora resulta, ;Por qué no analizamos todos nuestros casos con
este ultimo método? En principio, podemos mencionar dos grandes motivos. El primero
de ellos radica en que el método de Richardson-Lucy resulta sensible a variaciones en la
estimacion de la PSF. Por ejemplo, tenemos un mecanismo Optico que obtiene una ima-
gen sintética a deconvolucionar. En la practica se suele usar la PSF teorica (sabiendo la
longitud de onda y la apertura numérica), que suele estar subestimada. En muchos casos,
la PSF se puede medir experimentalmente, pero hay casos en los que eso no es posible.
Por eso tiene sentido simular una situacién asi, en donde la PSF utilizada en el método
es distinta a la real. En la tesis [30], se hizo un analisis de cuanto afecta el desempefio
este error en la PSF para SUPPOSe. En este caso, la PSF para simular la imagen sintética
tendra un valor de o = 5, aunque trabajaremos brindandole al algoritmo una PSF con un
valor de 0 = 5,25. Buscamos obtener una solucion aceptable en un caso como este. El
segundo motivo, refiere a que normalmente al obtener una imagen real, no solo obtenemos
ruido por conteo de fotones (Poisson), sino que también se obtiene ruido por la electroni-
ca (sensor y procesos internos del aparato de medicion). Este tipo de ruido tipicamente se
modela con una distribucion normal (suele llamarse ruido gaussiano). Richardson-Lucy

asume solo ruido de tipo Poisson, por ende, si el ruido electronico resulta significativo, el
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resultado obtenido puede ser poco robusto.

Llevamos estos ejemplos a nuestro caso de estudio (confeccionamos la imagen sintética
con un ¢ = 5y variamos la PSF a un ¢ = 5, 25). Ademads, agregamos un término de
ruido proveniente de una distribucion normal con . = 0 y desvio de 5 (ademas del ruido
modelado en formato Poisson, con el mismo numero de cuentas que en la Figura 4.1).
Procesamos usando el método de Richardson-Lucy variando los pardmetros y en donde la
mejor de todas las soluciones se puede visualizar en la Figura 4.19, con 5000 iteraciones.
Podemos observar que no obtenemos una visualizacion clara que invite a conjeturar que
la distribucion real es de dos lineas paralelas. Incluso, trazando el perfil en 4.19b se ve que

obtenemos un solo gran pico (diferente a antes, que obteniamos dos).

12000 F

10000 -

8000

6000 -

Intensidad

4000

2000

0

0 10 20 30
Pixeles

(a) Solucion obtenida con el método de (b) Perfil de solucion obtenida con el método de
Richardson-Lucy con una PSF de ¢ = 5, 25. Richardson-Lucy con una PSF de o = 5, 25.

Figura 4.19: Analisis en caso de error en la estimacion de la PSF para el método de Richardson-
Lucy.

En cambio, si procesamos el mismo caso de estudio con nuestra implementacioén en
Python de DSUPPOSe, obtenemos la siguiente solucion en la Figura 4.20a, que claramente
permite distinguir la configuracion de los dos segmentos paralelos, en contraposicion con

la obtenida por el método R-L.
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(a) Soluciéon DSUPPOSe para el caso de estudio con (b) Scatter plot de las posiciones de las fuentes que
modelados de ruido Gaussiano y (intensidad maxima conforman la solucion.
5000), y variacion de PSF con o = 5, 25.

Curva de Fitness Semilog

1077 1

Valor de Fitness Semilog

T T T T T T T T
0 5000 10000 15000 20000 25000 30000 35000 40000
Mumero de Iteracion

Figura 4.21: Curva que muestra el valor de la funcion objetivo (fitness) del mejor individuo de
la poblacion tomada en iteraciones intermedias del algoritmo. Se puede observar que la funcion
objetivo decae muy rapidamente.

Si utilizamos las herramientas presentadas en la Seccion 4.1, obtenemos,
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Analisis GT vs SOL
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Figura 4.22: Superposicion de groundtruth sobre la solucidn e histogramas solucion vs groundtruth
(ab) y groundtruth vs solucion (ba). Obtenemos valores medios de 7,18 - 107 y 1,54 - 10~}
respectivamente para ab y ba.
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Figura 4.23: Superposicion del histograma dado por la proyeccion y las dos gaussianas obtenidas
por el algoritmo. Agregamos la posicion horizontal del groundtruth.

Esta ultima herramienta, aplicando las definiciones de sesgo y mejora de resolucion
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definidas cuando fue presentada, nos devuelve un sesgo de £ = 0,098 y una mejora de
resolucion de M = 7,8 en este caso, donde la separacion de las lineas es casi 3 veces

menor que la resolucién original.
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Capitulo 5

Conclusiones

En este trabajo hemos hecho un estudio exhaustivo del problema de la deconvolucion,
describiéndolo matematicamente, mostrando por qué este problema resulta “mal puesto”
y mostramos que la pseudoinversa no resulta continua. Luego, dimos lugar al estudio de
los operadores compactos para poder desembocar en los métodos de regularizacion. De-
finimos la “one-half condition” y la calificacion de dichos métodos, ademés de describir
los principales métodos de este tipo (Tikhonov, Landweber, etc.).

Posteriormente, tomamos un enfoque alternativo para abordar el hecho de que este
problema estd “mal puesto”. En vez de agregar términos de regularizacion a la funcion
objetivo, se adiciona informacion sobre el objeto. En el caso de SUPPOSe esto se hace,
aproximando el objeto real por una superposicion de fuentes virtuales de igual intensi-
dad. Aca también tenemos un problema de optimizacion, donde se quiere minimizar el
error entre la muestra dada por SUPPOSe y la muestra real. Para ello, hacemos uso de un
algoritmo de tipo genético que definimos en la Seccion 3.2.

Definimos una variante del método SUPPOSe, llamada DSUPPOSe, cuyo objetivo es
mejorar la velocidad de convergencia, dado que la operacion computacional de realizar
una convolucion en cada paso del algoritmo resulta en un alto porcentaje del tiempo de
computo. Para ello, se discretiza el espacio donde las fuentes virtuales se localizan. Este
método utiliza otra funcion objetivo, que ahora no requiere de hacer el calculo de la convo-
lucién en cada evaluacion, ya que se reemplaza por el producto matricial de Transformadas
de Fourier discreta.

Mas adelante, hemos descrito nuestro caso de estudio. Definimos la imagen sintética a
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procesar y como la hemos construido. Una vez que contamos con todas estas cuestiones,
procesamos nuestro caso de estudio con la implementacion Python de DSUPPOSe realiza-
da para este trabajo. Obtuvimos la solucion y definimos nociones para cuantificar nuestros
resultados. Mostrando que el método podia distinguir objetos a distancias alrededor de 3
veces menor que la resolucidn original, con un factor de mejora en la exactitud de 5.
También, realizamos comparaciones entre la implementacion realizada para DSUP-
POSe y los resultados obtenidos con el mismo caso de estudio, para todos los métodos
de regularizacion definidos en la Seccion 2.4. Realizamos una comparacion integral, ba-
rriendo los pardmetros de cada método de regularizacion, para obtener soluciones que en
algunos casos nos neutralizaban el ruido y “suavizaban” la imagen, mientras que en otros
obtuvimos artificios y configuraciones que nada tenian que ver con el objeto original. Para
todos los métodos obtuvimos resultados de este estilo, salvo con el método de Richardson-
Lucy. Describimos dicho método y mencionamos que este algoritmo funcionaba muy bien
con imagenes que fueron generadas con ruido de tipo Poisson (que fue el caso de nues-
tra imagen sintética a estudiar). Por ello, definimos un nuevo caso de estudio ad-hoc que
simulaba también el ruido de la electronica, el cual fue modelado con una distribucion
normal (gaussiana), y ademas simulamos un error en la adquisicion de la PSF. Con el mé-
todo de Richardson-Lucy obtuvimos una solucion realmente mala, que no logra resolver
la configuracion de las dos lineas paralelas. Sin embargo, procesando el mismo caso de
estudio para nuestra implementacion de DSUPPOSe, obtenemos una solucion en la que si

podemos distinguir el esquema de las dos lineas, con un factor de mejora de 7.

5.1. Trabajo futuro

Como parte de la conclusion, es menester agregar algunos comentarios respecto a tareas

pendientes que se desprenden de este trabajo:

1. Uno de los puntos principales de esta tesis fue la implementacion en Python del
método DSUPPOSe para el caso en que la imagen no tiene fondo. Como en casi
todas las mediciones es natural que aparezca un fondo, seria de interés implementar

este caso, al igual que en [20]. Asi como hacer un analisis de tiempos de computo.
2. Optimizar los parametros utilizados en el algoritmo genético para mejorar la veloci-
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dad. Si bien los parametros utilizados aqui son los mismos que en trabajos previos,
seria de interés disefar algun método estadistico que elija la mejor eleccion de estos

parametros.

. Para acelerar la convergencia, utilizar o combinar el algoritmo genético con algin

otro tipo de método de optimizacion, como el método ADAM utilizado en [37].

. Hacer un anélisis estadistico del desempefo variando distintos parametros de la
muestra: separacion de los objetos, ruido de la imagen, tipo de ruido, etc. Asi co-
mo fabricar un conjunto de datos con distintas realizaciones de la misma muestra,
similar a [18]. También seria de interés analizar como es la resolucion del método
con respecto a la topologia del objeto. En muchos casos de interés se busca distin-
guir radios de circunferencias, circunferencias concéntricas, contiguas y otro tipo

de geometrias no resueltas.

86



Bibliografia

[1] F. Pedrotti, L. M. Pedrotti, and L. S. Pedrotti, Introduction to Optics. Cambridge
University Press, 2007.

[2] J. Hadamard, “Sur les problémes aux dérivées partielles et leur signification physi-

que.,” Princeton University Bulletin, 1902.

[3] D. Sage, L. Donati, F. Soulez, D. Fortun, G. Schmit, A. Seitz, R. Guiet, C. Vonesch,
and M. Unser, “Deconvolutionlab2: An open-source software for deconvolution mi-

croscopy,” Methods, vol. 115, pp. 28-41, 2017.

[4] A. N. Tikhonov, “On the solution of ill-posed problems and the method of regula-
rization,” in Doklady Akademii Nauk, vol. 151, pp. 501-504, Russian Academy of
Sciences, 1963.

[5] F. Lenzen and O. Scherzer, “Tikhonov regularization for nonlinear ill-posed pro-

blems,” EC-COMAS, 2004.

[6] N.Dey, L. Blanc-Feraud, C. Zimmer, P. Roux, Z. Kam, J.-C. Olivo-Marin, and J. Ze-
rubia, “Richardson-lucy algorithm with total variation regularization for 3d confo-
cal microscope deconvolution,” Microscopy research and technique, vol. 69, no. 4,

pp. 260-266, 2006.

[7] L. B. Lucy, “An iterative technique for the rectification of observed distributions,”

The astronomical journal, vol. 79, p. 745, 1974.

[8] D. L. Donoho, “Superresolution via sparsity constraints,” SIAM journal on mathe-

matical analysis, vol. 23, no. 5, pp. 1309-1331, 1992.

87



[9]

[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

E. J. Candes, J. Romberg, and T. Tao, “Robust uncertainty principles: Exact signal
reconstruction from highly incomplete frequency information,” /IEEE Transactions

on information theory, vol. 52, no. 2, pp. 489-509, 2006.

E. J. Candes, J. K. Romberg, and T. Tao, “Stable signal recovery from incomplete
and inaccurate measurements,” Communications on Pure and Applied Mathematics:
A Journal Issued by the Courant Institute of Mathematical Sciences, vol. 59, no. 8§,
pp. 1207-1223, 2006.

V. I. Morgenshtern and E. J. Candes, “Super-resolution of positive sources: The dis-

crete setup,” SIAM Journal on Imaging Sciences, vol. 9, no. 1, pp. 412—444, 2016.

S. Martinez, M. Toscani, and O. E. Martinez, “Superresolution method for a sin-
gle wide-field image deconvolution by superposition of point sources,” Journal of

Microscopy, vol. 275, no. 1, pp. 51-65, 2019.

M. Toscani and S. Martinez, “Solving the boundary artifact for the enhanced decon-
volution algorithm suppose applied to fluorescence microscopy,” Computer Optics,

vol. 45, no. 3, pp. 418426, 2021.

S. Martinez, M. Toscani, and O. E. Martinez, “Supplementary material of the article
superresolution method for a single wide-field image deconvolution by superposition

of point sources,” Journal of Microscopy, 2019.

D. E. Goldberg, “Optimization, and machine learning,” Genetic algorithms in

Search, 1989.

A. H. Wright, “Genetic algorithms for real parameter optimization,” in Foundations

of genetic algorithms, vol. 1, pp. 205-218, Elsevier, 1991.

M. Toscani, A. Mazzeo, S. Martinez, O. Martinez, A. Lacapmesure, and G. B. Vaz-
quez, “Fuentes de error, artificios, aceleracion y validacion del algoritmo de decon-

volucién con super-resolucion para imagenes de microscopia,” in 2020 IEEE Con-

greso Bienal de Argentina (ARGENCON), pp. 1-7, IEEE, 2020.

88



[18]

[19]

[20]

[21]

[22]

[23]

[24]

[25]

[26]

[27]

[28]

M. Toscani, O. E. Martinez, and S. Martinez, “Resolution, accuracy and precision in
super-resolved microscopy images using suppose,” Optics and Lasers in Enginee-

ring, vol. 161, p. 107337, 2023.

G. D. B. Vazquez, S. Martinez, and O. E. Martinez, “Super-resolved edge detection
in optical microscopy images by superposition of virtual point sources,” Optics Ex-

press, vol. 28, no. 17, pp. 25319-25334, 2020.

S. Martinez and O. E. Martinez, “Discrete suppose: A new, faster and accurate su-
perresolution method for appications to fluorescence microscopy images,” Science-

Direct, vol. 9, no. 7, pp. 4-7, 2023.
M. Hanke, 4 Taste of Inverse Problems: Basic Theory and Examples. SIAM, 2017.

S. Lu and S. V. Pereverzev, Regularization theory for ill-posed problems: selected
topics, vol. 58. Walter de Gruyter, 2013.

H. Brézis, Functional Analysis, Sobolev Spaces and Partial Differential Equations.

Springer, 2010.

V. A. Morozov, “On restoring functions by the regularization method,” USSR
Computational Mathematics and Mathematical Physics, vol. 7, no. 4, pp. 208-219,
1967.

G. H. Golub, M. Heath, and G. Wahba, “Generalized cross-validation as a method
for choosing a good ridge parameter,” Technometrics, vol. 21, no. 2, pp. 215-223,

1979.

P. C. Hansen, “Analysis of discrete ill-posed problems by means of the l-curve,”

SIAM review, vol. 34, no. 4, pp. 561-580, 1992.

M. P. and P. S. V., “Geometry of linear ill-posed problems in variable hilbert scales.
citation peter mathé and sergei v pereverzev 2003 inverse problems 19 789-803,”

2003.

L. Grippo and M. Sciandrone, Introduction to Methods for Nonlinear Optimization,
vol. 152. Springer Nature, 2023.

&9



[29]

[30]

[31]

[32]

[33]

[34]

[35]

[36]

[37]

J. Holland, “Adaptation in natural and artificial systems, university of michigan

press, ann arbor,”,” Cité page, vol. 100, 1975.

M. Toscani, Deconvolucion con super-resolucion en imagenes de microscopia por
superposicion de fuentes virtuales. Tesis doctoral, Universidad de Buenos Aires,

2021.

L. Davis, “Adapting operator probabilities in genetic algorithms,” in Proceedings of

the 3rd International Conference on Genetic Algorithms, pp. 61-69, 1989.

F. Herrera, M. Lozano, and J. L. Verdegay, “Tackling real-coded genetic algorithms:
Operators and tools for behavioural analysis,” Artificial intelligence review, vol. 12,

no. 4, pp. 265-319, 1998.

D. E. Goldberg et al., Real-coded genetic algorithms, virtual alphabets and blocking.
Citeseer, 1990.

F. A. Bongiovanni, “Repositorio DSUPPOSe Python.” https://gitlab.com/

bongiovannifranco2b/codigo-tesis, 2025.

A. M. Lacapmesure, S. Martinez, and O. E. Martinez, “A new objective function for
super-resolution deconvolution of microscopy images by means of a genetic algo-
rithm,” in Proceedings of the 2020 Genetic and Evolutionary Computation Confe-

rence Companion, pp. 271-272, 2020.

A. M. Lacapmesure, Deteccion con super-resolucion de estructuras ralas en ima-
genes opticas mediante nuevas variantes del algoritmo SUPPOSe. Tesis doctoral,

Universidad de Buenos Aires, 2024.

A. M. Lacapmesure, G. D. B. Vazquez, A. Mazzeo, S. Martinez, and O. E. Martinez,
“Combining deep learning with suppose and compressed sensing for snr-enhanced
localization of overlapping emitters,” Applied Optics, vol. 61, no. 7, pp. D39-D49,
2022.

90


https://gitlab.com/bongiovannifranco2b/codigo-tesis
https://gitlab.com/bongiovannifranco2b/codigo-tesis

	Franco Alessio Bongiovanni
	Introducción
	Fundamentos de microscopía
	Formulación del problema y métodos de deconvolución
	Deconvolución con súper-resolución
	Objetivos

	Regularización de problemas inversos: métodos de deconvolución
	El problema de la deconvolución
	Operadores compactos, descomposición en valores singulares e inversa generalizada
	Regularización de la inversa generalizada
	Calificación de un Método de Regularización

	Los métodos SUPPOSe y DSUPPOSe
	El método SUPPOSe
	Algoritmo genético
	La Transformada de Fourier Discreta (DFT)
	El método SUPPOSe Discreto

	Análisis
	Cuantificación de Resultados
	Aplicación del Caso de Estudio a otros métodos de deconvolución.

	Conclusiones
	Trabajo futuro


