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Introducciéon

El primer objetivo de esta tesis es desarrollar la teoria de nudos en el contexto (combi-
natorio) de posets e investigar su relacién con la teoria clasica de nudos. Recordemos que un
nudo en R? 0 S? es un subespacio K homeomorfo a S'. En la teorfa clasica es usual trabajar
con nudos mansos, es decir, pensamos al nudo K como una curva lineal a trozos embebida en
una triangulacién de R? o S3. Es decir, se le da a R3 o S? una estructura simplicial de forma
tal que K sea un subcomplejo (homeomorfo a S'). La ventaja de trabajar en la esfera S? es

que, al ser compacta, las triangulaciones son complejos simpliciales finitos.

Para trasladar la nocion de nudo al contexto de posets, utilizamos las asignaciones de
Alexandroff que relacionan posets con complejos simpliciales ([1, 33, 2]). Dado un poset
X, se define su order complex K(X) como el complejo simplicial que tiene como vértices a
los elementos de X y como simplices a las cadenas de X. Reciprocamente, a un complejo
simplicial L se le asocia su poset de celdas X' (L), que es el poset que tiene como elementos a
los simplices de L y como orden el dado por la inclusién. Asi, dado un poset X tal que K(X)
es una 3-esfera, definimos un nudo en X como un subposet N tal que /C(NN) es un nudo en
K(X).

Es importante remarcar que, en el contexto clédsico, la estructura simplicial no esté fija.
Dos nudos en (alguna triangulacién de) S son equivalentes si existe una subdivisién 7" de S?
y un isomorfismo simplicial ¢ : T — T que manda un nudo en el otro. En 1952 Moise de-
mostro, entre otras cosas, que dadas dos triangulaciones de una 3-variedad, siempre podemos
encontrar una tercera que sea una subdivisién comin a las dos anteriores ([34]). En particular,
para el caso de S, no importa qué triangulacién consideramos inicialmente, siempre podemos
refinarla, subdividiendo de forma adecuada, para compararla con cualquier otra. En cambio,
cuando trabajamos con posets no contamos con una nociéon general de subdivision, por lo
que no podemos entender de forma intrinseca (es decir, sin considerar sus order complexes)

cémo se relacionan los nudos de dos posets distintos (que modelen a la esfera).

Un problema, incluso previo al anterior, es que no es evidente cuando el order complex de
un poset es homeomorfo a S2. Si bien las asignaciones de Alexandroff son conocidas desde hace
mucho tiempo y fueron ampliamente estudiadas, generalmente son utilizadas para entender
o investigar problemas de homotopia (u homologia) de espacios topoldgicos ([1, 33, 2, 4,
3]). En ese caso, un modelo finito de un poliedro T" es un poset finito X tal que K(X) es

homotépicamente equivalente a T'. En nuestro contexto necesitamos trabajar con modelos



estrictos: un modelo estricto de T es un poset finito X tal que K£(X) es homeomorfo a 7.

El hecho de tener que trabajar con modelos estrictos y no contar con subdivisiones oca-
sioné que la tesis tomara un rumbo distinto al planteado originalmente. Utilizando siempre
a los nudos como generadores de preguntas, este trabajo explora algunos problemas que sur-
gen al considerar a los posets como triangulaciones de espacios (es decir, cuando trabajamos
con modelos estrictos). La idea bésica de fondo es relacionar la combinatoria de los posets
con la geometria (en dimensiones bajas) de los poliedros. Por ejemplo, un resultado bésico
de la teorfa clasica de nudos afirma que un nudo en S es trivial si y sélo si es el borde
de un subcomplejo homeomorfo al disco D? (subdividiendo la estructura simplicial de S? de
ser necesario). Al trabajar con nudos en posets, es inevitable preguntarnos si efectivamente
existen ejemplos en donde es necesario subdividir. Para responder esta pregunta trasladada
al marco de posets, fue necesario dar primero una nocién de “ borde” en el contexto de posets
y entender cémo identificar modelos estrictos de discos de forma eficiente desde un punto de
vista computacional. Esto nos llevé a repasar la nocién de colapso para posets introducida en
[4] para demostrar que, de manera similar a lo que sucede con D? en el contexto simplicial,
los modelos estrictos de discos colapsan a un punto sin importar el orden en el que se realizan
los colapsos.

Para investigar cémo podemos comprobar que un poset es un modelo estricto de S?, o
cémo determinar que dos nudos en un poset son isotépicos sin recurrir a las asignaciones de
Alexandroff, utilizamos herramientas y resultados de la teoria de CW-complejos regulares y
de la teoria de variedades combinatorias, y analizamos distintas nociones de conexion en el
contexto de posets.

Presentamos a lo largo de la tesis varios ejemplos, entre los que podemos destacar un
modelo estricto de S? con un nudo no trivial conformado por el minimo ntimero de puntos que
puede tener un modelo estricto de S!. El mismo estd inspirado en un trabajo de Hachimori
[23] (ejemplo fuertemente basado en las ideas de Furch expuestas en [20]) y uno de Lutz
[31], en donde presentan triangulaciones de S* que contienen nudos no triviales formados

Unicamente por tres aristas.

En el capitulo 1 revisamos los conceptos fundamentales necesarios para el resto de la tesis.
En las primeras secciones, recordamos la relacion entre posets y complejos simpliciales y las
definiciones y resultados bésicos sobre nudos. En particular, recordamos las distintas formas
equivalentes de determinar cudndo un nudo es trivial, y qué es el grupo de un nudo. Ademss,
repasamos distintas nociones de colapsos en el contexto simplicial y de posets. En la iltima
seccién de este capitulo repasamos el concepto de variedad combinatoria (o lineal a trozos), y
damos una caracterizacién de cémo determinar si un complejo simplicial es una triangulacion
de una esfera o de una bola en dimensiones bajas.

En el capitulo 2 desarrollamos la teoria de nudos en el contexto de posets, analizamos las
nociones de equivalencia, de isotopia y el grupo del nudo, e investigamos la relacion entre la

combinatoria de los posets y la geometria de las variedades lineales a trozos en dimensiones



bajas. La mayoria de los resultados expuestos en este capitulo son originales y cada una de
sus secciones responde a una pregunta bdsica (que le da el titulo a la seccién). Destacamos
especialmente los resultados de la ltima seccién, en donde se analiza la relacion que tienen
entre si los posets con el mismo order complex. Particularmente estudiamos el caso en que
K(X) = K(Y) sea una variedad lineal a trozos. En el caso de los modelos estrictos de S* se
obtiene una curiosa relaciéon con la existencia de nudos no triviales.

En el capitulo 3 mostramos algunos ejemplos apoydandonos fuertemente en implementa-

ciones realizadas en SAGE.






Capitulo 1

Preliminares

Este capitulo tiene dos objetivos principales. En la primera seccién, describiremos qué
marco de la teoria clasica de nudos utilizaremos a lo largo de este trabajo. En las otras
secciones, introduciremos algunas ideas combinatorias basicas sobre posets y complejos sim-

pliciales que seran necesarias en los capitulos siguientes.

Notaremos D™ al subespacio de R™ de elementos de norma menor o igual a 1 y S™ al
subespacio de R"*! de elementos de norma igual a 1. Llamaremos n-bola o n-disco a cualquier
espacio homeomorfo a D" y mn-esfera a cualquier espacio homeomorfo a S™.

A™ denotard al n-simplex, visto como complejo simplicial. Si K es un complejo simplicial
y ® es un morfismo simplicial, notaremos |K| y || a sus realizaciones geométricas. Cuando
el contexto sea claro, no vamos a distinguir entre un complejo simplicial y su realizacién
geométrica. Ademads, a los simplices los identificaremos, como es estandar, con el conjunto de
sus vértices (ya que un simplex determina y queda determinado por sus vértices).

Recordar que el join de dos simplices disjuntos o y 7, denotado o * 7, es el simplex
cuyo conjunto de vértices es la unién de los vértices de o y los vértices de 7, y el join de
dos complejos simpliciales K y L, denotado K * L, es el complejo simplicial que tiene como
vértices a la union de los vértices de K con los vértices de L y que tiene como simplices a los
simplices de K, a los simplices de L y a los simplices de la forma o *7, con 0 en K y 7 en L.

Al complejo {v} * K lo notaremos vK y diremos que es un cono simplicial con dpice en v.
A un complejo de la forma SY x K, donde SY es visto como un complejo simplicial discreto de
2 vértices, lo notaremos YK y diremos que es la suspension simplicial de K o simplemente
la suspension de K a secas.

Si X es un espacio topoldgico, notaremos también XX a su suspensién (topoldgica).
Vale ademds (ver por ejemplo [2]) que la realizacién geométrica |K * L| es homeomorfa al
join topoldgico de las realizaciones |K| * |L|, por lo que en particular ¥|K| y |X K| son dos
espacios homeomorfos.

Dado un poset X y dos elementos =,y € X, notaremos x < y si x es cubierto por y, es
decir, si £ < y y no existe z € X tal que x < z < y. Todos los poset seran representados

graficamente mediante su diagrama de Hasse. Recordemos que el diagrama de Hasse de un



poset X es un grafo dirigido que tiene como vértices a los puntos de X y cuyas artistas son
los pares (x,y) tales que z < y. Cuando grafiquemos los diagramas de Hasse, para representar
a la arista (x,y) simplemente pondremos a y por arriba de z (en lugar de representarlo con

una flecha).

1.1. Nudos clasicos

En esta seccién vamos a recordar las nociones y resultados méas basicos de la teoria de
nudos. Para més detalles, el lector puede consultar [29] o [10] para nudos mansos de R3 o S3,

o [42] para un acercamiento mas amplio.

En un contexto general, la definicién de nudo es la siguiente:

Definicion 1.1.1. Sea X un espacio topolégico y K un subespacio de X. Decimos que K es
un nudo en X si es homeomorfo a una n-esfera para algin n € N. Decimos que K es un

enlace si es homeomorfo a una union disjunta de esferas.
Esta definiciéon viene acompanada con una nocién de equivalencia:

Definicién 1.1.2. Decimos que dos nudos (o enlaces) K y K en X son equivalentes si
existe un homeomorfismo ¢ : X — X tal que (K ) = K. Decimos que K y K son isotépicos
si existe una isotopia de ambiente (es decir, una funcion continua H : X x I — X tal que
H; es un homeomorfismo para todo t € 1) de forma que Hy = Idx y H\(K) = K.

Existen muchas nociones de equivalencia distintas para nudos. A veces se consideran solo
nudos isotopicos, o se pide que X sea una variedad diferenciable y que ¢ sea suave, o que X
sea una variedad diferenciable y orientada y que ¢ sea suave y preserve orientaciéon. En esta
tesis vamos trabajar con nudos y enlaces que puedan representarse en el contexto lineal a
trozos (o PL por sus siglas en inglés) sin considerar orientaciones. M4s especificamente,
asumiremos que X admite una estructura simplicial y que K es un subcomplejo. Ademads,
como es habitual en el contexto lineal a trozos, debemos considerar todas las triangulaciones
posibles. Recordar que dos complejos simpliciales X e Y se dicen PL homeomorfos si existen

subdivisiones X e Y y una funcién ¢ : X — Y tales que ¢ es un isomorfismo simplicial.

Definicion 1.1.3. Sea X un complejo simplicial y K un subcomplejo de X. Decimos que K
es un nudo (o enlace) en X si |K| lo es en | X|. Dados K1 y Ko dos enlaces en X, decimos
que son equivalentes (en sentido lineal a trozos) si eriste una subdivision de X, X, Y

un automorfismo simplicial de X, @, de forma que o(K) = Ko.

Definicién 1.1.4. Sean K y K dos nudos de un complejo simplicial X. Decimos que K
se obtiene de K mediante un A-movimiento, o0 movimiento de triangulo, si existe un
2-simplex o que interseca a K en eractamente una arista y a K en las otras dos. Es decir,
si existe un 2-simplex o = {a,b,c} tal que KNo = {a,b} y K = (K \ {a,b})U{b,c} U{c,a}.
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Al movimiento inverso lo llamaremos A~ -movimiento. Decimos que K y K son isotépicos
por movimientos si existe una secuencia finita de A-movimientos y A~ -movimientos que

transforman a K en K.

Figura 1.1: Imagen local de un A-movimiento.

Proposicién 1.1.5. [10, Proposicion 1.10] Sean K y K dos nudos de un complejo simplicial
X. Entonces K y K son isotdpicos si y solo si existe una subdivicion de X de forma tal que

son 1sotopicos por movimientos.

Como dos nudos en un complejo simplicial son isotépicos (topolégicamente) si y solo si
son pl-isotépicos [10, Corolario 3.16], la proposicién anterior implica que si dos nudos son
isotopicos por movimientos, entonces son equivalentes en sentido lineal a trozos. A los nudos
que entran dentro de la teoria lineal a trozos se los llama nudos mansos, en contraposicién
a los nudos salvajes que son los que no pueden ser representados de esta forma. Mas
informacién de estos tltimos puede hallarse en [42].

Como vamos a trabajar en el contexto simplicial (o lineal a trozos), en lo que resta del

trabajo llamaremos equivalentes a los nudos que son equivalentes en sentido lineal a trozos.

&>~ v

NudoS  ManSoS Nudo Salvae

Figura 1.2: Ejemplo de un nudo manso y de un nudo salvaje.

Observacién 1.1.6. La intuicién nos diria que el lugar més natural para estudiar enlaces es
R™. Sin embargo, como R esta contenido en S™, todo enlace en R™ lo podemos ver metido
en S". Reciprocamente, si tenemos un enlace en S homeomorfo a una unién de esferas de
dimensién menor a n, podemos remover un punto del espacio que no pertenezca al enlace y
pensarlo dentro de R™. Esta correspondencia es buena en el sentido de que preserva nuestra
nocién de equivalencia para nudos [42], lo que es especialmente 1til en el contexto PL ya que,
al ser S? compacto, cuenta con una estructura simplicial finita.

De todas formas, hay que tener un poco de cuidado. Por ejemplo en dimensién 2, los

enlaces de la figura 1.3 no son equivalentes en R? pero sf lo son en S? [42].
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Figura 1.3: Dos enlaces no equivalentes en R?, pero si en SZ.

En lo que resta del capitulo, todos los nudos y enlaces van a ser mansos, conformados por
1-esferas y contenidos dentro de R3 o S3. Siempre que se hable de equivalencias van a ser PL

equivalencias.

Observacién 1.1.7. Como consecuencia del teorema de Sard, dado un enlace manso de R?
siempre vamos a poder modificarlo un poco para obtener un enlace equivalente, de forma
que su proyeccién en un plano cumpla que para cada punto de R?, su preimagen por la
proyeccién contenga exactamente 0,1 o 2 puntos. Se puede pedir también que si un punto
tiene dos preimégenes, las mismas no sean vértices [29]. A una proyeccién que cumpla con
estas caracteristicas la llamaremos regular y a los puntos de una proyeccion regular que tengan
dos preimdgenes los llamaremos cruces. Un diagrama de un enlace es una proyeccion regular
junto con la informacién de qué arco pasa por arriba y por abajo en los cruces, tipicamente
indicada cortando el arco que pasa por abajo. Estudiar diagramas de nudos tiene interés en
si mismo y el lector que quiera indagar més puede profundizar, por ejemplo, leyendo [27].
Via la correspondencia de la observaciéon anterior, podemos extender nuestra nocién de

diagrama para nudos mansos de S3.

&

Figura 1.4: Ejemplo de diagrama de un nudo

Ahora que ya tenemos una nociéon de lo que es un nudo, podemos entender cuiando un
nudo en realidad no estd anudado.
Definicién 1.1.8. Sea K un nudo de S®. Decimos que K es un nudo trivial si K es

equivalente a la inclusion candnica de S' en S* (como ecuador de su ecuador). Si X es una
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triangulacion de S® y K es un nudo de X, es equivalente que K sea trivial a que exista una
subdivision de X para la cual |K| es el borde de un 2-disco PL (es decir, un subcomplejo
homeomorfo a D?). [42, Capitulo 2 seccion F]

Nos gustaria ahora dar una mejor caracterizacién de cuando un nudo es trivial. Comence-
mos observando que si K y K son dos nudos equivalentes en S3, entonces sus complementos
S\ K y S\ K son homeomorfos. Mucho menos evidente es la reciproca, probada recién en
1989 por Gordon y Luecke en [22]. Tanto “menos evidente” es que deja de ser cierta si nos mo-
vemos al mundo de los enlaces, en donde hay ejemplos de enlaces de S? no equivalentes, pero
con complementos homeomorfos [42, p.49.]. Lamentablemente, caracterizar complementos de

nudos sigue siendo dificil, por lo que seria de utilidad conseguir invariantes més controlables.

Definicién 1.1.9. Sea K un nudo de S?, definimos el grupo de K como el grupo funda-

mental del complemento de K.

El grupo de un nudo es uno de los invariantes més conocidos y existen distintos métodos
para calcular una presentacién del mismo a partir de un diagrama del nudo. Las personas
interesadas pueden buscar sobre la “presentacién de Wirtinger”, por ejemplo en [42]. En esta
tesis no nos ocuparemos del célculo especifico del grupo de un nudo y referimos al lector a los
libros [29, 42] para més detalles. Uno de los resultados més importantes en esta direccién (y

que si utilizaremos a lo largo de la tesis) es el siguiente resultado de Papakyriakopoulos [37].

Teorema 1.1.10. Sea K un nudo de S®. Entonces K es trivial si y solo si el grupo de K es
7.

En realidad, el resultado que demostré Papakyriakopoulos es méas general y se conoce
como el “loop theorem”, que generaliza y proporciona una demostracién correcta del Lema

de Dehn, enunciado por primera vez en [14].

1.2. Relacién entre posets y complejos simpliciales

En esta seccién recordaremos la correspondencia que existe entre complejos simpliciales
y posets fijaremos notaciones que utilizaremos a lo largo de este trabajo. Todo lo expuesto
en esta seccién puede encontrarse (con mas detalles) en [2]. En lo que sigue, todos los poset,

complejos simpliciales y CW-complejos que consideremos seran finitos.

Definicién 1.2.1. Dado un poset (finito) X, definimos el order complex de X, K(X),
como el complejo simplicial que tiene como vértices a los elementos de X y como simplices a
las cadenas no vacias de X. Reciprocamente, dado K un complejo simplicial (finito), o mds
generalmente, un CW-complejo regular (ver definicion 1.2.5), definimos el poset de celdas
de K, X(K), como el poset que tiene como puntos a los simplices de K (o0 a las cedas en el

caso mds general) y como orden el dado por la inclusion.
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Figura 1.5: Un poset y su complejo asociado.

Notemos que si X1 y X2 son dos posets y ¢ : X1 — X5 es un morfismo de orden, podemos

definir una funcién

K(p) : K(X1) = K(X2), K(p)(z) = »(2)

que es un morfismo simplicial.
Reciprocamente, si K1, K5 son dos complejos simpliciales y ¢ : K1 — Ko es un morfismo

simplicial, definimos un morfismo de orden
X(p) : X(K1) = X(Ky), X(p)(0) =¢(0)
Es claro ademas que

K(pod) = K(p) o K(¢), X(po)=X(p)oX(¢),

K(Idx) = Idi(x), X(Idk) = Idxx)

por lo que, al ser aplicaciones funtoriales, K y X’ preservan isomorfismos.
Notar también que si K es un complejo simplicial, (X (K)) coincide con la subdivisién
baricéntrica de K, por lo que si bien K y (X (K)) no son iguales como complejos simpliciales,

tienen realizaciones geométricas homeomorfas.

Nuestro siguiente objetivo es dar condiciones para determinar cuando un poset es un poset
de celdas. Antes de ahondar en este problema, recordemos algunas definiciones y notaciones

importantes:
Definicion 1.2.2. Sea K un complejo simplicial, o un simplex de K. Definimos:

» ¢l star cerrado de o (notamos sti (o) o st(o, K)) como el subcomplejo de K formado

por los simplices T que cumplen que T U o es un simplex de K.

» el link de o (notamos lkk (o) o lk(o,K) ) como el subcomplejo de sti (o) formado por

los simplices disjuntos con o.

Cuando o = {v} es un 0-simplex (vértice), notaremos sti (v) y lkx(v), y no escribiremos el

subindice si el contexto es claro.
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Notacién 1.2.3. Sea X un poset, x un elemento de X. Notaremos:
= U, al conjunto de elementos menores o iguales a x y U, a U, \ {z}
= F, al conjunto de elementos mayores o iguales a x y Fy, a F,\ {x}.
s C, al conjunto de elementos comparables con x y Cy a C, \ {z}.

Al conjunto C, lo llamaremos el link de z.

Definicién 1.2.4. Definimos la altura h(X) de un poset X como el mdximo de las longitudes
de las cadenas de X, donde la longitud de una cadena xg < x1 < ... < xy esn, y definimos
la altura h(z) de un elemento x € X como la altura de U,. Si 0 < i < h(X), definimos el
i-esimo nivel de X, X;, como el conjunto conformado por todos los elementos de X de
. i

altura i, y notaremos X; al subposet X \ X;. X<; y X>; denotardn a los conjuntos |J Xi y
k=0
h(X)

U Xk respectivamente. Decimos que X es homogéneo de dimension n si todas las cadenas
k=i

maximales de X tienen longitud n.

Notar que C;, = U, U F, y que C, = U, UF,. Ademas, es claro que si X es un poset,
IC(C’;,;) = lkx(x)(z) y que si K es un complejo simplicial y o es un simplex de K, entonces
X(o)="U,.

Debido a esto, si tratamos de entender el caso particular en el que un poset X es el poset
de celdas de un complejo simplicial, una condicién necesaria para que esto ocurra es que para
todo z € X, U, sea isomorfo al poset de celdas de A", con n la altura de x. Luego, si tomamos
por ejemplo al poset X = {1,2,3}, donde 1 es menor que 2 y 2 es menor que 3, sabemos que
X mno es el poset de celdas de un complejo simplicial ya que Uz no cumple con esta condicién

(ver figura 1.6).

Figura 1.6: A la izquierda el diagrama de Hasse de Us, a la derecha el del complejo de celdas
de un 1-simplex.

Sin embargo, esta condicién no es suficiente para determinar cuando un poset es el poset
de celdas de un complejo simplicial. Si tomamos ahora a X como el poset con el diagrama
de Hasse de la figura 1.7, podemos observar que para todo x € X, U, cumple con nuestra
condicién de isomorfismo. De ser X de la forma X (K), entonces el conjunto de vértices de K
deberfa tener tnicamente dos elementos (a los que llamamos a y b) y tendria que tener dos
1-simplices de la forma {a, b}, por lo que no puede ser un complejo simplicial. En todo caso,

es un CW-complejo regular.
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Figura 1.7

Definicion 1.2.5. Un CW-complejo K se dice regular si para cada celda €, la funcion
caracteristica. D™ — €™ es un homeomorfismo, o equivalentemente, la funcion de adjuncion
S"=1 5 K es un homeomorfismo correstringiendo a é", el borde de e™.

Puede probarse que si K es un CW-complejo reqular, entonces para cada celda e™ de K

se cumple que €™ es un subcomplejo [18].

Los CW-complejos regulares mantienen las buenas relaciones con los posets que tienen
los complejos simpliciales. En particular, si K es un CW-complejo regular, K(X(K)) es la

subdivision baricéntrica de K.

Teorema 1.2.6. ([30, Teorema 1.7]) Sea K un CW-complejo regular. Entonces la realizacion
geométrica de (X (K)) es homeomorfa a K.

Observacién 1.2.7. Se podria definir X(K) como el poset de celdas de un CW-complejo
cualquiera (no necesariamente regular), pero en ese caso X'(K) no tiene por qué respetar la
topologia de K. Por ejemplo, si tomamos la estructura de S' con una 0-celda y una 1-celda,
X (K) resulta el poset de la figura 1.8 y (X (K)) resulta un 1-disco. Nos concentraremos

entonces inicamente en los posets de celdas de CW-complejos regulares.

O ~y | T
]% )([K) HPUM)

Figura 1.8

El siguiente resultado caracteriza cuando un poset es un poset de celdas de un CW-

complejo regular y puede encontrarse en [9)].

Proposicion 1.2.8. Sea X un poset. Entonces existe K un CW-complejo reqular tal que

X = X(K) siy solo si para cada x € X, |K(U,)| es vacio u homeomorfo a una esfera.

Observacion 1.2.9. Si bien ahora tenemos una caracterizacién, la misma depende de enten-
der cuando el complejo simplicial asociado a un poset es una esfera. En la ultima seccién de
este mismo capitulo daremos las herramientas necesarias para entender bien este problema,

por lo menos en dimensiones bajas.
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Observacién 1.2.10. No vamos a estar interesados en este trabajo en entender cudndo un
complejo simplicial es el order complex de un poset. Sin embargo, si vamos a querer entender
el siguiente problema: Sea X un poset y K un subcomplejo de K(X). ;Existe un subposet
(es decir, un subconjunto de X con el orden inducido) ¥ C X tal que K = K(Y)? De existir,
los vértices de K tienen que ser los elementos de Y, por lo que cada simplex conformado por
elementos de Y (es decir, cada cadena de Y') tiene que ser un simplex de K y K resulta un
subcomplejo pleno. Recordemos que un subcomplejo K C L se dice pleno si todo simplex de
L, cuyos vértices estan en K, es un simplex de K. Reciprocamente, si K es un subcomplejo
pleno, tomando Y el subposet que tiene como elementos a los vértices de K, es claro que
K = K(Y). Luego, un subcomplejo de (X)) es el order complex de un subposet de X siy

solo si es un subcomplejo pleno.

Terminaremos esta seccion recordando algunas definiciones mas que utilizaremos en el

capitulo 2.

Definicion 1.2.11. Dados X e Y dos posets, definimos el join entre X e Y, y notamos
X ®Y, como el poset que tiene como elementos a los de la union disjunta X 1Y y cuyo

orden extiende al de X e Y de forma que x <y para todox € X,y €Y.

Observacion 1.2.12. Notar que si un poset X es de la forma X =Y & Z, entonces Xp,(y);1

coincide con los elementos minimales de Z y Xj,(y) estd conformado por algunos (si ¥ no

es homogéneo quizds no todos) de los elementos maximales de Y. En particular, todos los

elementos de X}y son comparables con todos los elementos de Xj,(y);1. Reciprocamente, si

para un poset homogéneo X existe un i tal que todos los elementos de X; son comparables

con todos los elementos de X;1, entonces X puede descomponerse como X = X<; ® X>;1.
Notar también que si X e Y son dos posets, entonces (X ® Y) = IC(X) * L(Y).

1.3. Colapsos, colapsos fuertes y 1-colapsos.

En esta seccién recordaremos las nociones de colapsos en el contexto de posets. Las prin-

cipales referencias seran [5] y [2].

Recordemos primero la nociéon usual de colapso para complejos simpliciales.

Definicién 1.3.1. Sean K un complejo simplicial (finito) y o un simplex de K. Decimos
que o es una cara libre de K si existe un unico simplex T € K tal que 0 C 7. En ese caso,
decimos que K colapsa elementalmente a K\ {o,7} y notamos K \* (K \{o,7}). Dado
L subcomplejo de K, decimos que K colapsa a L, o que L es un colapso de K, y notamos

K\, L, si se puede ir de K a L mediante finitos colapsos elementales.

Notar que si o es cara libre de 7, dim o = dim 7 —1. Es facil ver que un colapso elemental

de un complejo K es un retracto por deformacion fuerte, por lo que si K \, L entonces L es
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un retracto por deformacién fuerte de K [26]. Luego, si K colapsa a un punto tiene que ser

contractil.

Definicion 1.3.2. Sea K un complejo simplicial. Decimos que K es colapsable si colapsa

a un punto.

Observacién 1.3.3. Un ejemplo sencillo pero importante dentro de los complejos simpliciales
colapsables son los conos. Para probar que un cono vK colapsa a {v}, lo tinico que tenemos
que notar es que si o es un simplex maximal de K, entonces ¢ es una cara libre de vo en v K,

por lo que

vK N\ vK \ {o,vo} =v(K \ {c})

e inductivamente se llega a {v}. En particular, notar que los simplices (vistos como complejos

simpliciales) son colapsables.

Nuestro siguiente objetivo es recordar la nocién de colapso para posets, introducida en [4].
Con ese fin, vamos a recordar primero otras nociones de colapsos simpliciales que involucran
a los vértices de un complejo, las cuales estan relacionadas con la teoria de homotopia de

espacios finitos y fueron introducidas en [5].

Definicién 1.3.4. Sea K un complejo simplicial, v un vértice de K. Notamos K \ v al
subcomplejo pleno de K generado por todos los vértices de K distintos a v. Decimos que hay
un colapso elemental fuerte de K a K \ v, y notamos K N (K \v), silkk(v) es un cono
simplicial wL. En ese caso, decimos que v es dominado o dominado por w. Dado L un
subcomplejo de K, decimos que K colapsa fuertemente a L (0 que K 0-colapsa a L), y
notamos K L o K \° L, si se puede ir de K a L mediante finitos colapsos elementales
fuertes. Decimos que K es fuertemente colapsable o 0-colapsable si colapsa fuertemente

a un punto.

Figura 1.9: Imagen de un colapso elemental fuerte obtenida en [5]. El vértice v es dominado
por w.

Siguiendo un razonamiento muy similar a cuando demostramos que todo cono es contractil,
podemos demostrar que si K es colapsable entonces el cono vK colapsa a su base K. Luego,
si K es un complejo simplicial y v € K es tal que lkx (v) es colapsable, entonces K \, (K \ v).
En particular, se cumple que si K N (K \ v) entonces K \, (K \ v), por lo que si K colapsa

fuertemente a L, entonces K colapsa a L.
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Esta nocién de colapsos para complejos simpliciales cuenta con una nocién equivalente en

posets:

Definicion 1.3.5. Sea X un poset. Decimos que x € X es un beat point si U, tiene un
mdzimo o F, tiene un minimo. En ese caso, decimos que hay un colapso elemental fuerte
de X a X \ {x}. SiY es un subespacio de X, decimos que X colapsa fuertemente a'Y, y
notamos X Y , si se puede ir de X a 'Y mediante finitos colapsos elementales fuertes.

Decimos que X es contractil si colapsa fuertemente a un punto.

Observaciéon 1.3.6. El nombre “contractil” no es casual y tiene sentido en el contexto de
espacios topoldgicos finitos. Si bien en esta tesis se presenta el concepto a partir del de colapsos

fuertes, histéricamente fue al revés.

Teorema 1.3.7. [5]

1. Sea K un complejo simplicial finito, L un subcomplejo de K. Entonces si K L,
X(K) ™~ X(L).

2. Sea X un poset finito, Y un subespacio de X. Entonces si X Y, K(X) (Y.

El teorema anterior es util cuando trabajamos en el contexto de colapsos fuertes, pero no
nos da informacién si estamos trabajando con colapsos usuales. Para eso vamos a necesitar

nociones intermedias de colapsos en el contexto simplicial:

Definicion 1.3.8. Sea K un complejo simplicial, v un vértice de K. Decimos que hay un 1-
colapso elemental de K a K\v silky(v) es fuertemente colapsable. Dado L un subcomplejo
de K, decimos que K 1-colapsa a L, y notamos K \' L, si se puede ir de K a L mediante
finitos 1-colapsos elementales. Decimos que K es 1-colapsable si 1-colapsa a un punto.
Mads en general, decimos que hay un (n+1)-colapso elemental de K o K \ v si lki(v) es
n-colapsable y que K (n+1)-colapsa a L si se puede ir de K a L mediante finitos (n+1)-
colapsos elementales. Si K n-colapsa a L, notamos K \™ L. Decimos que un complejo es

n-colapsable si n-colapsa a un punto.

Notar que si K es un cono con apice en w, entonces para todo v vértice de K distinto de w,
Ik (v) es también un cono con dpice en w, por lo que K X (K'\v) e inductivamente vemos que
todo cono es fuertemente colapsable. Esto implica que si K colapsa fuertemente a L entonces
K 1-colapsa a L. Mas generalmente, sabiendo que los n-colapsos son también (n+1)-colpasos,
es claro que los (n+1)-colapsos son también (n+2)-colpasos, por lo que inductivamente, para
todo 0 < n < m vale que si K \" L entonces K \™ L. Ademads, de forma andloga a lo hecho
para colapsos fuertes, podemos ver que si K \"™ L entonces K \ L. Luego, para todo n € Ny

vale que

K es n-colapsable = K es (n+1)-colapsable = K es colapsable = K es contrdctil
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Sin embargo, ninguna de las implicaciones reciprocas es cierta [5, 48]. En particular, que
no todo complejo simplicial contractil sea colapsable serd importante cuando sea necesario
identificar discos.

En esta tesis solo utilizaremos colapsos fuertes, 1-colapsos y colapsos simpliciales (clési-
cos). Para aprender més sobre n-colapsos en general y su relacién con el concepto de complejos

non-evasive, leer [5].

Figura 1.10: Ejemplo de un complejo 1-colapsable pero no fuertemente colapsable, obtenido
en [5].

Ya estamos en condiciones de definir lo que es un colapso en un poset. Esta definicién fue

introducida en [4].

Definicion 1.3.9. Sea X un poset. Decimos que x € X es un weak point si C, es contrdctil.
Dado Y un subespacio de X, decimos que hay un colapso de X aY, y notamos X \| Y, si
se puede ir de X a 'Y removiendo weak points de uno en uno. Decimos que X es colapsable

st colapsa a un punto.

Es claro viéndolo para colapsos elementales fuertes que si X colapsa fuertemente a Y
entonces X colapsa a Y. Ademads, esta nocién de colapso estd relacionada con la nocién usual
de colapsabilidad para complejos simpliciales y muy fuertemente relacionada con la nocién
de 1-colapsabilidad.

Teorema 1.3.10. [/, 5/

1. Sea K un complejo simplicial finito, L un subcomplejo de K. Entonces si K \ L,
X(K)\ X(L).

2. Sea X wun poset finito, Y un subespacio de X. Entonces X \ Y si y solo si vale que
K(X)\' K(Y).

Notar que no tenemos una equivalencia como en el punto (2) del teorema para colapsos
fuertes. Si X es un poset como en la figura 1.11 y = es un elemento maximal, entonces K(X)

colapsa fuertemente a K(X \ {z}) pero X no colapsa fuertemente a X \ {z}.
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Figura 1.11: A la izquierda un poset, a la derecha su order complex. En rojo el elemento x,
en verde el link de x.

1.4. Variedades combinatorias

En la primera secciéon vimos que es de nuestro interés trabajar con triangulaciones de
esferas y discos. Sin embargo, no es facil a priori determinar si un complejo simplicial es o
no una triangulaciéon de una n-esfera o de una n-bola. El principal objetivo de esta seccién
es dar las herramientas necesarias para resolver este problema, por lo menos en dimensiones
bajas. Las referencias principales seran [21] y [26].

Recordemos que un complejo simplicial se dice homogéneo si todos sus simplices maxi-

males tienen la misma dimension.

Definicion 1.4.1. Sea K un complejo simplicial finito y homogéneo de dimension n, con
n mayor o igual que 1. Definimos el borde de K, y notamos K o 0K, como el complejo
simplicial generado por los (n—1)-simplices de K que estdn contenidos en una cantidad impar
de n-simplices. Si K es un complejo homogéneo de dimension 0, decimos que K = 0 si K

tiene una cantidad par de puntos y que K = K si K tiene una cantidad impar de puntos.

Observacién 1.4.2. Notemos que, si v es un vértice de un complejo simplicial homogéneo
K, entonces lkg(v) es a su vez un complejo homogéneo. Ademés, si o es un (n-1)-simplex
que contiene a v, entonces la cantidad de n-simplices de K que contienen a o es igual a la
cantidad de (n-1)-simplices de lkx(v) que contienen a o \ {v}. Esto es asi ya que que si 7 es
un n-simplex de K que contiene a o entonces 7\ {v} es un simplex de lkx (v) que contiene a
o\ {v}, y si T es un simplex de lkx(v) que contiene a o \ {v} entonces v7 es un simplex de
K que contiene a o. Luego, o estd en el borde de K siy solo si o\ {v} estd en el borde de
lkx(v). Por lo tanto, para todo vértice v € K, vale que v € K siy solo si Olkk (v) # 0.

Razonando de forma aniloga, se puede ver que para cualquier simplex 7 de K vale que
7€ K siysolosi Olkg(r) #0 .

Definicion 1.4.3. Una n-bola combinatoria es un complejo simplicial PL homeomorfo a

A". Una n-esfera combinatoria es un complejo simplicial PL heomeomorfo a A",

Definicion 1.4.4. Una n-variedad combinatoria es un complejo simplicial K homogéneo

de dimension n tal que para todo vértice v € K, lk(v, K) es o una (n — 1)-bola combinatoria
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o una (n — 1)-esfera combinatoria.

Un resultado de base de la teoria nos dice que si K y L son dos complejos simpliciales
PL homeomorfos, entonces uno es una variedad combinatoria si y solo si el otro lo es [21,
Teorema I1.2.]. En particular, cualquier subdivisién de una variedad combinatoria lo serd
también. Usando este resultado, no es muy dificil probar que la realizacién geométrica de una
variedad combinatoria es una variedad topoldgica. [26, p.26]

Otro resultado clésico afirma que para cualquier complejo simplicial homogéneo, el borde
de una subdivisién es la subdivisién del borde [21, p.17], lo que sumado a que ser variedad se
preserva por equivalencia PL, implica que toda n-esfera combinatoria es una variedad com-
binatoria sin borde y que toda n-bola combinatoria es una variedad combinatoria con borde
no vacio. Luego, por la observacién 1.4.2 tenemos que, si K es una n-variedad combinatoria,
entonces v € K si y solo si lk(v, K) es una (n—1)-bola combinatoria. En base a este resultado,
haciendo argumentos similares a los que se usan para probar que la realizacién geométrica de
una variedad combinatoria es una variedad topoldgica obtenemos que el borde de |K| como

variedad topolégica es exactamente | K| [26, Lemma 1.18].

Nos interesa ahora razonar en la direccién reciproca. Dada X una variedad topoldgica o
diferenciable, jes cierto que siempre admite una triangulacién por un complejo simplicial?,
Jpueden conseguirse, en ese caso, triangulaciones combinatorias (es decir, que el complejo
simplicial que la triangule sea una variedad combinatoria)?, ;todas las triangulaciones de va-
riedades topoldgicas o diferenciables son combinatorias? En 1935, Cairns demostrd que toda
variedad diferenciable admite una triangulacién [11], resultado que fue mejorado en 1940 por
Whitehead, quien demostré que toda variedad diferenciable admite una triangulaciéon combi-
natoria y que esta, ademads, es esencialmente tnica [47]. En cuanto a variedades topoldgicas,
Radé demostré en 1925 que toda variedad de dimension 2 admite una triangulaciéon combi-
natoria [41]. Luego, en 1952, Moise probé que toda variedad topolégica de dimensién 3 es
también una variedad diferenciable, por lo que en particular admite una triangulacién com-
binatoria [34]. Sin embargo, Kirby y Siebenmann demostraron en 1969 que para dimensiones
mayores o iguales a 5 existen variedades topoldgicas que no admiten una triangulaciéon combi-
natoria, resultado que luego Freedman extendié a dimensién 4 en 1982 [28, 17]. Mediante un
invariante introducido por Casson en 1985, se prob6 ademas que el ejemplo dado por Freed-
man no solo no admite una triangulacién combinatoria, sino que ademéas no admite ningin
tipo de triangulacién [43]. Finalmente, en 2013 Manolescu demostré que existen variedades
topolégicas que no son triangulables para cualquier dimensién mayor a cuatro [32].

Queda todavia la siguiente pregunta. Dada X una variedad que admita una triangulacién
combinatoria y K una triangulacién de X, jes verdad que K es siempre una variedad com-
binatoria? Cuando la dimensién de la variedad es menor o igual a 3, no solo esto es cierto
sino que ademsés, si K es otra triangulacién de X, entonces K y K son PL homeomorfos (36,

34]. En particular, si n < 3 tenemos que toda triangulacién de S™ (respect. D™) va a ser una
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n-esfera combinatoria (respect. n-bola combinatoria).

Esto es falso en el caso general, incluso cuando |K| es homeomorfo a una esfera. El
contraejemplo més simple consiste en tomar un complejo M que sea la triangulacién de una
3-esfera homoldgica no trivial (i.e. todos los grupos de homologia de M coinciden con los de S?
pero M no es homeomorfo a S?) y considerar al complejo K = %2M. K es una triangulacién
de S® [12], pero no puede ser una variedad combinatoria ya que al menos dos de sus vértices
tienen como link a ¥ M, que a su vez no puede ser una variedad combinatoria ya que al menos
dos de sus vértices tienen como link a M. Aplicando ahora a K la cantidad de suspensiones
necesarias, podemos conseguir triangulaciones de S"™ que no sean variedades combinatorias
para todo n mayor a 5.

De todas formas, que en dimensiones bajas sea lo mismo triangular a una variedad to-
poldgica que ser una variedad combinatoria va a ser suficiente para el estudio de nudos mansos
en S3.

Ya contamos con las herramientas necesarias para determinar si un complejo simplicial
es efectivamente la triangulacion de una esfera.

Caracterizar las triangulaciones de S! va a ser sencillo una vez que recordemos que es la
tnica 1-variedad topoldgica cerrada y conexa [19]. Luego, serd también la tnica 1-variedad

combinatoria finita, sin borde y conexa . El algoritmo entonces es el siguiente:
= Chequear que nuestro complejo sea finito y conexo.

» Comprobar que los links de todos sus vértices son triangulaciones de S° (es decir, solo

constan de dos puntos disjuntos).

Para S? y S3, si bien no contamos con un algoritmo tan simple como en el caso anterior, tene-
mos como herramienta a la Conjetura de Poincaré (ahora teorema [38, 39]). Como sabemos
que las esferas de dimensién mayor o igual a 2 coinciden con las variedades topoldgicas cerra-
das simplemente conexas, cuando n es igual a 2 o a 3 podemos identificar a una triangulacién

de S™ de la siguiente forma:
s Chequear que nuestro complejo sea finito, conexo y con grupo fundamental trivial.
» Comprobar que los links de todos sus vértices son triangulaciones de S*~1.

Si bien por medio de van Kampen o con técnicas simpliciales como el edge-path group
(leer por ejemplo [45, p.98]) se pueden calcular presentaciones del grupo fundamental de
complejos simpliciales, en general puede no ser sencillo darse cuenta si el grupo presentado es
el trivial o no. Los siguientes resultados nos dan herramientas ttiles para determinar cuando

un complejo simplicial es una n-bola combinatoria sin depender de presentaciones.

Teorema 1.4.5. [26, Teorema 1.26.] Si B es una n-bola combinatoria contenida en S, con

S una n-esfera combinatoria, entonces el complejo simplicial que se obtiene retirando de S
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los simplices interiores de B forma una n-bola combinatoria. En particular, si a una n-esfera

le quitamos un simplex maximal obtenemos una n-bola.

Corolario 1.4.6. [21, Proposicion II. 12] Un complejo simplicial es una n-esfera combina-

toria si y solo si al quitarle un simplex maximal obtenemos una n-bola combinatoria.

Luego, el problema de determinar si un complejo simplicial es triangulacién de una es-
fera es, en cierta forma, equivalente a determinar cudndo es triangulacién de una bola. Los

siguientes dos teoremas nos dan una caracterizacion de estas ultimas.

Teorema 1.4.7. [21, Teorema II1.6.] Toda n-bola combinatoria tiene una subdivision colap-

sable.

Teorema 1.4.8. [21, Corolario II1.17.] Sea M una n-variedad combinatoria. Entonces si M

es colapsable, M es una n-bola combinatoria.

Juntando estos resultados, tenemos que si n es menor a 3 entonces un complejo simplicial
K es la triangulacién de una n-bola si y solo si es una n-variedad combinatoria y posee
una subdivisién colapsable. Tomar subdivisiones puede ser necesario para dimensién tres (se
puede ver un ejemplo explicito en [6]) pero no lo es cuando n es menor o igual que 2. Més
aun, se desprende de lo hecho por Billera y Provan en [40] que toda triangulacién de una
2-bola no solo es colapsable, sino que también es 1-colapsable.

Paralelamente, existen ejemplos de triangulaciones de 3-bolas que son colapsables, pero
que también colapsan a un complejo simplicial de dimensién 2 sin caras libres (y por lo
tanto no colapsable) [7]. Luego, para comprobar que un complejo simplicial es colapsable
nos importa el orden en el que realizamos los colapsos. Esto es problematico desde el punto
de vista computacional ya que, para afirmar que un complejo simplicial de dimensién 3 no
es colapsable, tenemos que intentar colapsar a un vértice de todas las formas posibles. Sin

embargo, este tipo de ejemplos no existen en dimensién 2.

Proposicién 1.4.9. [25, p.20] Sea K un complejo simplicial colapsable de dimension 2.
Entonces no importa el orden en el que se realicen los colapsos, K siempre colapsa a un

veértice.

En particular, toda triangulacién de una 2-bola colapsa a un vértice independientemente
del orden en el que se realizan los colapsos.

Contamos entonces con una forma puramente algoritmica para comprobar que un com-
plejo simplicial es una triangulacién de S?. Primero chequeamos que los links de todos sus
vértices sean triangulaciones de S', luego quitamos un simplex maximal cualquiera a nuestro
complejo y, por ultimo, realizamos colapsos elementales sin tener ningin tipo de considera-
cién hasta llegar a un vértice. Si en algin momento nos estancamos en un complejo sin caras

libres, entonces nuestro complejo original no era una triangulacién de S2.
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Capitulo 2

Nudos en posets

2.1. ;Qué es un nudo en un poset?

Como vimos en el capitulo anterior, los complejos simpliciales (finitos) estén relacionados
con los posets (finitos). Para trabajar con nudos cldsicos en el contexto de posets vamos a

necesitar identificar cuando el order complex de un poset es una triangulacién de una esfera.

Definicion 2.1.1. Sean T un espacio topoldgico y X un poset. Decimos que X es un modelo
estricto de T' (ME de T') si K(X) es homeomorfo a T.

Entender ciiando un subposet es un modelo estricto de una esfera va a ser simple en
dimensiones bajas puesto que, como K es una aplicacién que preserva links, podemos trasladar

todo lo hecho para esferas combinatorias:
» Los modelos estrictos de SY son los posets conformados por dos puntos no comparables.

» Para chequear que X es un ME de S! alcanza con comprobar que sea un poset conexo

vy que para cada x € X, C, es un ME de SV.

= Para chequear que X es un ME de S™ con n igual a 2 o a 3, alcanza con comprobar
que el grupo fundamental de K(X) es el grupo trivial y que para cada = € X, C, es un
ME de S"1.

Es natural, entonces, estudiar a los nudos mansos vistos como ciertos subposets de un

poset.

Definicion 2.1.2. Sea X un poset, N un subposet de X. Decimos que N es un nudo en X
st IC(N) es un nudo en K(X). Decimos que N es un enlace en X si K(N) es un enlace en
K(X). Dados N, N dos nudos o enlaces en X, decimos que son equivalentes si existe un
isomorfismo de orden ¢ : X — X tal que o(N) = N, y que son del mismo tipo si K(N) y

KC(N) son equivalentes.

En lo que resta del trabajo, se asumira que todos los nudos son de tipo S', como en el

caso clésico.
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Figura 2.1: Ejemplo de un ME de S?. Los cuatro puntos en rojo forman un nudo.

La primera observacion importante a hacer es que todo nudo manso puede representarse
en un poset. En efecto, si K es un nudo en un complejo simplicial L, tomando X = X (L) y
N = X(K) obtenemos que (NN) y K son nudos equivalentes, puesto que I(N) no es otra
cosa que ver a K en la subdivision baricéntrica de L.

Por otro lado, como X y K son aplicaciones funtoriales, nuestras nociones de equivalencia
también van a estar relacionadas. Si por ejemplo N y N son dos nudos contenidos en un
poset X equivalentes via un isomorfismo ¢, entonces K(¢)(K(N)) = K(N) por lo que K(N)
y IC(N ) son equivalentes. Sin embargo, como la equivalencia en el contexto simplicial admite
subdivisiones, un complejo simplicial puede tener dos nudos equivalentes que no sean equiva-
lentes vistos en el poset de celdas. Si tomamos por ejemplo K y K dos nudos equivalentes de
un complejo L con una cantidad distinta de vértices, los mismos vistos en L', la subdivisién
baricéntrica de L, tendrén el doble de vértices. Luego, no puede existir un automorfismo ¢
de L’ que mande a K’ en K’, por lo que K(N) y K(N) no pueden ser nudos equivalentes en
X(L). En caso de que no haya que subdividir, es decir, si K y K son dos nudos contenidos
en un complejo L tales que existe un isomorfismo simplicial ¢ : L — L tal que ¢(K) = K,

entonces vale que X(K) y X(K) son dos nudos equivalentes en X' (L) via X ().

Figura 2.2: Dos nudos equivalentes en donde hay que subdividir.

Hecha esta observacion, estudiar nudos en un poset va a ser muy similar a estudiar nudos
en un complejo simplicial fijo (sin considerar subdivisiones). Con este enfoque, si observamos
a los nudos de la figura 2.2, podemos notar que, aunque es necesario realizar una subdivisién
para encontrar un isomorfismo simplicial que mande un nudo en el otro, la subdivisién no es
necesaria para comprobar que son equivalentes, dado que ya son isotépicos por movimientos
(ver proposicién 1.1.5). Esta equivalencia se trasladé al contexto de posets de la siguiente

forma:
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Definicién 2.1.3. Sean X un poset, N y N dos nudos de X de tipo S*. Decimos que N se
obtiene de N mediante un A-movimiento si existen elementos a,b,x € N para los cual existe
una fence vo = a,v1, . ..,v, = b de elementos de Cy, de forma que N = NU{vo,...,on}\{z}.
Al movimiento inverso lo llamaremos A~ -movimiento. Decimos que N y N son isotépicos
por movimientos si existe una secuencia finita de A-movimientos y A~ -movimientos que
transforman a N en N.

Recordemos que una fence es una secuencia de puntos vy, v1, . . ., Un tales que cualesquiera

dos consecutivos son comparables.

Figura 2.3: Ejemplo de un A-movimiento. El nudo conformado los puntos rojos en el poset de
la derecha se obtiene mediante un A-movimiento del nudo conformado por los puntos rojos
del poset de la izquierda.

Observacién 2.1.4. En la definicién de equivalencia combinatoria, si N se obtiene de N
mediante un A-movimiento, pedimos como condicién que N sea un nudo. En la practica,
vamos a partir de un nudo N y reemplazar un elemento x por una fence vy, ...,v, en C,.
Para que N, el subposet resultante, sea en efecto un nudo, tenemos que chequear que N es
conexo y que para todo y € N, el link de y en N es SU. Es claro que independientemente
de cémo tomemos la fence en C’x, N resultard conexo. Sin embargo, puede suceder que no se
cumpla la condicién de links. Para garantizarla, cada elemento v;, con 0 < i < n, tiene que
no ser comparable con ningin elemento de N \ {vg,v,, 2z} y solo ser comparable con v;_1 y

vi41 dentro de la fence, es decir, {vg,...,v,} tiene que ser un ME de D*.

Proposicién 2.1.5.

1. Sean K y K dos nudos de un complejo simplicial L isotopicos por movimientos. En-

tonces X(K) y X(K) son dos nudos de X (L) isotdpicos por movimientos.

2. Sean N vy N dos nudos de un poset X isotdpicos por movimientos. Entonces IC(N) y

KC(N) son dos nudos de K(X) isotdpicos por movimientos.

Demostracion. Basta demostrar 1 y 2 para A-movimientos.

Sean K y K dos nudos de un complejo L, con K = (K \ {{a,b}}) U {{a,c},{c}, {b,c}}.
Queremos ver que X (K) es isotépico por movimientos a X' (K). Como K no tiene como aristas
a{a,c}nia {b,c}, tenemos que {a, b, c} es un elemento de C‘{a,b} que solo es comparable con los
elementos {a} y {b} en X(K). Luego, N = (X (K)\ {{a,b}})U{{a,b,c}} se obtiene de X' (K)

mediante un A-movimiento. Tomando ahora la fence {a},{a,c},{c},{b,c}, {b} conformada
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A AR A

Figura 2.4: En rojo los A-movimientos efectuados en X (L), vistos en L'.

por elementos de C’{a7b7c}, tenemos que X (K) se obtiene de N mediante un A-movimiento y
concluimos que X (K) es isotépico por movimientos a X (K).

Sean ahora N y N son dos nudos en un poset X, tales que existen elementos vy, vp, z € N
y una fence v, . .., v, en C, de forma tal que N = (N '\ {z})U{vo, ..., v,}. Queremos ver que
IC(N) es isotépico por movimientos a K(N). Como el link de z en N es un ME de S°, y z es
comparable con vg y vp, v1 no es un elemento de N. Luego, KK(N) N {vg,v1, 2} = {vo,z} por
lo que puedo realizar un A-movimiento para intercambiar a la arista {vg,x} por las aristas
{vo,v1} y {v1,2}. Inductivamente, podemos reemplazar a la arista {v;,x} por las aristas
{vi,viy1} v {vit1, 2} hasta contar con las aristas {v,—2,v,-1} ¥ {vn—1,2}. En esta etapa,
nuestro nudo comparte con el 2-simplex {v,—1, vy, x} a las aristas {v,—1, 2} y {vn,x}, por lo

que podemos realizar un A~!-movimiento para obtener finalmente a IC(N ).

Figura 2.5: En rojo los A-movimientos efectuados en IC(X).

O]

En conclusién, dados N, N nudos de un ME de S3 vy K, K nudos de una triangulacion

de S3, vale que:

1. Ny N equivalentes = K(N) y K(N) equivalentes.

2. K y K equivalentes no implica X(K) y X(K) equivalentes, ya que quizds hay que

subdividir.
3. N y N isotépicos por movimientos = K(N) y K(N) isotépicos por movimientos.
4. K y K isotépicos por movimientos = X (K) y X () isotépicos por movimientos.
5 Ky K isotépicos por movimientos = Ky K isotépicos (por isotopia de ambiente).

6. K y K isotépicos (por isotopia de ambiente) no implica X(K) y X(K) isotépicos por

movimientos, ya que quizas hay que subdividir.
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2.2. ;Cbémo se comportan los nudos triviales en un poset?

En la seccion anterior, adaptamos la definicion de nudo y algunas de las nociones de
equivalencia al contexto de posets. Enfoquémonos ahora en los nudos triviales. Recordar que

todos los nudos seran de tipo S'.

Definicién 2.2.1. Sea X un ME de S3. Un nudo N en X se dice trivial si K(N) es un nudo
trivial en K(X) = S3.

Como vimos en el capitulo 1, una de las herramientas mas importantes a la hora de
identificar nudos triviales es el grupo del nudo. Es sabido (ver por ejemplo [46, Capitulo
3, Lema 10]) que si L es un complejo simplicial y K es un subcomplejo pleno, entonces el
subcomplejo pleno generado por todos los vértices que no estdn en K es un retracto por
deformacién fuerte de K€ Esto, sumado a la observacién 1.2.10, nos brinda el siguiente

resultado:
Proposicién 2.2.2. Sea X un poset, N un subposet de X . Entonces w1 (K(N€)) = w1 (K(N)°).

Luego, para determinar si un nudo en un poset IV es el nudo trivial, basta con calcular el
grupo fundamental de IC(NN¢). Vedmoslo con un ejemplo sencillo.
Sea X el poset dado por el diagrama de Hasse de la figura 2.6 y N el nudo conformado

por los puntos de los dos primeros niveles (marcados en rojo).

Figura 2.6

Notar que X es un ME de S? puesto que su order complex es la triple suspensién de SP.
Ademss, el complemento de N es un modelo estricto de S, por lo que 71 (K(N€)) =Z y N

es un nudo trivial.

De esta forma, el grupo de un nudo sigue siendo una buena herramienta para determinar
cuando un nudo es trivial. Como repasamos en el capitulo anterior, una caracterizacion alter-
nativa establece que un nudo de S? es trivial si y solo si existe una subdivisién para la cual
es el borde de un disco plano. En algunos casos, puede ser necesario subdividir y veremos un

ejemplo concreto (propuesto por J. Barmak) en la seccién 3.1.
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Nuestro siguiente objetivo es desarrollar las herramientas necesarias para encontrar un
ejemplo analogo en el contexto de posets. Para eso, primero tenemos que entender qué es ser
un borde en este contexto. Recordar que un poset se dice homogéneo si todas sus cadenas
maximales tienen la misma longitud. Ademaés, es claro que si X es un poset homogéneo,

entonces (X) es un complejo simplicial homogéneo.

Definicion 2.2.3. Sea X un poset homogéneo. Decimos que un subposet Y estd en el borde
de X si K(Y) COK(X). Decimos que Y es el borde de X si KK(Y) = OK(X).

Notar que si X es un ME de una n-variedad combinatoria, entonces un elemento x esta

en el borde si y solo si C es un ME de una (n—1)-bola combinatoria.

El borde de un poset homogéneo no siempre es un subposet. Si por ejemplo X es un
conjunto totalmente ordenado con tres elementos, entonces X es un ME de D? y todos sus
elementos estdn en su borde. Sin embargo, el borde de K(X) es una l-esfera y no hay en X
subposets que sean modelos de S'. Un problema distinto es determinar, dado un subposet N
de X, cuando N es el borde de otro subposet. Para que esto ocurra, una condicién necesaria
es que K(N) sea el borde de un subcomplejo de K(X). El siguiente resultado, sumado a
la observacién 1.2.10, nos garantiza que, si N es un ME de una variedad combinatoria de

codimension uno, entonces también es una condicién suficiente.

Lema 2.2.4. Sea L una variedad combinatoria con o sin borde de dimension n, M una
subvariedad de dimension n tal que M es un subcomplejo pleno. Entonces M también es un

subcomplejo pleno.

Demostracion. Sea o un simplex de L tal que todos sus vértices pertenecen a M. Queremos
ver que o es un simplex de M. Si un vértice v de o esta en el interior de M, entonces lkps(v)
es una (n—1)-esfera. Notar que v también estd en el interior de L (ya que M y L tienen la
misma dimensién) y que lkp(v) C lkr(v). Como una esfera no puede contener propiamente
a otra de la misma dimension, se tiene que lkps(v) = lkp(v), por lo que sty(v) = str(v).
Luego, o € str(v) = sty (v) y o es un simplex de M. Si ninguno de los vértices de o estan en
el interior de M, eso quiere decir que estdn todos en M , por lo que, al ser M un subcomplejo

pleno, tenemos que o es un simplex de M y por lo tanto también lo es de M. ]

Corolario 2.2.5. Sea X un MFE de una n-variedad combinatoria y N C X un MFE de una
(n-1)-variedad combinatoria. St K(N) es el borde de una subvariedad de K(X), M, entonces
existe un subposet Y C X tal que K(Y) = M.

Demostracion. Bajo las hipétesis del enunciado, como IC(N) es una variedad de dimensién
(n-1), M tiene que tener dimensién n. Como M= K(N) es un subcomplejo pleno (observacién
1.2.10), por el lema anterior M resulta un subcomplejo pleno. Luego, existe Y C X tal que
K(Y)=M. O
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Notar que si X es un ME de S? y NV es un nudo de X, por el teorema de Schonflies (V)
parte a (X)) en dos discos que tienen como borde a IC(N). Por el corolario anterior, los
discos tienen que ser el order complex de un subposet de X. Luego, contamos con el siguiente

resultado:

Corolario 2.2.6. Si X es un modelo estricto de S*> y N es un nudo de X, entonces existe
D C X un ME de D? cuyo borde es N.

Es claro que el resultado es falso si pedimos que X sea un modelo estricto de S® y que
N sea un nudo cualquiera. Si pedimos en cambio que N sea un nudo trivial, incluso aunque
hallemos un buen candidato es dificil comprobar que N no cumple la condicién de borde.
Para abordar este problema, en el capitulo 3 presentaremos un algoritmo que, dado X un
poset y N un nudo trivial de X, encuentra todos los subposets de X que son un ME de una
variedad combinatoria y que ademas tienen a N como borde. Si ninguno de estos subposets
es un ME de un disco, habremos logrado confirmar lo que buscdbamos.

Identificar modelos estrictos de D? es facil una vez que recordamos que, por lo hecho en
el capitulo anterior, un complejo simplicial es una triangulacién de D? si y solo si es una
variedad combinatoria y es 1-colapsable. Luego, un poset es un ME de D? si y solo si es un
ME de una variedad combinatoria y es colapsable. Sin embargo, como no sabemos a priori
si importa el orden en el que realizamos los colapsos, para descartar que un poset sea un
modelo estricto de D? tenemos que intentar colapsarlo de todas las formas posibles, lo que
resulta muy costoso computacionalmente. Por lo tanto, serd importante demostrar que, en
realidad, no importa el orden en el que realizamos los colapsos. Las definiciones y resultados

que siguen van en esa direccién.

Definiciéon 2.2.7. Sea L un complejo simplicial conexo de dimension menor o igual a 2.

Decimos que L es una g-bola si:

(i) L es un punto o puede descomponerse como una union finita de 1-bolas y 2-bolas de for-
ma que la interseccion de dos bolas cualesquiera es, a lo sumo, un vértice perteneciente

al borde de ambas bolas.

(ii) Hi(L) =0

Figura 2.7: Ejemplo de una g-bola.
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Observacién 2.2.8. Notar que si L es una g-bola y v € L es un vértice que esta en el borde
de una tnica 2-bola o 1-bola, entonces su link es una 1-bola o una 0-bola y en particular es
fuertemente colapsable. Reciprocamente, si un vértice de L tiene link fuertemente colapsable
entonces el vértice estd en el borde de una tnica bola. Esto es asi ya que si estuviera en mas
de una bola su link no seria conexo y si estuviera en el interior de una bola, su link seria una

esfera.

Lema 2.2.9. Sea L una g-bola. Si L # %, entonces existe un v € L tal que v estd en el borde

de una unica bola.

Demostracion. Supongamos que no existe un vértice que esté en el borde en una unica bola.
Nuestro objetivo va a ser construir un 1-ciclo que no sea borde de una 2-cadena.

Tomemos vg un vértice en el borde de una bola By. Como no pertenece a una unica bola,
existe B # By que también contiene a vy en el borde. Si B es una 2-bola, tomo v un vértice
en el borde de B; y adyacente a vy. Si By es una 1-bola, tomo v; como el otro extremo de
esa bola. Por hipédtesis, existe By # B que también contiene a v; en el borde y podemos
continuar inductivamente hasta que, por finitud, construimos un ciclo simple de aristas en L
contenido en 1-bolas y bordes de 2-bolas que no esté contenido en una tnica bola.

Para terminar la demostracién, veamos que el ciclo no es un borde de una 2-cadena,
contradiciendo el hecho de que H;(L) = 0. Si una de las aristas del ciclo estd en una 1-bola,
es claro que el ciclo no puede ser borde de una 2-cadena. Podemos suponer entonces que el
ciclo esta contenido solamente en bordes de 2-bolas. Supongamos que el ciclo es el borde una
2-cadena c. Si tomamos una arista del ciclo, tiene que estar en el borde de una tnica 2-bola B
y ser arista de un 2-simplex o de la 2-cadena c. Notar que como ¢ y B comparten una arista
v las bolas de L se intersecan sélo en vértices, o tiene que estar contenido en B. Ademds, si
tomo otra de las dos aristas de o, o bien es parte del ciclo (por lo que es borde de la 2-cadena
¢), o bien existe otro 2-simplex ¢’ de ¢ que contiene a la arista. Notar que en ese caso o’
también estd contenido en B. Como o’ es parte de la 2-cadena c, sus otras aristas o estdn en
el ciclo o existe otro 2-simplex ¢’ de ¢ que interseca a ¢’ en una arista.

Siguiendo inductivamente, conseguimos una subcadena de ¢ que estd contenida en una
unica bola B y cuyo borde esta contenido en el ciclo original. Como el borde una cadena es
un ciclo, y un ciclo no contiene propiamente a otro ciclo, el borde de la subcadena debe ser
todo el ciclo original. Esto es absurdo ya que entonces el ciclo original estaria enteramente
contenido en B.

O

Observacion 2.2.10. Antes del siguiente lema, notemos que por la observacion 1.4.2, dado
un 1-simplex 0 = {x1,x2} de una 2-bola B, entonces o estd en el borde de B si y solo si x1

estd en el borde de lkp(x2).

Lema 2.2.11. Sea L una g-bola tal que L colapsa a un complejo simplicial M. Entonces M

es una g-bola.
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Demostracion. Notar que la condicién en el primer grupo de homologia se cumple por ser un
colapso un retracto por deformacion fuerte, por lo que solo hay que chequear que se pueda
descomponer como una unién de bolas pegadas en vértices. Basta probarlo para colapsos
elementales.

Sea ¢ una cara libre y 7 el dnico simplex que contiene a ¢. Como 7 tiene méds de un
vértice, tiene que estar contenido en una tnica bola B, por lo que lo mismo pasa con o.
Luego, alcanza con ver que B:=B \ {0, 7} es una g-bola, teniendo el cuidado de chequear
que todos los vértices que estaban en el borde de B y no fueron eliminados en el colapso
siguen estando en el borde de las bolas que componen a B. Ademds, si B es una 1-bola es
claro que B es o bien un punto o bien una 1-bola més chica, por lo que podemos asumir que
B es una 2-bola. Luego, o es un l-simplex de la forma {z1,z2} y 7 es un 2-simplex de la
forma {x1,x2,v}. Ademas, o esta contenido en el borde de B por ser una cara libre. Notar
también que, dado w un vértice de B que no esté en 7, tenemos que lkp(w) = lkz(w), por
lo que todos estos links seran 1-esferas o 1-bolas.

Vamos a separar en casos dependiendo de si las otras aristas de 7 estdn o no en el borde
de B.

Si todas las aristas de 7 estan en el borde de B, es facil ver que que B = 7, por lo que
B es una 1-bola. Como queremos que los vértices del borde de B sigan estando en bordes de

bolas, vamos a pensar a B como dos 1-bolas pegadas en v.

X,y

B

Figura 2.8

S

Si 7 tiene una sola arista en el interior de B (supongamos por ejemplo que es la arista
{x,v}) vamos a ver que B es una 2-bola pegada en v a una 1-bola (ver figura 2.9).

Como {z1,v} y {z1,22} estdn en el borde de B, usando la observacién 2.2.10 podemos
concluir que lkp(x1) = {{x2}, {v}, {x2,v}}. Luego, lkz(x1) = {v}, por lo que podemos hacer
otro colapso elemental y llamar B’ a B\ {{z1}, {z1,v}}. Nos falta ver que B’ es una 2-bola.

Como en dimensién 2 no importan los érdenes de los colapsos, B’ es un complejo colap-
sable. Ademds, usando que {x3,v} es una arista en el interior de B es ficil ver que los links
de x2 y v en B’ son 1-bolas, por lo que todos sus links son 1-bolas o 1-esferas y por lo tanto
B’ es una 2-bola.

Por 1ltimo, notar que x1, x2 y v estan en los bordes de las bolas que componen a B , por
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Figura 2.9

lo que todos los vértices que eran borde en B lo siguen siendo en B.

Nos queda el caso en el que 7 tiene dos aristas en el interior de B. Nuestro objetivo va
a ser probar que B es una 2-bola cuando v es un punto en el interior de B y dos 2-bolas

pegadas en v cuando es un punto del borde.

Figura 2.10: Posibles formas que puede adoptar B. En magenta, o y el interior de 7.

Igual que antes, es facil ver que los links de x1 y x5 en B son 1-bolas. Si v es un punto
interior de B, entonces el links de v en B se obtiene de retirar una arista a una 1-esfera, por
lo que también es una 1-bola y B resulta una 2-bola. Supongamos entonces que v estd en el
borde de B.

Como {z1,v} y {x2,v} son interiores y v esta en el borde de B, tenemos que Ik v es una
unién disjunta de 1-bolas, en donde una contiene a x7 y la otra contiene a xo.

Llamemos V; al conjunto de vértices de B distintos de v para los cuales existe un camino
de aristas de B que los une a z; sin pasar por v. Es facil ver que todos los puntos de B \ {v}
estdn en V] o en V5. Ademas, vale que Vi # V5. De no ser asi, deberia existir un camino en
B de z1 a xy sin pasar por v. Agregando al final del camino las aristas que unen a x5 con v
y a v con 1, obtenemos un 1-ciclo en B. Como H;(B) = Hy(B) = 0, el ciclo tiene que ser el
borde de una 2-cadena contenida en B. Pero el link de v en la 2-cadena tendria que contener
a T1 y X2 y ser conexo, lo que es absurdo.

Llamemos B; al subcomplejo de B generado por los vértices de V; U {v}. Notemos que:

» Dado & un simplex cualquiera de B, entonces & estd en B; para algin i y si & # {v}

entonces no estd en By y Bs simultdneamente.
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= lkp,(v) es la 1-bola de lkz(v) que contiene a x; y para todo w # v, si w € B; entonces
lkp,(w) = lkg(w)..

Luego, tenemos que B = B1 U By, con By y By variedades combinatorias de dimensién
2 pegadas en v. Ademds, usando nuevamente que B es colapsable y que en dimensién 2 no
importa el orden en el que se hagan los colapos, es facil ver que By y By son dos complejos
colapsables, por lo que B es una unién de dos 2-bolas pegadas.

Por tltimo, como z1, zo y v estdn en los bordes de las bolas que componen a B, todos

los vértices que estaban en el borde de B siguen en bordes de bolas.
O

Observacién 2.2.12. Notar que, como los 1-colapsos son casos particulares de los colapsos

usuales, el lema 2.2.11 sigue valiendo cuando L 1-colapsa a M.

Proposicién 2.2.13. Toda g-bola es 1-colapsable. Ademds, no importa el orden en el que

realizamos los colapsos.

Demostracion. Si L es una g-bola, por el lema 2.2.9 sumado a la observacién 2.2.8, existe
un vértice cuyo link es fuertemente colapsable. Por el lema 2.2.11, luego de realizar cualquier
1-colapso vamos a obtener o bien un punto, o bien una g-bola con un vértice menos. Haciendo

induccion en la cantidad de vértices de L concluimos la demostracion. O

El teorema 1.3.10, sumado a que toda 2-bola es también una g-bola, nos brinda el siguiente

resultado.
Corolario 2.2.14. Todo ME de D? es colapsable sin importar el orden de los colapsos.

Ya contamos con todas las herramientas tedricas necesarias para comprobar si un nudo en
un poset es el borde de un ME de D?. Estudiemos ahora como encontrar ejemplos de nudos

en posets.
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2.3. ;Cbémo pensar en ejemplos?

En el contexto simplicial, una forma usual para encontrar triangulaciones de S* que con-
tengan a un nudo en concreto como subcomplejo es partir primero de una estructura simplicial
de D? que contenga al nudo como subcomplejo y luego conificar su borde [31, 6]. Tomando
ahora el poset de celdas, conseguimos ejemplos de nudos en posets. Obtener ejemplos de esta
forma puede ser problematico ya que suelen contar con muchos elementos. Para encontrar
ejemplos mas chicos podemos imitar la construccién pero con CW-complejos regulares.

Veamoslo con un ejemplo sencillo:

Ejemplo 2.3.1. Supongamos que queremos encontrar un poset que contenga un enlace trivial
de dos componentes. Podemos partir de dos estructuras requlares de S' disjuntas, a las que
les adjuntamos dos 1-celdas, cuatro 2-celdas y una 3-celda como se ve en la figura 2.11 para

formar un cilindro relleno.

Figura 2.11: Una estructura regular de D3 que contiene un enlace trivial de dos componentes.

Adjuntando una 3-celda que temga como borde al borde del cilindro, obtenemos una es-

tructura celular de S® cuyo poset de celdas tiene como diagrama de Hasse el de la figura 2.12.

Figura 2.12: Un modelo estricto de S3. Los elementos en rojo forman un enlace trivial de dos
componentes.

Notar que, trabajando con CW-complejos regulares, en el ultimo paso podemos adjuntar

una 3-celda en lugar de conificar, lo que ahorra muchos elementos en el poset de celdas.
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Una pregunta inmediata es si existen ejemplos de nudos en posets que no puedan obtenerse

mediante este método. La siguiente proposicién nos brinda una solucién parcial.

Proposicién 2.3.2. Sea X un ME de una variedad combinatoria sin borde de dimension n.

Entonces existe un CW-complejo regular L tal que X (L) = X.

Demostracion. Por la proposicién 1.2.8, tenemos que comprobar que para cada x € X no
minimal, U, es un modelo estricto de una esfera. Vamos a hacer induccién en n.

Sin = 1, entonces X es homogéneo de dimensién 1, por lo que todos sus puntos son
minimales o maximales. Luego, si x no es minimal, entonces U, = C, es un modelo estricto
de SY por ser X ME de una variedad combinatoria sin borde.

Sin > 1, sabemos que U, es un ME de S"! para todo x maximal. Si x no es maximal,
entonces existe y un elemento maximal tal que = € Uy, por lo que U, C Uy. Como Uy es un
ME de una variedad combinatoria de dimensiéon n — 1, concluimos por hipétesis inductiva

que U, es un modelo estricto de una esfera. ]

Notar que si X es un ME de una n-esfera combinatoria, entonces para todo x € X vale que
C, es un ME de una n-bola combinatoria con borde Cy, por lo que K(X \ {z}) se obtiene de
K(X) retirando los simplices interiores de una n-bola combinatoria y utilizando el teorema
1.4.5, concluimos que X \ {z} es un ME de una n-bola combinatoria. Luego, si X es un
modelo estricto de una n-esfera combinatoria y z € X es un elemento maximal, X \ {z} es un
modelo estricto de D™ que sigue siendo el complejo de celdas de un CW-complejo regular. Por
lo tanto, todo modelo estricto de una n-esfera combinatoria puede hallarse a partir de una
estructura regular de D", L, anadiendo una n-celda cuyo borde sea el borde de L y tomando

su poset de celdas.
Observacién 2.3.3. Las hipotesis de la proposicién no se pueden relajar:

1. Si pedimos que X sea ME de una variedad sin borde, pero quitamos la condicién de
que sea combinatoria, de forma analoga a lo realizado en la seccién 1.4 para el caso
simplicial, podemos usar el teorema de la suspensién doble para encontrar un ME de S°
que no sea el poset de celdas de un CW-complejo regular. Mas concretamente, podemos
tomar a M como un ME de una esfera homolégica no trivial de dimensién 3 y a X como
M ® S° ® S? para obtener un modelo estricto de S° que no sea el poset de celdas de

ningin CW-complejo regular.

2. Si pedimos que X sea ME de una variedad combinatoria con o sin borde, podemos
tomar como X a un conjunto totalmente ordenado con n+1 elementos para obtener
un ME de una n-bola combinatoria que no sea un poset de celdas. De todas formas,
imitando la demostracion de la proposiciéon 2.3.2 podemos concluir que, si X es una
variedad combinatoria (con o sin borde) entonces para todo = € X vale que o bien U,

es un ME de una esfera combinatoria, o bien U, es un ME de una bola combinatoria.
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Sabemos entonces que todo modelo estricto de S? puede obtenerse a partir de una es-
tructura celular de D? a la que se le agrega una 3-celda y se le toma el poset de celdas. Sin
embargo, en el método descripto al comienzo del capitulo el nudo de interés es un subcom-
plejo, por lo que visto en el poset de celdas estard contenido en los dos primeros niveles. Esto
no siempre es asi. Puede suceder que un ME de S? contenga un enlace que no esté contenido
en los dos primeros niveles y que no exista ningtun enlace del mismo tipo en los dos primeros

niveles. Igual que en el ejemplo 2.3.1, vedmoslo para un enlace trivial de dos componentes.

Ejemplo 2.3.4. Vamos a construir a nuestro poset a partir de un CW-complejo reqular L. Si
bien queremos que el enlace no sea un subcomplejo de L, por la propia definicion de nudo en
un poset vamos a necesitar que si sea un subcomplejo de su subdivision baricéntrica. Podemos

pensar entonces que en la subdivision baricéntrica de L hay un enlace como en la figura 2.183.

Figura 2.13

Como queremos que L no tenga enlaces de dos componentes en el 1-esqueleto, supongamos
que los vértices azules en la figura 2.13 son baricentros de 1-celdas de L y que los vértices en

rojo son baricentros de 2-celdas de L.

Figura 2.14: Parte de la estructura celular de L. En verde lo que serd, después de subdividir
baricéntricamente, el enlace de la figura 2.13.

Con esta idea en mente, comencemos a definir la estructura celular de L. Para asequrarnos
de que no tenga enlaces con dos componentes como subcomplejos, podemos partir inicamente
de dos 0-celdas.

Adjuntando ahora cuatro 1-celdas y cuatro 2-celdas podemos obtener el complejo que se

ve en la figura 2.15. Notar que el mismo puede obtenerse “apretando” en los bordes de los
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cilindros que se observan en la figura 2.14. Notar también que las 2-celdas que se ven en

naranja en la figura 2.15 forman un S? y que lo mismo sucede con las 2-celdas azules.

Figura 2.15

Si pensamos al complejo embebido en R® como se ve en la figura 2.15, la regién contenida
entre las 2-celdas naranjas y las 2-celdas azules no es homeomorfa a D3. Para corregir esto,
terminamos de construir el 2-esqueleto de L adjuntando dos 2-celdas (en rosa en la figura

2.16), dividiendo asi a esta region en dos regiones, cada una homeomorfa a D3.

Figura 2.16

Finalmente, extendemos a una estructura celular de D3 adjuntando una 3-celda con borde
dado por las 2-celdas azules, y dos 3-celda que rellenan las regiones entre las celdas azules
y naranjas, para luego extender a una estructura celular de S® adjuntando una 3-celda con
borde dado por las 2-celdas naranjas. El poset de celdas de este complejo tiene el diagrama
de Hasse de la figura 2.17.

Observacion 2.3.5. Si bien los ejemplos 2.3.1 y 2.3.4 fueron construidos de manera inde-
pendiente, una vez construidos podemos notar que sus diagramas de Hasse son muy similares
(ver figura 2.18). M4s aun, si llamamos X e Y a los posets obtenidos, entonces vale que
X=Xco®S"eY =S"® X<o. En particular, X e Y tienen el mismo order complex.
Como existe una correspondencia biunivoca entre los subconjuntos de un poset y los
subcomplejos plenos de su order complex (observacién 1.2.10), dos posets con el mismo order
complex tendran los mismos modelos estrictos como subposets, los mismos tipos de nudos

y los mismos tipos de enlaces. Surge entonces la pregunta: Dados dos posets con el mismo
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Figura 2.17: Un ME de S%. En rojo un enlace trivial con dos componentes.

order complex, ;serd verdad que no solo tienen los mismos tipos de nudos, sino que ademas
estos tienen las mismas clases de equivalencia? Profundizaremos en este problema en seccién
2.4.

s G B

Figura 2.18: Los diagramas de Hasse de X<o, X e Y

Ya comprobamos que no todo enlace en un poset tiene a otro del mismo tipo en los
primeros dos niveles. A pesar de esto, partir de pensar en la estructura celular de la cual
proviene el poset sigue siendo nuestra mejor herramienta para buscar ejemplos. Sin embargo,
es dificil buscar ejemplos de esta forma cuando los nudos tienen elementos en muchos niveles
distintos. Para el caso especial en donde los nudos son minimales, entonces contamos con el

siguiente resultado.

Proposicién 2.3.6. Sea X un modelo estricto de S?, N un nudo de X con solo cuatro
elementos. Entonces existe N un nudo de X con solo cuatro elementos, isotdpico por movi-
mientos a N, de forma que sus elementos tienen solo dos alturas diferentes en X. Si ademds
N no es un nudo trivial, podemos pedir que N esté conformado por dos elementos minimales

y dos elementos mazrimales de X.

Demostracion. Si h(z) < h(y) para z,y elementos maximales de N, podemos tomar un
elemento z € F con la misma altura que y, que existe por ser X un poset homogéneo. Luego,

(N\{z})U{z} es un nudo que se obtiene de N mediante un A—movimiento y cuyos maximales
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tienen la misma altura en X. Razonando de forma andloga para elementos minimales de
N concluimos que, después de a lo sumo dos A—movimientos, podemos obtener un nudo
isotopico por movimientos a N conformado por cuatro elementos y contenido inicamente en
dos niveles.

Supongamos ahora que N no es un nudo trivial. Sean z e y los elementos maximales de
N. Si por ejemplo = no es un elemento maximal de X, podemos tomar z € F, un elemento
maximal de X. Notar que z no puede ser comparable con y, ya de que ser asi N U{z} seria un
ME de D? con borde N. Luego, (N \ {})U{z} es un nudo que se obtiene de N mediante un
A—movimiento. Razonando de forma andloga para los elementos minimales, obtenemos un
nudo isotépico por movimientos a N conformado solo por elementos maximales y minimales

de X. O

La proposicién anterior no seria de interés de no ser porque, dado K un nudo en un
complejo simplicial, se puede encontrar un nudo en un poset, N, de forma que IC(N) y
K sean equivalentes y N tenga cuatro elementos. Si bien en el capitulo 3 mostraremos un
ejemplo concreto para el nudo trébol, terminemos esta seccion dando las ideas necesarias para
encontrar este tipo de nudos.

Comencemos por entender el caso simplicial. En [8], R.H. Bing mostré que para cualquier
nudo manso K de S?, existe una triangulacién de S? que tiene un nudo equivalente a K
conformado dnicamente por 3 vértices y 3 aristas, pero su construccién no es buena para
conseguir ejemplos concretos. El primer ejemplo explicito de un nudo no trivial con tres
vértices lo dio M. Hachimori en [23] como complemento a lo hecho en [24]. El mismo consta
de 381 vértices y 1928 simplices maximales y se basa fuertemente en lo hecho por R. Furch en
[20], en donde dio una construccién para obtener triangulaciones de D? que contengan nudos
con una unica arista en el interior. Dado K un nudo manso, la construccién parte de una
triangulacién de D? conformada por una pila de cubos lo suficientemente grande como para
contener un nudo equivalente a K, construido exclusivamente por aristas de cubos. Luego,
si retiramos cubos escarbando en la bola desde el exterior, siguiendo a las aristas del nudo,
hasta que no podamos continuar sin perder la propiedad de triangular a D?, tenemos que
solo una arista del nudo queda en el interior de la 3-bola (ver figura 2.19). Si realizamos una
isotopfa para llevar el borde a S?, toda la complejidad del nudo queda condensada en la arista
interior, por lo que si ahora conificamos el borde de la bola, obtenemos un nudo equivalente
a K conformado tnicamente por tres vértices y tres aristas.

Para conseguir ejemplos en posets, podemos pensar en la triangulacién de la bola de Furch
como si fuera un CW-complejo regular y en lugar de conificar su borde anadir una 3-celda.
Luego, obtenemos un nudo N en el poset de celdas, conformado por la arista interior, sus dos
vértices y la 3-celda final, de forma que K(N) y K son equivalentes. El principal problema
de esta primera construccion es que nos brinda ejemplos con muchos elementos.

Volviendo al caso simplicial, en [31] F.H. Lutz presenté una triangulacién de S® conforma-

da por 13 vértices y 56 simplices maximales que contiene un nudo trébol de solo tres vértices
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Figura 2.19: Imagen obtenida de [23]

mediante un método que luego replic junto a B. Benedetti en [6] para otro tipo de nudos.
Dado K un nudo manso, en lugar de partir de una triangulacién de D? que contenga un nudo
equivalente a K, se parte de un embedding (no necesariamente lineal) de K en R3. Colocando
tres vértices dentro de la curva podemos pensar que nuestro nudo esta compuesto por tres
arcos. Si anadimos simplices para cubrir los arcos, obtenemos un complejo homeomorfo a un

toro solido “apretado” en tres vértices (ver figura 2.20).

Figura 2.20: Imagen obtenida de [31]

El engrosamiento cumple una doble funciéon. No solo protege a las aristas del nudo de
identificaciones indeseadas en futuros pasos, si no que también, al poder poner en el borde
del toro muchos vértices, nos permite trabajar con el nudo maés facilmente. Afiadiendo 2-
simplices a modo de membranas, podemos extender a nuestro complejo a uno contréctil,

por lo que anadiendo conos podemos extenderlo a una 3-bola y, conificando su borde, a una
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3-esfera.

Si bien este método requiere mucho esfuerzo manual, Lutz logra encontrar con él una
3-esfera compuesta por 17 vértices y 74 simplices maximales. Para achicar méas al complejo,
se le puede pedir a una computadora que realice bistellar flips de forma aleatoria, con la
restriccién de no modificar a los simplices que tienen aristas en el nudo. Una introduccién a
los bistellar flip puede encontrarse, por ejemplo, en [44].

Trasladar estas ideas al contexto de CW-complejos regulares (o lo que es lo mismo, al
contexto de posets) no tiene complicaciones en los primeros pasos. Partimos de un embed-
ding en R? y afiadimos dos O-celdas para formas dos arcos. Luego engordamos a los arcos y
extendemos la estructura para que sea contractil. Si ahora imitamos a Lutz y extendemos
con conos, tenemos el inconveniente de que anadimos muchos elementos al poset de celdas del
complejo. Esto no seria tan problemético de no ser porque en este contexto no contamos con
un programa computacional que reduzca la cantidad de elementos del complejo, preservando
al nudo. Si por el contrario queremos extender al complejo a una 3-bola sin usar conos, vamos

a necesitar de mucho trabajo manual.

La propuesta de esta tesis para encontrar ejemplos de nudos minimales es tomar de Furch
la idea de comenzar con una triangulacién que ya contenga a un nudo y de Lutz la idea
de engordar arcos. Partiendo de un CW-complejo regular que contenga a un nudo K en su
1-esqueleto, podemos modificar su estructura celular para pensar a K como un complejo con
solo dos 0-celdas y dos 1-celdas, anadiendo celdas para engordar los arcos que componen a
K de tal forma que la cantidad de celdas que quedan por fuera del engordado coincida con
la cantidad de celdas del complejo original que no formaban parte de K.

Veamos esta idea con un ejemplo simple. Supongamos que parte de nuestra estructura de
complejo se ve como en la figura 2.21 y queremos fusionar las dos 1-celdas que tienen todos

sus vértices azules.

Figura 2.21

Podemos comenzar por considerar a las dos 1-celdas como si fueran una sola (la linea
punteada en azul de la figura 2.22) y “engordar” la curva anadiendo una 0-celda, tres 1-celdas
y dos 2-celdas, para luego anadir el resto de las celdas imitando a la estructura original.

Notar que la cantidad de celdas que quedan por fuera del engordado coincide con la

cantidad de celdas que no tenian todos sus vértices de color azul.
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Figura 2.22

Para complejos de dimension 2 en general, el engordado va a tener una 1-celda interior
(nuestra curva de interés) y dos 2-celdas interiores, y la estructura del borde estara determi-
nada por las celdas que tengan como caras a las aristas a fusionar.

Para complejos de dimensién 3, habra una 1-celda, dos 2-celdas y dos 3-celdas en el interior
del engordado y, al igual que en dimension 2, la estructura del borde estara determinada por

las celdas que tengan como caras a las aristas a fusionar.

<~ P

Figura 2.23: Ejemplo de la forma que puede tomar un engordado en dimensién 3.

En el capitulo 3 veremos un ejemplo de un modelo estricto de S con un nudo no trivial

con solo cuatro elementos, construido mediente este método.

2.4. ;Coémo se relacionan posets con el mismo order complex?

Sean X e Y dos posets tales que K(X) es isomorfo a (Y"). Tomamos ¢ : L(X) — K(Y)
un isomorfismo simplicial. Como un morfismo simplicial es en particular una funcién entre los
vértices (y los vértices de K(X) y K(Y) son los elementos de X e Y'), ¢ induce una biyeccién
¢ de conjuntos entre X e Y tal que K(¢) = ¢. Luego, si N es un nudo de X, es claro que
@(N) es un nudo de Y y que (V) es equivalente a IC(@(N)) si identificamos K(X) con (Y)
via .

Notar que si ¢ es una funcién inducida por un isomorfismo simplicial, entonces ¢ y ¢~
preservan cadenas. Reciprocamente, si ¢ : X — Y es una biyeccién entre posets tal que ¢ y
¢! preservan cadenas, entonces K() es un isomorfismo simplicial. Eso motiva la siguiente

definicion.

Definicion 2.4.1. Sean X e Y dos posets. Decimos que una funcion ¢ : X — Y es un

morfismo tipo-simplicial si para toda cadena ¢ de X se cumple que p(c) es una cadena de
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Y. Decimos que un morfismo tipo-simplicial o : X — Y es un isomorfismo tipo-simplicial

st existe una inversa <p_1 que sea a su vez un morfismo tipo-simplicial.

Observacion 2.4.2. Equivalentemente, dados dos posets X e Y podemos definir un morfismo
tipo-simplicial como una funcién ¢ : X — Y que cumple que para cualesquiera dos elementos
comparables de X, x y 2/, entonces vale que () es comparable con ¢(z’). En particular,
todo morfismo de posets es un morfismo tipo-simplicial. Sin embargo, no todo morfismo tipo-
simplicial es un morfismo de posets. Por ejemplo, si Y es un conjunto totalmente ordenado y
X es un poset cualquiera, entonces toda funcién de X a Y serd un morfismo tipo-simplicial
pero no tiene por que ser un morfismo de posets. Notar que para todo poset X, la identidad
de X a X (el poset opuesto) es un isomorfismo tipo-simplicial (que induce la identidad en

K(X)) pero no es un isomorfismo de posets.

Notar que si X e Y tienen el mismo order complex, entonces X es un ME de una variedad
combinatoria (respect. conexo u homogéneo de dimensién n) si y solo si Y lo es. Ademsds,
si o : X — Y es un isomorfismo tipo-simplicial preserva fences y links. Luego, si N y N
son nudos en X tales que N se obtiene de N mediante un A-movimiento, lo mismo sucede
para o(N) y go(N ), por lo que X e Y tienen las mismas clases de nudos isotépicos por
movimientos. Nos preguntamos entonces si los nudos de X e Y tienen también las mismas
clases de equivalencia para la equivalencia usual. Es decir, si dados N y N dos nudos de X
tales que existe un automorfismo de X que manda a N en N, vale que existe un automorfismo
de Y que manda a ¢(N) en o(N).

Veamos un ejemplo simple. Si X es un poset finito cualquiera e Y es un poset isomorfo a
X°P, tomando un antiisomorfismo ¢ : X — Y (es decir, una biyeccién tal que ¢(v) < p(w)
si y solo si w < v), como ¢ y ¢! preservan que elementos sean comparables vale que ¢ es
un isomorfismo tipo-simplicial. Si ademds N y N son nudos en X y f es un automorfismo
de orden de X tal que f(N) = N, entonces fo=¢o fop ! esun automorfismo de Y que
cumple que f,(¢(N)) = w(N ), por lo que X e Y tienen las mismas clases de nudos. En el
corolario 2.4.6, probaremos que esto vale en general cuando X e Y son ME de una variedad

combinatoria.

Comencemos por estudiar distintos ejemplos de posets con el mismo order complex. Como
vale que L(X ®Y) = K(X)«K(Y) = K(Y) « K(X) = LY ® X), tenemos que si X puede
escribirse como X = X' ® --- ® X", y ¢ es una permutaciéon de n elementos, entonces
XM @...® X°™ tiene el mismo order complex que X. Ademés, si X y Z tienen el mismo

order complex, entonces
KX®Y)=KX)«xKY)=K(2)«K(Y)=K(Z&Y)

por lo que X ® Y tiene el mismo order complex que Z ® Y. De forma similar, es claro que

si X e Y son dos posets, entonces para todo Z con el mismo order complex que X vale que
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X II'Y tiene el mismo order complex que ZI1Y.

Utilizando esto, podemos construir una cantidad arbitrariamente grande de posets no
isomorfos dos a dos, homogéneos de dimensién 2, conexos, con el mismo order complex. Si
llamamos X* al poset discreto de i elementos, y definimos Y? = X! ® X*, entonces para todo
i > 2 vale que Y e (Y?)° son dos posets no isomorfos con el mismo order complex. Luego,
para todo n > 2y para todos i, j € N tales que 1 < i < j < n tenemos que X '@ (Y21l - -11Y™),
Xl 2O - - IW(YHrIl--- Y™ y X @ (Y21 --- T (Y7)PII--- 11 Y™) son posets no
isomorfos entre si con el mismo order complex, por lo que existen por lo menos n posets no

isomorfos entre si con el mismo order complex.

QX

Figura 2.24: Tres posets no isomorfos con el mismo order complex.

Modificando un poco la construccién, se pueden conseguir ejemplos en donde los posets

involucrados no se puedan descomponer como un join, como se ve en la figura 2.25.

N ON A9

Figura 2.25: Posets no isomorfos con el mismo order complex.

Si bien en los ejemplos que vimos todos los posets son conexos, parecen tener regiones
aisladas entre si. Pronto veremos que esto no puede suceder para modelos estrictos de va-
riedades combinatorias. En el contexto simplicial, se dice que un complejo homogéneo de
dimensioén n es fuertemente conexo si para cualesquiera dos n-simplices, o y ¢’, existe una

secuencia finita de n-simplices o = 0!, 02, ..., 0" = ¢’ de forma que ¢’ y o**!

comparten una
cara de dimension n — 1. Esta propiedad es facil de trasladar a posets y en ese contexto tiene
interés en si misma, independientemente de sus conexiones con la nocién simplicial (ver, por

ejemplo, [16]).

Definicion 2.4.3. Decimos que un poset X homogéneo de dimension n es fuertemente
conexo si para cualesquiera dos cadenas maximales ¢ y ¢, existe una secuencia de cadenas

maximales



tales que c¢' Nt tiene cardinal n — 1, o equivalentemente, si la diferencia simétrica entre c*
y 1 tiene cardinal 2 (notar que si la diferencia simétrica entre dos cadenas mazimales es

de dos puntos, estos deben de tener la misma altura).

Es bien sabido que toda variedad combinatoria es fuertemente conexa como complejo
simplicial [35, seccién §63]. Luego, dado un ME de una variedad combinatoria, como sus
cadenas maximales coinciden con los simplices maximales de su order complex, concluimos
que todo ME de una variedad combinatoria es fuertemente conexo como poset. Damos a
continuacién una demostracién alternativa de este hecho, sin usar el resultado en su versién

simplicial.

Proposicion 2.4.4. Sea X un ME de una variedad combinatoria conexa. Entonces X es

fuertemente conexo.

Demostracion. Veamoslo por induccién en la altura de X.

Sea X un poset conexo de altura 1 y sean ¢ = {z1, 22}, ¢ = {y1, y2} dos cadenas maximales.
Como X es conexo, existe una fence vg = x2,v1,...,v, = y1. Tomando & = ¢, ¢ = {v;_1,v;}
sil<i<mn,yct =¢ y descartando quizés alguna cadena si hay dos iguales consecutivas,
tenemos la secuencia de cadenas que queremos.

Supongamos ahora que el resultado es valido para posets de altura menor o igual a n y
sean X un ME de una (n + 1)-variedad combinatoria, ¢ y ¢ dos cadenas maximales. Si ¢y ¢
comparte a un elemento x, como C, es un ME de una n-esfera o de una n-bola, por hipétesis
existe una secuencia de cadenas maximales de C, que conecta a ¢\ {z} con ¢\ {z}, por lo
que existe una secuencia de cadenas maximales de X que conecta a ¢ con ¢.

Si ¢ y ¢ son cadenas disjuntas, llamamos x al minimal de ¢ y Z al minimal de ¢. Como X es
conexo, existe una fence vg = < vy > ... > v, = T de elementos de X. Si T = vo, tomando
d una cadena maximal que contenga a = y a v1, y d una cadena maximal que contenga a &
y a v1, como ¢ comparte un elemento con d, d comparte un elemento con d y d comparte un
elemento con ¢, existen secuencias de cadenas maximales de X que conectan a ¢ con d, a d
con d v a d con ¢, por lo que existe una secuencia que conecta a ¢ con ¢.

Si Z es distinto a ve, razonando inductivamente concluimos que existe una secuencia de
cadenas maximales de X que conecta a ¢ con ¢, por lo que X es fuertemente conexo.

O

La proposicion anterior nos permite demostrar el siguiente resultado.

Lema 2.4.5. Sean X e Y ME de una variedad combinatoria conexa tales que existe un
isomorfismo tipo-simplicial ¢ : X — Y. Entonces, st v y w son dos elementos de X con
la misma altura, se cumple que h(p(v)) = h(p(w)). En otras palabras, existe una funcion
biyectiva 7, : {0,1, ..., h(X)} = {0,1,..., h(Y)} tal que p(Xi) = Y ;)-

Demostracion. Sean v y w dos elementos distintos de X con la misma altura. Queremos ver

que h(p(v)) = h(p(w)). Sea ¢ una cadena maximal que contiene a v y ¢ una cadena maximal
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que contiene a w. Como X es un ME de una variedad combinatoria conexa, es fuertemente

conexo, por lo que existen ¢ = %, ¢!, ... "

= ¢ cadenas maximales tales que la diferencia
simétrica entre ¢! y ¢‘*! tiene cardinal 2. Como ¢ es un isomorfismo tipo-simplicial, ((c?)
también es una cadena maximal para todo i y se cumple que la diferencia simétrica entre ¢(c?)
v o(ct1) tiene cardinal 2. Tomando c* la tltima cadena que contiene a v y 2 el tinico elemento
de altura h(v) en ¢**1 como la diferencia simétrica entre o(c*) y @(cFt1) es {p(v), p(2)},
tenemos que h(p(v)) = h(p(z)).

Si z es distinto a w, continuamos inductivamente hasta que, por finitud en la secuencia

de cadenas, el proceso termina y concluimos que h(¢(v)) = h(p(w)) como querfamos ver. [

Corolario 2.4.6. Sean X eY ME de una variedad combinatoria conexa tales que existe un
isomorfismo tipo-simplicial ¢ : X — Y y sea f un automorfismo de orden de X. Entonces
for=pfp7!

En particular, X eY tienen los mismos nudos, con las mismas clases de equivalencia.

es un automorfismo de orden de Y.

Demostracion. Como f es un isomorfismo de orden, h(f(z)) = h(x) para todo z € X. Luego,

dado y € Y vale que

W fo(y) = hlefe ' (y) = To(M(fe ™ (1)) = T (h(e™" (1)) = To(To-1 (R(y))) = h(y)

por lo que h(f,(y)) = h(y) para todoy € Y.

Ademads, como un isomorfismo de orden es también un isomorfismo tipo-simplicial y com-
posicién de isomorfismos tipo-simpliciales es isomorfismo tipo-simplicial, tenemos que f, es
un isomorfismo tipo-simplicial. Por lo tanto, dados dos elementos y,y € Y tales que y < 7,
tenemos que f,(y) v f,(7) son elementos comparables (por ser f, isomorfismo tipo-simplicial)
por lo que tiene que pasar que f,(y) < f,(J) ya que f, preserva alturas. Como (f,)~! tam-
bién preserva alturas y elementos comparables, concluimos que f, es un automorfismo de
orden. O

En la demostracion anterior probamos también que si ¢ : X — Y es un isomorfismo tipo-
simplicial que preserva altura de elementos, entonces es un isomorfismo de orden. Luego, si
la funcién 7, (del Lema 2.4.5) es la identidad, entonces Y es isomorfo a X. Una consecuencia
de esto es que la funcién 7, determina por entero la estructura de poset de Y, puesto que
sip: X =Y y@:X — Y son dos isomorfismos simpliciales tales que T, coincide con 7z,

1

entonces ¢ o ¢~ es un isomorfismo de orden de Y a Y, por lo que Y tiene que ser isomorfo

ay.

Por lo tanto, si X es un poset homogéneo de dimension n con hipdtesis suficientes para
que valga el lema 2.4.5, entonces existen a lo sumo (n+1)! posets con el mismo order complex.
Si bien probamos el lema bajo la hipdtesis de que X es un ME de una variedad combinatoria,

lo tinico que usamos es que X es homogéneo y fuertemente conexo. Nuestro objetivo siguiente
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es extender ain mas el alcance del lema y utilizarlo para entender como son los posets con

el mismo order complex en el caso de modelos estrictos de S3.

Si X es el poset de celdas de un CW-complejo regular L, entonces X es conexo si y solo
L lo es, y esto pasa si y solo si L, el 1-esqueleto de L, es conexo. Como X(L;) = X<y,
concluimos que X es conexo si y solo si XgU X7 lo es. Luego, si X es un ME de una variedad
combinatoria sin borde, entonces es conexo si y solo si Xg U X7 lo es. Sin embargo, el hecho
de que los modelos estrictos de variedades combinatorias conexas sean posets fuertemente

conexos va a implicar un resultado més fuerte.

Definicion 2.4.7. Sea X un poset homogéneo de dimension n. Decimos que X es conexo
por niveles si para todo i,j € Ng tales que 0 < i < j < n wvale que el subposet X; U X, es

conero.
Lema 2.4.8. Sea X un poset fuertemente conexo. Entonces X es conexo por miveles.

Demostracion. Sea X es un poset fuertemente conexo, i y j tales que 0 < i < j < h(X).
Dados z,y € X; U X}, quiero ver que existe una fence de elementos de X; U X; que une a

2 con y. Si tomamos ¢ una cadena que contiene a x y ¢ una cadena que contiene a y, como

X es fuertemente conexo existe una secuencia de cadenas maximales ¢ = ¢, ¢!, ..., "

i+1

=¢
de forma que la diferencia simétrica entre ¢’ y ¢'*! tiene cardinal 2. Si 2 € ¢”, entonces y es
comparable con x y existe una fence que une a los elementos. Si no, llamamos v; al Unico
elemento de altura 7 o j distinto de x en la ultima cadena que contiene a x. Definido vg, si
v € c" entonces x,v1,...,V;,y es una fence de elementos de X; U X; que une a z con y;
sino llamamos vg41 al Gnico elemento de altura ¢ o j distinto de vy en la ltima cadena que
contiene a vg. Por finitud de la secuencia de cadenas, el proceso termina y existe una fence

que une a xr con y. O

Observaciéon 2.4.9. Notar que si X es un poset homogéneo de dimensién 1, entonces es lo
mismo ser conexo que fuertemente conexo y que conexo por niveles. Sin embargo, a partir de
dimensién 2 son tres nociones distintas (ver figura 2.26).

Notar también que si tomamos una fence en X; U X;;; y tomamos j > i, entonces
reemplazando todos los elementos de altura ¢ + 1 de la fence por elementos comparables de
altura j, obtenemos una fence en X; U X;. Luego, es facil ver que un poset homogéneo es

conexo por niveles si y solo si los subposets de la forma X; U X;41 son conexos.
Antes del siguiente lema, recordar que dado un poset X notamos X; al subposet X \ Xj.

Lema 2.4.10. Sea X un poset homogéneo de dimension n conexo por niveles, y sea Y un
poset tal que existe un isomorfismo tipo-simplicial ¢ : X — Y. Entonces, si v y w son dos
elementos de X con la misma altura, se cumple que h(p(v)) = h(p(w)). En particular, existe
una funcion biyectiva 7, : {0,1,...,; hi(X)} = {0,1,..., h(Y)} tal que o(Xi) = Y, (-

Te
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Figura 2.26: Un poset conexo por niveles pero no fuertemente conexo. La cadena en rojo no
se puede conectar con la cadena en azul.

Demostracion. Hagamos induccion en la dimensiéon de X.

Si h(X) =1, entonces X es fuertemente conexo y el resultado vale por el Lema 2.4.5.

Sea X de dimensién n + 1 y sea ¢ = {vg,v1,...,Vs+1} una cadena maximal. Como ¢(c)
es una cadena maximal, tiene un elemento de cada altura de Y por lo que podemos suponer
que h(p(v;)) = i. Queremos ver que (p(Xp(,))) = Yi.

Comencemos por i = 0. Alcanza con ver que para todo x € Xp(,,) vale que si z es un
elemento de X comparable con z, entonces p(r) < ¢(z). Sea z en Xj(,,) y z en X comparable
con . Como X es conexo por niveles, el subposet X = Xj(,,) U Xj,(.) es conexo. Si tomamos
ahora Y = ¢(X), como X tiene altura uno vale que ¢| ¢ manda niveles de X en niveles de
Y. Ademés, como la altura de ¢(vp) en Y es cero, su altura es cero también en Y por lo que
debe pasar que p(Xo) = Yp. En particular, la altura de ¢(z) en Y ha de ser cero y, como
©(x) es comparable con ¢(z), tenemos que ¢(x) < ¢(z) como queriamos ver.

Para ver que ¢(Xj(,)) = Yi, vamos a utilizar que, como ya sabemos que ¢(Xy,) = Yo,
vale que Y = ¢(Xy) = Yo, por lo que Y; = Y;y;. Luego, como X es conexo por niveles y la
altura de o(v;) en Y es i — 1, por hipétesis inductiva vale que O( X)) = Y. =Y, O

Observaciéon 2.4.11. Razonando de la misma forma que en el caso de variedades combi-
natorias, tenemos que si X es un poset conexo por niveles y ¢ : X — Y es un isomorfismo
tipo-simplicial, entonces la estructura como poset de Y queda determinada por X y por 7.
En particular, Y es isomorfo a X si y solo si 7, es la identidad e Y es isomorfo a X si
y solo si o(i) = h(X) —i. Ademds, si o es la identidad entonces ¢ es un isomofismo y si
o(i) = h(X) — i entonces ¢ es un antiisomorfismo.

Otra consecuencia del lema anterior es que X puede descomponerse como un join de posets
si y solo si Y se puede descomponer como un join de posets. En efecto, si X = X! ® X2,
entonces Yy C o(X!) o Yy C ¢(X?), por lo que sin perdida de generalidad Yy C o(X1!).
Tomando i tal que Y; C ¢o(X?!) pero Y;11 C ¢(X?), como ¢ preserva que elementos sean

comparables tenemos que todos los elementos de Y; son comparables con todos los elementos

de Y;41. Luego, como Y es un poset homogéneo, concluimos que ¥ = Y<; ® ¥Y>;41.

Teorema 2.4.12. Sea X un poset homogéneo y conexo por niveles. Si existe un poset Y no
isomorfo a X ni a X y tal que K(Y) = K(X), entonces X puede descomponerse como un

join (de posets no vacios).
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Demostracion. Como X e Y tienen el mismo order complex, existe un isomorfismo tipo-
simplicial ¢ : X — Y y una biyeccién 7, como en el lema 2.4.10.

Si la dimensién de X es igual a 1, entonces 7, es la identidad o una transposicién, por lo

que Y es isomorfo a X o a X°P.

Sea ahora X de dimensién n > 1. Usando induccién, vamos a poder reducir nuestro
estudio a entender tnicamente algunos casos particulares de 7,. Comencemos entonces por
demostrar que si 7, es un ciclo de la forma 7, = (k,k+1,...,k + s), entonces X se puede

descomponer como join de subposets.

Si T, = (k,k+1), como la dimensién de X es mayor a 1, o bien k42 < n o bien 0 < k—1.
Supongamos que k+2 < n y que por lo tanto existen en X elementos de altura k+ 2 (el otro
caso es analogo). Vamos a ver que todos los elementos de Xy son comparables con todos

los elementos de X1, lo que implica que X = X<j 11 ® X>p40.

Sea x € Xji9, p un elemento de altura k + 1 comparable con x. Queremos ver que si g
es otro elemento cualquiera de Xy, entonces x es comparable con q. Como X U Xj11 es

conexo, existe una fence de puntos
P=v9>v1<V2>...<Up=4¢(q

de forma que v; tiene altura k o k + 1 dependiendo de la paridad de 4. Luego, como ¢ manda

elementos comparables en elementos comparables y 7, = (k, k + 1), tenemos que

p(vo) < p(v1) > p(v2) < ... > @(vm)

Por otro lado, como = > vy > vy tenemos que x y v; son comparables, por lo que o bien

@(z) > ¢(v1), o bien ¢(z) < ¢(v1). Pero como 7,(k + 2) = k + 2, tenemos que

hp(@)) = Tp(h()) =k +2 > k = 75(h(v1)) = h(p(v1))

por lo que ¢(z) > ¢(v1) > p(vs). Como p~! también preserva que elementos sean compara-

bles, concluimos que = es comparable con wvs.

Inductivamente, x es comparable con v; para todo ¢ y en particular x > q.

Sit, = (k,k+1,...,k+s) cons > 1, de forma similar al caso anterior veremos que
todos los elementos de Xy s estan relacionados con todos los elementos de Xj45_1. Sea & un
elemento de altura k + s, p de altura k + s — 1 comparable con x. Queremos ver que si g es
otro elemento cualquiera de Xj4s_1, entonces x es comparable con g. Como X es conexo por

niveles, X U X141 es conexo por lo que existe una fence
P=v9 >0 <V2>...<Up=4(

de forma que v; tiene altura k o k + s — 1 dependiendo de la paridad de 7. Notemos que si
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k <i<j<k+s,entonces 1,(k +2) < 7,(i) < 7,(j). Luego,

p(vo) > p(v1) < p(v2) > ... < (V)

Ademss, como x > v; tenemos que p(z) < p(v1) < @(ve). Usando ahora que ¢! tam-
bién preserva que elementos sean comparables, concluimos que x es comparable con vs, €
inductivamente con q.

De manera completamente andloga, se puede demostrar que si 7, es un ciclo de la forma
7, = (k+s,k+s—1,...,k), entonces también vale que X se descompone como join de

subposets.

Ahora si, vamos a ver el caso general. Supongamos que X no se puede descomponer como
un join de subposets y que Y no es isomorfo a X. Vamos a ver que Y es isomorfo a XP.

Notemos que X, no puede descomponerse como join de subposets, ya que entonces tendria
dos niveles consecutivos completamente relacionados entre si y, como estos niveles seguirian

siendo consecutivos en X, X también se deberia poder descomponer mediante joins. Lue-

go, como X,, es conexo por niveles y ¢ %, s un isomorfismo tipo-simplicial, por hipdtesis
inductiva debe pasar que ¢(X,) = ?w(n) es isomorfo a X,, o a X2.

Si Yw(n) es isomorfo a X,,, entonces para todo 0 < i < j < n vale que To(1) < Tp(3).
Luego, si 7,(n) = k forzosamente debe pasar que 7, = (k,k+1,...,n), por lo que o bien X
se puede descomponer como un join de subposets (si k # n) o bien X es isomorfo a Y. Como
en cualquier caso llegamos a un absurdo, concluimos que ap(Xn) es isomorfo a X2P. Luego,
para todo 0 < i < j < n vale que 7,(7) > 7,(j)-

Razonando de forma anéloga con Xy pero usando ahora que si ?w(o) es isomorfo a X
entonces 7, es de la forma (k,k —1,...,0), concluimos que go(f(o) es isomorfo a Xgp, por lo
que para todo 0 < i < j < n vale que 7,(7) > 7,(j).

Juntando los dos resultados, tenemos que, para todo 0 < i < j < n vale que 7,(i) > 7,(j)
por lo que la tnica posibilidad es que 7,(7) = n — i, o equivalentemente, que Y sea isomorfo
a XP. O

Corolario 2.4.13. Sea X un poset conexo por niveles tal que X = X'®---® X™. Sea Y con
el mismo order complex que X. Si para cada i, X' no se puede descomponer como un join,
entonces existe o una permutacion de n elementos tal que Y es isomorfo a Y Og...@ye®,

con Y isomorfo a X* 0 a (X*)P.

Demostracion. Sin =1, el resultado vale por el teorema 2.4.12.

Supongamos que n > 1. Como X e Y tiene el mismo order complex, existe un isomorfismo
tipo-simplicial ¢ : X — Y. Como para toda ¢ permutaciéon de n elementos, vale que X =
XM @ ... ® X tiene el mismo order complex que X, reordenando la descomposicién
como joins de X podemos suponer que ¢(X1!) tiene al menos un elemento minimal de Y.

Notar que X! estd compuesto por los primeros h(X!) niveles de X. Luego, por el lema
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2.4.10, p(X1) tiene que estar compuesto por algunos de los niveles de Y. Ademéds, como X! (y
por lo tanto ¢(X!)) no puede descomponerse como un join y ¢ preserva que elementos sean
comparables, los niveles que componen a ¢(X!) tienen que ser consecutivos. Por lo tanto,
como ¢ preserva que elementos sean comparables, vale que Y = ¢(X1) ® (X \ X1!). Por
hipétesis inductiva, vale que (X \ X)) =Y @ @...@ Y™ cono:{2,...,n} = {2,...,n}
una permutacién e Y isomorfo a X o a (X?)°. Por el teorema 2.4.12, como X' no puede
descomponerse como un join, ¢(X1) es isomorfo a X o a X°P. Luego, tomando Y! = ¢o(X1),

concluimos que Y = Y!® Y@ ® ... ® Y7 como querfamos ver. O

Notar que si X = X' ® X?, entonces X! = Uy y X? = F, con z es un elemento maximal
de X' e y es un elemento minimal de X2. Si X es un ME de una variedad combinatoria,
como X°? también es un ME de una variedad combinatoria, el item 2 de la observaciéon 2.3.3
garantiza que tanto Uy como F, son modelos estrictos de esferas o de bolas combinatorias.
Luego, X tiene que ser un ME de una esfera combinatoria (si tanto Uy como F, son ME
de esferas combinatorias) o de una bola combinatoria (si Uy o F, es un ME de una bola
combinatoria).

Se deduce por lo tanto el siguiente resultado.

Corolario 2.4.14. Sea X un MFE de una variedad combinatoria tal que X no es un modelo
estricto ni de una esfera combinatoria ni de una bola combinatoria. Sea Y un poset con el

mismo order complex que X. Entonces Y es isomorfo a X o a X°P.

El corolario anterior es falso si admitimos que X sea un ME de una esfera o de una bola.
Si X es el poset del ejemplo 2.3.1, ya vimos que X es un ME de $? y que X = X<» ® S°.
Ademas, es facil ver que X<2 y (X<2)?% no son posets isomorfos. Luego, es facil ver que
Y = (X<2)?® SO es un poset con el mismo order complex que X, pero que no es isomorfo
ni a X ni a X°. El siguiente resultado prueba que esto no puede pasar en ME de S? con
nudos no triviales, y evidencia una curiosa relacién entre la existencia de nudos no triviales

y la posibilidad de admitir posets Y con K(Y) = K(X), tales que Y # X, XP.

Teorema 2.4.15. Sea X un ME de S® que contiene un nudo no trivial. Si Y es un poset
con K(Y) = K(X), entonces Y es isomorfo a X o a X°P.

Demostracion. Supongamos que Y no es isomorfo ni a X ni a X°? y veamos que todos
sus nudos son triviales. Para eso, vamos a ver que sin importar quien sea el nudo, siempre
podremos encontrar un subposet de X ME de D? que tenga a nuestro nudo como borde.

Por el teorema 2.4.12, X se tiene que descomponer como join de subposets. Como ademas
es un ME de una variedad combinatoria sin borde, tiene que ser de la forma X' ® X2 con
X*% un ME de una esfera. Cambiando a X por X° de ser necesario, podemos asumir que X'
no es S° y, al ser un ME de una esfera de dimensién mayor, es conexo.

Dado N un nudo en X, queremos ver que N es borde de un disco. Si N C X!, tomando
p un elemento cualquiera de X? tenemos que D = N ® {y} es un subposet de X que es un

ME de D?. Como ademés N es el borde de D, concluimos que N es un nudo trivial.
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De forma andloga, si N estd incluido en X? es el borde de un disco, por lo que podemos
asumir que N tiene elementos tanto en X' como en X?2. Esto implica que podemos descom-
poner a N como N = (N N X!)® (NN X?). Ademds, como N es un ME de S!, la tnica
opcién posible es que (N N X?) sea un ME de S° para todo i.

Llamemos {z, 2’} a los elementos de (NNX"') y {y,%'} a los elementos de (NN.X?). Como
X1 es conexo, existe una fence x = v, va, . . ., v, = 2’ de elementos de X' que une a x con z’.
Como X es conexo por niveles, podemos pedir ademas que la fence tenga elementos solo de
dos alturas diferentes, lo que hace de {vg,...,v1} un modelo estricto de D! que tiene como
borde a {z,z'}. Si tomamos a D = {vg,...,v,} ® {y,y'}, tenemos que D es un subposet de
X que es un ME de D? y que tiene como borde a N.

Luego, para todo N nudo de X existe un disco D C X que tiene a N como borde, por lo
que todos los nudos de X son triviales.

O

Terminamos el capitulo con dos resultados de complejos simpliciales que se desprenden

de lo hecho en esta seccién.

Corolario 2.4.16. Sea L una triangulacion de S® y sea L' su subdivision baricéntrica. Sean
N y N dos nudos de L. Entonces si existe un automorfismo de L' que manda a N’ en
N, existe un automorfismo de L que manda a N en N. En otras palabras, la subdivision

baricéntrica no ayuda a distinguir nudos mediante automorfismos.

Demostracidn. Supongamos que existe ¢ un automorfismo de L' tal que p(N') = N'. Sea ¢
el isomorfismo tipo-simplicial que induce ¢ en X (L).

Notar que si 7 y 7 son dos simplices maximales distintos de L, y v es un vértice de 7 que
no estd en 7, entonces v y 7 son elementos de X' (L) que no son comparables. Luego, X' (L) no
se puede descomponer como un join de subposets. Por lo tanto, por el teorema 2.4.12, 75 es la
identidad o 75(i) = h(X(L)) — i. Sin embargo, como ¢(X(N)) = X(N) y tanto X' (N) como
X(N) son subposets incluidos en X(L)<1, tiene que pasar que 73 es la identidad. Luego, ¢
es un automorfismo de orden y, en particular, (X (L)g) = X (L)o.

Como los elementos de X' (L) son los vértices de L, ¢ induce una funcién biyectiva v entre
los vértices de L. Usando que si ¢ es un isomorfismo entonces h(x) = h(e(x)), es facil ver
que 9 y ¥~ son dos morfismos simpliciales. Luego, ¢ es un automorfismo de L que manda

aNenN. OJ

Corolario 2.4.17. Sea L una variedad combinatoria con mds de un simplex maximal y tal
que X(L) no es isomorfo a X(L)°P. Entonces L tiene los mismos automorfismos que su
subdivision baricéntrica. Es decir, si ¢ es un automorfismo de L' entonces ¢ = K(X (1)) para

¥ un automorfismo de L.

Demostracién. Dado ¢ es un automorfismo de L', si llamamos ¢ al isomorfismo tipo-simplicial

que induce ¢ en X (L), como X (L) no es isomorfo a X' (L) y X' (L) no se puede descomponer
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como un join de subposet por tener I mas de un simplex maximal, tiene que pasar que @

es un automorfismo de orden. Luego, ¢ induce un automorfismo de L, 1, que cumple que

X(¥) = @, por lo que p = K(X(¢)). 0
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Capitulo 3

Ejemplos e implementaciones en SAGE

El objetivo de este capitulo es exhibir distintos ejemplos de nudos en modelos estrictos
de S?. Con este fin, implementamos en SAGE distintos algoritmos que pueden encontrarse
en [13].

Dado X un poset finito, utilizando los médulos Finite posets y Finite Topological Spaces
[15], podemos representar a X en SAGE y operar con él de distintas formas (por ejemplo,
podemos conseguir una presentacién del grupo fundamental de K(X) o comprobar si X es
colapsable). En particular, utilizando estos médulos no es dificil implementar algoritmos para
determinar cudndo un poset es un modelo estricto de una n-esfera, de una n-bola o de una

n-variedad combinatoria en dimensiones bajas.

Las implementaciones fueron realizadas como una traduccién directa de las equivalencias
tedricas, sin tener en cuenta las posibles optimizaciones que se pueden hacer. Los diagramas
de Hasse de este capitulo se realizaron utilizando SAGE, por lo que son representados de la
forma usual para grafos dirigidos (es decir, con flechas). Todos los ejemplos aqui mostrados

pueden encontrarse en el anexo.

N

Figura 3.1
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3.1. Nudo trivial

En el capitulo anterior mencionamos que, dado un complejo simplicial L y un subcomplejo
K que sea un nudo, puede suceder que K sea un nudo trivial pero que sea necesario subdividir
para que sea el borde de un disco plano. Veamos esto con un ejemplo concreto, el cual fue

propuesto por J. Barmak.

Ejemplo 3.1.1. Comencemos tomamos un nudo K embebido en R como se ve en la figura
3.1. Es claro viendo el diagrama que es un nudo trivial.
Supongamos que contenidas en K hay dos aristas distinguidas que cumplen que sus Unicos

2-simplices son como los que aparecen en la figura 3.2.

N

Figura 3.2: En rojo dos aristas distinguidas

Supongamos también que K es el borde de un disco D. Luego, D tiene que tener un 2-
simplex por cada una de las aristas distinguidas. Ademds, por como fueron elegidos, cada uno
de los 2-simplices tiene que cruzar de un lado al otro del borde del disco, cortando asi a los
otros 2-simplices (ver figura 3.3). Luego, D no puede contener a dos de estos 2-simplices en

simultdneo, lo que es absurdo.

Figura 3.3

Por lo tanto, cualquier extension a una triangulacion de S® de la estructura simplicial
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de la figura 3.2, que cumpla ademds que no agrega 2-simplices que contengan a las aristas
distinguidas, tiene que cumplir que K mo es el borde de un disco plano.
Para un ejemplo de una extension a D3, la cual, conificando su borde, nos sirve como el

ejemplo buscado, ver el anexo.

Sabemos entonces que, dado un nudo K contenido en un complejo simplicial fijo, puede
suceder que K sea un nudo trivial pero que no sea el borde de un disco. Nuestro siguiente
objetivo es comprobar que lo mismo sucede para posets.

La estrategia que seguimos fue partir de un nudo trivial de un CW-complejo regular que no
sea el borde de un disco, tomar su poset de celdas y comprobar utilizando SAGE que en efecto
el nudo sigue sin ser el borde de un disco. Si bien podriamos intentar hacer esto utilizando
el complejo simplicial del ejemplo anterior, para reducir el trabajo computacional optamos
primero por fusionar algunos de sus simplices, obteniendo asi un CW-complejo regular con

menos celdas. El siguiente ejemplo es el resultado de ese proceso.

Ejemplo 3.1.2. Vamos a construir un CW-complejo reqular L. Igual que en el ejemplo
anterior, partamos de un nudo K embebido en R3 como se ve en la figura 3.1. Podemos
pensar que el nudo estd compuesto por ocho 0-celdas y ocho 1-celdas y etiquetar a las celdas
como se ve en la figura 3.4. Terminamos el 1-esqueleto de L adjuntando las 1-celdas {A, E},
{A,F}, {B,E}, {B,F}, {D,G},{D,H}, {C,G}, {C,H}, {A,D} y{E,H} (ver figura 3.5).

Fo/ /OD\ 0§
Q.—/
| . ic

P

Figura 3.4: Diagrama de K con las cero celdas etiquetadas.

Figura 3.5: Diagrama del 1-esqueleto de L.

De forma andloga al ejemplo anterior, para que K no sea el borde de un disco contenido
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en el 2-esqueleto de L, vamos a querer que las aristas {A, B} y {C, D} solo estén contenidas
en 2-celdas que “crucen” al nudo. Agregando el 3-simplex {A, B, E,F}, una dos 2-celda €2
con borde {AF,FB,BE, EA} y una 3-celda con borde dado por los tridngulos ABE y ABF
y la 2-celda €2, podemos lograr que la arista {A, B} solo este contenida en 2-celdas como
las que queremos. De forma andloga, podemos agregar un 3-simplex, una 2-celda e% Y una
3-celdas para cubrir a la arista {C, D}.

Completamos la estructura celular de una 3-bola agregando el 3-simplex {A,D,E, H},
una 2-celda €3 con borde {AD, DG, GF, FA}, una 2-celda €3 con borde {FB, BC,CG,GF},
una 2-celda e% con borde {BC,CH,HE, EB} y una 3-celda con borde dado por e%, e%, e%, 6421

Y eg. Agregando una 3-celda mds para extender a S, concluimos el ejemplo.

Tomando el poset de celdas del ejemplo anterior, tenemos un candidato para un modelo
estricto de S? que contenga un nudo trivial que no sea borde de un disco. Comprobar ex-
tensivamente que todos los subposets de X que contienen a K no son discos no es viable
debido a la cantidad de subposets que cumplen con esto. Sin embargo, podemos encontrar

restricciones suficientes para que esencialmente la misma estrategia funcione.

Queremos implementar una funcién K _es_borde_de_un_disco(X,Y, K), que toma como
parametros a tres posets, en donde K se supone incluido en Y e Y se supone incluido en X, y
devuelve verdadero en el caso de que exista un un subposet D de X que cumpla en simultdneo
ser un ME de un disco, que Y sea un subposet de D y que K esté contenido en su borde, y
falso en caso contrario. De tener implementada esta funcion, basta con comprobar el valor de
verdad de K _es_borde_de_un_disco(X, K, K) para saber si K es el borde de un disco en X.
Supongamos por el momento que tenemos implementada una funcién extender_a_S'(X, K),
que toma como pardmetros a dos poset y que devuelve la lista de todos los subposets de X
que contienen a los elementos de X N K y que son un ME de S'.

SiY esun disco que tiene en el borde a K, ya sabemos que K _es_borde_de_un_disco(X,Y, K)
es verdadero. Si esto no pasa y ademds X es igual a Y, no hay extensién de Y posible por lo
que K _es_borde_de_un_disco(X,Y, K) es falso.

En el caso general, podemos tomar un elemento x en X \ Y. Una implementacién sin res-
tricciones podria ser considerar ahora K _es_borde_de_un_disco(X,Y U{z}, K). Si su valor de
verdad es afirmativo, sabemos que también lo es para K _es_borde_de_un_disco(X,Y, K). Sino,
x no aporta para que K sea el borde de un disco y el valor de verdad de K _es_borde_de_un_disco(X,Y, K)
coincide con el de K _es_borde_de_un_disco(X \ {z},Y, K). Como el cardinal de la diferencia
entre el primer y el segundo pardmetro disminuye paso a paso, este proceso eventualmente
termina.

Una mejora se logra al notar que, si z en X \ Y forma parte de un disco con borde K,
su link en el disco tiene que ser un modelo de S, por lo que tiene que pertenecer a la lista
extender,a,Sl(C’m, K). Por lo tanto, para cada Z en la lista podemos considerar qué pasa con
el valor de verdad de K _es_borde_de_un_disco(X \ (Cy \ Z),Y UZU{z}, K). Si es verdadero,

sabemos que también lo es K _es_borde_de_un_disco(X,Y, K). Si ningin elemento de la lista
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funciona, o si extender,a,Sl(C’x, K) es una lista vacia, sabemos que x no aporta para que K
sea el borde de un disco y el valor de verdad de K _es_borde_de_ un_disco(X,Y, K) coincide
con el de K_es_borde_de_un_disco(X \ {z},Y, K).

Este nivel de restricciones fue suficiente para comprobar que el poset de celdas del ejemplo
3.1.2 cumple que contiene un nudo trivial que no es borde de un disco. Sin embargo, si
asumimos ademas que K estd contenido en los dos primeros niveles de X, podemos mejorar
mucho los tiempos de la implementacién. La observacion clave es que, si x e y son dos
elementos comparables de K, entonces K({x,y}) tiene que ser una arista en el borde de
K(D), por lo que el link de K({z,y}) en K(D) tiene que ser una 0-bola, o lo que es lo mismo,
tiene que ser un Unico punto. Luego, tiene que existir un tnico punto en D comparable con
x e y simultdneamente. Con esto en mente, si suponemos que K esta contenido en los dos
primeros niveles de X, dado x un elemento maximal de K sabemos que si Y tiene méas de
un elemento mayor que z (o X no tiene elementos mayores que x) entonces Y no se puede
extender a un disco que tenga como borde a K.

La implementacién que se encuentra en [13] tiene mds restricciones menores, pero es en

esencia la que describimos en este capitulo.

Queda pendiente la implementacién de la funcién extender_a_S'(X, K).

Supongamos por un momento que K estd contenido en X. Si X o K son un modelo
estricto de S!, entonces son el tinico elemento de la lista. Si ninguno de los dos es un modelo
estricto de S' y ademas X es igual a K, como estamos suponiendo que K estd contenido en
X la lista esta vacia. La lista también esta vacia si el link de un elemento de K en X tiene
menos de dos elementos o si el link de un elemento de K en K es mayor a dos. Para el caso
general, dado x en el complemento de K tenemos que extender_a_S'(X, K) va a ser igual a
la unién entre extender_a_S'(X, K U {x}) y extender_a S'(X \ {z}, K).

Para el caso general, sabemos que el valor de verdad de extender_a_S'(X, K) coincide con
el de extender_a S*(X, X N K).

3.2. Nudo trébol

A continuacién vamos a construir un poset X, modelo estricto de S*, de modo que K(X)
contenga a un nudo trébol pero que no exista en X un nudo que no sea trivial. Este ejemplo

muestra que el order complex de un poset puede agregar tipos de nudos.

Ejemplo 3.2.1. Como siempre, vamos a definir el poset a partir de un CW-complejo reqular
al que llamaremos L. Partamos de seis 0-celdas y nueve 1-celdas, como se ve en la figura 3.6,
para formar al 1-esqueleto de L. Para rellenar los paralelogramos que se observan en figura,
podemos adjuntar una 2-celada €3 con borde {{eY, €3}, {e,el}, {e3, €2}, {2, €91}, una 2 celda
e3 con borde {{eY, €3}, {eY,eq}, {€9, ed}, {€3, ed}} y una 2-celda €3 con borde {{e9, e}, {9, ed},

{e5, €6} {e5, 33}
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Figura 3.6

Vamos a completar la estructura celular de L para que, si pensamos por un momento en
la subdivision baricéntrica de L, las aristas que se ven en rojo en la figura 3.7 formen parte

de un nudo trébol como se ve en la figura 3.9.

Figura 3.7

Para completar el 2-esqueleto de L, adjuntamos una 2-celda €3 con el mismo borde que
e3, una 2-celda €2 con borde dado por el triangulo (€9, €3, €3) y una 2-celda €3 con borde dado
por el triangulo (€3, e2,ed) (ver figura 3.8). Finalmente, completamos la estructura celular de
L adjuntando una 3-celda €3 con borde {e3,e3,e3,e2,e2}, un 3-celda e3 con borde {€3,e3} y
una 3-celda 3 con borde {€3,e3,¢€3,e2,e2}.

De esta forma, construimos un CW-complejo L tal que su subdivision baricéntrica contiene
como subcomplejo a un nudo trébol. Veamos ahora que todos los nudos de X (L) son triviales.

Consideremos N un nudo de X(L) y veamos que es un nudo trivial separando en casos.
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Figura 3.8: El 2-esqueleto de L embebido en R3. En negro el 1-esqueleto de L, en rojo la
2-celda €3, que comparte borde con la celda e3.

Figura 3.9: El nudo trébol contenido en L'

N contenido en X (L)<a:

Notar que Y = X(L)\ {e3,e3,e3,e3} y Z = X (L) \ {e3,¢3,e3,e3} son dos ME de S* (ver
figura 3.8), por lo que si N estd contenido en alguno de estos subposets entonces es el borde
de un disco y en particular es un nudo trivial por el corolario 2.2.6. En los casos faltantes,
es fdcil ver que N tiene que estar compuesto unicamente por cuatro elementos, por lo que,
por la proposicion 2.3.6, es isotépico por movimientos a un nudo de X (L) cuyos elementos

son minimales y maximales.

N con solo un elemento en X (L)3:

Si e‘i’ 0 eg estan en N, es facil ver que N tiene que estar compuesto unicamente por cuatro
elementos. Si e3 € N, podemos reemplazar a 3 por €3 para obtener un nudo isotépico por

movimientos a N que esté contenido en Z y que por lo tanto sea el borde de un disco.
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Figura 3.10: Diagrama de Hasse de X'(L). Los elementos 18 y 19 se corresponden con €3 y

e3. El elemento 23 se corresponde con €3.

N con tres elementos en X(L)3:

Notar que N tiene que tener exactamente seis elementos. Ademds, no puede tener ele-
mentos de Ue§7 ya que estos son comparables con todos los elementos de X (L)s (y en un nudo
todos los elementos son comparables con exactamente dos elementos). Luego, como eg se tiene
que poder comparar con dos elementos de N, tanto e% como ei tienen que ser elementos de
N.

Llamemos x al sexto elemento de N y veamos que N es isotopico por movimientos a un
nudo contenido en X(L)>o. En efecto, como x no puede estar en Ueg (que es igual que [763), st
tomo un elemento de Xo comparable con x no puede ser ni e3 ni e2, por lo que reemplazando
a x por este elemento, obtenemos un nudo isotopico por movimientos a N contenido en
X(L)>a.

Podemos suponer entonces que el sexto elemento de N es e%, e%, eg 0 e%. Utilizando SAGE,
comprobamos que en los cuatro casos el grupo fundamental de N€ es Z, por lo que son todos

nudos triviales.

N con solo cuatro elementos:

Por la proposicion 2.3.6, podemos suponer que los elementos de N son todos elementos
mazimales o minimales de X (L). Ademds, como la permutacion obtenida al intercambiar
e3 con €3 y e3 con e es un automorfismo de orden de X(L), podemos suponer que €} es
un elemento de N. Luego, N se obtiene eligiendo dos elementos minimales de X (L) y un
sequndo elemento mazimal que no sea €3, lo que da un total de 30 posibilidades. Nuevamente
utilizando SAGE, podemos comprobar que en todos los casos el grupo fundamental de N¢ es

Z y por lo tanto son todos nudos triviales.

El ejemplo anterior mostré que, si X es un modelo estricto de S3, entonces el order complex

puede agregar tipos de nudos. También vimos con el ejemplo 2.3.4 del capitulo 2 que tomar
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el poset de celdas a un CW-complejo regular puede agregar tipos de links. Veamos ahora un

ejemplo en donde el poset de celdas agrega tipos de nudos.

Ejemplo 3.2.2. Nuestro objetivo es construir un CW-complejo reqular L, homeomorfo a S3,
de tal manera que su poset de celdas contenga un nudo no trivial, mientras que todos los nudos
contenidos en su 1-esqueleto sean triviales Para eso, vamos a partir de un CW-complejo
reqular M que contenga a un nudo trébol y luego definir a L como el unico CW-complejo
reqular tal que X (L) es isomorfo a X (M)°P.

La estructura celular de M serd muy similar a la del ejemplo anterior. Igual que antes,
partimos de seis 0-celdas y nueve 1-celdas, como se ve en la figura 3.6. Para formar un nudo

trébol, adjuntamos seis 1-celdas como se ve en la figura 3.11.

Figura 3.11: Proyeccién en R? del 1-esqueleto de M. Las aristas en rojo formaran un nudo
trébol.

Para el 2-esqueleto de M, partimos por adjuntar ocho 2-celdas para formar el complejo
que se ve en la figura 3.12. Las caras cuadradas del prisma triangular tienen en su interior

a las aristas {3, €2}, {e9, e} y {e3, €9} .

—

N

Figura 3.12
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Completamos el 2-esqueleto adjuntando seis 2-celdas con bordes dados por los tridngulos
(e9,€9,€9), (€9,e9,eD), (9,€3,€2), (e3,¢e2,ed), (€7,€9,ed) y (€9, €Y, ed). Podemos pensar al es-
pacio obtenido hasta ahora como un prisma triangular al que se le adjunto una 2-celda en
cada una de sus caras cuadradas (similar a lo que se observa para una cara en la figura 3.8)

Para el 3-esqueleto, podemos adjuntar una 3-celda para “rellenar” el interior del prisma
que se ve en la figura 3.12 y adjuntar tres 3-celdas para completar los huecos que se formaron
entre las caras cuadradas del prisma y las dltimas 2-celdas que adjuntamos, formando asi un
espacio homeomorfo a D®. Adjuntando una vltima 3-celda para extender a S®, completamos
la estructura celular de M.

Llamemos X al poset X (M)°P.

Figura 3.13: Diagrama de Hasse de X. El subposet {1,2,3,4,5,6,23,24,16,17,30,31} forma
un nudo no trivial.

Como X es un ME de una variedad combinatoria sin borde, es el poset de celdas de un
CW-complejo regular L. Finalmente, es fdcil ver que el 1-esqueleto de L se puede proyectar
a R? como un grafo planar (ver figura 3.14), por lo que todos los nudos de L contenidos en

su 1-esqueleto tienen que ser triviales.

Figura 3.14: Embedding en R? del 1-esqueleto de L.
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El complejo M del ejemplo anterior nos sirve también como un ejemplo concreto de un
CW-regular con un nudo no trivial, por lo que, como se adelanté en el capitulo anterior,
podemos utilizar su estructura para contruir un ejemplo de un CW-complejo regular que
contenga a un nudo trébol conformado tnicamente por dos 0-celdas y dos 1-celdas. De esta

forma, su poset de celdas tendra un nudo no trivial con una estructura minimal de S!.

Ejemplo 3.2.3. Partamos de un CW-complejo reqular M como en el ejemplo anterior, en
donde sabemos que hay un nudo trébol. El objetivo va a ser retirar 0-celdas (y fusionar 1-

celdas) en el nudo para obtener la misma curva pero formada unicamente por dos arcos.

O—O

Figura 3.15

Para ello, podemos engordar los arcos cubriéndolos con dos estructuras similares a bana-
nas (ver figuras 3.16 y 3.17).

-\

Figura 3.16
Figura 3.17

La estructura celular de cada “arista engordada” consta de seis 0-celdas, diez 1-celdas

exteriores, una 1-celda interior, seis 2-celdas exteriores , dos 2-celdas interiores y dos 3-
celdas.
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Para el resto de la estructura celular, modificamos los bordes de las celdas de M segin

corresponda para dejarle lugar al engordado.

] © —0
-~ N\
z i/
z ~y Z l
7 Z
® ©° Q—;Q(w

Figura 3.18: Las diagonales de las caras cuadradas de la figura 3.12 son ahora parte del

engordado.

Si llamamos L a esta nueva estructura celular de S3, podemos notar que la cantidad de

celdas de L que no forman parte del engordado coincide con la cantidad de celdas de M que

no forman parte del nudo trébol.
Finalmente, utilizando SAGE podemos comprobar que X(Z}) es un modelo estricto de S?

que tiene un nudo no trivial de cuatro elementos.
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Anexo

A continuacién se da una lista, en un formato compatible con SAGE, de todos los posets
mencionados en el capitulo 3. Por como representa SAGE a los posets, para los ejemplos del
nudo trébol se opto por poner a los posets opuestos a los de los ejemplos, ya que en lugar de
tener que enlistar a los elementos que cubren a un elemento dado, se menciona a los que son
cubiertos por él (es decir, se menciona cuales son los bordes de las celdas). De todas formas,
utilizando el método dual() podemos pasar de un poset a su opuesto.

Se da también la estructura simplicial completa del ejemplo 3.1.1.

Poset ejemplo 3.2.1:

X= Poset({24:[16,17,19,20,21],23:[18,19],22:[16,17,18,20,21],
16:[7,8,9],17:[9,10,11,15),18:[8,11,12,14],19:[8,11,12,14],20:[7,10,12,13],21:[13,14,15],
7:[1,2],8:2,3],9:3,1],10:[1,4],11:[3,6],12:[2,5],13:[4,5],14:[5,6],15:6,4], })

Poset ejemplo 3.2.2:

#Poset:

X= Poset({#——————1-esqueleto del prisma
7:1,2],8:[3,4],9:[5,6],

10:[1,5],11:[1,3],12:[3,5),

13:[2,6],14:[2,4],15:[4,6],

# Cara cuadrada 1
16:[1,4],17:[2,3], #1-cel
18:7,14,16],19:[16,8,11], #2-cel cara adentro
20:[11,7,17],21:[17,14,8], #2-cel cara afuera
22:[18,19,20,21], #3-cel

# Cara cuadrada 2
23:[3,6],24:[4,5], #1-cel
25:(8,15,23],26:[23,9,12], #2-cel cara adentro
27:[12,8,24],28:[24,15,9], #2-cel cara afuera
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29:[25,26,27,28], #3-cel

+# Cara cuadrada 3
30:[5,2],31:[6,1], #1-cel
32:[9,13,30],33:[30,7,10], #2-cel cara adentro
34:[10,9,31],35:[31,13,7], #2-cel cara afuera
36:[32,33,34,35], #3-cel

# Caras triangulares -
37:[13,14,15], #Tapa de arriba
38:[10,11,12], #Tapa de abajo

4 Fxtensién a S3 ;
39:[37,38,18,19,25,26,32,33], #Conifico las caras de adentro
40:[37,38,20,21,27,28,34,35], #Conifico las caras de afuera

)

#Nudo trébol:
K = X.subposet([1,2,3,4,5,6,23,24,16,17,30,31])

Poset ejemplo 3.2.3:

#Poset:

X= Poset( #———FEngordado 1
9:[1,2], #arista del nudo
10:(2,6],11:[3,6],12:[1,3],13:[1,4],14:[4,5],15:[5,2], #1-celdas del borde
16:(3,4],17:[3,4],18:[5,6],19:[5,6],

20:[12,13,16],21:[12,13,17],22:[16,11,18,14],23:[17,11,19,14], #2-celdas exteriores
24:[10,15,18],25:[10,15,19], #2-celdas exteriores

26:[9,10,11,12],27:]9,13,14,15], #2-celdas interiores
98:(26,27,20,22,24],29:26,27,21,23,25], #3-celdas

#———FEngordado 2 -
1009:[1,2], #arista del nudo
1010:[2,7],1011:[999,7],1012:[1,999], #1-celdas del borde
1013:[1,1000],1014:[1000,8],1015:[8,2],
1016:(999,1000],1017:[999,1000],1018:[8,7],1019:[8,7],

41:[1012,1013,1016],42:[1012,1013,1017),43:[1016,1011,1018,1014], #2-celdas exteriores
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44:[1017,1011,1019,1014],45:[1010,1015,1018],46:[1010,1015,1019], #2-celdas exteriores
47:11009,1010,1011,1012],48:[1009,1013,1014,1015], #2-celdas interiores
49:[47,48,41,43,45),52:[47,48,42,44,46], #3-celdas

# Cara cuadrada 1
53:[1,2],54:[2,999],55:[1000,5],56:[1,6], #1-cel
57:[53,54,1012],58:[55,56,1013,19], #2-cel cara adentro
59:[55,1016,54,15],60:[53,56,10], #2-cel cara afuera

1:

[
[
[
61:(57,41,58,59,25,60], #3-cel

Cara cuadrada 2
999,4],63:[3,7],64:[8,6], #1-cel
14,55,1017,62],66:[11,63,1019,64], #2-cel cara adentro
1011,63,16,62],68:[1014,55,18,64], #2-cel cara afuera
65,22,66,67,44,68], #3-cel

BIS

62:
65:
67:
69:

—_— o — o/

Cara cuadrada 3
4,2],71:[8,1], #1-cel
1010,63,17,70],73:[1015,53,71], #2-cel cara adentro
13,53,70],75:[12,63,1018,71], #2-cel cara afuera
72,45,73,74,21,75], #3-cel

BiS

70:
72:
74:
76:

—_— o —

# Caras triangulares -
77:[70,54,62], #Tapa de arriba
78:[71,56,64], #Tapa de abajo

#—————Extensién a S3 -
79:[77,78,59,24,60,67,43,68,74,20,75], #Conifico las caras de adentro
80:[77,78,57,42,58,65,23,66,72,46,73], #Conifico las caras de afuera

)

#Nudo trébol:
K = X.subposet([1,2,9,1009])

Complejo simplicial del ejemplo 3.1.1, falta conificar el borde para obtener una triangulacién de S3:

Conjunto de vértices de L:
{A,B,C,D,E,F,G,H,I,J}
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Conjunto de simplices maximales de L:

{{1,C,H,D},{1,C,J,D},{C,D,H,J},{A B, F,G},{A,B,F,E},{B,A,G,E},{E,H,G, A},
{E,H,D,A},{J,A,D,F} {A,J,F,E},{J,D,E,A},{J,E,H,D},{F,B,E,J},{E,B,C, J},
{E,H,J,C}}

1-simplices del nudo trivial:
{{4, B}, {B,C},{C, D}, {D, E}.{E, F},{F,G},{G, H},{H,I},{I,J},{J, A}}

Las aristas destacadas son {A, B} y {C, D}.

Poset de celdas del ejemplo 3.1.2:

#Poset:

X= Poset({’A”:['AB’) A’ AE’’AF’AD’], 'B:['AB’)BC’,BE’, BF’],'C":BC’,CD’, CH’, CG7],
'D:'CD’,DE’,DH’,DG’’AD’]EDE’,EF’’AE’)BE’’EH’],’F":[EF’,)FG’, AF’, BF’],
'GFG’ )G, CG,) DG, W[ GH ) AR’ CH’ ) DH’, EH),

'AB%:[1,2],BC[ Vi, ¢i’], CD:[6,7], DE:['V2', V4] EF":[3,4] )FG’:[am’, vi'], GH*:[8,9],
AI:[V1,V3], CH’:[6,8,10, ci’], DH’[6,9,10, V1, V4], CG’:[7,8,10, vi"], DG’:[7,9,10, am’],
'AE”[1,3,5,V2), V3], BE"[1,4,5, ci’], AF":[2,3,5,’am’], BF:[2,4,5,'vi’]| ) AD’: [am’, V1, V27,
EH:[ci’, V3, V47,
1:[1234,125),2:[1234,125],3:[1234,'S3’],4:[1234,°S3],5:[125,'VT']6:[6789,6710],7:[6789,6710],8:[6789,’S3],
9:[6789,’S3’],10:[6710,"VI’],’am’:'VI' ’S3’],’vi’:['VI",’S3’],ci’:['VI",’S3’],

V1H[VE,S3), V2 'VE', VT, V3 [VE','S3'], VA 'VE", VI']})

#Nudo trivial:
K = X.subposet(['A’,)B,’C’’D’EVF’ G H’ ) AB’,BC’,’CD’’DE’VEF’’FG’,’GH’AH’])
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