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1. Introduccion

El objetivo de la presente tesis es la exposicion de un resultado que
arroja luz sobre un importante problema de la teoria de ntimeros: el com-
portamiento del rango de las curvas elipticas. Asimismo - como explica-
remos a la brevedad - al estar este problema enmarcado en el area de la
estadistica aritmética o la teoria cuantitativa o enumerativa de niimeros, apro-
vecharemos para exponer brevemente avances en otro problema de esta
indole.

Nuestro principal objeto de interés son las curvas elipticas. Formal-
mente, una curva eliptica sobre un cuerpo K es una curva definida sobre
K, proyectiva, suave, de género 1 y con un punto K-racional distingui-
do. Las curvas elipticas se manifiestan de manera natural en la teoria de
nimeros, codificando la informacién aritmética de problemas tan antiguos
como el problema del niimero congruente. Asimismo, en las curvas elipticas
interactiian facetas algebraicas, geométricas, analiticas y aritméticas, que
pueden combinarse para atacar problemas que, a primera vista, no tienen
tanto que ver con ellas (como es el caso del teorema de Wiles).

Una de sus propiedades mads bdsicas y fundamentales es que sus pun-
tos obedecen una ley abeliana de grupo, y por ende es posible construir
nuevos puntos a partir de otros ya conocidos - aunque en principio no es
claro que estos puntos sean genuinamente nuevos, es decir, que sean inde-
pendientes de los ya obtenidos. De especial interés es el caso de curvas
elipticas sobre los nlimeros racionales y su grupo de puntos racionales.
Una pregunta inmediata, ante la apariciéon de este grupo, es si es finito
o infinito, y, en este segundo caso, otra pregunta natural es si es posible
obtener todos los puntos de la curva en base a un conjunto de puntos parti-
culares (y, més aun, si este conjunto de generadores es finito). La respuesta
a esto ultimo viene dada por el celebrado teorema de Mordell-Weil, y es
afirmativa: el grupo de puntos K-racionales de una curva eliptica es finita-
mente generado. En particular, admite una parte libre, en la cual aparecen
copias de Z, y una parte de torsién. La cantidad de sumandos libres del
grupo de puntos racionales de la curva eliptica se denomina rango. La par-
te de torsién esta completamente entendida sobre Q (resultado el cual fue
probado por Mazur en [Maz77]). En cambio, la parte libre es misteriosa,



y el problema del rango ha sido desde la prueba del teorema de Mordell-
Weil una cuestién de intenso debate e investigacion. Un entendimiento
profundo del rango no sélo nos daria consecuencias importantes a nivel
algoritmico, sino que el rango permite entender cémo se distribuyen las
soluciones asociadas a la curva eliptica.

El problema puede resumirse en la siguiente pregunta:

(Coémo se comporta el rango de las curvas elipticas?
Maés precisamente, podriamos preguntarnos:

» ;Esta el rango de las curvas elipticas uniformemente acotado?

» ;Hay una sucesién de curvas elipticas con rangos creciendo de ma-
nera no acotada?

» ;Para cada natural, hay una curva eliptica que lo tiene por rango?
(Hay infinitas?

s ;Coémo calcular el rango de una curva eliptica?

La opinién de la comunidad matematica sobre esta pregunta esta dividida
hace mucho tiempo. Sobre Q es facil probar que hay familias infinitas de
curvas elipticas con rango 0, 1 y 2. El mayor natural tal que hay infinitas
curvas de ese rango es 19 (ver las tablas de Dujella: [Duj]). Por otro lado, la
curva eliptica con mayor rango conocido tiene rango > 29 (y rango exac-
tamente 29 si asumimos la hipétesis de Riemann generalizada), y se debe
a Elkies y Klagsbrun (ver: [Elk]). En contraste, sobre cuerpos de funciones
IF,(t), los rangos no estan acotados (ver [UIm02]). Si uno espera que los
cuerpos de niimeros se parezcan a estos cuerpos de funciones (lo que se
conoce como la analogia de cuerpos de funciones), esto pareceria sugerir que
los rangos no estan acotados tampoco en el caso de Q y cuerpos de ntime-
ros. No obstante, se han podido producir muy pocas curvas de rango alto,
lo cual, si el rango no estuviera acotado, pareceria implicar que las cur-
vas de rango alto son extrafias o dificiles de encontrar. Desde el lado de la
acotacién uniforme, una reciente heuristica ( [PPVW19]) sugiere que hay
finitas curvas de rango mayor a 22. Comentaremos brevemente heuristicas
al respecto del rango en la seccién 6.

La profunda dificultad del problema del rango ha llevado a la comuni-
dad a evaluar el problema desde distintas 6pticas, para ganar informacion
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sobre el rango sin directamente tratar de construir curvas elipticas especifi-
cas. Por un lado, se sabe que un posible algoritmo para calcular el rango
(el método del descenso) depende de la finitud de un grupo de cohomologia
asociado a la curva eliptica, el grupo de Tate-Shafarevich. La finitud de
este grupo es otro importante problema abierto, el cual por el momento
las herramientas de la teoria de nimeros no pueden atacar. El grupo de
Tate-Shafarevich, al igual que el grupo de puntos médulo duplicacién, en-
cajan en una sucesion exacta en la cual el término del medio es otro grupo
de cohomologia, el grupo de Selmer. Este grupo controla el co-ntcleo de
la isogenia que multiplica por 2, y se puede utilizar para dar una demos-
tracion del teorema de Mordell-Weil (ver [Sil09]). Por ende, controlar este
grupo es de interés para tratar de controlar explicitamente el rango, y hay
mucho trabajo puesto en entender el comportamiento de los grupos de
Selmer en la actualidad.

En otra direccién, una forma de ganar informacién sobre los objetos
aritméticos es entender su comportamiento o distribucién “en promedio”
o estadisticamente. Esto da lugar a los llamados problemas de aritmética
estadistica. Este campo busca entender cémo se distribuyen los objetos de
la teoria de nimeros a nivel asintético - estadistico, donde este fendmeno
se puede manifestar ya sea promediando sobre familias de representantes
de los objetos, o buscando cotas en funcién de invariantes de los objetos.
Simultdneamente, es posible tratar a los objetos determinados, como los
cuerpos de niimeros, como objetos “aleatorios” y tratar de predecir o estu-
diar su estructura probabilistica. Por ejemplo, un problema clasico que se
encuentra sin resolucion actualmente es el problema de Gauss:

Conjetura: 1.1. Existen infinitos cuerpos cuadriticos reales con niimero de clase
igual a 1.

De manera muy elemental, el comportamiento real cuadratico deberia
esperarse distinto al comportamiento imaginario cuadratico: en la férmu-
la del ntimero de clases, las unidades y el regulador juegan un papel muy
distinto, pues salvo finitos casos, las unidades en los cuerpos cuadréticos
imaginarios son ciclicas de orden 2. La imposibilidad de atacar este pro-
blema con métodos directos permite preguntarse: ;qué porcentaje de cuerpos
cuadrdticos reales tienen niimero de clase 1? ;Hay alguna manera de modelar o
predecir la distribucion de este fendmeno? Las heuristicas mas importantes al
respecto hoy en dia son las heuristicas de Cohen-Lenstra ( [CL84]). Ademas
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de predecir comportamientos para el caso cuadrético, estas heuristicas
describen el comportamiento de varias extensiones de cuerpos de ntime-
ros. En su forma més bdsica, predicen que el cardinal del grupo de auto-
morfismos influye fuertemente en la “ciclicidad” de la extensién y en la
cantidad de veces que “aparece naturalmente” un cuerpo de ntimeros. En
particular, deberia ser cierto que “mientras mds grande es el grupo de au-
tomorfismos del objeto, menos comtn seria verlo”.

Hay otros problemas de arimética estadistica o cuantitativa que son
representativos de esta filosofia:

» La conjetura de Malle ( [Mal02,Mal04]): sea G un grupo finito, subgru-
po de S, K un cuerpo de nimeros y n un natural. Sea N(K, G, n, X)
la funcién que cuenta las extensiones de grado n de K con grupo de
Galois de su clausura de Galois isomorfo (como grupo de permu-
taciones) a G y discriminante acotado por X. La conjetura de Ma-
lle predice el comportamiento de N(K, G,n, X). Esta conjetura estd
abierta e implica el problema inverso de Galois. Kliiners encontré un
contraejemplo ( [KI5]) a la heuristica inicial de Malle, la cual ha si-
do desde entonces refinada. Por otro lado, la conjetura de Malle se
puede reintepretar en términos de stacks ( [ESZB23]), y en este con-
texto se vuelve un problema de conteo de puntos de altura acotada
- esto se relaciona con conjeturas de Darda y Yasuda ( [DY24]). Esta

relacion da lugar a lo que se conoce como la conjetura de Batyrev-
Manin-Malle ( [ESZB23]);

» La conjetura de la (-torsion predice el comportamiento de los grupos
de torsion de los cuerpos de ntimeros y da su orden asintético en
funcién del discriminante. Nos abocamos a casos particulares de esta
conjetura en la seccién 7;

» La conjetura de Linnik: sea N(n, X) la funcién que cuenta extensio-
nes de Q de grado n y discriminante acotado por X. La conjetura
de Linnik predice que N(n,X) ~ cX, con ¢ una constante que de-
pende de n (ver [Coh03], [Pie22]). Esto da lugar en general a los
problemas de conteo de cuerpos, en los cuales podemos tratar de ob-
tener cotas generales para todo 1, o bien asintéticas exactas luego
de fijar el n. En el primer caso, trabajos fundamentales son el paper
de Schmidt [Sch95] y el paper de Ellenberg-Venkatesh [EV06]. En
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el segundo caso, se conocen resultados para n = 2 (Gauss), n = 3
(Davenport-Heilbronn) y n = 4,5 (Cohen-Diaz-Olivier, Bhargava)
- ver las referencias contenidas en el survey de Cohen [Coh03]. Se
puede realizar la misma pregunta para K cuerpo global y también
se han obtenido resultados parciales (Yukie, Wright); para més sobre
estos resultados, ver [Coh03];

» Siguiendo con el problema del rango, podemos preguntarnos cémo
se distribuye el rango de las curvas elipticas, cémo se distribuye el
rango del grupo de Selmer, cémo se distribuye la torsién del grupo
de Tate-Shafarevich, entre otros.

El auge de este tipo de conjeturas que avanzan nuestro entendimiento de
estos problemas, sirviendo de guia para investigarlos, vino aparejado por
el desarrollo de nuevos métodos para ser aplicados en este campo. El caso
al que nos abocamos es el del rango de las curvas elipticas, y expondremos
el importante teorema de Bhargava—Shankar ( [BS15a]). En este paper, los
autores demuestran que el rango de las curvas elipticas, cuando son or-
denadas a menos de isomorfismo y por su altura, es menor o igual a 3/2.
En particular, esto da evidencia de que el rango podria estar acotado uni-
formemente. El método es una combinacién de técnicas de geometria de
numeros, y teoria de invariantes y grupos algebraicos. En primer lugar,
usando resultados de Birch, Swinnerton-Dyer, Cremona y Fisher, los auto-
res re-interpretan el problema de conteo para el grupo de Selmer asociado
a la isogenia que multiplica por 2 como un problema de conteo de formas
cudrticas con varias propiedades. A su vez, este problema se reduce via
la aplicacion de técnicas de integracién, parametrizaciones y diversas cri-
bas a contar la cantidad de 6rbitas de formas cudrticas enteras irreducibles
de discriminante acotado. Como una forma cudrtica estd determinada por
sus coeficientes, esto es un problema de conteo de puntos enteros en una
“caja” - aunque en realidad no estamos tratando con un conjunto compac-
to, sino con un conjunto que posee partes no acotadas que se van a infinito.
Por ende, las técnicas usuales de geometria que dan un estimativo para la
cantidad de puntos enteros (en general en funcién del volumen del com-
pacto) no funcionan. Para salvar esto, los autores utilizan una “técnica de
promediado”, en la cual, al mover el conjunto a lo largo de un compacto
de matrices, las partes largas que van a infinito se hacen “mds anchas” y
se “truncan”, permitiendo aplicar las técnicas usuales.
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La importancia del paper de Bhargava y Shankar no solo reviste en el
importante resultado, que se conocia s6lo para algunos casos y de manera
condicional en conjeturas fuertes como la conjetura de Birch y Swinnerton-
Dyer, y la hip6tesis de Riemann (ver [Bru92], [HB04]), sino que la potencia
de las técnicas que desarrollan en el proceso, asi como lo innovativo de
las mismas, han permitido atacar més problemas de esta indole. En par-
ticular, logran revitalizar las estrategias que utilizan teoria de invariantes
al soslayar varias de las trabas existentes a llevarlas a cabo. Salvadas es-
tas obstrucciones, dan una estrategia general para este tipo de problema
de conteo (siguiendo ideas que también fueron usadas por Bhargava en
su tesis de doctorado, ver [BhaO4a] y sus tres partes siguientes). La es-
trategia se puede definir brevemente como la idea de transformar proble-
mas aritméticos en problemas de conteo de objetos asociados a la teoria
de invariantes, y atacar estos con diversas técnicas. En general, uno tiene
una familia de estructuras aritméticas y la accién de un grupo algebraico
permite parametrizarlas. Debe ocurrir que las 6rbitas de la accién estén
capturando el fendmeno que se quiere estudiar, y que la accién tenga pro-
piedades buenas (como ser corregular o “aritmética”). Si esto se cumple,
el problema es ahora un problema de estimar 6rbitas, que en general se
realiza con geometria de nimeros. Hay otras formas de realizar esta parte
del procedimiento: con métodos geométricos como cribas o el método de
Bombieri-Pila (ver seccién 5 y seccién 7); con métodos proviniendo de la
teoria de representaciones (ver [Thol3], [RT20]); en el caso de cuerpos de
nuimeros en general, con una combinacién de estos métodos, al aparecer
espacios pre-homogéneos (ver [BG12]).

La organizacion de la tesis sigue el paper de Bhargava-Shankar, aun-
que con cambios de orden en la presentacién de los temas, con excepcion
de las secciones 2 y 7, que no aparecen en dicho trabajo. Por otro lado, va-
rias secciones han sido ampliadas con conocimiento necesario para leer-
las tal y como aparecen en el paper. Asumimos conocimientos bésicos de
curvas elipticas, como pueden encontrarse en el capitulo 3 del libro de Sil-
verman [Sil09]. En la seccién 2 se presentan los rudimentos de la teoria
cohomolégica de una curva eliptica en grado 0 y 1, en aras de definir el
grupo de Selmer. En la seccion 3 se desarrolla la teoria de invariantes ne-
cesaria para atacar el problema, manteniendo el espiritu clasico de la mis-
ma. También se expone su relacién con el grupo de Selmer. En la seccién
4 se realiza el conteo de formas cudrticas bajo la accién del grupo general
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lineal y se prueba un teorema de cambio de variable que permite calcu-
lar densidades locales y globales. En la seccién 5 se expone el teorema de
conteo uniforme. Esta es una de las etapas mas delicadas del paper y una
de las innovaciones mds importantes, y se realiza mediante un argumento
de criba llamado “embedding sieve”. En la seccién 6 se finaliza la prue-
ba, usando la maquinaria desarrollada previamente. Es importante usar
que el ntiimero de clase del grupo general lineal es 1. Aprovechamos esta
propiedad para dar una introduccién a los grupos algebraicos y la apro-
ximacion fuerte. En esta seccion, también mencionamos brevemente con-
jeturas y heuristicas sobre el rango de las curvas elipticas. En la seccién
7 exponemos algunos resultados parciales en otro problema de aritmética
estadistica. Con esto, la filosofia de parametrizacién y conteo se hace visi-
ble nuevamente, mostrando que las técnicas, por més avanzadas y fuertes,
todavia estan en su infancia, y queda mucho por hacer.

No hay pretensiones de originalidad en cuanto al contenido matemati-
co de esta tesis; si la hay en la autoria y en la organizacién del contenido,
asi como en algunas variaciones infimas de ciertas demostraciones (aun-
que cabe notar que el argumento utilizando la férmula ambigua del ntime-
ro de clases no aparece en el paper [BST"20], pero el uso de alguna forma
de teoria de género es implicado por el lenguaje de los autores).

13
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2. Grupos de Selmer de curvas elipticas

2.1. Cohomologia de Galois

Comencemos describiendo brevemente la cohomologia de Galois en
grados 0 y 1 de una curva eliptica, siguiendo el libro de Silverman [Sil09].
Sea G un grupo finito. Un G-médulo es un grupo abeliano M equipado
con una accién a derecha de G que conmuta con la suma. Si M, N son G-
modulos, un morfismo de G-médulos es un morfismo de grupos M — N,
que es G-equivariante. La cohomologia de grupos nos da invariantes para
entender nuestros espacios.

Definicién: 2.1. El 0-ésimo grupo de cohomologia de G sobre M es
HY(G,M) = {me M:m8 =mVg € G}.

Observar que el funtor H(G, —) no es exacto a derecha. La obstruccién a
la exactitud es el primer grupo de cohomologfa:

Definiciéon: 2.2. Los 1-cociclos para G sobre M son las funciones
ZHG,M) = {Z: G = Mg = &g+ En}-
Los 1-cobordes para G sobre M son las funciones
BY(G,M) = {¢: G — M| existe m € M tal que Gg = m& —m}.
El primer grupo de cohomologia de G sobre M es

ZY(G,M)

HYG,M) = =L,
( ) B(G, M)
Tenemos la familiar sucesion exacta larga en cohomologia:

Teorema: 2.3. Sea
O—-—M—-N-—=-P—0

una sucesion exacta corta de G-médulos. Luego, hay una sucesion exacta larga

0 — Ho(G, M) — Hy(G,N) — Hy(G,P) —
— H1(G,M) — H1(G,N) — Hy(G, P).

14



2.2 Grupos de Selmer 15

El mapa d : Hy(G,P) — H'(G, M) se llama morfismo de conexién.
Podemos definirlo explicitamente de la siguiente manera: sean ¢ : N — P
y¥: M — N,seam € H'(G,P). Como N — P es suryectiva, hay un n €
N tal que ¢(n) = m. Notar que ¢p(né —n) = ¢p(n)8 —¢p(n) = mé —m =0
para todo g, con lo cual n8 — g € Ker(¢). Por exactitud de la sucesién de
arriba, n€ — n estd en la imagen de P en M. Como ¢ es una inyeccion, es
una biyeccion a su imagen y podemos definir

§'(m) = ¢, Gg =~ (n® —n).

Observar que, llamando p = ¥, p es equivariante, pues ¥ (o(m)8) =
(pp(m))8 = ms3, tal que tomando p se sigue lo dicho. En particular,

Con = p(n8" —m) = p(n$)" — p(n) = p(n — n)" + (p(n" —n)) = &g + &,

asi que esto en efecto es un cociclo. Definimos é(m) como la clase en coho-
mologia de &' (m).

Para extender esta definicién al caso Galois infinito, involucramos con-
sideraciones topoldgicas. Sea K un cuerpo perfecto y G := Gal(K/K). Al
ser un grupo profinito, tiene una topologia inducida. Un G-médulo sera
un grupo abeliano M con topologia discreta, sobre el cual G acttia con-
tinuamente con las topologias definidas. Definimos HY(G, M) anéloga-
mente, mientras que H!(G, M) seran las imadgenes de cociclos continuos,
modulo cobordes. En este caso, también recuperamos la sucesiéon exacta
larga en cohomologia.

2.2. Grupos de Selmer

Sea K un cuerpo de nimeros y sea E una curva eliptica sobre K. Sea ¢
una isogenia no nula de E en E’. Hay una sucesion exacta corta

0—>E[¢]—>E£>E’—>O,

donde denotamos E[¢] a Ker ¢. En general, si M es un grupo abeliano y ¢
un morfismo que sale de M, notamos M|[¢] a Ker ¢. Tomando cohomologia
de Galois, obtenemos la sucesion exacta larga en cohomologia:

0 — E(K)[¢] — E(K) = E'(K) —
— HY(Gy, E[¢]) — HY(Gk,E) — HY(Gx, E'),

15



2.2 Grupos de Selmer 16

donde identificamos los H con los puntos K-racionales y Gk es el grupo
de Galois absoluto de K, es decir, Gal(K/K). El morfismo

E'(K) — H'(Gx, E[¢])

es el morfismo de conexién.
Haremos uso de un resultado homolégico elemental.

Proposicion: 2.4. Sea

0-A-BLcSiDpSELF

sucesion exacta en la categoria de grupos abelianos. Luego,

05 - 5D Kerls0

Im f
es sucesion exacta corta, donde los mapas son los inducidos.

De especial interés es tomar E' = E y ¢ = [m], el mapa multiplicar por
m. La sucesion exacta larga pasa a una sucesion exacta corta:

E(K)

0= WE®)

— HY(Gk, E[m]) — HY(Gk, E)[m] — 0,

donde H'(Gg, E)[m] es el kernel de la restriccion de [m] a la cohomologia.
Una forma de estimar E(K)/mE(K) viene dada por estimar H'(Gg, E[m]).
Para aproximar la imagen de E(K)/m(E(K)) en H'(Gg, E[m]) utilizare-
mos consideraciones locales.

Sea M el conjunto de lugares de K. Para cada v € M, fijemos una exten-
si6n v a K y por ende un embedding K — K,, donde K es la completacién
de K bajo v. El embedding nos dota de un morfismo restriccién de grupos
de Galois Gx, — Gk y de un mapa restriccién del grupo de descomposi-
cién G, — Gk, ( [Ser79], 1.7). Las restricciones pasan a la cohomologia y
tenemos un diagrama:

0 — E'(K)/¢(E(K)) — H'(Gk, E[¢]) — H'(Gk, E)[¢] — 0

| l |

0 — E'(Ko)/¢(E(Ky)) — H'(Gk,, E[¢]) — H'(Gx,, E)l¢] — 0

16



2.2 Grupos de Selmer 17

Especializando al caso ¢ = [m],

0 — E(K)/mE(K) — HY(Gg,E[m]) — H'(Gk,E(K))[m] — 0

| l |

0 — E(K,)/mE(K,) — HY(Gk,, E[m]) — H(Gk,, E(K))[m] — 0

Observar que esto vale para cada lugar v. Si notamos E[m] tanto a E(K) [m]
como a E(Ky)|[m], mientras que E, := E(Kj), tomando limite en v se tiene:

0 — E(K)/mE(K) —— HY(Gg, E[m]) —— H'(Gg,E(K))[m] — 0

l | |

0 » I1 E(K,)/mE(Ky) - T HY(Gg,, E[m]) -~ T1 H'(Gk,, Es)[m] - O
veM veM veEM

Haremos las siguientes definiciones:

» Elm-grupo de Selmer Sel™(E/K) de E es el kernel del mapa induci-
do
H' (G, E(K)[m]) — [T H'(Gx,, E(Ko));
veM

» El grupo de Tate-Shafarevich de E es III(E/K), el kernel del mapa
inducido _ o
H'(Gk, E(K)) = [ ] H'(Gk,, E(Ky)).
veEM

Con estas definiciones, tenemos la sucesién exacta corta:

E(K)
I"(E/K HI(E/K . 1
O—>mE(K)—>Se (E/K) — OI(E/K)[m] — 0 (1)
Ya en este paso podemos ver que el grupo de Selmer controla el rango
de la curva eliptica, en conjunto con el grupo de Shafarevich. En particu-
lar, controla a E(K) /mE(K). La demostracion del teorema de Mordell-Weil
(ver [Sil09], VIII, o bien [JHS15], capitulo 3, para una versién sobre Q), nos

17



2.3 Cubrimientos localmente solubles y el grupo de Weil-Chatelet 18

dice que los generadores de la parte libre de E se hallan levantando gene-
radores en ese grupo cociente, sumando posiblemente finitos puntos. Por
ende, el tamafio de E(K)/mE(K) esta controlado por el del grupo de Sel-
met, y el defecto en esta inyeccién es el I11. Sin embargo, este tiltimo grupo
es muy dificil de entender, por lo cual el posible algoritmo para calcular
el grupo de puntos racionales de E (ver [Sil09], capitulo X) no funciona
siempre (es mds, no es ni siquiera claro que termine en tiempo finito).

El grupo de Selmer Sel?(E/Q) es un 2-grupo elemental abeliano. Como
tal, estd bien definida su dimensién sobre IFy, que denotamos ;. Notamos,
en general, 7, a la dimensién de un p-grupo sobre [F;,. Sea (G) el rango
del grupo G. Por la sucesion exacta corta (1), se tiene que

r2(Sel*(E)) = ro(E(K) /2E(K)) + ro(II(E/K)[2]).

Por el teorema de Mordell-Weil y el teorema de estructura para grupos
abelianos, E(K) se escribe como una suma de grupos abelianos, los cuales
en la parte de torsién se ven de la forma Z/p'Z. En aquellos factores en
que p sea impar, multiplicar por 2 es una suryeccién, pues no hay elemen-
tos de orden 2. Por ende,

ra(Sel*(E)) = r(E(Q)) + r2(E(Q)[2]) + r2(II(E)[2)).
Ahora bien,
#Sel2(E) = 272(SP(E)) > 2p, (Sel2(E)),
asi que tenemos que

2
f(EQ) + 2(EQ)2) + ra(mi(B)2) < B E),

En particular, el tamafio promedio de cada uno de los sumandos esté aco-
tado por el tamafio promedio del grupo de 2-Selmer, sobre 2. Probaremos
que el tamafio es 3, asi que obtenemos la cota de 3/2 para el promedio
del rango de las curvas elipticas. Por otra parte, obtenemos también que el
tamafio promedio de la 2-torsién del grupo de Tate-Shafarevich es < 3/2.

2.3. Cubrimientos localmente solubles y el grupo de Weil-
Chatelet

En esta secciéon comentamos la interpretaciéon de la cohomologia en
grado 1 de una curva eliptica como espacios geométricos asociados a la

18



2.3 Cubrimientos localmente solubles y el grupo de Weil-Chatelet 19

curva. La principal referencia es la seccién X.3 de [Sil09]. Sea E/Q una
curva eliptica sobre Q. Un espacio homogéneo para E es una curva C/Q,
definida sobre Q, sobre la cual E actta algebraica y transitivamente. Como
tal, existe un mapa algebraico racional y : C x E — C que cumple que, si
O es el neutro de E(Q) y si llamamos u((c, P)) = ¢+ P:

s c+0 =g
= (c+P)+Q=c+(P+Q)

» Para todo ¢ € C, para todo | € C, existe un tnico P € E tal que
c+P=d.

Decimos que dos espacios homogéneos son equivalentes y notamos C ~
C’ si existe un isomorfismo de curvas C — C’ que estd definido sobre Q
y es equivariante para la acciéon de E. Como E acttia por traslaciones so-
bre si mismo, es un espacio homogéneo. Llamamos a [E]|.. la clase trivial.
Observar que si C estd en la clase trivial, tiene un punto racional, puesto
que E lo tiene. Y, dada cualquier curva C que es un espacio homgéneo de
E con un punto racional, C ~ E. Denotemos

WC(E/Q) := {C : C es un espacio homogéneo para E}/ ~ .
Lo llamamos grupo de Weil-Chatelet. Tenemos el siguiente:

Teorema: 2.5 ( [Sil09], X.3, Teorema 3.6). Hay una biyeccién natural
WC(E/Q) +— H'(Gq,E),

donde la clase de la curva C es enviada a la clase del cociclo [§, — ¢” — c| para
una eleccion de c € C.

Observar que, entonces, por cémo definimos el grupo III(E), el grupo
de Weil-Chatelet WC(E/Q) contiene a todos los espacios homogéneos lo-
calmente solubles de E. Es decir, podemos ver a los elementos del grupo
de Tate-Shafarevich como espacios sobre los que E actdia, y que tienen
un punto en cada completacién.

Hay una nocién muy relacionada que es la de cubrimiento de E. Sea

n > 1. Un n-cubrimiento de E es un par (C, 7r), con C una curva proyectiva
suavey 7t : C — E un mapa definido sobre Q, tal que 7t se factoriza por la
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2.3 Cubrimientos localmente solubles y el grupo de Weil-Chatelet 20

multiplicacién por n: hay mapas ¢ : C — E, ¢ : C — E, que verifican que

el triangulo
£k
o] V
C

conmuta, ¢ es un isomorfismo sobre C y ¢ estd definida sobre Q. Dos
n-cubrimientos son equivalentes si son isomorfos sobre Q via un isomor-
fismo que conmuta con los mapas C — E. Observar que un n-cubrimiento
es un espacio homogéneo para E. Lo que probaremos en la tiltima subsec-
cién de la seccion 3 es que los elementos de Selmer estdn parametrizados
por cubrimientos con n = 2 y localmente solubles.
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3. Formas cuarticas binarias

En esta secciéon describimos lo necesario de la teoria de formas cuarti-
cas binarias para llevar a cabo el argumento de Bhargava—-Shankar. Nos
concentramos en ser concretos y en mantener el espiritu con el que la teoria
de invariantes se desarrolld, para mostrar que el 4rea de esta tesis es ac-
tual, pero con raices que provienen desde hace més de un siglo. Seguimos
el libro de Hilbert, [Hil06], y por lo tanto las formas cudrticas las tomare-
mos con coeficientes involucrando niimeros combinatorios. Sin embargo,
en futuras secciones dejaremos esta convencién. Dado que estamos sobre
Q, confiamos en que el lector podra adecuar las constantes que aparecen
al pasar de un caso al otro.

Sea K un cuerpo de caracteristica 0. Una forma cudrtica binaria es un
polinomio homogéneo de grado 4 perteneciente a K[X,Y]. De ahora en
mads, hablaremos de formas cudrticas para referirnos a las formas cuarticas
binarias. Sea G un subgrupo de matrices de GL,(K). Hay una accién de G
sobre V, el conjunto de formas cudrticas, dada por:

v-fxy) = f((xy) 7).

Nos van a interesar los casos G = SL,(K) y G = GLy(K), principalmente.
Podemos escribir una forma cudrtica general como

4 714 .
f — Z (,)aiX‘LZYl.
i=0 \!
Llamamos a los a; los coeficientes de la forma. Tenemos la siguiente defi-
nicion:
Definicién: 3.1. Sea f una forma cudrtica. Un invariante para f es un

polinomio no nulo I en los coeficientes de f, homogéneo, tal que para todo
AS GLz(K) ,

I(y - f) = (det v)*1(f)

Llamamos a k el peso de I.

Es decir, si tomamos una forma f y una matriz v, notando ag, 1<i<4
a los coeficientes de la nueva forma 7 - f, vale que:

I(”&r ‘1/2/ aé’ aﬁl) = (det r)/)kl(all az,as, 04).

21



22

Llamaremos invariante, sin especificar la forma f, a los invariantes para
todo el espacio de formas cudrticas.
Tenemos también nociones mds laxas de invarianza:

Definicién: 3.2. Un covariante para f es un polinomio no nulo y ho-
mogéneo T en los 4 coeficientes de f y en x e y, tal que

k
T(y- f) = (det v)"T(f),
donde estamos aplicando la transformacién -y tanto a los 2; como a x e y.

Es decir, si tomamos una forma f y una matriz <, y llamamos como an-
tes ag, 1 <i < 4 alos coeficientes de la forma transformada 7y - f, mientras
que llamamos x’, /' a los coeficientes del vector que resulta de aplicar y a
(x,v), es decir, de hacer

(X,y) Y

tenemos que

T(a’l,a’z, ag,afl, x’,y’) = (det 'y)kT(al,az, as, g, X, V).

Nos interesa clasificar los invariantes segtin su grado y segtn su orden.
Sean I, u € K no nulos. Luego la matriz  diagonal con entradas (I, u) es
inversible con determinante [u. Si I es un invariante de grado d y orden
k, podemos escribir [ = Y5, _g co XX X, conp = (o1, ,p4) y
ol = |p1l + |p2| + |p3| + |pa|. Observar que por un lado:

4 . .
I(y- f) = Laol*, a1 PPu, axl?u?, a3l agu*) = ) cpnaf"l@_l)"iuwi,
lol=d =0
lo cual es igual a
4 4 4 s o
) Cpnalf,’inlpi(4—l) [Tur = I(ag, - ) 1Ei=0Pil4=1) y Ximo pil
ol=d i=0 =0 i=0

Por otro lado, )
I(y-f) = (lu)"I(ao,- - -, aq).
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3.1 Eloperador D 23

En particular, se sigue que

4
Y pi(4—i)=k (2)
i=0
4
Y pii =k. (3)
i=0

Sumando las ecuaciones, se observa que
4
Y 4p; =2k
i=0
Como Y ,40; = 4Y "}, 0, llegamos a la ecuacién fundamental:

4d = 2k.

En particular, 2d = k.

Puede verse en ( [Hil06], lecture VII) que vale la siguiente reciproca parcial.
En el teorema que sigue, decimos que un polinomio es isobdrico si todos
sus términos tienen el mismo peso.

Teorema: 3.3. Sea P un polinomio homogéneo e isobdrico, que es funcioén de los
5 coeficientes de f. Si P satisface la ecuacion 4d — 2k = 0, donde d = deg P y k
es su peso, luego P es un invariante para f bajo matrices diagonales.

3.1. El operador D

Consideremos ahora la matriz

= (1)

Decimos que una tal matriz es de tipo 2.
Debido a que <y tiene determinante 1, debe valer que un invariante cumple

23



3.1 Eloperador D 24

/—\

I(f). Aplicando -y tenemos:

4
v - f:Z(iL)al (X +uy) 'y’ =

— (0) ao(X* 4+ 4uX3Y + 61> X2Y? + 4uPXY? + utyh) +

4
+ ( > a1 (X3 4+ 3X%uY 4+ 3Xu?Y? + Y)Y+

4 4
ay (X2 4+ 2uXY + u*Y?)Y? + (3) a3 (X +uY)Y? + (4) a Y*

4 4 4
x4 4 X3y
O)ao + ((O) uag + (1>a1) +
4 ’ 4 4 212
(0)6u ag + (1>3ua1 + (2)a2> XY+
4 4 4 4
413 2 2 XY3
( A 4\ , 4 4\

Podemos reescribir esto en forma candnica como:

’)"f:

4 4 4
= (0) apX* + (1> (uag + a1)X3Y + (2) (u?ag + 2uay + ax) X2Y?+

92}
=

4
+ (3) (uPag + 3u’ay + 3uay + az) XY3+

4
+ (4) (utag + 4uPaq + 6uar + 4uaz + ag) Y™, (4)

Por otro lado, sea a/ el coeficiente nuevo de f luego de actuar con 7. Te-
nemos la igualdad, uniforme en u, I((a;)) = I((a})). Derivando respecto
u:

da; oI((a}))

Z du oa’

i

Como se ve de la expresion (4),
d_ag
du

— i
=ia; 4.
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3.2 Numero de invariantes 25

En particular, si D es el operador diferencial

4
Z . oF (x
i=1 1

obtenemos la siguiente identidad:

D(1(a")) = 0.

Esta ecuacién es una caracterizaciéon parcial de la invarianza para for-
mas con propiedades bésicas. Enunciamos a continuacién un tal resultado
reciproco, que puede verse en ( [Hil06], lecture VIII).

Teorema: 3.4. Sea P un polinomio, que es funcion de los coeficientes de la forma
f y satisface la ecuacion D(P') = 0. Luego, P es un invariante para f bajo
sustituciones de tipo 2 (ver inicio de la subseccion).

3.2. Numero de invariantes

Buscamos los invariantes de grado d y peso k para la familia de todas
las formas cudrticas. Es evidente que la suma de invariantes de grado d y
peso k tiene grado d y peso k, y lo mismo para productos por escalares, con
lo cual los invariantes son un espacio vectorial, y por ende nos interesan
los invariantes a menos de dependencia lineal. Sea w(d, k) la dimensién
del espacio de invariantes. Recordando la identidad fundamental 2d = k,
deducimos que k es par. Para el computo de w(d, k) tenemos el siguiente
teorema:

Teorema: 3.5 ( [Hil06], Lecture XVI). Sea
1
(1=y)(1 —xy)(1—x%y)(1 - 2%y)(1 - xty)’

Luego, F puede escribirse en potencias de x e y, y el coeficiente de la potencia x*y*
es w(d, k).

F(x,y) =

Demostracion. Observar que a nivel formal

ﬁixﬁy’ f[

j=0i=0 j=0 1- x]y

F(x,y).
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3.2 Numero de invariantes 26

Es decir, que el término de x?y* se obtiene via un producto yPoxP1y1x202yf2 . . ..

En particular,
iyt = xEioieiyThopr,

Es decir, estamos contando todas las formas de elegir grados de los mono-
mios para que sumen 4, el grado del invariante, y para que, pesados por
i, den el orden (recordar la identidad (3)). Esto dice que el término de xkyd
es w(d, k). O

Un breve célculo usando esto (ver [Hil06], Lecture XVI), muestra que:
Corolario: 3.6. w(d, k) es el coeficiente de x* en la expresion en potencias de x
de ,

_ H?:l(l — M)
H?:z(l — x')

Con esto, estamos en posicion de probar el siguiente corolario.

G(x)

Corolario: 3.7. Las formas cudrticas binarias admiten dos invariantes lineal-
mente independientes que generan el espacio de invariantes para GLp(K). Los
llamamos 1y J; I tiene grado 2 y peso 4, ] tiene grado 3 y peso 6.

Demostracién. Tenemos que por la identidad fundamental 2k = d, se tiene
que w(d, k) = w(d,2d). Por otro lado, desarrollando la expresién de g y
quedandose con los términos que producen un x>¢, obtenemos que w(d, k)
es el coeficiente de x* en

1 — xd+1 _ d+2 _ pd+3 _ ,d+4
(1—x2)(1—x3)(1—x%) 7

es decir, la resta de los coeficientes de x2? en

1
(1—x2)(1—x3)(1 — x%)

y en |
xd—l—l 213:0 X
(1—22)(1—x3)(1 —x%)
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3.2 Numero de invariantes 27

En la segunda suma, notar que calcular el coeficiente de x?? es lo mismo
que calcular el término de x? del polinomio dividido x?. Luego, podemos
cambiar el segundo polinomio por

xjfjll - x(1—x*) _
(1-2)1—-2%)(1—-x%)) (1-x)(1-22)1—-2%)(1—x%)
X

(1—x)(1—x2)(1—x3)’

y buscar el coeficiente de x?. Por otro lado, el coeficiente de x? en el poli-
nomio es el mismo que el de x> al reemplazar todas las x por x2, con lo
cual podemos cambiar este tltimo polinomio por

x2

(1—x2)(1—x*)(1 — x0)

y buscar su coeficiente de x?. En resumen, tenemos que hallar el coefi-
ciente de x*% en la resta

1 x2
(1—-22)1—=x3)(1—x%) (1—22)(1—x%)(1—x0)
1- (3 4+1) —?

(1—22)(1 —x%)(1 — )

Primero estudiemos la expresion:

X3

(1—x2)(1—x*)(1—x6)"

Observar que:

3 0

X 3 R TR
=X E X x* E x% =
(1 —22)(1T—x*)(1—x°) i—0

j=0  1=0
(o] . (o] . (o]
-y (2i+1 y LA+ y L6+
i=0 j=0 1=0

Los términos de esta suma son de la forma x°, con

5= (2i+1)(4j+1)(6k+1) =2(i+2j+3k+1)+1,
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3.2 Numero de invariantes 28

asi que todos los términos tienen grado impar. Por ende, s6lo nos importa

1 42 1 SV AR
(1—22)(1— B (1 —x8) (1) (1 - x6) ZE)X4 ];Ox@-

Es decir, hay tantos invariantes como soluciones a la ecuacién 4n 4 6m =
2d, o bien, 2n + 3m = d, en INg. Si d = 2, hay un sélo invariante, digamos
I. Sid = 3, hay también un invariante, digamos J. Luego, I"]"" es un in-
variante de grado 2n + 3m, con lo cual hay una biyeccién entre soluciones
de la ecuacién previa y monomios en I].

Resta ver que los monomios de esta forma son linealmente indepen-
dientes. Para eso, vamos a construir explicitamente [ y J.Sid = 2, k = 4.
Escribamos [ =}, -2 ¢p H?:o af ‘. Como p tiene moédulo |p| = 2, las partes
homogéneas de I deben ser de la forma ba? o bien ba;a;, donde b es una
constante. Sean Iy = ba;aj, I, = ca?. Luego, el operador D verifica que:

D(Il) = b(iai_laj —I—ja]-_la,-),
y

D(I,) = 2ca,_1ay.

Tomandob =1,c=1,i=0,j =4yv =2, vemos que [; :a0a4,12:a%

verifican que:

D(Il) = 46!30(), (5)
D(Iz) = 4611612. (6)

Por otro lado, si I3 = ajas,
D(I3) = apas + 3aza;.
Juntando todo,
D(I + I + I3) = 4azag + 4ayay + agas + 3a4a;.

Es facil ver ahora que I = I; + 31, — 413 cumple que D(I) = 0. Es decir, es
un invariante parad =2y k = 4.
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Sid = 3, entonces k = 6. Un argumento similar muestra que

ap a1 a2
J = aparay — aoag — a%a4 + 2a1aa3 — ag =det |(ay ar aj
az 4az 44

es un invariante de grado 3 y peso k.

Puede verse ahora, tomando una forma sin coeficientes X3Y y X2y?,
que I" y J™ son linealmente independientes, con lo cual los polinomios
invariantes estan generados por I" J". O

Al invariante | lo llamamos catalecticante.

3.3. Parametrizando el grupo de Selmer

El Grupo de Selmer controla el rango de la curva eliptica. Para poder
atacarlo usando las técnicas de geometria de ntimeros, necesitamos algtn
tipo de parametrizacion que lo relacione con objetos de la teorfa de in-
variantes. En este caso, el papel lo juegan las formas cudrticas, como se
desarrolla en [CF09]. En general, como mencionamos en secciones ante-
riores, hay varias formas de interpretar la parametrizacion. El grupo de
Selmer se puede interpretar como la familia de clases de equivalencia de
cubrimientos localmente solubles de E. Los cubrimientos inducen diviso-
res racionals de grado 2, que a su vez inducen cubrimientos que caen en
P! (ver [Har08], capitulo 4, seccién 3). De estos cubrimientos se recuperan
las formas cudrticas, a menos de equivalencia. En lo que sigue, damos una
exposicién mas computacional de la parametrizacién del grupo de Selmer,
debida a Cremona y Fisher (y que se complmenta con resultados de Birch
y Swinnerton-Dyer).

Sea K un cuerpo de caracteristica 0 (en general, cualquier cuerpo de
caracteristica 0 o positiva > 5 sirve). Sea f una forma cudrtica sobre K, con
coeficientes

F(X,Y) =aX* +bX3Y + cX?Y? + dXY3 4 eY?,

(sin usar nimeros combinatorios). Como se desarrolla en la seccién ante-
rior, podemos definir los invariantes asociados I, |, y podemos definir el
discriminante A:

I3 —4J?

I = 12ae — 3bd + ¢, | = 72ace + 9bcd — 27ad? — 27eb® — 23, A = o
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El sistema completo de invariantes y covariantes de una forma cudrtica
f es conocido (ver [Hil06], lecture XXII; algunas normalizaciones difieren
por constantes). En particular, estd conformado por - ademads de la pro-
pia f - dos invariantes y dos covariantes. Los invariantes ya los hemos
calculado. A continuacién definimos los covariantes, el hessiano H y el
covariante séxtico g:

H(X,Y) = (3b* — 8ac) X*
+ 4(bc — 6ad)X3Y +2(2c* — 24ae — 3bd) X?Y?
+ 4(cd — 6be) XY? + (3d* — 8ce)Y?,

96(X,Y) = (b° + 8a%d — 4abc)X® + 2(16a%e + 2abd — 4ac* + b*c) X°Y +
+ 5(8abe + b*d — 4acd) X*Y? + 20(b%e — ad®) X3Y?
— 5(8ade + bd* — 4bce) X?Y* — 2(16ae* + 2bde — 4c®e + cd?) XY°
— (d° + 8be? — 4cde)Y®.

Precisaremos también los llamados semi-invariantes de f, que se definen
de la siguiente forma:

p = 3b* —ac,
r = b + 8a%d — 4abc,
q= %(p2 —164°1).

Asociamos a f la ctibica F(X) = X3 —3I(f)X + J(f), que llamamos ctibica
resolvente. Consideremos el algebra L que viene dada por el cociente

Klg] = K[X]/(F).

Notar que L estd caracterizada por el tipo de descomposicién de f en fac-
tores irreducibles. Esta descomposiciéon puede ser de tres tipos:

f~ (1) si f es irreducible,
f ~(12)  siadmite un factor lineal y uno cuadratico,
f ~ (111) si f se parte completamente en K.
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Con esta notacion, la forma de L es como sigue:
K(¢) f~ (),
K x K f~(12), [K:K]=2,
KxKxK f~ (111).

Fijando un orden de los embeddings L — K, obtenemos un orden de las
raices de F y un valor para ¢. Asimismo, obtenemos una funcién norma
N,k para el algebra L, tal que la norma de « es el determinante de la
multiplicacién por «, L,. Extendemos esta norma por linealidad a un mapa
L[X,Y] — K[X, Y]. Notamos

Definamos ahora G(X,Y) como
1
G(X,Y) = §(4gof(X,Y) + H(X,Y)).

El invariante que definiremos estard dado a menos de cuadrados de uni-
dades. Para hacer esto, es importante entender cémo se comporta la norma
de G, para la buena definicién. La clave para este cdlculo es la existencia
de sizigias entre los invariantes, covariantes y semi-invariantes, las cuales
son relaciones de dependencia polinomial entre ellos. Tenemos el siguien-
te teorema:

Teorema: 3.8 ( [Hil06], lecture XXII). Se tienen las siquientes sizigias:

7r* = p> — 481a%p — 64]a°, (7)
2792 = H® — 481f*H — 64] f°. (8)

Observar que usando esto obtenemos que

2= H3—48If227H—64]f3 _ (g)3_3_ (;})2 (%) B (%l)‘q’]f;

La ecuaci6n g2 = 0 es equivalente a la ecuacién

3 4\? AN
w3 (3) n-(5) 1-o
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donde A = % Sean Ay, Ay, A3 las raices de esta ecuacion. Observar que por
la definicién de F,

(5=~ ) 7= =o' 1 (3) ()
(50> () () (-0

Esto dice que, si ¢1 := @, ¢2, ¢3 son los conjugados de ¢, las raices A; que
definimos antes coinciden con estos conjugados. En particular, podemos
suponer que
4
Ai=—Z9;
1 3 ¢l

Ahora bien, del hecho de que g2 es equivalente a la ecuacién en A, se sigue
que

g6 = (A= A1) (A — A2)(A — A3) = (H = 3A1f) (H — 3A2f ) (H — 3A5f).
Reemplazando el valor de A;, arribamos a

g2 = (H+3-§(plf> (H+3-§¢2f> (H+3-§¢3f).

Por otro lado, observar que

3

Nu(G) = TT5 (4 + H) = go(H +491)(H + 492 (H + 495

Concluimos que
NL/K(G) = 27g%.

En particular, salvo quiza 6 excepciones correspondientes a las raices de g¢
en P! (recordar que g es séxtico), G toma valores en L*. Dadas nuestras
suposiciones sobre K, podemos entonces elegir siempre un v € K x K tal
que G(v) € L*.

La siguiente proposicién permite definir el invariante que usaremos

para caracterizar la equivalencia de formas. La demostracion es un célculo
formal que puede hacerse por computadora.
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Proposicién: 3.9 ( [CF09], Lema 1). Existe un polinomio cuadritico T &€
K[X1,Y1, X2, Y] tal que

G(1,0)G(X,Y) = T?
en K. Explicitamente,

9F(X1, Y1, Xo,Ys) = (1229 — 24ac 4 9b*2) X2 X3+
+ (6bg — 36ad + 6bc) X1 Xo (X1 Y + Y1 X))+
+ (—2¢% + 2cp — 9bd + 4¢*) (XFYF + Y X3)+
+ (4% + 8cp — 144ae + 4c2) X1 V1 Xo Yo+
+ (6d¢ — 36be + 6cd) Y1 Yo (X1 Y 4 Y1 X;)+
+ (12eq — 24ce + 94%)Y?Y3.

Lo anterior permite definir el invariante z: para cualquier eleccién de
un par (xg,yo) tal que G(xg,y0) € L*, definimos

z(f) := G(xp,yo) méd L*2.

Trabajaremos con doble equivalencia por GL, y GL;. Mientras que la pri-
mera accion es la usual, la de GL; es

A flxy) = A f(xy).

Dado un par (M, A) € GLp x GL1, notamos ¢ := det(M,\) = det(M - A).
Una equivalencia doble f ~ f’ se dice propia si |det(M,A)| = 1. El he-
cho de usar doble equivalencia en vez de equivalencia ordinaria permitira
demostrar més facilmente el teorema de parametrizacién. El siguiente teo-
rema muestra que z es constante en las formas con un factor racional:

Teorema: 3.10. Sea f con un factor racional. Luego, z(f) = 1.

Demostracién. Sea (x,y) en P! tal que f(x,y) = 0. Por el Teorema 3.8, se
tiene que
H® = g2
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Por otro lado, puede chequearse que ninguno de los dos es nulo: un calcu-
lo de resultantes muestra que Resg(f, H), Resk(f, <) son multiplos esca-

lares de potencias del discriminante. Explicitamente, Resx(f, H) = %—22, y

Resk(f,g6) = é—s. En particular,

% 2
2(f) = Glx,y) = (49G(x,y) + H(xy)) = o) =386

Afirmamos que vale la vuelta. Primero, observar que si f ~ f/,

I(f') = 8*1(f), J(f) = 8°J(f), A(f') = 6*A(f).
Por otro lado, los covariantes se transforman de la siguiente manera:
H(f') = &AM - H(f), g6(f') = 8°A°M - go(f).

En particular, los invariantes resultan invariantes para la doble equivalen-
cia propia y el Hessiano verifica que

H((M,A) - f) = (M, A) - H(f),

si la equivalencia es propia. En particular, si transformamos f por un par
propio (M, A), la forma G(x, y) se convierte en

(M, A) - G(x,y).

Notar que esto dice que si dos cudrticas son propiamente equivalentes,
el invariante z vale lo mismo en ellas (puesto que z no depende del repre-
sentante y G es enviado a una transformacién de si mismo por M y A). En
particular, este es un primer paso para probar que z detecta equivalencias.
Ahora, probemos la reciproca de la invarianza para formas con un factor
racional:

Proposicién: 3.11. Todas las formas con invariantes (1, ]) y un factor lineal en
K son propiamente equivalentes, explicitamente a

1 1 3X
XY)= —(27X%3 —9IXY?2 - JY3)Y = — —Y*F ([ -2 ).

En particular, f tiene un factor racional si y solo si z = 1.
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Demostracion. Consideremos una tal f y (xo, o) el factor racional. Consi-

deramos la matriz
(X0 Yo
u=(% %),

y el escalar A = x; 1. A menos de cambiar la segunda fila de M y el A
(recordar que (xp, o) € K x K), podemos propiamente transformar f por
(M, A) y poner a = 0 # b (recordar que el primer coeficiente de M - f serd
f(egM)). Cambiando ahora por

1 0
M= <—c/3b 1) ¢

podemos suponer que ¢ = 0. Utilizando ahora

10
M1:(0 b)/

yA= %, ponemos b = 1. Hasta ahora, (4,b,c) = (0,1,0). En particular,
freY(X34dXY?24eY?), 1= —3d, ] = —27e.
Cambiando por (314, 5) se obtiene el resultado. O

Teorema: 3.12. Siz(f) =1, f tiene un factor racional.

Demostraciéon. Supongamos sin pérdida de generalidad que G(1,0) realiza

z(g). Luego, z = 4a(’;)+p ,'y, como ¢ es ciibico, podemos escribir

WZ)=2>-pZ>+qZ —r*

al minimal de z. Debemos probar que z es un cuadrado en L. En parti-
cular, esto diria que h(Z?) se puede partir sobre K como —ho(Z)ho(—Z),
con hy cabica. En efecto, si z = w? y hg es el minimal de w, se pue-
de escribir hy = Z3 + uZ? + vZ + r (salvo quiza elegir —w en lugar de
w). Comparando raices de h(Z?) y — — ho(Z)ho(—Z) se llega a la identi-
dad. Ahora, se tendrd v = %(u2 — p), y u cumple una ecuacién cudrtica

¢(u) = (u?> — p) — 8ru — 4q. Observar que
ag(u) = f(u+0b,—4a).

Sia # 0, esto completa la demostracién, pues —(u + b) /4a es raiz de . Si
no,a=0,yz= b O
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Para probar el teorema de caracterizacion, citamos dos resultados de
[CF09]:

Proposicion: 3.13 ( [CF09], Lema 9). Sean f, f' con iguales invariantes. Su-
pongamos que sus semi-invariantes r, v’ # 0. Si z(f) = z(f), ¢ = pf' —aH’
tiene un factor racional.

Proposicion: 3.14 ([CF09], Lema 10). Si f y f' tienen los mismos invarian-
tes, v # 0y g = pf — aH’ tiene un factor racional, f y f' son propiamente
equivalentes.

Con esto, ya estamos en posicién de probar uno de los teoremas prin-
cipales de la seccion.

Teorema: 3.15. Sean f y f' con los mismos invariantes. Luego, z(f) = z(f') si
y solo si son propiamente equivalentes.

Demostracién. La suficiencia es consecuencia del Teorema 3.10 y la discu-
sién posterior. Para la necesidad, por la Proposicién 3.11, sabemos que po-
demos asumir que ninguna tiene un factor racional. Luego, 2 y 4’ son no
nulos. A menos de equivalencia propia, podemos suponer que r, v’ # 0,
asi que aplicando primero la Proposicién 3.13 y luego la Proposicién 3.14,
vemos que f, f’ son equivalentes. O

Con lo conseguido hasta ahora tenemos un invariante, z, que detecta
doble equivalencia propia para formas con invariantes prescriptos I, J.
Sea E/K una curva eliptica, que ponemos en forma

E:y*=x%—27Ix —27].

Notar que la 2-torsién de E son aquellos puntos de la forma (¢, 0), con ¢
raiz del polinomio en x que define E, asi como O, el infinito. Tomemos @;
un conjugado de ¢. Observar que

asi que 27¢? = 811¢; — 27]. Concluimos entonces que si ¢1 := @y @2, 93
son los conjugados de ¢,

E[2] = {0, (=3¢1,0), (=3¢2,0), (—3¢3,0)}.

Consideremos los siguientes subconjuntos:
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» H C L*/L*2?1os elementos de norma un cuadrado;

» S C Fx/ ~, con Fg las formas cudrticas sobre K y S el conjunto de
clases propias de formas con invariantes prescriptos I, J.

Notamos que H es un subgrupo. Tenemos un mapa
q: E(K)/2E(K) — S,
dado por

O— PK,
(&, 11) +2E(K) = gz -

donde Px es la clase de formas con un factor racional (que ya sabemos que
es una sola clase) y
4 Logovn 1 3, 1 2 4
Seq(X,Y) = X" — ECX Y: — EWXY + @(—C +361)Y*".
Un célculo de invariantes para la forma gz, muestra que este mapa esta
bien definido.

También tenemos un mapa S — H dado por tomar invariante z. Lo
que haremos ahora es mostrar cémo construir un mapa que complete el
tridangulo

S ———H
g ©)
E(K)/2E(K)

Esto fue hecho por Cassels y lo exponemos a continuacién para el caso
K = Q, que es el que nos interesa. Seguimos a [Cas91], en especifico la
lecture 15.

Teorema: 3.16 (Cassels). Sea E/Q una curva eliptica definida por y* = f(X).
Sea 6 la imagen de X médulo f, y L = Q[X]/(f). Recordar que, en base a la
factorizacion de f en Q[X], el dlgebra L es un producto de finitos cuerpos, los
cuales son extensiones simples, cuadrdticas o ciibicas de Q. Existe entonces un
homomorfismo de grupos
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donde, si N es la norma del anillo L/Q, M consiste de aquellos elementos cuya
norma es un cuadrado.

Demostracién. Sea u : E(Q) — M dado por:
» SiP=0,uP)=1;
" SiP=(a,b)yb#0,u(P)=a—0;

» Si E tiene 2-torsién racional no trivial, procedemos de la siguiente
forma: sabemos que existe P = (4,0) en E(Q) y, pasando este ele-
mento por el isomorfismo de L al producto de cuerpos, en la coorde-
nada correspondiente a f(a) = 0 hay una copia de Q, que se anula
al enviar 6 — a. Reemplazamos ese 0 por un elemento cualquiera de
Q* que verifique que el nuevo elemento de L estd en M. En particu-
lar, si E tiene dos puntos de 2-torsién, ponemos el discriminante de
la ecuacién que define la raiz no racional de f, y si tiene 4 puntos de
2-torsién, ponemos el producto de las otras dos raices.

Sean P, Q, R puntos de E(Q). Supongamos que P+ Q + R = 0y que
los tres puntos no son 2-torsién. Son entonces colineales y podemos tomar
una recta y = mx + b que pase por ellos. Escribamos P = (a,b), Q = (c,d)
y R = (e, f). Tenemos que el polinomio G(X) = F(X) — (mX + b)? se
anula en g, c, e, con lo cual podemos escribir:

F(X) = (mX+b)*+ (X —a)(X —c)(X —e).
Evaluando en 0,
0= (mf+b)>+(0—a)(d—c)6—e).
Tomando médulo L* /L*?, se obtiene que
1= (m0+b)2 = u(P)u(Q)u(R).
Como al pasar al cociente los ntimeros se identifican con sus inversos, con-
cluimos que 11(P)j(Q) = (R).

En particular, tomando R = —(P + Q) y notando que y acttia igualen Py
en —P, obtenemos que es homomorfismo.
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Si exactamente uno es torsion, digamos R = (a1,0), con a; raiz racional
de F, tenemos que
L = K1KyK3 = QK3K3,

donde alguno de los Kj, K3 posiblemente no aparece. Como las otras coor-
denadas no son torsion, el argumento anterior vale para K, y K3, mientras
que, por la definicién de y, las normas son siempre un cuadrado, asi que
el lema vale para Kj.
Si toda la 2-torsién es racional, L = Q x Q x Q. Observar que
(0 —a1) = (0,a2 —ay, a3 — a1),
asi que p tomaré el valor T := (ay — a1) (a3 — a1). Ahora bien,
Ni/q(7) = N/g(a2 — a1)Npq(as — a1) = F(a1)* = 0.
Concluimos asi que y es un morfismo.

Por otro lado, es evidente ahora que 2E(Q) C Ker u. Afirmamos que
vale la otra contencién. Si u(a) = 0 en (Q*[0])?, escribamos

a—0 = (p26” + p16 + po)*.
Como [L: Q] =3, po # 0. Escribiendo
(510 +50) (p20? + p16 + po) =110 + 12, 5,1, €Q,

podemos suponer que s; # 0 (pues py # 0) y por ende que s; = —1.
Ahora, al elevar al cuadrado,

(so — 0)%(a —0) = (110 + 1)~
Sea G(X) = (r1X +19)? — (so — X)?(a — X). Observar que G() = 0, G es
monico y G tiene grado 3. Luego, G = F. Se sigue que
F(X) = (nX+10)* — (50 — X)*(a — X),

y que, si consideramos L : Y = r1X + rp, L es una linea racional y corta
Y? = F(X) enlos siguientes puntos: (a, +b), (s, t), (so, t). Por Bézout, debe
haber una repeticién, y, por ende, (a,b), (s, t), (s, t) estdn en la misma linea,
asi que

(a,b) +2(s,t) = O,
con lo cual (4,b) € 2E(Q). O
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Hecho esto, demostraremos el teorema central de esta seccion. Decimos
que una forma cuértica sobre K es K-soluble si la ecuaciéon z2 = f(x,y)
tiene una solucion (x,y,z) en K con (x,y) # (0,0).

Teorema: 3.17 (Parametrizacién del grupo Sel?(E), [CF09], Teorema 13).

1. Tenemos que el tridngulo de (9) conmuta, y que todas las flechas son inyec-
tivas;

2. La imagen de q son las clases que se pueden representar por formas K-
solubles;

3. La imagen de z consiste en clases que se pueden representar por elementos
deLen<1,¢ >.

Demostracion.

1. Es evidente que z es inyectivo pues distingue equivalencia propia.
Por otro lado, g también lo es, comparando coeficientes mixtos. Si
vemos que J es la composicién a nivel mapas de conjuntos de z y g,
también serd automaticamente inyectivo. Notar que para cada (&, 77),

2(q(n)) = 4<Pg(1,0)3+ H(1,0) _ 4<P3+ P

y observar que esto es

4 8 2
dg) = P18 = 2 g1 0).

En particular, 6 =z og;

2. El coeficiente principal de q(P) es un cuadrado, asi que es soluble.
Si g es soluble pero no tiene una raiz K-racional, a menos de equiva-
lencia podemos asumir que a = 1y ¢ es monica; ademds, podemos
poner b = 0. Definiendo { = —6c¢, 7 = —27d, entonces se tiene

qi&n) =g

3. Observar que z se representa por un elemento en el subespacio ge-
nerado por 1y ¢ por definicién. Reciprocamente, si z = u + v¢ tiene
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norma cuadrado N = 12, tenemos dos casos: si v = 0, z es un cua-
drado y proviene de cualquier cudrtica con un factor lineal racional.
Siv # 0, ponemos

]

Concluimos la seccién con el Teorema 3.2 de [BS15a], en el cual la pri-
mera afirmacién se deduce del Teorema 3.17, y la segunda se puede ver
en [CF09, Seccién 5, Remark 1].

Teorema: 3.18. Sea K un cuerpo con char K = 0 0 char K > 5. Sea

I
E:y2=x3—§x—2—]7

una curva eliptica sobre K. Hay una biyeccion

. E(K)
q'F(K)_)S'

donde S es el conjunto de PGLy(K)-6rbitas de formas cudrticas K-solubles con
invariantes 1, |. El elemento identidad del dominio va a la clase de formas con un
factor lineal en K. Mds atin, cualquier forma f en Vx con discriminante no nulo
e invariantes (I, ) cumple que

Stabper, k) (f) = E(K)[2],

o3 L. T
con E : x 3X — 37

3.4. Elementos del grupo de Selmer como formas localmen-
te solubles

Sea E una curva eliptica. Podemos escribirla a menos de cambios que
preservan la forma de Weierstrass como

y? = x>+ Ax+ B,
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donde si un primo p verifica que p*| A, serd entonces p® { B. Sean los
invariantes I(E) = —3A y J(E) = —27B. La altura tradicional de E =
Exp = E!J se define como max(4|A|3,27B2). En [BS15a], se usa la altura
H(E) = méax(]I(E)[]3,J(E)?/4), que difiere de la altura tradicional por un
factor racional positivo.

En [BSD63], se consideran 2-cubrimientos: curvas C tales que admiten
mapas ¢ : C — E, ¢ : C — E, que verifican que el tridngulo

E-2L
ﬂy
C

conmuta, 1 es un isomorfismo sobre C y ¢ estd definida sobre Q. Tenemos
que ¢ induce un mapa de divisores de grado 2 de C a E, definido sobre
Q. El contenido del Lema 1 de [BSD63] es que si C es localmente soluble,
podemos hallar un divisor en C que es positivo y con grado 2. Esbozamos
el argumento: el mapa de divisores anterior preserva el grupo de clases de
divisores. En particular, la fibra del punto en infinito O se parametriza por
una curva de género 0, que, como C es localmente soluble, tiene puntos en
todas las completaciones. Por local-global, la curva tiene un punto racio-
nal, y el divisor asociado a este punto es positivo de grado 2.

Ahora bien, recordemos el teorema de Riemann-Roch: sea C una curva
algebraica, D un divisoren C y

L(D) :={h: D+div(h) >0} U {0},
donde & son funciones racionales en C. Luego, tenemos que:

Teorema: 3.19 (Riemann-Roch, [Mil20a], Teorema 4.5). Consideremos
I(D) := dimg L(D) y sea g el género de C. Luego,

I(D) >degD+1—g.
Sideg D > 2g — 2, vale el igual.

Aplicdndolo al caso de C un 2-cubrimiento y D un divisor racional
sobre C de grado 2, hallamos una funcién no constante x con div x > —D.
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Aplicandolo a 2D, existe una funcién v tal que div v > —2D,y
v < 1,x,x* >. Notar que [(4D) es de dimensién 8, y ademéas que

<1,x,x% %3 x* 0, x0, x%0, 0% >C L(4D).

Por ende, son linealmente dependientes. Como 1, x, x2,v son linealmente

independientes, v ¢ Q(X), y v* aparece en la dependencia lineal. Escriba-
mos
a + Bx + yx* + 0x° + ex* + v + po? + vxv + px*v = 0.

Podemos reescribir esta igualdad como

2 P2 V Ty _ 2 3 4
v 2v<2x —|—2x—{—2> o+ Bx + yx= + 6x° + ex”.

Seay :=v— gxz — 53X — Z que no es constante. Se tiene que:

yz =ax* + bx® + cx? + dx +e, (10)

cona,b,c,d,e € Q. Como el cuerpo de funciones de C es cuadratico sobre
Q(x), debe ser igual a Q(x, y), lo cual dice que podemos tomar C como la
dada por la ecuacién (10).

Sitomamos una curva dada por una cudrtica ¢ como antes, por ([Mil20a],
Proposicién 4.10), esta curva define un cubrimiento de su Jacobiana. Dos
tales curvas g, ¢’ definen el mismo cubrimiento si son Q-biracionalmente
equivalentes y dicha equivalencia biracional preserva 2-torsién. Tal mapa
existe siempre y cuando existan «, 3, y, §, € racionales con

ax + B
Yx+46)°

s(x) =y + )t
Notar que esto dice que gy g’ son doble equivalentes.

El desarrollo anterior implica que los cubrimientos provienen de for-
mas cudrticas de la forma (10), y que una curva dada por una cudrtica

y? =ax* +bx® + cx? +dx +e,

es un cubrimiento doble de su Jacobiana E : y?> = x3 —27Ix — 27]. El
paso que nos falta es tener una nocién de forma reducida que permita con-
tar las formas. Podemos suponer que g tiene coeficientes enteros, a menos
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de cambiar sus invariantes por n*I, n*], y podemos suponer, a menos de
transformaciones que preservan la forma de Weierstrass de E, que I, |
estan en forma minimal, es decir, que si un primo p verifica que p*|I, en-
tonces serd p® t J. Tenemos el siguiente lema de Birch y Swinnerton-Dyer,
que nos indica que podemos reducir facilmente salvo que precisemos po-
tencias de 2 y 3.

Lema: 3.20 ( [BSD63], Lema 3). Supongamos que g estd dada por coeficientes
enteros y tiene invariantes 1 y J. Si p > 4 es un primo tal que p*|I, p°|J y g es
localmente soluble (es decir, y*> = g(x) tiene solucién en todas las completaciones
de Q), existe una forma f doble equivalente a g tal que es entera y sus invariantes

son Ip~*y Jp~°.

La prueba es un célculo elemental, separando en casos.
Tenemos el andlogo para p = 2y p = 3, cuyas demostraciones también
son un célculo como el anterior:

Lema: 3.21 (p = 3). Si 3°|1 y 3°|] y g tiene un punto en Q. Luego, hay una f
entera, doble equivalente a g, con invariantes I -3=%y ] - 37,

Lema: 3.22 (p =2). Si2°|Iy2°|] y 210 (81 + ]), y g tiene un punto en Q,, hay
una f entera, doble equivalente a g, con invariantes [ -2~*y J - 27

Notar que dijimos que podemos suponer que g tiene coeficientes ente-
ros a menos de cambiar sus invariantes por potencias cuartas y sextas de
enteros. Por ende, primero podemos usar el lema para p # 2,3, y suponer
que, si los invariantes de g son m*I, m®], no hay ningtn p en m. Como
3|I(E) y 27|J(E), si 3|m, 3°|I y 3°|], asi que g es doble equivalente a una
forma entera cuyos invariantes no son divisibles por 3. Por tltimo, si 4|m,
por el lema para p = 2 podemos ir sacando potencias pares de 2 de m,
tal que, al final, g es doble equivalente a una forma cudrtica entera con
invariantes 241, 2°J. Combinando el Teorema 3.18 y los Lemas 3.20, 3.21 y
3.22, y reintepretando la doble equivalencia como equivalencia bajo PGL;,
obtenemos el Lema 3.4 de [BS15a] y el Teorema 3.5 de [BS15a].

Lema: 3.23. Toda forma cudrtica g racional localmente soluble con invarian-
tes enteros I, | tal que 2* - 3|1 y 2° - 33|] es PGL,(Q)-equivalente a una forma
cudrtica entera.

Teorema: 3.24 (Parametrizacién de Sel?(E)). Sea E = EJ una curva eliptica
sobre Q. Hay una biyeccion entre Sel®(E) y las clases de PGL(Q)-equivalencia
de formas cudrticas localmente solubles enteras con invariantes 241 y 2°].
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Usando el Teorema 3.18, tenemos que bajo esta correspondencia, aque-
llas formas con un factor lineal racional e invariantes 24 y 2°] se corres-
ponden con la clase de la identidad del grupo de Selmer.
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4. Conteo de las formas cudrticas binarias

4.1. Preliminares sobre medidas de Haar

Sea G un grupo topoldgico. Una medida de Haar a izquierda en G es
una medida no nula, Borel regular e invariante por traslacion a izquierda.
Recordemos el teorema de Haar (ver [Coh10], Teorema 9.2.2):

Teorema: 4.1. Sea G un grupo topolégico localmente compacto. Existe una medi-
da de Haar (izquierda) en G, y es tinica a menos de multiplicar por una constante.

Sea y una medida de Haar en G. Como es Borel, para cualquier com-
pacto Z C G, p(Z) es un numero real. Luego, fijado un compacto Z tal que
#(Z) := C > 0, podemos normalizar y via definir una nueva medida de
Haar v := j1/C que verifica v(Z) = 1. Vamos a utilizar este tipo de norma-
lizaciones para construir una medida de Haar en un producto de grupos
de matrices.

4.1.1. Medida de Haar en las unipotentes triangulares

Sea U el grupo de unipotentes triangulares, es decir,

a={( 9 uew).

Notar que U es isomorfo a (R, +) y admite como medida de Haar la medi-
da de Lebesgue. En general, si u estd acotado en algtn intervalo cerrado I,
podemos normalizar la medida para que el volumen de U sea 1 al dividir
por |I], 1a longitud de I.

4.1.2. Medida de Haar en el toro

Sea A el grupo de matrices:

{5 e

Notar que A es isomorfo a (R*,-) y admite una medida de Haar prove-
niente de la medida en IR*. Observar que podemos definir en R* la medi-

da ”
ne) = [ 5,
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4.2 El dominio fundamental de GL;(Z) sobre GL(R) 47

donde la integral representa la medida de Lebesgue. Si c € R, ¢ # 0,
considerar la transformacién F : B — cB que multiplica por c. Se tiene:

dt 1 1 1
B:/—dt:/ —thdt:/—:/—dt: B),

con lo cual y es una medida de Haar en R* (y por ende en A).

4.1.3. Medida de Haar en los grupos ortogonales reales

Sea K" = O(R) y K = SO2(R) = O(R) N SLy(R). Ambos son subes-
pacios de medida compactos de GLy(R) y SLy(R), respectivamente, y
GL,(R) se sumerge en R*, heredando la topologia localmente compacta.
Por ende admite una medida de Haar. En cada caso, podemos considerar
las normalizaciones tal que todo el espacio tiene volumen 1.

4.1.4. Medida de Haar en el centro positivo

T {6 )

el centro con diagonal positiva. Es isomorfo a los reales positivos. La medi-
da de Haar de los reales multiplicativos se restringe e induce una medida
de Haar en A.

4.2. El dominio fundamental de GL,;(Z) sobre GL,(IR)

Para contar las formas cudrticas usaremos lo que se llama dominio fun-
damental para la accién de GL(Z) sobre GL;(IR). Seguimos las definicio-
nes de ( [Pla23], capitulo 4).

Definicién: 4.2. Sea G un grupo actuando a derecha sobre un espacio
topolégico A como grupo discreto. Un subconjunto abierto L C A es un
dominio fundamental para la accién de G sobre A si:

" [G=A;
msig#e, LNLg=0.

Tenemos el siguiente resultado:
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4.2 El dominio fundamental de GL;(Z) sobre GL,(IR) 48

Teorema: 4.3. Sean

A:{(é tgl):tz%}

()

y SO2(R) el grupo especial ortogonal real. Luego, hay un dominio fundamental
F para la accién de GLy(Z) sobre GLy(IR), de la forma

F={n-ak-A|ln=n(u)eN(t)CN,at)e A ke KAeA},

N'(f) = {(3{ (1’) ue v(t)},

y v(t) es un intervalo o una unién de dos intervalos dentro de [—1/2,1/2] en
funcién del valor de t.

donde

Observacion: 4.4. Cada t induce una correspondiente eleccién de un ran-
go para n(u), y lo que dirime si v(t) es un intervalo o una unién de inter-
valosessit > 10t < 1. De la demostracién se ve que lo que hemos de
mirar es cuando las matrices unipotentes de N’(t) acttian en el semiplano
complejo superior enviando i al dominio fundamental de Gauss.

Para demostrar esta proposicién, seguimos la estrategia de Aaron Lan-
desman en sus notas [Lan20]. Primero, un lema ( [Pla23], Proposicién 3.12):

Lema: 4.5 (Descomposicién de Iwasawa). Sean K = O(2) el grupo orto-
gonal real, A el grupo de diagonales positivas y N las unipotentes triangulares
superiores. Luego,

GLy(R) = KAN.

Observacion: 4.6.

1. Via trasponer, tenemos que GLy(R) = NAK, con N el grupo de uni-
potentes triangulares inferiores;

48



4.2 El dominio fundamental de GL;(Z) sobre GL,(IR) 49

2. Tenemos una descomposicién

SLy(R) = N(ANSLy(R))SO»(R);

3. Supongamos que tenemos una matriz D con diagonal positiva (a,b).
Llamando t = \/%, A=+ab>0,

a 0\ (1 0\ /Vbya 0 \ _[tP 0\[/r O
0b) (0 ¢ 0 +avb) \0 t)\0 A)°
Asi, usando que las matrices de A estdn en el centro de GL(R), ob-

tenemos la descomposiciéon

GLy(R) = NAKA.

Procedemos a demostrar el Teorema 4.3.

Demostracién del Teorema 4.3. Basta verlo para GL; (Z)\GL; (R), donde los
supra-indices indican determinante positivo. Sea entonces G = GL; (R)
el subgrupo de GL(R) de matrices con determinante positivo y notar que
GL3 (Z) no es otra cosa que SLy(Z). G actta por transformaciones de
Moebius (transpuestas) en el semiplano superior complejo H, y el esta-
bilizador de i es el conjunto de matrices

a b tal ai+c_i
c d) Mg

Multiplicando por bi + d, vemos que
c+ai = —b+di,
asique c = —bya = d. Luego,
T = (5 20 (% —d)
= 2 2 d S ASOQ(R)
(c d 0 2+d)\ 5 S,
Asi que Stab(i) = ASO,(R). Por estabilizador - 6rbita,

H =5 G/ASO(R),
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4.2 El dominio fundamental de GL;(Z) sobre GL,(IR) 50

como GLj (R)-conjuntos. Sabemos que la accion SLy(Z) en H por trans-
formaciones de Mdebius tiene un dominio fudamental dado por (ver [Sil94],
Proposicién 1.5)

1
g:{ze’H:|Rez|§§, |z|21}.

Para calcular el dominio fundamental de SLy(Z)\G, observar que la ac-
cién de SLy(Z) sobre el semiplano complejo superior se traslada a una
accion de SLy(Z) sobre GLj (R)/ASO,(R). Por ende, si ahora tenemos
una matriz en G, mirando su clase, podemos escribirla como M - 77 con
n € ASO;(R) y M € SLy(Z). Para refinar esto ain mds, observar que la

matriz

a —b

b a
se corresponde al complejo z = a + ib. Ahora sélo falta enviar, via nt €
NA, aial dominio fundamental (ver [Mor15], ejemplo 7.2.1). Como

1 0 t 0 . t 0 . .
(92 &) rmroen

si queremos que esto caiga en el dominio fundamental, debe ser que |n| <
1 44 2
3,y que t* +n° > 1. Luego,
1 3
th>1--=73,
- 2 4
con lo cual t > v/3/2. Una vez que hemos despejado ¢, el n = n(t) se
despeja en base al t para que #?i + n quede en el dominio fundamental de
Gauss ( [Ser73], VII). O

Observacion: 4.7. Realizando una demostraciéon andloga con la accion
ligeramente modificada via:

(a b) dz +b
e Z = ,
c d cz+a
(ver, por ejemplo, [Pla23], pagina 180), obtenemos el mismo resultado que
el Teorema 4.3, pero reemplazando A por

{0 D))

De ahora en mas, utilizaremos este conjunto, en lugar de A.
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4.3. El conteo

Sea Vz el espacio de formas cudrticas binarias, que puede identificarse
con Z°. En general, notamos Vy al espacio de formas cudrticas sobre un
anillo R (usualmente R = C, R, Q, Z,, Qy). Sea

3 _ 2
() = M-I

el discriminante de la forma cuadrtica f, y sea

H(f) = max (|1<f>|3, %)2)

la altura de f. Si f tiene invariantes (I, ), usualmente escribimos a la al-
tura como H(f) = H(I,]). Nos interesa estudiar la funcién de conteo
N(S, X), que recibe un subconjunto GL,(Z)-invariante de Vz y un real
X > 0,y cuenta la cantidad de clases de GLy(Z)-equivalencia de formas
cudrticas binarias de S, enteras, irreducibles con altura acotada por X. Sea
V% el subconjunto de V7 de formas con 4 — 2i raices reales en ]P@l:. Sii=2,
las formas son siempre positivas o siempre negativas, y esto induce una
particién de V2 en Vé* y Vé*. La distincién en cuanto las raices es impor-
tante, como muestra el siguiente lema (ver [Cre01], Proposicion 7):

Lema: 4.8. Sean f una cudrticay p = 8ac — 3b?, q = 3(p* — 16a%I) los semi-

invariantes de la seccion 3. Supongamos que f tiene coeficientes reales y que es
separable sobre Q. Luego, podemos clasificar su tipo sobre R como:

" SiAN>0,y—-p<00g>0,¢g€Vz;
" SiA>0y—p>0yqg<0,¢gcVy;
" SiA<0,g€ Vg

Una vez fijados I, ], cuando A > 0 hay 3 érbitas bajo SLyIR: una para formas
siempre positivas, una para formas siempre negativas, y otra para formas indefi-
nidas; Si A < 0, hay una sola orbita, en V]Il{.

Para contar las formas usaremos dominios fundamentales para las ac-
ciones de GL,(IR) sobre cada Vj:
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Lema: 4.9. La accion GLy(IR) sobre Vé,j € {0,1,2—,2+}, admite conjuntos
fundamentales de representantes (es decir, tienen un representante por cada clase),
y en cada uno de ellos los coeficientes de las formas estdn acotados. Explicitamente:

. L0:{x3y—%xy3—%y4:—2<]<2};

» L'=L1ULJULL con

I 2
Ll = {x3y—§xy3+ﬁy4:—1§1<1},

I 2
Ll = {x3y—§xy3—ﬁy4:—1§1<1},

/

27

L3 = {x3y + %xyg’ —

y4 -2 << 2};
2_

. [2F — {%x‘l_ %x3y+%x2y2+y4 2 << 2};

- L2— — —L2+.

Observacién: 4.10. ;De donde salen estos conjuntos? Observar que sabe-

mos que I[(A - f) = (det A)*I(f)y J(A- f) = (det A)®J(f), asi que, por el
Lema 4.8, dos formas f, f’ son equivalentes si y solo si hay un A > 0 con

I(f") = A2I(f), J(f") = A3J(f). En particular, como H(f') = A°H(f), y
como siempre podemos tomar A tal que H(A%I,A%]) = 1, basta, para ha-
llar los L}, tomar una forma f1j con H(I,]) = 1 para cada eleccién de I, |
(en base a si 27A = 413 — J? es < 0 0 > 0). Por ejemplo, dados (I, ]) con

A < 0, debe ser que I° < %. Luego, supongamos que H(I,]) = ]4—2. Pedi-
mos entonces que | = £2. Observar que en la expresioén de los invariantes

I = 12ae — 3bd + ¢?, ] = 72ace + 9bcd — 27ad? — 27eb* — 263,
si ponemos a4 = ¢ = 0, tenemos

I = —3bd, ] = —27eb>.

I = —3bd ,
+2 = —27eb?
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de lo cual podmos despejar +2 = eb?. Poniendo b = 1, es

I =-3d ,
2 _
27 ) ’
3 _
P <=1
De aca se deduce que podemos tomar las formas x>y — éxy3 + %y‘l, para
—1 < I < 1, como los miembros de L! si la altura es ]Z' Los otros casos

se deducen de manera analoga. No obstante, observar que estamos usan-
do en este caso que podemos poner a = 0 pues f tiene una raiz (x,1), y
podemos transformarla por
x 0
()

para eliminar el primer coeficiente.

Lo siguiente que necesitamos es el tamafio de los estabilizadores de las
formas cudrticas. Esto es el contenido del siguiente lema, que probaremos
en la seccién 5.3 .4.

Lema: 4.11. Sea f € Vi con A(f) # 0. Sea n; dado por:

ng=ny_ =nyy =4 ,
1’11:2.

Luego, #Stab(f) = 2n;.

Definicion: 4.12. Si x, x’ son formas cudrticas, decimos que son equiva-
lentes, y notamos x ~ x/, si existe una matriz vy tal que 7y - x = x’.

Observar ahora que dada cualquier forma f € VR, hay una tnica for-
ma equivalente en L/, f/, y una matriz A tal que A - f = f’. Por otro lado,
hay una tnica matriz C € F tal que existe B € GLy(Z) con BA™! = C.
Luego, B-f = CA - f = C- f', asi que F - L' es un dominio fundamental
para la accién de GLy(Z) sobre VR. Ahora bien, nuestro interés es con-
tar formas con entradas enteras, en lugar de con entradas reales, y ello
requiere entender cudntos representantes tiene cada clase entera en una
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clase real. En general, podemos contar incluso moviendo por alguna # fi-
ja en GLy(R); sea Fh - L', conjunto el cual consideramos como multiset
con peso w(x) = #{g € F : x € gh- L'}; es decir, es un conjunto pero
en el cual permitimos repeticiones, y la cantidad de veces que se repite un
elemento estd dada por el peso w.

Lema: 4.13. Seax € VzNFh-L. Si x ~z X', existe una g’ € GLy(R), con
x' =g’ - xp, donde x| es el tinico en h - L' equivalente a x.

Demostracién. Sean ¢’ € F, x" € LI, C € GLy(Z) con x' = g'h-x", x" =
C - x. Luego, x es equivalente a 1 - x”/ via C~1¢’. Como x” € L', es x| = x"
yx' =g - xp. O

Lema: 4.14. Sea x' € Vz N Fh- L'y x' ~z x. Escribamos x' = g’ - x| y sea
g € F tal que x = g - x1. Luego, ¢ y §' van a la misma coclase doble en el doble
cociente GLy(Z)\GLy(R) / Stabrxy.

Demostracién. Si x' = ¢'-xp, x = ¢g-xpyx’ = C-x,con C € GLy(2),

luego Cg - x; = ¢’ - x, asi que si tomamos gg = ¢~ 'C~1¢’, go € Stabr(xr),

y & = Cggo. O
La cantidad de coclases en la doble coclase de g’ es

m(x) = #gStabg (x1)g™" _ #Stabg(x)
" #GLy(Z) N gStabr(xy)g~!  #Stabz(x)

Por ende, obtenemos que:

Corolario: 4.15. La clase de GLy(Z)-equivalencia de x € Vi, aparece m(x)
veces en Fh- L.

Observar que —I, I estdn siempre en Stabz(x1 ), con lo cual la multipli-
cidad m(x) cumple que 1 < m(x) < n;. Sin embargo, notar que el conjunto
de x tales que m(x) < n; se contiene en

U v

1EGLy(Z)\{ LI}

donde V,, es el conjunto de formas fijas por -y, que es una unién numerable
de conjuntos de medida cero. Por ende, a menos de medida cero, todos los
elementos de Fh - L! tienen multiplicidad 7;, con lo cual, salvo medida
cero, Fh - L es la unién de n; dominios fundamentales para la accién de
GLy(Z) sobre Vz. De esa manera, se sigue que:
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Teorema: 4.16. N (Vi, X) coincide con la cantidad de formas enteras irreduci-
bles de altura acotada por X de Fh - L', independientemente de h y salvo en un
conjunto de medida nula, donde los puntos con estabilizador de cardinal 2r > 2
se cuentan pesados por 1.

La region F - L' no es acotada, dada la aparicién de factores de poten-
cia positiva de t, que pueden tender a infinito. En particular, en dos de
las 5 coordenadas, si t — oo, observamos que la regién no estd acotada,
impidiendo, en principio, usar técnicas de conteo usuales, las cuales estdn
preparadas para lidiar con conjuntos compactos. Para salvar esta obstruc-
cién, analizaremos “truncamientos”del conjunto, lo cual nos permitira li-
diar con lo que en la literatura se conoce como “main body”(la parte aco-
tada donde se concentran las formas irreducibles), mientras que via un
argumento de integracion trataremos las partes no acotadas (lo que se co-
noce como “cusps”, que contienen pocas formas tal que y no las divide).
A partir de ahora, notamos Rx (h - L') a:

Rx(h-LY ={we Fh-L': |Hw)| < X},

para h € GLy(R).

4.3.1. Formas reducibles

La siguiente proposicién nos muestra que en el “main body” la reduci-
bilidad es escasa.

Proposicién: 4.17. Sea e > 0,sea h € Go, Gy S GL2(IR) un compacto fijo.
La cantidad de puntos (a,b,c,d,e) enteros en Rx(h - L"), con a # 0, que son

reducibles sobre Q es O, (X Stey,

Demostracion. Observar que en Kh - L (donde recordar que K = SO, (R)),
los vectores tienen coordenadas acotadas, pues K es compacto, 1 estd fijo
y las formas de L! tienen coeficientes acotados. Por otro lado, si x € kL,
dado que los elementos del dominio fundamental F son de la forma

v = nakA, conn € N'(t),a € Ak e KA € A, se tiene que det(y) = A2,
Por lo tanto, para que x € Rx(h - L) debe valer que

X > H(nakAx) = A**H(x) > A%,
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4.3 El conteo 56

es decir 1
0< A < X,

Como los coeficientes de las matrices en N estdn acotados y como para
cada forma cudrtica F se cumple que la forma F(t!x, tx) tiene coeficientes

(t%, t%, c, 12, t4e), los coeficientes en Rx ( - Li) cumplen

a=0(A*) = 0(Xs),
b =0(A*) = O(X¥),
c = O0(AY) = O(X5).

No tenemos las mismas cotas para las entradas d y e por la presencia de
los factores de t. Sin embargo, ad = O(X%), ae = O(X%) y bd = O(X%)
Luego, si e = 0, tenemos O(X5)O(X5)O(Xs)O(X1/6+¢) = O(X4/6+¢) op-
ciones para (a,b,c,d).

Supongamos ahora que f = (a,b,c,d, e) tiene e # 0y un factor lineal
px + qy. Luego, pla y e|q, asi que, como la funcién divisores de n es O(n®),
p = O(X®) y g = O(X®). Una vez que elegimos (a,b,c,d), para lo cual
tenemos O(Xs1*) opciones, hay O(X®) para elegir p, g, y al evaluar en

(—g, p) se despeja c univocamente. Luego, hay O(X ) opciones en este
caso.

Supongamos ahora que f tiene dos factores irreducibles y sean fo =
pX% 4+ gXY +7rY?, fi = uX? + XY + wY? tales que f = fof1. Luego,

f= (pu)X4 + (pv+ uq)X3Y~|— (pw + ur+qv)X2Y2 + (qw + vr)XY3 + (rw)Y4,

y como ae = O(X% ),1a cantidad de pares de la forma (a, ¢) es una O(X%+S),
pues, six = ae, & = O(X%), una vez elegido 4, . Una vez fijados a,¢, p
divide aay r divide a e, con lo cual a = O(X®) y r = O(X?). Luego, (p, 1)
tiene O(X*) posibilidades. Al despejar, podemos escribir las formas como
fo=pX2+gXY +1rY?y f; = %XZ + sXY + ¢Y?, con lo cual nos quedan

las ecuaciones:
P\ (q9)\ _ (b
4 S d ’
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4.3 El conteo 57

Si la matriz anterior es no-singular, el sistema tiene solucién tnica y, una
vez fijados b, d, los restantes g, s quedan autométicamente determinados.
Notar que una vez fijados (a,b,d, e, p,q,1,5s), c se despeja del resto. Enton-
ces, se estima la cantidad de 6ctuplas como sigue:

#(a,e,b,c,d,p,r,q,5) = O(X3T)O(X6)O(X6)O(XF) = O(X3T%).

Si el sistema es compatible indeterminado, ”—p’ — % = 0. En ese caso, la
matriz queda

Restando % de la primer fila a la segunda, el sistema queda con una fi-

la de ceros y obtenemos que d = %. Luego, una vez fijado b, queda au-

toméaticamente determinado d. Se calcula entonces que la cantidad de tu-
plas (a,b,c,d,e) es

#(a,b,c,d,e) = O(X3T)O(X5)O(Xs) = O(X3T¢).

]

Ademads de controlar la reducibilidad en la parte amplia del conjunto,
acotemos los estabilizadores grandes. Al igual que con el Lema 4.11, lo
probaremos en la seccién 5.3.4.

Lema: 4.18. La cantidad de GL,(Z)-6rbitas de formas enteras f con A(f) # 0,
H(f) < X y tal que #Stabg(f) > 2 es una O(X3/4+¢),

4.3.2. Foérmula de conteo

En esta seccion vamos a demostrar una forma general que describe
cémo es la funcién de conteo. Para ello, sea G un subconjunto compacto,
semialgebraico (esto es, definido por inecuaciones < usando polinomios),
SO, (R) invariante a izquierda, tal que es la clausura de un abierto no vacio
y tal que sus elementos tiene determinante mayor a 1, de GL,(IR). Es claro
que estos conjuntos existen:

G={<Z Z) cad —bc > 1, a2+b2+c2—|—d2§8}.
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4.3 El conteo 58

Vamos a utilizar este G para realizar la técnica del promedio, la cual, mo-
ralmente, “ensancha” las ctispides al pasarlas a lo largo de un compacto
tijo con interior no vacio. Para realizar la cuenta, tomaremos una medida
de Haar normalizada. Para ver de donde aparece esta medida, seguimos
nuevamente a [Lan20]. Sea SL;(IR) parametrizado por coordenadas (cerca

de la identidad)
X
w2 = (1 1t )

X

Sea la medida w = %dx dy dz = %dx A dy A dz. Afirmamos que w es

SL,(R)-invariante.
_(t1 o
=0 9)

|
A <x y> _ (t x t y) .
AR tz *

El pullback de la traslacién L 4 se calcula:

» Sea

y observar que

_2t2

L% (w) = id(t‘lx) A YY) A d(tz) = “Eax Ady A dz = .

X

Analogamente se calculan los pullbacks porn € N, k € K;

» Observar que w es enviada, via el mapa de Iwasawa, a t%dn Adt N dk.
En efecto, cerca de la identidad tenemos coordenadas locales

1 0\ /t7! 0) [cos® —sinf\ % —w
n 1 0 t)\sinf cosf | tsin(())—i—”cots(g) « '

Es decir, que queremos calcular el pullback de w por el mapa F(x,y,z) =

(@, —@, tsinf + n@). Tenemos que

P — t d(cos@)Ad(—sme)/\d<tsin0+nc039>.
cos 6 t t t

Por otro lado,

p <cos€) _ _cos@ g sin 0 a0,
t 2 t
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4.3 El conteo 59

mientras que

p (—smG) _ 51139 g cos 6 i6;
t t t

por ultimo,
d (tsin@—l— nC(:89> =
= (sin@— nc;s@) dt + (tcos@— ns;n@) do + cots{9 dn.

Usando que A es antisimétricoy que dt Adt = d0 NdO = dn ANdn = 0,
se tiene que:

2 102
Fw= Cotse (COS ffosgdt Ao A dn — T2 ffosede NdEA dn) =
1
— —dn NdtAdo.
3

Como tenemos la siguiente sucesion exacta
0 — SLp(R) — GLy(R) — R* — 0,

donde el pendltimo mapa es el determinante, vemos que podemos inducir
una medida de Haar en GLy(R) al mirar SLp(R) x R*. La medida del
toro sabemos que es dTA, donde dA es la medida de Lebesgue de R. Luego,
normalizamos la medida de Haar dh en GL,(R) via poner

dh =t 2dud*tdkd*A,

donde d*t = % ydr A = dT/\, mientras que tomamos dn una medida de
Haar en N y dk una medida de Haar en SO;(IR) con Vol (SO,(IR)) = 1. Por
las consideraciones anteriores, esto es una medida de Haar en GL,(R), y
tenemos que para cualquier compacto G, Vol(G) < .
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4.3 El conteo 60

Para cadai € {0,1,2+} tenemos que
().
N(Vg),‘X) _ n; fheG N(VZ ,X)dh
i fheG dh
 eotwe Fr-LOnVY" [ H(w)| < X}dh
n; thG dh ’

donde el supra-indice Irr representa los elementos irreducibles. Con las
normalizaciones anteriores sabemos que

; dh = Cs(i
n; heG G(l)

es una constante que sélo depende de G e i, y es positiva pues G es la clau-
sura de un abierto. El teorema siguiente transforma la integral que define
N(S,X) en una integral sobre el dominio fundamental, cuyo integrando
cuenta puntos en una regién definida en términos de G:

Teorema: 4.19. Sea S C Vg). Luego, se tiene:

Co(i)N(S, X) = / #{x € S A\ By 2dnd*td* A,
geN/(H)A'A

donde N’ (t) y A son como en 4.3, A’ como en la Observacion 4.7y B = B(n, t, A, X)
es

{(111 (1)) (t: ?) (3 R)g:geG}L(i)ﬂ{erg{:H(x)<X},

Demostracién. Sea x € V. Sea x| el tinico en L que es equivalente a x.
Luego,

/ #{x € $I" N B}+~2dh =
SEN(1)A'A
— / Y #{ge Fix=gh-x }dh. (11)

xesi,

€G
" H(x)<X
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4.3 El conteo 61

Si fijamos I € GLy(R) tal que x = Ixy, estamos contando soluciones en
F ala ecuacioén Ixp = ghxy. Por ende, si g1, -+ ,gn € GLp(R) son todas
las soluciones a g;x; = xr. (recordar que los estabilizadores son finitos por
4.11), como la suma es de soporte finito, tenemos que el Gltimo término de
(11) esigual a

Por otra parte,

/ #{ge F:x=gh-x }dh =
heGy

n
= #loc F:oh=¢:l =
g/hec {g gh =g}

= Z/],; X]: 18] h

Lo que buscamos ahora es cambiar el conteo de puntos sobre F, que puede
ser complicado, por un conteo de puntos sobre un compacto. Esto involu-
cra un truco integral para mejorar el integrando, pasando a integrar sobre
F. Seguimos manejando la suma:

X1, (h)dh = /
];/}16(30 7t () ];

n
dh =Y Vol(GoN F1e)).
heGoNF1g; Z ol(Go g])

j=1

Usando que dh es de Haar, Vol (Go N F~1g;) = Vol((Go N f’lgj)gj_l), asf
que

) Vol(Goﬂ}"_lgj) =) Vol(Gogj_1 NF1 Z/ #{h € Gy : gh = g;}dg.
= =i j=1se

Volviendo a incluir la suma en el integrando y recordando la suma que
teniamos afuera, vemos que:

/ #{x € S"" N B}dh = / #{x € S'""NgGoL' : H(x) < X}dh,
gEN'(HA'A gEF
lo cual es una reformulacion del teorema. O]
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4.3 El conteo 62

La utilidad de este teorema viene dada por el hecho de que los con-
juntos compactos y semialgebraicos son més tratables desde el punto de
vista del conteo de puntos. En particular, tenemos la siguiente proposi-
cién, probada para el caso de conjuntos de multiplicidad 1 por Davenport
en [Davb51]:

Lema: 4.20 (Davenport). Sea R un multiset en R" acotado, semialgebraico, con
multiplicidad mdxima m, definido por como mucho k desigualdades y donde cada
una de dichas desigualdades tiene grado < I. Luego, si V(Z) = RNZ" y t(R)
es el mayor volumen de una proyeccion de R a un subespacio coordenado dado por
poner n — d coordenadas cero, 0 < d < n,

#V(Z) = Vol(R) + O(méx(1, t(R))),
donde la O depende de n, m, k, .

Vamos a aplicar esto a la regién B(#,t, A, X). Sea C tal que C* acota las
coordenadas de todas las formas en Gg - L. Si llamamos a los coeficientes
de f comoay; =a, ap="b,--- ,a5 = ey tomamos 4;,, - - - i, i coeficientes
entre los a,b, ¢, d, e, tenemos que el volumen de la proyeccién a esas coor-
denadas es O (A4f H{{Zl tzik—6>. En particular, una vez que f es una O(A),

t estd acotado por arriba y por abajo, con lo que, a menos de una constan-
te, el menor limite es a. Se sigue que la cantidad de puntos enteros en B,
cuando f estd acotado, es

Vol(B) + O(max(1, A1ot)).
Con esto, tenemos:

Proposicién: 4.21. El niimero de puntos enteros (a,b,c,d,e) en B(n,t,A, X)
cona #0es0,si CA < t,yes Vol(B(n,t,A, X)) + O(A6t*) en caso contrario.
Demostracién. Sélo basta notar que si CA < t, como 0 < |a| = O(C:f4),
debe ser a = 0. O]

Entonces, en NAAGY" - L' N {H(x) < X}, tenemos que 0 < A < Xz y,
como a # 0, debe ser quet < CA, y A > % Se sigue que:

1

i 1 px= e 4,16 3t

NVE X) = e [ fue /N(VOZ(B)JrO(t)L ))dh + O(X1+¢),
V2 T V2
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4.3 El conteo 63

donde el error aparece debido a que contamos las formas reducibles y las
formas de estabilizador grande al utilizar el lema de Davenport. Calculan-
do, vemos que:

X1/24 CA 3
/% " / O(AeH)dn = O(x1),
o2 T N

mientras que

X24
f / Vol (B

-(”ﬂ/m %/”A/W )

Usando que en la primera integral estamos multiplicando por F a todo
GoL', mientras que el volumen de B se puede acotar de manera burda por
O(A?9), esto es:

é(i) (/GO Vol(Rx(h'Li))VOZ(GO +0 (/X24 /CA/ AZO ))

lo cual evalua a

('3

Vol(Rx(h - LY))

3
0 + O(X3).

Obtenemos entonces el siguiente teorema (notar que el volumen de Rx (/ -
L") no depende de h):

Teorema: 4.22. Tenemos que, para cada i € {0,1,2—,2+1},

Vol (Rx (L))

+O(Xite).
i

N(Vy, X) =

4.3.3. Calculo del volumen I

S6lo resta calcular el volumen de Rx (L") para tener una férmula para
la funcién de conteo. Para ello vamos a interpretar la accién en términos
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4.4 Teorema de cambio de variables 64

de PGL,. Como multiplicar por elementos del centro no afecta las clases
proyectivas, consideremos el conjunto R’ = AL, Observar que, para cada
(I,]), estos conjuntos tienen un representante con invariantes (I, ]) (dis-
tinguiendo el caso A(I,]) > 00 < 0). Sea Ri(X) = {x € R* : H(x) < X}.
Consideremos la accién de GL;(R) en V(R) dada por

7 floy) = f—;ifé(y,)y;y)-

Observar quesi A € R,

4f(x
(W1d) - flxy) = LG fiay)

asi que el centro acttia trivialmente y la accion pasa a PGLy(IR). Sea
7 : GLy(R) — PGLy(R) la proyeccion.

Observacion: 4.23.

1. t(F) es un dominio fundamental para la accién de PGL,(Z) sobre
PGL,(R);

2. (F)RI(X) = Rx (L.

Usando esto, tenemos que podemos calcular el volumen de Rx (L") via
calcular el volumen de 77(F)R'(X), que es laimagen de 77(F) x R'(X) por
el mapa (7, x) — 7 - x. Més atin, podemos identificar

R'={(L]) e R*: A(I,]) <0}
sii#1,
R'={(I,])) e R?: A(L]) > 0},

con lo cual heredan la medida de Lebesgue de R2. Por otro lado, sea w
una forma de volumen para PGL,(IR). Nuestro objetivo es recuperar el
volumen de 71(F)R'(X) via un cambio de variables.

4.4. Teorema de cambio de variables

En esta secciéon exponemos el teorema de cambio de variables que es
usado a lo largo del paper de Bhargava y Shankar.
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4.4 Teorema de cambio de variables 65

Teorema: 4.24 ( [BS15a, Proposicién 3.10]). Sea R C C? un abierto y
s : R — Vi tal que es continua y, para cada (Iy, Jo), I(s1,,j,) = lo, J(s1,,5,) = Jo-
Luego, existe J € Q, no nulo, tal que para toda ¢ : Vo — R medible,

/UEPGLZ(C)-S(R)(P(U)dU - |‘7|/R/PGL2C ¢(8-sppw(g)dld],  (12)

donde consideramos a PGLy(C) - s(R) como multiset.

Demostraciéon. Supongamos que s es analitica. Por el teorema de cambio de
variables,

/vePGLz(C) 0)do = /I] /PGL2 JIs(& L))p(g - s1))w(g)dld].

El objetivo es ver que J = J5(g, I, ), el jacobiano del mapa
(v, (L]) = 751,
es constante.
» Independencia de g:sean g1, $» € PGLy(C) con J5(g1,1,]) # JTs(g2, L ]).

Por continuidad y dado que w es invariante, hay un B abierto que
contiene a g tal que

[ gL [ g1 0d1d)

8281

Ahora, usando continuidad en (I, ]), existe N C R tal que

//J oL ))w dld];é/ /gzg (g, 1,7)dId].

Usando la igualdad (12), obtenemos que
Vol(B - N) # Vol(g2¢; 'B- N).

Pero esto es imposible, pues el mapa ¢>g; ' Ve — V¢ preserva
volumen.
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4.4 Teorema de cambio de variables 66

» Independencia de s: Cualquier otra funcién s’ que cumple las mis-
mas condiciones verifica que PGL; - s(R) es el mismo multiset que
PGL; - s'(R). En particular, si tomamos g tal que g1j-s1; = sj;
paracadal, ],

/ pdo= [ g(o)do -

vEPGL,(C)-s'(R) vEPGL,(C)-(R)

—//JSII (g-s1,)w(g)dld],

y esto es, por invarianza de w,

| [ 7w netgsiy sipw@did) = [ [ Z(1 g5 wlg)da).

Como s’ es localmente analitica, por el teorema de cambio de variable
usual debe ser que Jy(I,]) = Js(L, ]).

» Independencia de (I, ]): esto lo haremos en dos partes. Primero no-
tar que ahora la eleccién de s es arbitraria. En particular, tomando
una s tal que s;; tiene por coeficientes polinomios racionales en I, |
(como por ejemplo s;; = x3y — Lxy® — ﬁy‘i), tenemos que J (I, ])
se calcula como un determinante con entradas en Q[I, ], asi que
J(I,]) € Q[I,]]. Notar que no es cero, tomando ¢ = 1 en (12).

Para ver que J(I,]) € Q, tomemos Gy C PGL,(C) acotado, con
Vol(Gg) = 1. Sea Ry acotado medible en C?. Entonces,

Vol(Go - s(Ro)) / dv_//j 1,])dId].

Go S RO GO RO
Sice(C,
[ do=lP [ =l [T,
¢Go-s(Ro) Go-s(Ro) Ro

pues V¢ es 5-dimensional. Asimismo,

/ do = / do = / J (L ])dId] =

CGO S R() Go cs RO ( 21,C73])

/ S|T (21, ST d1d].
(1)
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4.5 Cdlculode | 67

Entonces, para todo ¢ # 0,

< [ gaun= [ 1€1TELD.

(IJ)GRO (I/])GRO

Esto es imposible para un polinomio racional, salvo que sea constan-
te.
Finalmente, concluimos usando Stone-Weierstrass.

]

En general, el teorema vale cambiando C por R, Z;, y tomando el valor
absoluto correcto para J. Respecto a dicho valor, nos resta calcularlo y eso
es el motivo de la siguiente seccién.

4.5. Calculo de ]

Vamos a calcular el valor de J, el jacobiano constante del cambio de va-
riable previo. La estrategia es calcularlo en cada lugar p-ddico, para luego
recuperarlo en la parte arquimediana via la férmula del producto. Més es-
pecificamente, en cada lugar p vamos a tomar un conjunto S, y despejar
|J|p usando el teorema de cambio de variable. Esto se logra con el siguiente
lema:

Lema: 4.25. Sea p un primoy sea S C Vz, un conjunto definido por condiciones
de congruencia modulo p. Sea T C Vg, la proyeccién de S médulo p. Supongamos

que si 7t es tal que 7T(f) = (I(f), J(f)), luego S = =1 7(S). Tenemos que:

1
#PGLy(FF,) - y oo
’ (fePGLz(Fp)\T#A“tIFp (f)
mp = (13)
1
(I, N)en(S) fEPVGZLZiEIZ,;)) p

Demostracion. Usando el teorema de cambio de variable para la indicadora
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de S, xs, se tiene que

Vol(S) = |J|,Vol(PGLa(Z,)) / Z v tz 7 dId]
(L)) P

(L)er(S )fechz(zp
Observar que S estd definido por condiciones de congruencia médulo p,

asi que también
#T

Vol (S
(S) = P

Por la ecuacién de clases para T actuando sobre PGL;(IF,), obtenemos que

1
#T#PGLZ(IFP)( ) )\Tm),

fEPGLy(F,

completando la demostracion del lema. [

S6lo queda elegir ahora los conjuntos S = S, para cada p. Necesitamos
un lema acerca de la elegibilidad de pares (I, ]), es decir, qué pares pueden
ser invariantes de formas. Lo probaremos en la seccién 5.3.4.

Lema: 4.26 (Elegibilidad). Los (I, ]) € Z x Z elegibles son unién de coclases
de 9Z. x 277Z. Mas especificamente, (I,]) ocurre como los invariantes de una
forma cudrtica entera si y solo si cumple alguna de las siguientes condiciones de
congruencia:

1. I=0(3)y ] =0(27);

2. 1=1(9)y ] = +2(27);
3. 1=4(9)y] = +16(27);
4. 1=003)y] = +7(27).

Usando esto, procedemos a describir los S que usaremos:
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» (p # 3): Tomamos (Iy, Jo) € IF%\{A(I,]) = 0}.Si f es una forma, sea
fp sureduccion méd p; definamos:

S = {f (I(fp)/](fp)) = (10/]0)}-

Para el calculo de los términos entre paréntesis en (13), tenemos la
proposicion siguiente, cuya prueba puede leerse en [BS15a], Lema
3.15, y es un célculo utilizando los resultados de [BSD63], el paper
[SCO02] y el Teorema 6.29.

Proposicién: 4.27. 1. Sea p unprimoy (I,]) € 7w(Vz,) tal que p* {

A(I,]). Luego,
1

R —
VZZ,,(IJ) #Autzp (f)
ferciyzy
2. Sip # 3, fijemos (I,]) em IF’% con A(I,]) # 0. Luego,
L wan =
vy FAUtE,(f)
fE€paL,m)
Por el lema y la proposicién anteriores,
p(p=D(p*=1)
lp = = prz_l)zl'
5(1— p—2)L 2-1 ’
pPA-p2)y P

= Para p = 3, tomamos

S={f:1(f) =309)}.
Dado f € S, J(f) = 0(27) por elegibilidad. Luego, A(f) # 0(3). Por
la proposicién, y por el hecho de que la congruencia en I dice que
¢ = 0(3) y ae — bd = 1(3), obtenemos que:
3-(3%2-1) 24

- —27.
35 (1 - %) Vol(r(s)) 3°-§5-37°

J|3 =

Por la férmula del producto, ahora se sigue:
1
7l —I;[mp =57
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4.6. Calculo del volumen II

Usando el teorema de cambio de variables, tenemos que

- 1
Vol (Ry (L' :/ d :—/ / dldJ w.
MR = [ ™ = 27 Sy S M

Como 71(F) es un dominio fundamental para la accién de PGL;(Z) sobre
PGLy(RR), esto es el volumen del cociente PGLy(Z)\PGL;(R). Del calculo
de volumen se encarga la siguiente proposicion (ver [Pla23], observaciones
previas a la seccién 4.7):
Proposicién: 4.28. EI volumen del cociente PGLy(Z)\PGLy(R) es igual a
27(2).

Por otro lado, el volumen de Ri(X) se obtiene integrando sobre una

region elemental de R2. Calculemos estas integrales para finalizar la de-
mostracion del teorema.

Seai € {0,2—,2+}. Tenemos que integrar sobre la regién

_ s . 3 I
R_{(I,]).I >0, max(m ’Z) <X}.

Observar que en este caso |I| < v/ Xy |J| < 2v/X. Despejando ] en funcién
de I en la ecuacién de R, obtenemos que hay que calcular:

YX 2P VX
/ / d1dl = 4/ 13241 = 8 x5/6.
0 —2[3/2 0 5

Por otro lado, sii = 1, tenemos que integrar en la regioén

_ s P . 3 J?
R—{(I,]).I T <0 max<|I| ’Z) <X}.

Esto es una region que, pensada en (I, J), se halla contenida en la caja B =
[—V/X, VX] x [-2vX,2V/X], y est4 delimitada por la curva I = 4~1/3]2/3
(en particular, queremos la regién que encierra el eje de ordenadas con
esta curva). Entonces, observando que los limites de esta tltima region
coinciden con la integral que calculamos antes, se obtiene que:

Vol(R1(X)) = Vol(B) — Vol(Ro(X)) = 8X>/6 — §X5/6 = %XW.

Finalmente obtenemos:
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Teorema: 4.29 ( [BS15a], Teorema 2.1).

. 350(2)X Xs + O(Xz =
NO%0 = § BT +ouxiv =1

4.7. Conteo con congruencias

Tenemos una version del teorema de conteo usando congruencias. Sea
S C Vz definido por finitas condiciones de congruencia médulo potencias
de primos p*. Por el teorema chino del resto, podemos suponer que dicha
congruencia se expresa como una congruencia médulo un entero m, y que,
por ende, S es una unién de k reticulados L; con L; = m - Vz 4 u;. Por el
Teorema 4.19 aplicado a cada L;, usando que los reticulados son disjuntos,

tenemos que para cada j podemos calcular N(L; N Vé, X), donde al usar
el lema de Davenport tomamos en consideracion que los volimenes de
dimensién menor se escalan por #, con D la dimensién de la proyeccién,

pues Vz se escal6 por m. Obtenemos al sumar sobre i que:

kVol(Rx(L/))

N(SNV},, X) = e
]

+ O(X53/4F¢), (14)

Sea 1i,(S) el volumen en Z,, de la clausura p-adica de S calculado con la
medida de Haar aditiva normalizada de Vz,. Tenemos el siguiente teore-
ma de conteo con finitas congruencias, que los autores notan que se sigue
de insertar la identidad .
5 H Hp(S)
p

en la ecuacién (14).

Teorema: 4.30 (Conteo con finitas congruencias). Si S estd definido por con-
diciones de congruencia médulo finitos primos py, - - - , px, entonces

N(SNV4, X) = N(Vh, X Hy,, Xite).

Agregando pesos al teorema anterior, se consigue el teorema siguiente,
cuya derivacion es andloga:
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Teorema: 4.31. Sean py,-- -, py primos distintos y sean ¢p, : Vz — R pe-
sos, es decir, funciones definidas en Vz tales que su valor en f depende de la
clase de congruencia de f mddulo alguna potencia de un primo p;, y tal que son

GLy(Z)-invariantes. Sea Ny(V),, X) la cantidad de GLy(Z)-clases de equiva-

lencia de formas irreducibles en V), con altura acotada por X, tal que cada 6rbita
estd pesada por:

k

Luego, se tiene que:

: . k
N‘P(Vé’ X) = N(Vé, X) H/JCEVZ lPPj (f) af + O¢p1/..,,¢pk,€(x3/4+e)’
1= pi

donde ), extiende de manera natural la funcion ¢p, a Vz b

Conlcluimos esta seccién con un teorema que describe “el promedio”
de las formas con invariantes prescriptos:

Teorema: 4.32. Sea h'(I,]) el nimero de GLy(Z)-clases de equivalencia de
formas cudrticas irreducibles enteras con 4 — 2i raices reales e invariantes I, J.

Luego,
Y. H(L])
lm H(L])<X _ 2@(2).
X—y00 Z 1 n;
(L]) elegible,

(=1)'A(1,])>0,
H(L])<X

Lo tnico que nos falta para probar esto es complementar el calculo de
los volumenes de los Rx (L") con un célculo de la cantidad de invariantes
elegibles.

Lema: 4.33. Sea N ;(X) la cantidad de pares elegibles (I,]) € Z x Z con

H(L]) < Xy A(L]) > 0.Sea Ny ;(X) el andlogo para discriminante negativo.
Luego:

8
_ 32
N; (X)) = EX5/6 +0(x1/?).
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Demostracion. Sean

RE(X) ={(i,j) e R*: |i] < X3, |j| <2X"/?, 4 — j* > 0}

Ry (X) ={(i,j) e R*: [i| < X3, |j| <2X'/?, -4 + * > 0},

conjuntos que parametrizan en IR? el espacio donde queremos buscar los
puntos enteros (I, J). Observar que geométricamente esto es la intersec-
cién de la caja [—X1/3, X1/3] x [-2X1/2,2X1/2] con una regién delimitada
por una funcién que proviene de la ecuacion +(4i®> — j2) > 0. Observar
que las proyecciones a los ejes estdn dominadas una O(X'/?). Por el lema
de Davenport, la cantidad de puntos enteros (considerando la elegibili-
dad) en Ry (X) es

32
+ +
Ni'p = 39z Vol(RE ) +0(Xx12).

73



74

5. Obteniendo cotas uniformes: argumento em-
bedding sieve

Para obtener cotas uniformes es preciso utilizar un argumento que em-
beba la representacién que tenemos en un espacio con “mads simetrias”.
Este tipo de argumento fue bautizado en [Bhal4] como embedding sieve.
A nivel estructural se compone de lo siguiente: sea (G, V, f) una repre-
sentaciéon de un grupo algebraico lineal definido sobre Z con un polino-
mio invariante entero f y supongamos que queremos contar drbitas bajo
ciertas condiciones, pero que tenemos poco control sobre la simetria de
V (donde esto puede manifestarse de varias formas). Consideramos una
representacion (G, V') que verifique las siguientes tres condiciones:

1. Hay un polinomio invariante f’ para la accién de G’ en V’;

2. Hay un mapa ¢ : G(Z)\V(Z) — G'(Z)\V'(Z) de 6rbitas y una
constante uniforme M tal que la fibra de cada vector v en V estd
acotada por M;

3. El polinomio invariante de G es enviado al de G’: f' o ¢ = f.

Luego, si (G, V') tiene mds simetrias, se puede “embeber” G en G’ via un
mapa de fibra finita, lo cual permite controlar los problemas de conteo
sobre G via los de G'.

5.1. El caso GL,(Z) actuando sobre Vz

Consideremos V' := Z? @ Sym?(Z?) el espacio de formas cuadréticas
ternarias enteras, que identificamos con el espacio de pares de matrices
simétricas con coeficientes en %Z de 3 x 3. Podemos ver V7 en V' via

¢:(ab,cde) — (A B),

con A la matriz fija

(e)
NI

(@]
=
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y B dada por la matriz

b
i i
z;z
Oze,

es decir, con las formas
(xz — y?,ax® + bxy + dyz).

Sea V), el espacio de pares cuya primera coordenada es A. Hay una accién
de GLy(Z) x SL3(Z) en V', donde una matriz

(0}

(C,D) — (aC+bD,cC+dD),

mientras que un elemento de SL3(Z) actda por conjugacion simultdnea.
Ambas acciones conmutan, asi que esto define una accién del producto.

acttia por

Lema: 5.1 ( [BhaO4b, 3.1]). La accién de GLy(Z) x SL3(Z.) sobre V' tiene un
tinico invariante, llamado discriminante.

Mas aun, tenemos que
Proposicién: 5.2. Sea f € Vz. Luego, ¢ preserva el discriminante de f;
Demostracion. La forma ctbica binaria asociada a f = (a,b,¢,d, e) es
x> — (ad® + b2e — dace)y® + cx’y — 4axy’e.

Un céalculo (que puede hacerse en una computadora) demuestra que el
discriminante de esta forma coincide con el de f. O

Vamos a restringir atin mads el espacio. Sea SO(A) el grupo ortogonal
especial de la forma cuadratica A, y sea U C GLy(Z) el grupo de matri-
ces triangulares inferiores unipotentes. Notar que este grupo preserva Vy .
Vamos a considerar la composicién:

D:Vy — V) = U\V,.
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Observar que este mapa es biyectivo, pues en cada clase de equivalencia
hay una sola matriz con la entrada by3 = 0, y la imagen de una forma de
Vz a lo largo del mapa siempre tiene un cero en dicha entrada. Por otro
lado, falta entender como se manifiesta la acciéon de GLy(Z) en Vz, para
asi tener una inyeccién del cociente en un grupo de 6rbitas més tratable.
Esto se logra con un resultado de Wood (ver [Woo09]):

Lema: 5.3.

1. Hay un mapa
p:PGLy(Z) — SL3(Z)

inducido por la accién de GLy(Z) en las formas cuadriticas
px? — 2gxy + ry? via

S y)y)

2. Tenemos que Imp = SO(A,Z);

3. Las orbitas de GLy(Z) en Vg coinciden con las 6rbitas de la accion de
PGLy(Z) en Vg via

S y)r)

’)’f(xr]/): detzr)/ ’

4. ®(v- f) =p(y) - O(f) en U\V,.

Esto induce un mapa biyectivo entre PGLy(Z)\Vzy (U x SO(A,Z))\Va,
y por ende un mapa

Y. PGLz(Z)\VZ — (GLz(Z) X SLg(Z))\V/.

Acorde al esquema planteado previamente, nos interesa encontrar una
constante M que controle el cardinal de las pre-imagenes de Y. Observar
que nos basta con acotar la cantidad de pre-imagenes del mapa

(U x SO(A, Z))\Vy — (GLo(Z) x SL3(Z))\V',

dado que
PGLy(Z)\Vz — (U x SO(A,Z))\V4
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es una inyeccion. Observar que si (A, By )rex — z es un conjunto completo
de representantes para las pre-imégenes de x, los determinantes asociados
Dy = 4det(Ax — By) son moénicos en x y GLy(Z)-equivalentes; en efecto,
si (A,B;) =78 (A Bj), con

(0
)

acttia sobre D; de la siguiente forma:

la matriz

T-Dj(x,y) = det(A(ax — cy) — Bj(bx — dy)) =

= det(g(aAx + bB;x)g' — ¢(cAy +dB;y)g') =

= det((agAg' + bgBig')x — (cgAg' +dgBig")y) = det(Ax — Bjy).
Como las (A, By) noson U x SO(A, Z) equivalentes, las formas Dy no son

U-equivalentes. Llamemos D a un representante comun de D; médulo
GL,-equivalencia. Hay una inyeccién:

K—D1({1}):

para cada k, Dy es moénico, asi que la forma Dy, representa al 1 via (1,0).
Si y realiza la equivalencia de Dy con D, el vector uy = vy - (1,0) verifica
que D(uy) = 1. Por otro lado, si i # j, del hecho de que D; = v; - D y que
D; = v;- D se desprende que

Di =77 ' Dj,

con lo cual ¢ := 'yl-’yj_l no puede estar en U. En particular, si tuviéramos
que ;- (1,0) = ;- (1,0), tendriamos que

(1,0)y = (1,0),

lo cual quiere decir que la primera fila de 7y es (1,0). Como |dety| =1,y es
unipotente triangular inferior, lo cual es absurdo. Esto dice que la funcién
es inyectiva.
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Con esto, nos alcanza acotar la cantidad de veces que una forma ctibica en-
tera representa al 1 en Z x Z (a menos de equivalencia). Afirmamos que
M = 12 alcanza: esto es el contenido de los teoremas de Delone (usual-
mente escrito como Delaunay) - para discriminante negativo - y Evertsé -
para discriminante positivo - (respectivamente, [Del30], [Eve83]). Expone-
mos a continuacién parte del primer resultado, siguiendo el libro de De-
lone y Faddeev ( [DF64], capitulo VI). El segundo resultado es mas dificil,
involucrando un delicado tratamiento de series hipergeométricas, y esca-
pa a los contenidos de esta tesis.

5.2. Formas ctbicas con discriminante negativo represen-
tando a1

Nuestro objetivo es estimar, a menos de equivalencia, la cantidad de
veces que una forma ctbica representa al 1, es decir, la cantidad de solu-
ciones enteras a la ecuaciéon

f(X,y)=1

donde f es una forma ctbica irreducible, con discriminante no nulo y en-
tera. Observar que tenemos la igualdad, para una forma ctibica ménica en
Y,

nX2+sX2Y —gXY? + Y3 = (Xo+Y) (X' +Y) (0" +Y),

con p, p’, p” las raices de la des-homogeneizaciéon X = 1 del polinomio.
En particular, a cada solucién de la ecuacion representando al 1 podemos
asignarle una unidad en Q(p), de norma positiva. Esto sugiere que, estu-
diando este tipo de unidades, podemos estimar la cantidad de veces que
una forma ctbica representa al 1.

A menos de una transformacién modular, podemos suponer que la for-
ma es moénica en Y, y se escribe como

F(X,Y) =nX3 — gX?Y +sXY? + Y5

Des-homogeneizando con X = 1, identificamos las formas con los poli-
nomios de grado < 3 en Y y podemos asignarle a cada una su conjunto
de raices. En el caso en que su discriminante es negativo, tendrd una raiz
real y dos complejas conjugadas. En el caso en que su discriminante es po-
sitivo, se partird completamente en IR. Nos concentraremos en el caso de
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5.2 Formas ctbicas con discriminante negativo representando a 1 79

discriminante negativo.

Sea K un cuerpo ctibico con embeddings complejos. Tiene entonces un
embedding real y dos complejos conjugados, que llamaremos ¢ y o, 7,
respectivamente. Por teoria de Minkowski, si notamos la parte real de un
complejo z como R z y la imaginaria como S z, el anillo de enteros de K es
un reticulado de rango 3 y que se puede embeber en R via

x = (p(x),Ro(x),So(x)).
Notar que si x € K, lanorma de x es

p(x)a(x)7(x) = p(x)]o(x)* = p(x) (R o(x))* + (S o(x))?),

asi que las unidades del anillo de enteros Ok estan en la unién de las su-
perficies x(y? + z2) = 1y x(y* +z%) = —1. Supongamos que podemos
escribir K = Q(p), con p real verificando una ecuacién cubica irreducible
sobre Q. Nuestro reticulado tiene base entera {1,p,p?} y llamamos a un
elemento binomial si es lineal en p, es decir, si es combinacién lineal (en-
tera) de 1y p. En particular, los elementos binomiales se encuentran en el
plano generado por (1,1,0) y (o, R w, S w), con w un conjugado de p. Este
plano tiene ecuaciéon x —y + Hz = 0,con H = %gw(; £. En particular, obser-
var que cualquier elemento (x, y,z) en la interseccién de las superficies de
nimeros con norma 1 y nimeros binomiales verifica que:

B3 x> y*—2Hyz + H?Z?
_y2+22_ y2+22 :

Como (y + Hz)? > 0, obtenemos que x> < H? + 1. En particular,

x < VH2+1.

Por otro lado, por el teorema de unidades de Dirichlet, el grupo de unida-
des de O tiene un generador libre y todas las unidades se obtienen como
£#n™, con 7 el generador y m un entero. Observar ademas que podemos
suponer que 0 < 77 < 1, a menos de cambiarlo de signo o cambiarlo por
1/#. Llamamos a la unidad fundamental que estd en el intervalo (0,1),
unidad fundamental directa y la notamos 7, mientras que a su inverso lo
llamamos unidad fundamental inversa, y lo notamos #.. Podemos supo-
ner que, al considerar las potencias de la unidad fundamental, tenemos
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exponentes m > 0, usando en lugar de la unidad directa, la unidad inver-
sa. Como la unidad inversa verifica que 7, > 1, elevarla a la m la hara
crecer; en particular, como hemos acotado uniformemente la coordenada
x de los puntos binomiales, se sigue que:

Teorema: 5.4. Hay finitas potencias no-negativas de la unidad inversa que son
unidades binomiales.

Falta estudiar las potencias de la unidad directa. Primero observare-
mos de qué manera una transformacién matricial afecta las soluciones en
términos de 7. Esto permitird suponer que no hay soluciones que son po-
tencia de la unidad inversa en nuestra forma ctbica.

Teorema: 5.5 ([DF64, VI.5]). Sean ™, m; < my < - - -, donde permitimos que
m; < 0, las soluciones de la forma nX> — gX?Y + sXY? + Y3. Si transformamos

por una matriz
a b
c d)’

entonces (d, c) es una solucién de la primera forma y, si (d,c) = n™, las solucio-

nes de la forma transformada son de la forma {',77—7,’: } .
1

En particular, como sabemos que las soluciones que son potencia de
la unidad inversa son finitas, podemos transformar por una potencia lo
suficientemente grande para que las nuevas soluciones sean todas de la
forma #™, con m > 0. Es decir, a menos de equivalencia, nos alcanza con
probar que hay finitas unidades binomiales que son potencia positiva de
la unidad directa.
Observar que si 77 ya fuera binomial, terminamos:

Teorema: 5.6. Si Ap + B es una unidad binomial y |A| # 1, ninguna potencia
de Ap + B puede ser binomial.

Demostraciéon. Sea m > 0. Expandiendo el binomio de Newton, tenemos
que si (Ap + B)™ fuera binomial,

() (Do (s sasre

Notar que A y B son coprimos, pues Ap + B es una unidad, y que no pue-
de ser que un primo p > 5 divida a A, pues sino, si la valuacién p-adica
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del primer término es v, la valuacién p-adica de todos los términos restan-
tes seria > v 4 1, lo cual es absurdo pues la suma esté igualada a cero. Si
9|A, y la valuacién 3-4dica de m(?; 1) es k, a partir del segundo término
la aparicién de potencias de A indica que la valuacién 3-adica es > k + 1.

Esto también es absurdo. El caso 2| A se prueba andlogamente.

Supongamos entonces que A = 3. La unidad binomial se corresponde
con una solucién de la forma B®> = sA%2B — gA?B + A3n. Es decir

B® = 9sB — 3qB* 4 27n,

lo cual es cero médulo 3. Por el pequefio teorema de Fermat, B es cero
modulo 3. Sacando un 3 de todos lados, vemos que s = 0 moéd 3. Esta
: . : PP -1
congruencia permite mirar, como antes, la valuacién 3-ddica de % y
compararla con la de los términos restantes para arribar a otro absurdo.

O

Para concluir, sélo falta una técnica llamada algoritmo del ascenso, debi-
da a Delone. Sea 7 = Ap® + Bp + C y pongamos 7™ las soluciones bino-
miales a la forma ctibica representando al 1. Escribamos 1" = P;p + Q;.
Recordar que p es solucién de

X3 —sX?>—gX-n=0,

tal que si p’, p” son los conjugados de p (y seguimos la misma convencién

para 7y n™),

s—p=p"+p"
Por otro lado,
Imy 0 m;
Py = 1 p/ _Z// .

Notar que podemos calcular

77/_17//:14'0/2_+_Bpl_+_(:_14()//2_Bp/1_(::14(()/2_‘0//2)_{_B(p/_p//)’

con lo cual
17/ _ ;7// n—1 ) ) n—1 . .
Pi — p/ — p// 17/ mil;,]// mi(n—i) _ (A(S . P) + B) (Z 17/ ml-117/l m,-(n—z)) )
i=1 i=1
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La ultima expresion es una expresion simétrica, racional en #’,”. Pode-
mos entonces escribir

P, = (A(s — p) + B)(xip® + Bip + i),

con a;, B, vi en Q. Desarrollando la ecuacién e igualando en Q(p), tenemos
que:

v A2P;
' N(—Ap+ As+B)’

B ABP,
bi = N(—Ap + As + B)’
(B2 + ABs + A?%q)

T N(—Ap+ As+B)’

Luego, si llamamos 6% := (A% : AB : B>+ ABs + A%q) = (A : B)?, el
maximo comun divisor de los numeradores de los coeficientes de la forma
derecha verifica que § - N(—A’p + A’s + B')|P; para todo i, con A" = A/,
B'=B/é.Seax :=|6- N(—A'p+ A’s+ B')|. Sik > 1, las soluciones viven
en un orden Oy,. Podemos ahora repetir el argumento para este nuevo
anillo y construir una sucesion de anillos, cada uno “maés alto”que el otro.
El proceso termina cuando x = 1, si es que esto ocurre. En particular, la
norma previa debe ser un miembro de Q o una unidad de Q(p). Cada paso
en el que vamos hacia un orden superior se llama ascenso.

El teorema fundamental del algoritmo del ascenso es el siguiente:

Lema: 5.7. Sea T = —Ap + As + B. Luego, T no es una unidad no racional de
ningtin anillo producido a partir del primer ascenso.

Demostraciéon. Hemos de probar que la tinica forma de que esta cantidad
sea una unidad es que lo sea de Q(p). Supongamos que las soluciones aso-
ciadas a la unidad fundamental inversa han sido “normalizadas”, es decir,
que todas las soluciones estan dadas por potencias de la unidad funda-
mental directa. Si T es una unidad en Q(p), es binomial, y luego es poten-
cia no-negativa de la unidad fundamental directa 7, posiblemente multi-
plicada por —1. Es facil ver (igualando la ecuacién) que T # 7. Luego, la
potencia debe ser positiva y > 1. Notar que si T = +7/,

+nl = % = Ay + (ABs + B?> — A% — AC).

82



5.2 Formas ctbicas con discriminante negativo representando a 1 83

Luego,
47!t = (ABs + B> — A% — AC)1. + A.

Si hemos realizado un ascenso, el mismo argumento muestra que, llaman-
do al nuevo elemento p’ := xp +r,conk > 1yr € Q, se tiene

. = (ABS + B> — A% — AC)p"? + bp’ +c,

para coeficientes analogos al primero b, c. Esto se puede escribir como
k6 + ¢/, con 6 un entero del orden y ¢’ un racional. Luego,

£yl = (k0 + )™ = (ABS+B* — A%g — AC)n. + A
= (ABS 4 B> — A%?q — AC)xf + (ABS + B> — A%’q — AC)c' + A),

lo cual contradice el Teorema 5.6, salvo k = 1, es decir, si no hubo ascensos.
O

Con esto en mente, veamos el desarrollo del algoritmo del ascenso con
exhaustividad. Si T no es una unidad ni un entero algebraico, realizamos
al menos un ascenso. Denotemos 7’ al T ascendido.

= Si T no se vuelve unidad al ascender, P; es infinitamente divisible
por los ascensos suscesivos «, «’, k", -+, 1o cual es absurdo y no hay
soluciones;

» Si ascendemos y T se vuelve una unidad, por el lema no puede ser
distinta de +1. Luego, A’ = 0,B’ = +1, y 5’ = +p + C". Denotemos
p’ = xp, con x > 1. Luego, tenemos que (+xp +¢)" = Plp+ Q, lo
cual es absurdo por el Teorema 5.6, a menos que m = 1. Por ende,
ademas de la “solucién infinita” (0, 1), tenemos la solucién +xp + C';

» Decimos que una forma f es reversible si es ménicay f(1,0) = 1.
El caso donde el algoritmo no asciende nunca se desprende de un
tratamiento de las formas reversibles. Este escenario se da cuando T
ya era una unidad. Si es una unidad trivial +1, como antes se tiene
que 7 = +p + C". Como p tiene grado 3 sobre Q y 7 es una unidad,
1 serd raiz de una forma reversible; si T es una unidad no racional,
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definiendo
a = +(ABs+ B* — A%’g — AC),
b= +(ACs + BC — A%n),
c==1(-A),
d = +(B+ As),
vemos que
_ap+b
Ccp+d

Podemos elegirlos de manera tal que N(cp 4+ d) = 1. Luego, la forma
(n,—g,s,1) es equivalente a una reversible via la matriz (a,b,c,d),
que tiene determinante de médulo 1.

Esto dice que podemos resumirnos al tratado de las formas reversibles. El
mismo se realiza mediante un largo célculo (ver [DF64], paginas 389-395).
Resumimos la conclusién de este andlisis, en conjunto con el anterior, en
el siguiente teorema:

Teorema: 5.8 (Representacion del 1 por formas ctibicas). Sea f una forma
ctibica entera con discriminante negativo. Luego, la cantidad de veces que f repre-
senta al 1 es < 5. En especifico, si la forma no es reversible, hay < 2 representa-
ciones. Si la forma es equivalente a una reversible, hay 3, o 4 representaciones. La
uinica forma con 5 soluciones tiene discriminante —23 y estd dada en coeficientes

por g = (1,0,—1,1).

5.3. Cribas libres de cuadrados

Sea Wp( V) C Vzel conjunto de las formas tales que su discriminante
es divisible por p?. Notar que esto puede ocurrir por dos razones: razo-
nes de naturaleza “méd p”, es decir, p?|A(f + pg) para toda g, en cuyo
caso decimos que f es fuertemente divisible por p; y razones de natu-
raleza “méd p?”, es decir, que existe ¢ € Vz tal que p? t A(f + pg), en
cuyo caso decimos que es débilmente divisible por p. Sea W; (V) el con-
junto de las formas fuertemente divisibles, resp. Wg(V) el conjunto de las
formas débilmemente divisibles. La idea usada en [BS15a] consiste en ob-
servar que el fendmeno fuerte puede atacarse de manera geométrica, con
una criba, mientras que el fenémeno débil precisa de técnicas de teoria de
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anillos asociadas a la parametrizacion previa.

5.3.1. Multiplos fuertes

Tenemos la siguiente forma cuantitativa de un teorema de Ekedahl (
[Eke91]), que fue probada por Bhargava en [Bhal4].

Teorema: 5.9. Sea Y un subesquema cerrado de A7, de codimensién mayor o
igual a 2. Suponer que las proyecciones de Y a las primeras n — k 4 j coordenadas
tienen clausura Zariski de codimension j en A"/, para 0 < j < k. Sea B una
region compacta de R" de medida finita. Sean M, r > 0. Sean ty,- - - ,t, reales
positivos tales que []; t; = 1, y supongamos que existe una constante x > 0 tal
quert; >k Viyt; > «kparai >n —k. Luego,si () := BNYNZ",

n
#{lac Q:3p> Mprimo,amédp € Y(FFy)} =O (M"+logM Jrrn—k+1) )

con la constante dependiendo de B,Y vy x.

Una vez que tenemos esto, podemos truncar la regién Fpgy,, que defi-
nimos como mirar a F médulo PGL,(R) (que es un dominio fundamental
para PGLy(Z) sobre PGL;(R)) para tener una dominio que se expande
homogéneamente: sea 0 < & < 1 tal que si Fp;; corresponde a los ele-

mentos de Fpgr, donde t = O¢(1), se cumple
Vol(Fpgr,) = (1 —¢)Vol(Fpgr,)-

Con este truncamiento, podemos aplicar la criba a Fpgy, - R'(X) al tomar:

n=>5k=2r= Xs, donde podemos tomar k = 2 puesto que, supo-
niendo que f es fuertemente divisible por p, y suponiendo sin pérdida de
generalidad que A = A(f) posee término en e, debe ser que Y = V(A, )
es un subesquema cerrado de A3, de codimensién 2, que contiene a W. Se

sigue que:

5

. X6 2

W= Fher, KON U W) | =0 (Ml—g1\4+x>
p>M
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5.3.2. Multiplos débiles

Para los multiplos débiles es mas conveniente usar el mapa ¥, defi-
nido en la secciéon 5.1. Usaremos que conocemos cémo se comportan los
multiplos débiles en V' y que el mapa tiene fibras uniformemente acota-
das. Primero necesitamos un teorema de Bhargava, probado en [Bha05].
La moral de la prueba es interpretar el problema de las formas cuérticas
como un problema sobre anillos cudrticos, y utilizar técnicas de teoria de
cuerpos para realizar el conteo.

Teorema: 5.10 (Bhargava). Sea Wy (V") el conjunto de elementos de V' que es
débilemente divisible por p. Luego, la cantidad de 6rbitas bajo GLy(Z) x SL3(Z)
en W% (V"), con discriminante acotado por X, es O(X / p?), con la O independien-
te de p.

Usando esto, observar que tenemos el siguiente teorema:

Teorema: 5.11.
#{f € W;(V) 1 H(f) < X} = O(X/p?),
con la O independiente de p y X.

Demostracién. El mapa ¥ preserva discriminante y la pre-imagen de cada
elemento tiene como mucho 12 elementos (médulo (GLy(Z)) x SL3(Z)),
asi que cada v de V' que cumple la cota produce < 12 elementos con altura
acotada en V' (médulo PGL,). O

Con esto, obtenemos una cota uniforme para el caso débil también,
que, en conjuncion con la cota para el caso fuerte, implicardn el teorema
de conteo uniforme.

Teorema: 5.12. Sea 0 < & < 1. Tenemos que

. X5/6
# ISJGLZ'RI<X)ﬂ U Wer(V) = 0O <logM>’
p>M

con la O independiente de X y M.
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Demostracion. Si f € Fpgy, - Ri(X), 2 # 0(p). Notar que Frr, - R{(X)
es una regién que se expande de manera homogénea y sus lados estan
acotados por X1/°, asi que, una vez fijado e, la cantidad de opciones para
(a,b,c,d) es O(X*®), si pedimos que f € Fber, - R/ (X) N Vz. Més atn,
como A es cubico en e, una vez fijados (ag, by, co, do, eg) como antes, hay
como mucho 3 elecciones para el resto de eg médulo p, para que p|A. Como
p J( , por el lema de Hensel, hay un levantado médulo p? tnico, para
cada una de esas 3 elecciones, tal que p?|A. Luego,

O(X5/6) p < X1/12’

#{ Fhcr, - RI(X)NW(V )}—{ (X4/6)

pues si p < x1/12, p2 < x1/6 y X46 < X5/6/p2. Esto nos da una cota
puntual en funcién de p para cada #{Fp5;, - R'(X) N W%(V) }. Para com-
binarlas, debemos estimar

#(Fper, RN U W;%( —#U PGL, * )HWZ(V))
p>M

Esto es
( Y. #(Fpgr, - R'(X) ﬂWz("))) :
p>M

Para el rango 1 < p < X'/, podemos acotar por la cantidad de suman-
dos y la cota previa: la funcién contadora de primos 77(X'/®) se compor-

ta como O ( Xg (/;)> asi que en este rango estamos acotados por un fac-
tor de orden O(X*/¢)O (%) = O(X%%/1log(X)). Como p < X'oy

p > M, obtenemos que en el rango 1 < p < X'/ podemos acotar por
O(X5/6/1og M). Por otro lado, para p > X'/¢,

Z 1 =0 (;)
p>X1/6 p? X1/6log(X) )’

pues, integrando por partes,
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. 1 5/6
Finalmente, utilizando el Teorema 5.11, podemos acotar por O(liw) tam-
bién en el rango p > X!/6. O

Juntando las cotas se obtiene:

Teorema: 5.13 (Criba uniforme, Teorema 2.13 de [BS15a]). Sea p un primo.
Para cada M > 0,

N (Upsm Wy(V); X) ( 1 )

)}13}0 X5/6 =0 logM

con la O independiente de M.

5.3.3. La criba

Hasta ahora, sabemos controlar de manera uniforme el agregado de
(infinitas) condiciones de congruencia para nuestro conteo. En esta sec-
cién, consideraremos un teorema de conteo que permita detectar discri-
minantes que son divisibles por el cuadrado de algtn primo, para luego
aplicarlo para calcular la cantidad de formas segiin la “suavidad”de su
discriminante.

Definicién: 5.14. Sea ¢ : Vz — [0,1]. Decimos que est4 definida por
condiciones de congruencia si existen funciones locales ¢, : Vz, — [0,1]
tal que:

= [1, ¢p — ¢(f) puntualmente;

» Para cada p, ¢, es localmente constante fuera de un conjunto S, ce-
rrado de medida cero.

Decimos ademds que ¢ es aceptable si, para p > 1,

LA = pp(f) =1
Un ejemplo de funcién aceptable es el siguiente:

Teorema: 5.15. Sea S el conjunto de formas cudrticas con discriminante libre de
cuadrados. Luego, xs es una funcion aceptable.
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Demostracion. Sean

_ 1 PP Al),
X”(f)_{o PIA)

Notar que el producto de las x, da cero, salvo que para todo p, A(f) sea
libre de cuadrados, lo cual dice que le producto [T x,(f) converge a xs(p).
Por otro lado, las funciones x, son localmente constantes y la condiciéon
de aceptabilidad se satisface trivialmente. O

El teorema central de esta parte es el teorema de conteo siguiente, en el
cual no sélo podemos poner pesos, sino que estos detectan infinitas con-
diciones de congruencia:

Teorema: 5.16. Sea ¢ : Vz — [0, 1] aceptable. Luego,
Np(Vi X) = NV XOTT [ gp(F)df +0(x°).
p f€Vz)

Demostracion. La estrategia de la prueba es reducirla al teorema que ya co-
nocemos para finitas condiciones de congruencia via truncamientos, para
luego acotar el error que esto introduce con la criba uniforme.

Para cada ¢, como son localmente constantes fuera de S, podemos tomar
una sucesioén de funciones acotadas que convergen puntual y creciente-
mente a ¢, llamense ¢,;, a la par que una sucesioén decreciente 1/1;71-, todas

ellas definidas por congruencias médulo p', para cada i. Suponer que si
i = 0, el valor de las funciones es 1. Tenemos que

=y
/Vz,, Yo =7 v, Pp.

Yy que
!
=] o
VZp lppn n—00 VZp (PP

Por aceptabilidad, si p > 1, usando el teorema chino del resto y el argu-
mento geométrico de [Poo03] (Teorema 3.2),

1
1- df < < =.
v PP /fGVzp,PZM(f) P
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Consideremos ahora truncamientos de los pesos: si Y € Z, sea Nl}f (V,X)

el nimero de GL;(Z)-6rbitas de formas irreducibles con altura acotada
por X, pesadas por [, ¢ o1 X1(f) (f). Anédlogamente definimos las nociones
'ty

para ¢’. Por el teorema de conteo para finitas condiciones de congruencia,
que se puede aplicar dados los truncamientos, tenemos que:
Ny (Vz, X)

< limsup —_— =
X—o0 X5/6

N(P(VZ/ X)
X—o0 X5/6

N(Vz, X
— lim p / d
X—o00 X5/6 H feVZp % f

Por aceptabilidad, el producto cumple que
fldf < oo,
H /f €Vz, faf

asiquesiY — oo, con p fl]O,

IT /fv Wz 4 2, 11 /fv pp(f)df

En particular, tenemos la cota super1or:

) Ny(Vz, X)
limsup ———— X576 H/fevz
P

X—00

lim sup

Falta la cota inferior. Por aceptabilidad, nuevamente los pesos dardn 1
siempre y cuando primos suficientemente grandes no dividan al discri-
minante. Observar que si p > 1-p > Y en particular - la tnica condicién
que rompe que ¢ > ¢, , es sin = 0y p?|A(f). Por ende, salvo en los pun-
tos tales que p > Y, p?|A(f) y H(f) < X, tenemos que § > 9y, asi que a
menos de una constante se estima:

Np(Vi, X) > Ny (Vi X) — ( (UW ) )
p>Y

siguiendo la notacién de la seccién anterior. Dividiendo por X*/¢, toman-
do limite cuando X — oo,
Ny (V4 X)

lim inf —2 > liminf
X—o00 X5/6 X—o0

(Nlﬁ(%x) —O(N(Up>v Wp(V)),X)>
X5/6 /
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y usando la criba uniforme se deduce que:

. Ny(V, X) _ Vi, 1
z > z. —_
S-S LR i O H/fevz 0940 (a7 )

La demostracién concluye enviando Y — oo, donde los limites y productos
conmutan por convergencia dominada y por el hecho de que el producto
converge. [

5.3.4. Formas con estabilizador grande

En esta secciéon probaremos los Lemas 4.11, 4.18 y 4.26. Estos lemas se
interpretan como fenémenos de la teoria de invariantes, correspondien-
tes a resolventes ctibicas de formas cudrticas. Utilizamos la notaciéon de
la seccién 5. Una forma ciibica se dice moénica si vista como forma en x
es moénica. Sea Rz el espacio de formas ctbicas enteras y Rz el subes-
pacio de formas monicas. Si (A, B) € V', 4det (Ax — By) € V. Tenemos
que U acttia sobre Rz 1 por cambio de variables. Si ¢ = (1,7,s,t) € Rz,
I(g) = r* —3s, J(g) = —2r> + 9rs — 27t son invariantes para U. El dis-
criminante A(g) se debe poder escribir en base a I, J. En particular, vale
que

27M(g) = 41(3)° — J(8)*-

La altura de ¢ es H(g) = max(|I(g)[?, ](;%)2). Sea Uq el grupo de unipo-
tentes triangulares inferiores con entradas racionales. Mirando la accién

por cambio lineal de variables de Ug sobre Rz vemos que toda forma

3 1.2 J(f).3

¢ =(1,r,5,t) es equivalente a h(x,y) = x Lxy? — By

Sif e Vzy¢(f) = (A B) su cubica resolvente es la forma ctbica

monica g(x,y) = 4det(Ax — By). Tenemos que I(f) = 1(g) y J(f) = J(g)-
Como ya hemos mencionado, la curva eliptica z = g(x,1) es la jacobiana
de la curva de género 1, z2 = f. Usaremos un lema de conteo bésico:

Lema: 5.17. La cantidad de U-6rbitas de formas ciibicas binarias ménicas enteras
g, con g Q-reducible y de altura H(g) < X, es una O(X1/2+¢).

Demostracion. A menos de U-equivalencia, dada la forma ¢ = (1,7,s,t),
podemos suponer que |r| < 1.Si H(g) < X, |I(g)| < /H(g) < X'/3. Mas
aun, 3[s| < [r2 —3s| 4+ |r?| < |I|+1 = O(X'/3), asi que |s| = O(X/3).
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Anélogamente, como M < H(g) < X, t = O(X'2). Consideremos
ahora la condicién de reducibilidad para g. Sit = 0, g = (1,7,5), asi que
hay O(1)O(X'/3) = O(X'/3) opciones para g. Podemos entonces suponer
que t # 0. Como g es reducible, debe tener un factor racional. Sea x — my
un tal factor. Luego,

g(x,y) =2 +ra’y +sxy? + ty° = (x — my)l(x,y).

Observar que de esta igualdad se deduce que m|t. Como t = O(X'/?),
m = O(X®). Observar que al fijar r, t, m, como g(m,1) = 0, tenemos
que s queda determinado. Luego, hay O(1)O(X/?)O(X?) = O(X1/2+¢)
elecciones para g. O

Ahora procedemos con la demostracién del Lema 4.11.

Demostracion del Lema 4.11. Primero consideremos la acciéon de PGLy(Z)
como en el Lema 5.3, inciso 3. Si A(f) # 0, por el isomorfismo de (3.18),

#Stabper,r)(f) =

2 A(f) <0,
4 A(f)>0.

Ahora consideremos la accién de GL;(IR) por cambio lineal. Siy € Stabr(f),
usando que I, | se transforman por potencias del determinante, vemos
que |det v| = 1. Luego, v mod PGL,(RR) estabiliza f. Como #Stabr(f) N
Al = 2, hay que multiplicar por 2 a los valores anteriores. Luego,

#Stabg(f) =8 f e V3, V2, VT,
#Stabr(f) =4 f € V.

]

Ahora, armados con el Lema 5.17 y el Lema 4.11, damos una demos-
tracién del Lema 4.18.

Demostracion del Lema 4.18. Sea f una forma entera cuyo estabilizador tie-
ne mas de un elemento. Luego, la curva E; inducida por el Corolario 3.18
admite 2-torsion racional no trivial. Por la observacién del comienzo, si g
es la cibica moénica resolvente de f, ¢ es reducible. Si H(f) < X, como g
tiene la misma altura, H(g) < X, y estamos en las condiciones del Lema
5.17. Podemos afirmar luego que hay a lo sumo O(X'/2+¢) elecciones para
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la U-6rbita de g.

Si fijamos ahora la GLy(Z)-6rbita de g, donde g es una forma ctbi-
ca, entera, reducible y H(g) < X, nuevamente usando los resultados de
[BhaO5] (ver Lema 12 y su demostracion), las GLy(Z) x SL3(Z)-6rbitas
de (pares de) formas en V' con ¢ como ctbica resolvente es como mu-
cho O(X'/#). Por lo hecho en la seccién 5.1, tenemos que el nimero de
PGL,(Z)-6rbitas en Vz con g como ctibica resolvente es a lo sumo O(X1/4).
Luego, la cantidad de PGL,(Z)-6rbitas de formas en Vz con estabilizador
no trivial en PGL,(Q) y altura menor a X se acota como las formas de
elegir la 6rbita en PGL,(Z), y luego la 6rbita de g, lo cual hay a lo sumo
O(X1/4X1/2+8) = O(X3/4+€) opciones. O

Por dltimo, demostramos el Lema 4.26.

Demostracion del Lema 4.26. Podemos reducir el problema a las formas ctibi-
cas, pues dada una f, su forma ctibica resolvente tiene los mismos inva-

riantes, y, dada cualquier § = (1,7,s,t), construimos la forma f(x,y) =

3y + rx®y? + sxy® + ty* y chequeamos que tiene a ¢ como ctibica resol-

vente.

Sea ¢ € Rz1. Podemos suponer que r = —1,0, 1, sin cambiar los inva-
riantes. Si [ = 0(3), 7> = [ +3s = 0(3). Luego, ] = —2-27 +27s — 27t =
0(27). Suponer que I # 0(3). Luego, r # 0, tal que r = =£1. Luego,
I = r* = 1(3). Mirando médulo 9, hay 4 opciones para el resto de 1.
Cada una de ellas induce una congruencia médulo 3 para s, y, como | se
determina médulo 27 en base a 7, s, que ya tenemos determinado J. Esque-
matizamos con la siguiente tabla.

s|I=1-3s(9) | J= —-2r+9rs(27) =r(9s — 2)
0 1 +2
1 7 +7
2 4 +16

Cuadro 1: Tabla con conguencias de elegibilidad
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6. Elrango promedio de las curvas elipticas

Sea E/Q una curva eliptica. Recordar que podemos escribirla como
E:y*=x>+ Ax+B, (15)

donde A y B son enteros, via cambiar variables. En particular, imponiendo
la condicién de minimalidad siguiente:

si un primo p verifica p6|B, luego p4 1A,

el conjunto de las ecuaciones de la forma anterior conforma un conjunto
de representantes para las curvas elipticas sobre Q moédulo isomorfismo.
Sean I = —3A, ] = —27B y consideremos la altura

H(E) = (1) = max (117, ),

que es 2% veces la altura usual. Nuestro interés es usar la parametrizacion

de los elementos del grupo de Selmer para estimar el rango de las curvas
elipticas en familias grandes. En especifico, nos interesa la cantidad

Yres, (#5el?(E) — 1)
ZEESX 1 '

donde £x es el conjunto de curvas elipticas a menos de isomorfismo y
de altura acotada por X, que podemos pensar como la familia de curvas
de altura menor a X dadas por ecuaciones de la forma (15) (y que vere-
mos que se puede reemplazar por familias grandes F). Para realizar estos
conteos vamos a usar consideraciones locales. Notar que ya hemos conta-
do las formas cudrticas a menos de equivalencia por GL;(Z). Como —Id
actda trivialmente, estas clases de equivalencia coinciden con las clases de
PGLy(Z).Para pasar de PGLy(Z) a PGL,(Q), debemos pesar por cuantas
6rbitas por PGL;(Z) hay en una sola clase de PGL,(Q)-equivalencia. Sea
n(f) el nimero de tales 6rbitas. Sea

#Autg(f)

"= L RAu ()
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donde B(f) es un conjunto completo de representantes para PGL,(Z) ac-
tuando sobre PGL,(Q) - f y Autg denota estabilizadores cuando estamos
considerando las acciones de los grupos generales proyectivos sobre un
anillo R - a diferencia de los estabilizadores usuales que denotabamos co-
mo Stabg. Por el mismo argumento hecho en el conteo para probar el Co-
rolario 4.15, podemos usar m(f) en lugar de n(f) como multiplicidad de
nuestros representantes, salvo una cantidad de orden asintético fijo.

En [BS15a], se prueba el teorema para curvas elipticas en familias gran-
des. Vamos a definir estas nociones.
Para cada primo p, sea X, un cerrado de Z;, donde £, N {A = 0} = @
y 90X, es medida cero. Sea Fy, el conjunto de curvas elipticas sobre Q cu-
yos invariantes estan en X, para cada primo p. Agregamos condiciones
de congruencia en infinito a Fy pidiendo que las curvas cumplan que
sus invariantes (I,]) estén en {(I,]) € R? : A(I,]) > 0}, o bien en
{(I,]) e R>: A(I,]) < 0} obienen {(I,]) € R?: A(I,]) # 0}. Decimos
que Fy, estd definida por condiciones de congruencia. Sea F una familia
de curvas elipticas sobre Q no vacia. Supongamos que estd definida por
condiciones de congruencia. Denotamos Inv(F) a los pares de enteros que
son invariantes de curvas en F. Denotamos Inv,(F) a la clausura p-adica
de Inv(F) en Z,, sacando aquellos elementos donde A(I,]) = 0. Denota-
mos [nv«(F) al conjunto:

{(I,]) € R?: A(I,]) > 0}, siF contiene solamente curvas con A > 0
{(I,]) e R>: A(I,]) < 0}, siF contiene solamente curvas con A < 0.
{(I,]) € R>: A(I,]) #0} siF contiene curvascon A > 0y A < 0.

Una familia F se dice grande si para todos salvo finitos p, Inv,(F) contiene
todos los pares (I, ]) de Z,, x Z, tal que p*t A(L, ]).

Sea F una familia grande de curvas elipticas, sea Inv(F) el conjunto de
invariantes de formas en F y sea S(F) el conjunto de formas localmente
solubles enteras con invariantes 241, 2°], (I, ]) € Inv(F). Si pesamos S(F)
por #f)’ estamos considerando todas las formas localmente solubles con

invariantes prescriptos iguales a los invariantes de las curvas en F. Por en-
de, la cantidad de 6rbitas pesadas de formas en S(F) de altura acotada
por X coincide asintéticamente con la cantidad de elementos no identi-
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dad del Grupo de Selmer de las curvas E en F de altura acotada.

El hecho de pesar con m(f) es lo que permite la aparicién de las consi-
deraciones locales. Sea, para cada p, m,(f) el peso definido andlogamente
a m(f) reemplazando Q por Q,, Z por Z,. Luego tenemos el siguiente
lema:

Lema: 6.1. Si f tiene discriminante no nulo,

m(f) =] [mp(f).
p

Este lema sera probado en la siguiente subseccion.

6.1. Numeros de clase de grupos algebraicos

En esta seccion probaremos el lema previo, usando que PGL,(Q) tiene
numero de clase 1. Para ello, daremos suficiente background en grupos
algebraicos, adeles y nimeros de clase para enunciar la definicién general
del nimero de clase y probaremos en el camino algunos resultados intere-
santes acerca de casos elementales de teoria de reduccién. Luego, probare-
mos la proposicién. En general, el nimero de clase de un grupo algebraico
controla el tamafio del grupo en base a “medirlo” utilizando los puntos K-
racionales, asi como el grupo de adeles enteros. Esta construccién abarca
diversas construcciones aritméticas, como la asociada a formas cuadrati-
cas y anillos de enteros.

6.1.1. Grupos algebraicos lineales

En esta seccién tomamos la siguiente convencién para nuestra geo-
metria (que es acorde a [Pla23]): nuestras variedades estdn consideradas
sobre un cuerpo de trascendencia infinita sobre K, algebraicamente cerra-
do, y usamos la nocién de “estar definido sobre K” para significar que
las ecuaciones del ideal que definen la variedad tienen coeficientes en K.
En general, nuestros grupos algebraicos lineales los consideraremos como
subgrupos de GL,;, pero damos por completitud una definicién general.

Definicién: 6.2. Un grupo algebraico lineal es una variedad afin X equi-
pada condosmapas jt : X x X — X, i: X — X algebraicos tal que (X, y, 1)
es un grupo.
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Por ejemplo, los subgrupos del grupo de matrices GL; que estan dados
por condiciones cerradas (es decir, cuyos puntos son soluciones a ecua-
ciones polinomiales, por ejemplo: SL;). Otro (no-)ejemplo son las curvas
elipticas: si bien son grupos algebraicos, no son lineales, en tanto no son
variedades afines. Son un ejemplo de lo que se conoce como variedad abe-
liana.

La ley de grupo impone condiciones geométricas en la variedad. Por ejem-
plo, tenemos la siguiente proposicién:

Proposicién: 6.3. Un grupo algebraico lineal es una variedad suave.

Demostracién. Por [Har08] (capitulo 1, Teorema 5.3) hay al menos un punto
no singular. Como yu e i son algebraicos, hay un isomorfismo, para cada
x € X, que envia y — yx. Esto dice que X es homogénea, en particular, se ve
localmente igual en todos lados. Como ya tenemos un punto de suavidad,
todo otro punto debe ser suave. O

6.1.2. Adeles e ideles

Sea K un cuerpo de ntimeros. Sea M = Mk su conjunto de lugares a
menos de equivalencia. Notemos M a los lugares infinitos o arquimedia-
nos, y M/ a los lugares finitos, asociados a primos.

Definicién: 6.4. El grupo de adeles de K es el producto restringido

AK = H/KU/

veEM

a lo largo de los subanillos O,. Esto quiere decir que, dada una tupla (x;)
en el anillo de adeles, salvo finitos v, x, € O,. A Ak lo dotamos de las
operaciones coordenada a coordenada, pero no de la topologia producto,
sino de la topologia adélica: una base de abiertos es de la forma: si

M® CSCM, #S < o,
elegimos W, C K, abiertos para los lugares v € S y un abierto basico es

Ak(S) =T [Wo x [ Oo.

veS V¢S
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Como cada K es localmente compacto, salvo los lugares infinitos, y
contiene un subgrupo compacto Oy, Ak(S) es localmente compacto, tal
que Ak es localmente compacto. Esta teoria tiene su contraparte multipli-
cativa:

Definicién: 6.5. El producto restringido de los grupos K respecto Oy se
denomina grupo de ideles de K. Lo notamos Jk.

Lo dotamos de una topologia andloga a la de los adeles, pero debe-
mos observar que esta topologia no coincide con la subespacio. Podemos
embeber K en Ag y K* en [k via el embedding diagonal

x— (x,x,%,-).
Proposicion: 6.6. K es discreto en Ag.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, veamos que 0 = (0), es un
punto aislado en Ag. Sea x tal que x estd en un entorno de cero, suficien-
temente chico. Entonces, estd en un entorno bésico de 0 y esto se traduce
en que hay un ntimero finito de lugares v;, cada uno asociado a un abierto
U, C Ky, que contienen al 0, tal que

x|, <1 v=uv;
x[o <1

Por la férmula del producto,

1=]]lxle <1,

0
lo cual es absurdo, salvo x = 0. O
De la misma manera se obtiene que
Proposicién: 6.7. K* es discreto en el grupo de ideles.

Moraleja: 6.8. Con la multiplicacién coordenada los adeles son un anillo to-
polégico.

Veremos ahora que K es compacto en Ag. Esto indica que podemos
tratar de estudiar una teorfa de reduccién para Ak relativo a K, bajo la
accion por translacion. Seguimos ( [Lan10], capitulo VII).
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Lema: 6.9. El cociente K\ Ak es compacto.

Demostracién. Primero observemos que

donde A = Ag(S) con S = M®. Sea x € Ag. Basta hallar un t € K tal
que x — t tiene componentes enteras fuera de los lugares infinitos. Como
x es entero salvo en finitos lugares, podemos tomar un entero en Z, m,
suficientemente grande tal que mx es entero para todos los lugares finitos.
Ahora buscamos un t tal que x — t sea entero en cada lugar. Notar que si
encontramos un entero muy divisible por m, tendremos que en los lugares
donde x ya era entero, tenemos una resta de enteros, asi que tendremos
un entero; en los lugares donde “habia denominadores”, que m corrigio,
la resta mx — t serd muy divisible por m, asi que x — L serd entero alli. Esto
sugiere considerar un elemento ¢ tal que, para cada 3|m,

xm —t = 0(p),

donde el ] es suficientemente grande para garantizar lo anterior. Entonces,
hallando t € Ok por el teorema chino del resto y pasando t por el embed-
ding diagonal, tenemos que t/m € Ky x —t/m € A.

Con esto, tomemos x € Aj. A menos de K-equivalencia, podemos su-
poner que estd en As. Embebiendo Og < R’*2%, sabemos que el anillo
de enteros es un reticulado, y podemos trasladar x por un entero tal que
sus componentes finitas estdn acotadas. Esto indica que todo elemento de
K\ Ak tiene un representante en un compacto de A, probando la propo-
sicion. O]

Un importante paso que hicimos en la demostracién merece ser resal-
tado aparte.

Teorema: 6.10 (Aproximacion fuerte adélica). Tenemos la descomposicion
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Teorema: 6.11 (Teoria de reduccién para K\ Ag). Hay un dominio fundamen-
tal para la accion de K en Ag. Explicitamente, sea wy, - - - ,w, una base de Ok.
Sea F, el paralelogramo fundamental para Ok, visto en los adeles via considerar
el subconjunto F de [],cpe Ko que generan los vectores Y ; tjw;, 0 < t; < 1.
Luego, un dominio fundamental para K sobre Ak es

F'= 1] Oo xF.
veM/f

Notar que esta proposicion dice que para hallar representantes de la
accioén basta controlar las componentes arquimedianas, entendidas como
el 14tiz en R"+25 que define el anillo de enteros.

Demostracion. Dado x € Ak, lo llevamos via t a Aw. Este elemento ahora
estd en todos los Oy, asi que es entero, y podemos hallar, médulo un tnico
elemento de Ok, un representante en el paralelogramo fundamental. [

La teorfa de la reduccion esta relacionada con la teoria de aproxima-
cién en grupos, de la cual el fenémeno que usaremos es el de aproxima-
cién fuerte. En esencia, la aproximacion fuerte es una vasta generalizacion
del teorema chino del resto. Damos ahora las definiciones pertinentes, que
usaremos en la subseccién siguiente.

Definicién: 6.12. Sea S un subconjunto arbitrario no vacio de lugares de
K. El anillo de S-adeles es el truncamiento de Ak en los lugares que no
estdn en S, es decir, la imagen de la proyeccién de Ak a

[T Ko
V¢S
Lo denotamos Ag. Los puntos de G en este anillo se denotan G 4.

La nocién de aproximacién fuerte pide que el embedding de los pun-
tos K-racionales, una vez que restringimos suficientes lugares, se vuelva
denso.

Definicién: 6.13. G tiene aproximacién fuerte respecto a S si
Gk — G Ag

es denso. Si G tiene aproximacion fuerte respecto a S = M, decimos que
tiene aproximacién fuerte absoluta.

Notar que esto dice que Gk [ [,cs Gy es densoen G4, .
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6.1.3. Puntos adélicos en grupos algebraicos lineales

Sea G un grupo algebraico lineal definido sobre K. Lo consideramos
embebido en GL,;, y por ende en un espacio afin suficientemente grande
A", del cual es una subvariedad cerrada. Los puntos adélicos de G son
G4 = G(Ak), es decir, el conjunto de puntos de adeles tales que verifican
las ecuaciones que definen a G. Siguiendo el capitulo V' de [Pla23], pode-
mos ver que las definiciones de puntos adélicos y S-adélicos no dependen
del embedding, y, més atin, que los puntos G4 se recuperan de los puntos
GL,, 4 via intersecar con [], Gy, con G, := G(Ky), los puntos que G ve en
Ky.

En paralelo con lo hecho para K (es decir, para el grupo algebraico adi-
tivo G,), tenemos que G4 es el producto restringido de los grupos G, res-
pecto los subgrupos Gp, . El embedding Gx — G4 es discreto, y, si

M® CSCM, #S < oo,

podemos definir

Gag(s) = lg Gy X I;EG(’)D/
0 (9

el grupo de adeles de G, S-enteros. Dada la topologia adélica, estos sub-
conjuntos son abiertos de G4. 51 S = M, G4 (s) := G(co)-

Definiciéon: 6.14. Sea G como antes. El nimero de clase de G se define
como el minimo entero h tal que

h
Ga = |J Gy *iGr,

i=1
donde la descomposicion de la derecha es en doble-cosets.
En general, el hecho més importante a este respecto es el siguiente:

Teorema: 6.15 ( [Pla23], Teorema 5.1). El niimero de clase de G es finito.

Solamente necesitaremos que el nimero de clase de PGL; lo es (més
precisamente, que es 1). Basta con demostrar que esto vale para GL,. A
continuacion lo probaremos para n arbitrario (pero siempre manteniendo
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el cuerpo base como Q. En general, si GL, lo consideramos sobre un cuer-
po de nameros K, cI(GL,) = cI(K)). Lo haremos en dos pasos: primero
veremos que podemos deducirlo de SL, (resp. SL;;) y G = R* el toro de
dimensioén 1. Luego, usando aproximacién fuerte para SL;, concluiremos
efectivamente el resultado.

Proposicién: 6.16. Sea G = HN un producto semidirecto, donde N es normal
en G y tiene aproximacion fuerte absoluta. Luego:

1. Ny esnormal en Gy;

2. Se tiene ¢(G) < C(H).

Demostracion.

1. El subgrupo N4 es normal pues sus entradas, al igual que las en-
tradas de G4 tienen elementos de K,, y estamos suponiendo que N
es normal en G. Por otro lado, hay un isomorfismo G = H x N,
con lo cual, tomando puntos adélicos, obtenemos un isomorfismo
Ga = Hy X Ny, que induce la descomposicion G4 = HaNy;

2. Como N(,) € N es abierto, también lo es x‘lN(oo)x para cualquier
x en G4. Como N tiene aproximacion fuerte absoluta, Nj, .. = Neo
verifica que Nk es denso en N4. Afirmamos que

Ny = (" N(eo)x) Nk.

En efecto, siy € Ny, x‘lN(oo)x corta a NooNKy_l, asi que

y € (x_lN(oo)x)NooNK. Notando que N se contiene en N y, mds
aun, que es normal alli, pues en N(,, los lugares no-arquimedianos
tienen elementos enteros, deducimos que

Na = (x " 'Neox)Ng.
Poniendox =1, Ny = N(OO)NK, asi que
XN(eo)Nk = XNag = N()XNk.
Usando esto,

Ga = HaNa = HoN()Nk = N(o)HaNk,

102



6.1 Numeros de clase de grupos algebraicos 103

donde el primer igual vale por el inciso previo, el segundo por lo
ya probado, y el tercero por el hecho de que para todo x € Gy,
XN(o0)Nk = N(c)XNk. Finalmente, cualquier descomposicion en do-
ble cosets de Hy se traslada a una descomposicion de G4, lo cual
implica la cota de los nimeros de clase.

O
Nuestro objetivo es demostrar el siguiente teorema:

Teorema: 6.17. El niimero de clase de GL,,, definido sobre Q, es 1.

La estrategia sera usar la Proposiciéon 6.16 para la descomposicion
GL, = HN, con H = Gy, N = SL,. Utilizaremos algunos resultados
previos para ver que estamos en las hipoétesis de la proposicion.

Lema: 6.18. El grupo afin G} = A" tiene aproximacion fuerte.

Demostracion. Esto es una consecuencia del teorema de aproximacion fuer-
te para adeles probado en 6.10 y 6.11. O

Teorema: 6.19 ( [Sch23], Prop. 4.8.4). El grupo SL, definido sobre Q tiene
aproximacion fuerte para cualquier conjunto finito S con Mgy € S € Mq.

Demostraciéon. Como esto funciona para cualquier cuerpo de nameros (o
cualquier cuerpo global), probaremos ese resultado mas general.
Tenemos que SL, =< U;j >;4j, con Uj;(a) la matriz elemental dada por

I+aE,a #0,i # j. Para cada (i, ) fuera de la diagonal, podemos consi-
derar los subgrupos

u;?:{uij(a):aEQ} i <j,
u;:{ul](ﬂl)EIEQ} Z>]

Tenemos que l,lzj]E = G,y que

< Ut

En particular, si probamos la aproximacion fuerte para SL,, la obtendre-
mos para SL;.
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Sea vy un lugar fuera de S. Tenemos un embedding coordenado
SLZ/KUO — SLZ,AS-

Por otro lado, los grupos LI; también estan embebidos en SL; ;.
Sea (i,j) = (1,2). Tenemos que

i {(s iver)
- {() ver)

Por aproximacion fuerte para K, el embedding Uliz — Ag es denso, asi que
pasando por los isomorfismos, tenemos que

U;]f = {(((1) ﬂlv)) :0 &S, ay € Oy salvo ﬁnitos} ,
v

mientras que:

u; = 1o :0 &€ S, ay € Oy salvo finitos p .
] a, 1 ;

Poniendo en todos los lugares 0 salvo en el de vy, vemos que lli]i-(Kvo) C

12

K,

I

K.

SL, k. En particular, iterando esto sobre todo v ¢ S, hallamos que la clau-
sura de SL; x contiene a todos los SL; k,. Esto es suficiente: la clausura
contiene a todos los productos finitos de SLy k,, y por ende a los abiertos
bésicos. O]

Ya estamos en posicion de demostrar que el niimero de clase de GL;
sobre Q es 1.

Demostracion del Teorema 6.17. Sea G = GL, y consideremos f = det el
mapa determinante, que induce una sucesion exacta corta

1—-SL,—G—= G, —1,

con Gy, el toro de dimensién 1. Luego, GL, = SL;Gy,;. Observar que G, 4
se identifica con los ideles de Q, Jg, puesto que son los adeles invertibles.
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Por ende, Gy (o) €8 J,(c0), ¥ afirmamos que Jq = Jo(00)Q* (notar que los
puntos Q-racionales de G;,; son Q*). Consideremos el mapa

]Q —» IQ, (xp)p<oo — H (p)vp(x)’

p<eo

donde el codominio es el conjunto de ideales fraccionarios de Q. Como x
es un idele, las valuaciones en cada lugar de x dan 0, salvo en finitos, asi
que el producto estd bien definido. El mapa es suryectivo, y su kernel es
el conjunto de todos aquellos ideles con coordenada entera en los lugares
finitos, es decir, Jg(«)- En particular, se induce un isomorfismo

Jo/Jo(w) = o

Notando que los ideales principales de Q, Pp, coinciden con la imagen de
Q* por el isomorfismo, obtenemos que

Jo
JQ(e0)Q*

= Cl(Q).

Ahora bien, Q tiene class number 1, asi que este mapa debe ser el tinico
mapa al grupo 0. En particular, Jo = Jg(e)Q". Esto dice que C(Gy) = 1
(definido sobre Q).

Por el Lema 6.1.3, sabemos que SL, tiene aproximacioén fuerte (absolu-
ta). En particular, se sigue de la Proposicién 6.16 que GL,, cumple que:

C(G) < C(Gp) = 1.

]

Usando que GL; tiene nimero de clase 1, ya podemos probar el Lema
6.1.

Demostracion del Lema 6.1. Sea PGL(Q) el conjunto de elementos

v € PGLy(Q) tal que v - f € Vz. Andlogamente definimos PGL>(Q,)¥,
cambiando Q por Q, y Z por Z,. Hay un mapa natural de los elemen-
tos de PGL2(Q)y a las PGLy(Z)-6rbitas dentro de la PGL>(Q)-clase de
una f € Vz, el cual tiene la forma v — [y]~ - f. Imitando la prueba
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del Lema 4.14, tenemos que dos elementos de PGL,(Q) £ van a la mis-
ma Orbita si y solo si van al mismo elemento del espacio de doble coclases
PGLy(Z)\PGL2(Q)s/ Autg(f). En particular, el ntimero de elementos de
PGLy(Z)\PGL>(Q)s que van a la misma 6rbita PGL(Z) - f' es igual a

%ﬁéﬁ). Se deduce que:
#Ath(f)
# PGLy(Z)\PGLy(Q)¢] = ———~ = m(f).
PGLZ\PCLQ)] = T ity = ()
Andlogamente,
#AMtQp(f)

#[PGLy(Z,)\PGLy(Q,)fl = ¥

#&5ip) FAutz, ()~ o)

Sea T el embedding diagonal

T: PGLy(Z)\PGLy(Q)s — [ [ PGL2(Z,)\PGL2(Qy)y,
p

y notar quesi p t A(f), PGL2(Q) s = PGL(Zy) (pues p no puede dividir a
I'ya]alavez). Luego, el producto es finito y T esta bien definido. Afirma-
mos que T es una biyeccion - esto alcanza para probar el lema. Es inyectiva
pues si 7(y) = 7(17), 717! € PGLy(Q) NN, PGLy(Zy) = PGLy(Z). Por
otro lado, para la suryectividad, si o € ], PGL2(Z,)\PGL2(Qp), como
PGL,(Q) tiene nimero de clase 1, debe haber un v € PGL,(Q) tal que
T(y) =0.Comoy - f € Vz,Vp, v f € Vz. O

6.2. Calculo de las masas locales

Procedamos con las masas locales. Recordemos el teorema del cambio
de variable de la seccién 4.4 (y recordar que ya hemos calculado la cons-
tante 7):

Teorema: 6.20. Sea R C C? un abiertoy s : R — V¢ tal que es continua y, para

cada (Io, Jo), I(s1,,5,) = o, J(51,,),) = Jo- Luego, existe 7 € Q, no nulo, tal que
para toda ¢ : Vo — R medible,

/z;ePGLz(C)-s(R)¢(U)dU - |‘7|/R/PGL2C ¢(g - siy)w(g)dld],

donde consideramos a PGLy(C) - s(R) como multiset.
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Queremos ver que esto implica el siguiente resultado, que en [BS15a]
aparece como la Proposicién 3.7:

Proposicion: 6.21. Para cualquier funcién continua ¢ : Vz, — R,

/4’(f)df: |27_1|p / Z m / $(g- flw | dld],

Vzy s+ \/<z §EPGLy(Z,)

donde Vz,(1,])~ es un conjunto de representantes para la accion de PGLy(Zp)
en los elementos de Vz, de invariantes 1, ], y w = w(g) es la forma de volumen
que aparece en el teorema de cambio de variables.

Demostracién. Alcanza con probarlo localmente, pues toda funcién con-
tinua en Vz, es localmente constante en casi todo punto. En particular,
podemos suponer que tenemos un fj, de discriminante no nulo, fijo, y de-
bemos construir un entorno B de fy donde el teorema vale para ¢ = xp la
indicadora de B. El teorema en este caso se transforma en:

[ar=wrty | I R K

an#0 \/Vzp $EPGLy(Z,)

La idea es la siguiente: como la accién de PGL,(Z,) viene dada por un
mapa ¢p : PGL2(Zy) % (I,]) — Vz, que es polinomial y suave, al irnos
“cerca” de fp, podemos invertir y hallar un homeomorfismo a un entorno
B. Alli, hay un s6lo elemento de invariantes (I, J) para cada (I, ]) que apa-
rece en las formas de B, y, a menos de achicar el entorno, los estabilizadores
se mantienen constantes, lo cual simplifica la proposicion a:

[ar=uy | ) | o e,

Inv(P) 8EPGLy(Z))
donde P es algtin entorno correspondiente a los invariantes. Vamos a cons-
truir ese entorno. Sea P un 2-plano genérico que pasa por fo, definido sobre
Q. Tenemos el siguiente teorema de la teoria de espacios de Banach sobre
cuerpos locales, que extraemos de [Sch11]:
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Teorema: 6.22 ( [Sch11], Proposicion 4.3). Sean V' y W espacios de Banach
sobre un cuerpo local K. Sea U C V un abiertoy f : U — W un mapa estricta-
mente diferenciable en un vy € U. Suponer que la diferencial Dy, f : V = W es
un isomorphismo topolégico. Luego, existen vy € Uy C U, f(vg) € Uy C W tal
que:

= f: Uy — Uy es un homemorfismo;

» El mapa inverso es estrictamente diferenciable en f(vy);

" Df(vg)g = (Dvo)f_l'

Por ende, podemos hallar en P un entorno Py de fp al cual ¥, | pg Ly(Z,)x P

se restringe como homeomorfismo. Sea B = PGL,(Z,) - Py, considerado
como un conjunto, en lugar de un multiset. Usando el teorema de cambio
de variables se tiene:

/dv: ly / / x8(8 - s1y)w(g)dld],
B

Ino(Py) PGLy(Z,)

donde Inv(Py) es el conjunto de invariantes que aparecen en formas de P.
Como B no es un multiset, el lado izquierdo es

Vol(B) - #Autz, (f)-

Como hemos invertido y hay un homemorfismo B = PGLy(Z,) x Py, el
lado derecho es

Jlp- Vol(PGLa(Z,)) - [ ).

En particular, para B, P, Py como los dados, esto es equivalente a la ecua-
cién previa, lo cual implica el teorema. O

A modo de corolario, obtenemos:

Proposicion: 6.23. Sea p un primo, ¢ un mapa continuo en Vz, que es PGLy(Qp)-
invariante. Supongamos que si f € Sopp ¢, A(f) # 0, f es localmente soluble

y 24 . 3|1(f), 20 - 3%|J(f). Sea, para cada o € EV(Q)

W(Qp)’ una forma fg S VZP
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asociada via la biyeccién entre elementos del grupo cociente de la imagen de [2] de
E') y formas binarias (ver Teorema 3.18). Luego,

¢(f) Jf —
()
Zp
= 277, Vol (PGLy( VdId].
| |p 0( 2 I]/#O #E”[Z ) ElZ};@p;P(f) J
TC T Q)

Observacion: 6.24. Podemos suponer que f; € Vz, usando los Lemas
3.20,3.21y 3.22.

Demostracion. Por la proposicién previa,

o(f) .
J (™
_ o1 ¢(f)
= 277, Vol (PGLy(Z,)) (I {7& (fevz§1,])~ PR ART f))dld],

donde usamos la PGLy(Z,)-invarianza de ¢ y m,. Nos interesa tener in-
formacion asociada a Qp, pues sabemos que la biyeccién se pasa bien
por ellos, pero tenemos Autz,. Para remediar esto, hacemos el siguien-
te truco. Sean fi,- - -, f, los elementos de VZP(I, J)™ que estan en la clase
PGL>(Qp) - f. Usando PGL,(Q,)-invarianza:

" o) &1 ¢(f)
Zmp ) #Autz (i) = mp(f) ;#Aufz = #Autg, (f)

Con esto, si Vz, (I, ] )@~ se define analogamente a Vz,(1,])~, pero cam-
biando PGLy(Z,) por PGL>(Q,), tenemos que

o) .
mp(f) &l

Zp

— 12771, Vol (PGLy(Z,)) 5 Z’(—f) a1dJ.
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Como tenemos una biyeccion
EM(Qp) /2EM(Qp) 5 {f € Vz, (1, 1)@ : f soluble}

y un isomorfismo Autq,(f) = EYI[2](Q,), terminamos. O

Esta proposicion es clave para calcular la integral de las multiplicida-
des locales.

Corolario: 6.25.

1
——_df =
Spé) mp(f)

10

27

#(E(Qy)/2E"(Qy))
EM[21(Qp)

d1dJ.

Vol (PGLy(Z,)) /
P (,])elInv,(F)

Demostraciéon. Tomar ¢ = 1 en la proposicioén previa y notar que

EV(Qy) = E¥12°1(Qy).

6.3. Conclusién de la prueba

Para finalizar la prueba del teorema de Bhargava—-Shankar hemos de
obtener cotas para aquellas curvas tales que su discriminante es divisible
por un primo p al cuadrado. Esto permitira usar la fuerza de las técnicas
anteriores para la funcién indicadora de las curvas elipticas con discrimi-
nante libre de cuadrados, y asi obtener un estimativo para la cantidad de
elementos de Selmer. Comencemos con un lema que controla la cantidad

de curvas elipticas con altura acotada y discriminante divisible por cierto

p*:

Teorema: 6.26. La cantidad de curvas elipticas E/Q con altura acotada por X,
tal que p*|A(E), es O(X>/6/p3/2), con la O sin depender de p.

Demostracion. Esta demostracion es similar a la de la embedding sieve, en
tanto incluiremos el conjunto que nos interesa en otro y usaremos conteos
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para el mas grande. Consideremos Uz el conjunto de formas ctibicas en
Z, L el subconjunto de formas de la forma {x*> + Ax + B} y el mapa

L — UZ — GLz(Z)\uZ;

donde la accién es la usual por cambio de variable lineal, y L — Uz es
homogeneizar. Sea u = (A,B,C,D) € Ug. Si f estd en la pre-imagen de
GLy(Z) - u, entonces existe una matriz

_(a b
T=\c d4)
tal que f = 7 - u. En particular, puesto que f es ménica y que
v-v=(a°A+a*hB+ab’C +b°D)x> + - - -,

cada f induce una solucién (a,b) = (1,0)7y de la ecuacién

u(x,y) =1.

Al igual que antes, esta asignacion es inyectiva, asi que por los resulta-
dos de Delaunay y Evertsé, las fibras del mapa tienen cardinal uniforme-
mente acotado por 12. Por otro lado, en su trabajo sobre conteo de formas
ctubicas [HH71], Davenport y Heilbronn demuestran que la cantidad de
GL,(Z)-6rbitas en Uz con p?|A es O(X/p?). Combinando esto con el he-
cho de que A(u) = A(u(x,1)) = A(E), la cantidad de curvas elipticas que
deseamos contar es O(X/p?). Esto da una primera cota.

En lo que sigue, usaremos varias veces la Proposiciéon 5.1 del libro
de Silverman [Sil09], que caracteriza en base a la forma corta de Weiers-
trass cudndo tenemos reduccién mala aditiva o multiplicativa. Para me-
jorar la cota, consideremos dos subconjuntos dentro del conjunto de cur-
vas elipticas con p?|A. Supongamos primero que p > 3 y que la reduc-
cién de E en p es aditiva. Luego, debe ser que p|A y que p|B, con lo
cual hemos de acotar los pares (A, B) que verifican p|A, p|B, H(E) < X.
Esto estd acotado por O(X>/¢/p? + X'/2/p 4+ 1). Para p > /X, pode-
mos usar la cota de O(X/p?); para p < /X, podemos usar la cota de
O(X5/6/p? + X1/2 /p +1); estas dos acotaciones dicen que la cantidad de
curvas, en el caso aditivo, es O(X>/¢/p°/3).
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Para el caso multiplicativo, supongamos que p > 3. Luego, p { A. Debido
a que H(E) < X, hay O(X'/3) opciones para A y O(X'/?) opciones para
B. Una vez fijado el A, las reducciones de B médulo p? quedan determi-
nadas por la divisibilidad, lo cual da O(1) opciones. Entonces, tenemos
O(XM3(XY2)/p? +1) = O(X%®/p? + X1/3) elecciones para la cantidad
de curvas buscada. Al igual que antes, usando una cota para un intervalo,
y otra para otro, obtenemos que la cantidad de curvas, en el caso multipli-
cativo, estd acotada por O(X°/6/p3/2). O

Tenemos un andlogo al teorema de conteo uniforme, que se sigue, con
el mismo error, del lema previo. Si F es una familia grande de curvas elipti-
cas, sean

B #(EM(Qp) /2EM(Qp))
wvR= | S EgE
Invy(F)
M, (F) = / didj,
Invy,(F)
Meo(F, X) = / dldj,
(I,])GIHUW(F),H(I,])<X
_ #(E" (R)/2EM (R))
Moo(V, E, X) = / e

(L])eInve (F),H(I,])<X

Notar que estas cantidades capturan las masas locales, al igual que el ta-
mafio de los invariantes de la familia en cuestion.

Teorema: 6.27. Sea N(F,X) la cantidad de curvas elipticas en F de altura
H(E) < X. Luego,

N(F,X) = Mo(F, X) [ [ Mp(F) + o(X>/6).
P

Para usar el teorema de conteo libre de cuadrados, debemos cribar las
formas con discriminante no libre de cuadrados. En general, decimos que
una forma es mala en p, para un primo p, si f no es Q,-soluble o m,(f) # 1.
El siguiente teorema afirma que las formas malas en p se encuentran ya
contempladas en aquellas las cuales p?|A:
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Teorema: 6.28. Si f es malaen p > 2, p?|A(f).

Demostracion. Si la multiplicidad local es mayor a 1, por definicién existe
algin elemento v € PGL>(Qp), que no estd en PGLy(Zp), cony - f € Vz,.
Triangulando, a menos de reemplazar f por otro elemento de la 6rbita
PGLy(Zy) - f (agregando p’s, y como el estabilizador no cambia para for-
mas equivalentes), podemos suponer que 7y es triangular superior y de la

forma .
_(p O
fy—(o 1),k>0.

Luego, p?|a, p|b, tal que p?|A.

Ahora bien, resta ver el caso en que f no es localmente soluble en p.
Afirmamos que en este caso, los tinicos posibles tipos de descomposiciéon
de f en F, son (1712), (22), (1*) (es decir, dos factores lineales al cuadrado,
un factor cuadratico al cuadrado o un factor lineal a la cuarta). Observar
que, una vez probado esto, como todas esas formas tienen al menos dos
raices repetidas, A(f mod p) = 0, y p?|A(f). Lo haremos en casos:

» Notar que si p { A(f), f es Qp-soluble ( [Cre92], capitulo 3.6, pég.
80), asi que la descomposicién de f debe tener cuadrados, para que
f tenga una raiz doble en F;, y luego p|A(f);

» Si f tiene un factor lineal separable en IF,, por el lema de Hensel es
Qp-soluble. Esto cubre las reducciones (1211), (1%1);

= Si f tiene tipo de descomposicién (122), podemos suponer que su
reduccién médulo p tiene a cero como raiz, tal que

f=ax?(x* —ny?),
con 7 residuo que no es cuadratico. Podemos levantar a Z,:

f=a(x* —kpy*)(x* —ny?),

p 1 a.Siaesun cuadrado en Qp, f(1,0) es un cuadradoen Q,, y f es
localmente soluble pues podemos tomar z = 4, (x,y) = (1,0).

Podemos suponer que 4 no es un cuadrado. Si p { xo, x5 — kp es un
cuadrado en Q,, asi que basta probar que existe una reduccién X tal
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que es no nula y Xp> — 7 es un residuo no cuadratico médulo p. Para
ello, considerar la lista 77,271, - - - , (p — 1)7. Tiene p — 1 elementos, asi
que podemos elegir x3 = (c + 1)7 el primer residuo cuadratico que
aparece. Observar ahora que c7 no es un residuo, asi que

X3—n=(c+N)n—n=cn
tampoco.
[

Consideremos ahora S,(F) la clausura p-ddica de S(F) en Vz, y el
analogo en infinito de S,(F), Se(F), el conjunto de formas cuarticas R-
solubles de VR con invariantes en Inve (F). Siguiendo la demostracién del

teorema de conteo y usando que el integrando de Mw(V,F, X) es 1 (ver

Teorema 6.29), tenemos que, si Vol (PGLy(R)) := Vol (PGL(Z)\PGLy(R)),

N(Vz N S« (F), X) = %VOZ(PGLZ(IR))MOO(V, F,X) +O(x%4+). (16)

Nos resta calcular como son asintéticamente las siguientes sumas:

Si:= Y (#Sel*(E)—1),

EGFSX

52 = Z 1.
EcF.x
Para S1, recordar que en la subseccién del comienzo notamos que la canti-
dad de 6rbitas pesadas de formas en S(F) de altura acotada por X coincide
asintéticamente con la cantidad de elementos no identidad del Grupo de
Selmer de las curvas E en F de altura acotada. En particular, recordando la
biyeccién de los elementos de Selmer, la altura de las formas en este caso
debe estar acotada por 2'2X. Por el teorema de conteo uniforme aplicado
a la indicadora de las formas con discriminante libre de cuadrados,

51 = N(Vz N Seo(F), 212X) 1‘[/ df+o(x5/6)
Por (16), el término de infinito es
10

2 Vol(PGLy(Z)\PGLy(R)) Mas(V, F, X) + O(X*/47€),
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mientras que por el computo de las masas en la Proposicién 6.30,

/s Ldf:l;[

p(F) mp(f)

210

27

Vol(PGLy(Z,))Mp(V, F) +0(X>/6).
p

Juntando ambas igualdades, se tiene que, siguiendo la notacion de (16),

Sy = Vol(PGLy(R))Mw(V, F, X) [ [ Vol (PGLy(Z,)) My (V, F) + 0(X*/®).
p

Por otro lado, el teorema de conteo de curvas en F nos dice que

Sa = Muo(F, X) [ [ Mp(F) +0(X°/6).
p

En particular,

S N(Vz NS« (X)) 1T, fsp(p) mdf+0(X5/6)
Sy Moo (F, X) [T, Mp(F) + o(X5/°) ’

asi que obtenemos que si X — o, }}im 51/ 83 coincide con
— 00

Mo (V,F,X) Mp(V,F,X)
Mo(F,X) M,(F,X)

Vol(PGLy(Z)\PGLy(R)) [ [ Vol (PGLy(Z,))
p

Para el célculo de los dltimos dos términos, usamos la siguiente proposi-
cién, en la cual el primer item se deduce de [Hus04, seccién 7 de la intro-
duccién] (ver también [Sil94, Corolario 2.3.1]), y el segundo de [BK77].

Proposicién: 6.29. Tenemos que:

Mo(V,F,X) 1

Mw(F, X) 2/

My(V,E,X) 1 p#2
M,(FE,X) 12 p=2
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Una consecuencia inmediata de la proposicién previa es el siguiente
corolario:

Corolario: 6.30. Tenemos que

Mo(V,F,X) — Mp(V,F,X) 1 My(V,F,X)

Mo (F, X) l;l M,(F,X) 2 My(FX)

=1

Usando esto y observando que

[ ] Vol(PGLy(Z,)\PGL,) ]‘[( )

p p

arribamos al importante

Teorema: 6.31 (Bhargava—Shankar). El tamafio promedio del grupo de Selmer
en cualquier familia grande de curvas elipticas sobre Q, cuando las mismas son
ordenadas por su altura, es 3. En particular, el rango promedio de las curvas
elipticas sobre Q es < %

Demostracion. Usando el Corolario 6.30,

)}im % = Vol(PGLy(Z)\PGLy(R)) [ [ Vol(PGL2(Z))),
—00 p

asi que
lim % = Vol (PGLy(Z)\PGLy(R)) [ | ( ) 20(2)z(2) t=2.

X—00 D) p

]
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6.4. Heuristicas y conjeturas para los rangos

Concluida la prueba del teorema central de [BS15a], veremos en esta
seccién un posible marco teérico en el cual situar al resultado, asi como
diversas conjeturas que buscan predecir la distribucién del rango y el gru-
po de Selmer ante la imposibilidad de controlar el rango de forma general.

Antes de exponer algunas de estas heuristicas, cabe mencionar que
existe un algortimo, mwrank, que calcula, para muchas clases de curvas,
el rango al generar elementos de orden infinito. En realidad, este algorit-
mo utiliza sucesivos descensos via (si se puede) 2-isogenias para calcular
E(Q)/2E(Q). Esto nos da ciertos generadores del rango, que en princi-
pio podrian no ser todos. Para terminar de calcular todos los generadores,
en caso de que sea posible el algoritmo calcula una cota superior para el
tamafio de los puntos faltantes (tal tamafio se cuantifica con una nocién
llamada altura), y busca entre los finitos puntos de altura menor a tal cota
- en lo que se conoce como algoritmo de saturacion (lo cual es en esencia
la demostracién del teorema de Mordell-Weil). En particular, usa formas
cudrticas para buscar en los espacios homogéneos de E puntos que pro-
vengan de E. Sin embargo, de ningtin método para calcular el rango de
una curva eliptica arbitraria se sabe que termine en tiempo finito.

Sea ahora E/Q una curva eliptica y tomemos un modelo minimal de E
(ver [Sil09], VII). Para todo p 1 A(E), podemos reducir médulo p, y obtener
una curva eliptica sobre IFy. Sea a, := p +1 — #E(FF;,), donde el cardinal
se toma sobre la reducciéon de E. A estos lugares los llamamos lugares
de buena reduccién. Si p|A(E), la reduccién serd mala y, dentro de este
caso, multiplicativa si tenemos una singularidad nodal, aditiva si tenemos
una singularidad de ctspide. Definimos a, para los lugares malos como
ap = 0 si la reduccion es mala aditiva y a, = —1 si la reduccion es mala
multiplicativa. La L-funcién de E es ( ver [Dar(04], seccion 2.4):

L(Es) =] —app+p" ) ' T[(X —app®) .
pIN pIN

Esta L-funcién converge de manera holomorfa en Re s > 3 via méto-

dos elementales. Del trabajo sobre la modularidad de Wiles, Taylor, Breuil,
Conrad, Diamond sabemos que se extiende de manera holomorfa a todo
el plano complejo. Tenemos la famosa:
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Conjetura: 6.32 (Conjetura de Birch y Swinnerton-Dyer). El rango analitico
de E es igual al rango algebraico de E. Mds precisamente,

ords—1L(E,s) = rg,

donde ords—1 indica el orden de s como cero de L. En particular, #E(Q) < cosiy
solosi L(E,s) # 0.

La conjetura de Birch y Swinnerton-Dyer estd probada en los casos r =
0,1 por el trabajo de Coates, Wiles, Kolyvagin, Gross y Zagier. En el proce-
so de probar la conjetura, demuestran que el grupo de Tate-Shafarevich es
finito. La conjetura también tiene evidencia estadistica: Bhargava—Skinner—
Wang prueban que > 66 % curvas sobre Q satisfacen la conjetura de Birch
y Swinnerton - Dyer en [BSZ14].

A nivel folklore (siguiendo el trabajo de Goldfeld), la conjetura que se
tiene es la siguiente:

Conjetura: 6.33. De las curvas elipticas sobre Q, 50 % tiene rango 0y 50 % tiene
rango 1, acorde a los ordenamientos naturales (por altura, por discriminante, por
conductor).

Como mencionamos en la introduccién, trabajos de Brumer y Heath-
Brown muestran cotas condicionales para el rango en promedio. El pa-
per [BS15a] es el primero en romper la condicionalidad de estas cotas. En
trabajos subsiguientes, los autores logran utilizar grupos de Selmer supe-
riores para acotar el rango en promedio al ordenar por altura. Utilizando
el 5-grupo de Selmer, prueban que el rango en promedio est4 acotado por
%—gg < 1. Por otra parte, utilizando geometria de nameros, son capaces de
también acotar el segundo momento del 2-grupo de Selmer ( [BSS21]), y la
distribucion de estos grupos en diversas familias de curvas (ver, por ejem-
plo, el trabajo de Bhargava y Ho [BH22]). En cuanto al promedio sobre

cuerpos de funciones, tenemos el siguiente resultado de de Jong ( [d]J02]):

Teorema: 6.34. Cuando ordenamos las curvas elipticas sobre IF4(t) por su altu-

ra, el rango promedio es < % +0 <%>

Tenemos también heuristicas para grupos y rangos de Selmer, cuyo in-
terés proviene, por ejemplo, de usar estos invariantes para arrojar luz so-
bre el rango. Unas de las heuristicas mds importantes en este respecto son
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las heuristicas de Poonen-Rains. En su paper [PR11], los autores dan un
modelo para tratar de predecir el comportamiento del grupo de Selmer
asociado a las isogenias [p]. El trabajo requiere varios prerrequisitos de co-
homologia y variedades abelianas. Como tal, una exposiciéon exhaustiva
del mismo se halla fuera de los limites de esta tesis, asi que nos limitamos
a enunciar las conjeturas que conciernen a los grupos de Selmer. En cuanto
al método, la idea principal de [PR11] es interpretar el grupo de Selmer co-
mo la interseccién de dos subespacios aleatorios en un espacio cuadrético
infinito-dimensional, los cuales son isotrépicos para la forma cuadrética y
maximales, y modelar la distribucién inducida.

La conjetura que obtienen es la siguiente:

Conjetura: 6.35 ( [PR11, Conjetura 1.1b]). El tamaifio promedio del grupo de
Selmer Sel? (E) es p + 1.

Los autores extienden la heuristica a ntimeros compuestos de la si-
guiente forma:

Conjetura: 6.36 ( [PR11, Conjetura 1.4b]). El tamarfio promedio del grupo de
Selmer Sel™ (E) es o(n), la suma de divisores de n.

En vista del Teorema 6.31, el trabajo de Bhargava y Shankar puede ver-
se como una confirmacién de las heuristicas de Poonen-Rains para el ca-
so p = 2. En general, se ha logrado progreso en los casos p = 3 ( [BS15b]),
p = 5 ([BS13b]) y n = 4 ([BS13a]). Cada uno de estos trabajos permite uti-
lizar grupos de Selmer superiores para obtener una correspondiente cota
para el rango promedio de las curvas elipticas. En general, la posible itera-
cién de este método para grupos de orden cada vez mas alto requiere una
estrategia de parametrizacion andloga en el nuevo contexto. Por una ge-
neralizaciéon de un resultado de Birch y Swinnerton-Dyer debida a Cassels
( [Cas62]), los n-cubrimientos de E inducen divisores racionales de grado
n — 1, que a su vez inducen embeddings proyectivos. En el caso que nos
concierne, esto se manifiesta via la apariciéon de las formas cudrticas, que
dan ecuaciones homogéneas de hipersuperficies en IP!. En el caso general,
si bien el lado geométrico aparece via dichos embeddings, la parametriza-
cién no es tan clara. Por ejemplo, en el caso p = 3 ([BS15b]), se prueba que
se pueden utilizar formas enteras ctibicas ternarias.
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Otra heurfstica que mencionamos en la introduccién es la heuristica de
Park, Poonen, Voight y Wood, desarrollada en [PPVW19]. En este traba-
jo, los autores construyen un modelo estadistico asociando a cada curva
eliptica E una matriz aleatoria con entradas pertenecientes a {—1,0,1}.
Usando un teorema de conteo para tales matrices arriban a su conjetura
principal:

Conjetura: 6.37 ( [PPVW19, 8.2]). Todas las curvas elipticas sobre Q, salvo
finitas, verifican que rg < 21.
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7. Torsion en estadistica aritmética

7.1. La conjetura de la torsion

En la introduccién mencionamos que hay varios problemas que podrian
considerarse “de conteo” o “de distribucién” para objetos aritméticos, y
que podriamos enmarcar estos problemas en el campo de la estadistica
aritmética. Prosiguiendo en ese espiritu, y ya habiendo terminado con
la exposicién del teorema de Bhargava—-Shankar, el objetivo de esta sec-
cién es exponer recientes avances en un problema central de la estadistica
aritmética, la conjetura de la torsién. Esta conjetura describe el tamafio de
los grupos de torsién de cuerpos de nameros. Sea K un cuerpo de ntime-
ros. Sea n el grado de K y sea C := CI(K). Tenemos la siguiente conjetura
([BST*20], [HB25]):

Conjetura: 7.1 (Conjetura de la /-torsion). Sea K un cuerpo de niimeros de
grado n y C[¢] el subgrupo de (-torsion de Cl(K), el grupo de clases de K. Luego,
para todo € > 0,

#HC[l] <pee |AK

La conjetura, entonces, afirma que la torsién en los grupos de clase de
los cuerpos de niimeros crece mds lento que cualquier potencia positiva
del determinante. Actualmente, los resultados que se tienen son para casos
particulares, restringiendo o bien el grado o bien el nivel de torsién. De-
notemos (n,1) a los pares grado-torsién. Se conocen resultados para (2,2)
(caso en el cual, por teoria del género, se conoce la conjetura), (2,3), (3,3),
(4,3) ([EV07], [Pie06], [HVO06]), (1,2) ( [BST'20]). Pre-prints recientes de
Lemke-Oliver ( [OZ25]) y Heath-Brown ( [HB25]) producen nuevos resul-
tados. En esta seccion exponemos parte de los resultados de Ellenberg—
Venkatesh y Bhargava—-Shankar-Taniguchi-Thorne-Tsimerman—Zhao. En
particular, el primero de ellos da una nueva estrategia para conseguir me-
jores cotas, al producir y usar primos pequefios no inertes y el principio de
reflexion de Scholz, mientras que el segundo usa geometria de nimeros y
el método del determinante para transformar el problema en un problema
de conteo de generadores de ideales de m-torsion.
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7.2. Los resultados de Ellenberg—Venkatesh

En esta subseccion exponemos el siguiente teorema:

Teorema: 7.2 ( [EV07], Proposicién 2). Sea D libre de cuadrados. Sea K =
Q(v/D). La 3-torsidn del grupo de clases de K es O;(|D|37%).

Es importante aclarar, antes de proceder a su demostracién, que siem-
pre tenemos una cota “trivial” para la torsién de cualquier grupo de clase,
que proviene de acotar todo el grupo. Una tal cota es la cota de Landau
(que, segun afirma Heath-Brown en [HB25], se suele atribuir a Brauer-
Siegel, y no es el caso), y fue probada en [Lan18]:

Lema: 7.3 (Landau). Sea K un cuerpo de niimeros de grado n. Luego,
h(K) < |Ax|* (log|Ak])" .
Esto produce la cota trivial
#CI(K)[€] < |Ak|2Te

En los trabajos [EV07] y [BST"20] se utiliza esta cota en diversas partes,
siendo siempre el objetivo final vencerla.

Respecto el Teorema 7.2, su demostracién conlleva dos ingredientes: el
primero es un resultado acerca del efecto de tomar primos pequefios en la
extension, y el segundo es el principio de reflexién de Scholz. El primero
requiere del uso de grupos de clase de Arakelov y nos limitamos a citarlo,
refiriendo a [EV07], Lema 3 para su demostracién, y a [Sch08] para teoria
de grupos de clase de Arakelov.

Lema: 7.4. Sea L/K una extension de cuerpos de niimeros. Sea [L : K| = d. Sea
¢ > O0unenteroyd < (20(d —1))~1. Sean B;, 1 < i < M ideales primos tal
que:

= Tienen norma a lo sumo Ny /i (A /x)°;
= Son no ramificados;

= No son extensiones de ideales primos de subcuerpos propios que contienen
a K,
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donde Ay s es el discriminante relativo de la extension L/ K. Luego,

#CI(K) (0] <[l M1 (1ALIZH).

Prosigamos demostrando el principio de reflexiéon de Scholz, que re-
laciona los 3-rangos de los grupos de clase de Q(y/m) y Q(v/—3m), y
por ende permite “retroalimentar las cotas” que se obtienen para cuerpos
cuadraticos. Seguimos esencialmente el paper de Scholz [Sch32].

Para comenzar, expongamos un poco de teoria de Kummer. Sea G un
grupo. Su exponente es el menor entero k tal que x* = 1 para todo x € G.
Sea K/F una extension de cuerpos de ntimeros, finita y Galois. Sea p un
primo que no divide a 2. La extension se dice N-Kummer si ¢, € Fy
el grupo de Galois de K/F es abeliano de exponente N, donde ¢, es una
raiz primitiva p-ésima. La teoria de Kummer describe las extensiones N-
kummer de un cuerpo. Precisamos algo de notacién para describir el teo-
rema fundamental. Sea K/F N-kummer y G = Gal(K/F). El dual de
Pontryagin de G es el grupo de caracteres G = Hom(G,C*). Recorde-

N

mos que G = G de manera no-canénica, mientras que G = G de manera
canénica. Sea G’ definido por
EF* N K*N E*

/.
G F*N — P*N'

El pairing de Kummer es el pairing B,

o(Va)
Vi
Un resultado clasico (ver [Guil8], Teorema 1.22) indica que el pairing de

Kummer es un pairing bilineal no degenrado. Con esta terminologia, te-
nemos el teorema fundamental de la teoria de Kummer:

B:GxG' — UN(F), <o,[a] >=

Teorema: 7.5 ( [Guil8], Teorema 1.25). Sea F un cuerpo que contiene una
raiz primitiva N-ésima. Hay una biyeccion entre las extensiones algebraicas de
N-kummer de F y los subgrupos finitos de F* / F*N, dada por tomar

F* N K*N
K/P — P*—N,

*

F N
AgF*—N—>F(\/Z).
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Ademds, si K/F corresponde a A, el pairing de Kummer induce un isomorfismo
de grupos
Gal(K/F) = A.

Ahora recordemos los teoremas pricipales de la teoria de cuerpos de
clase global, siguiendo a Milne [Mil20b]. Sea K un cuerpo de nameros.
Consideremos Ik su grupo de ideales fraccionarios y S C K un conjunto
de primos de K, que se supone finito. Sea I° :=< B : P ¢ S >C Iy
definamos también K°® := {a € K* : (a) € I°},ei : K — Ix el mapa que
toma clase de ideales a los elementos del cuerpo.

Definicién: 7.6. Un médulo para K es una funcién
m: <P € K>— Ny,

tal que m tiene soporte finito, vale 0 en los lugares complejos y vale < 1 en
los lugares reales. Notamos

m= Hqgm(‘ﬁ)‘
B
Observar que podemos separar un médulo en su parte finita e infinita,
m = myMe, con my € K.

Para cada mé6dulo m, sea S(m) el conjunto de primos que dividen a my.
Definimos

K 1:={a € K" :op(a —1) > m(P)VP|my, p(a) > 0Vp real |me}.
Notar que si a € Ky, 1, i(a) € 15,
Definicién: 7.7. El grupo de rayos de clases médulo m es
Con = 5™ /i(Ky 1)

Ahora si, tenemos el llamado teorema de existencia de la teoria de cuer-
pos de clases:
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Teorema: 7.8 (Existencia). Sea H un subgrupo de congruencias para el
modulo m, es decir, un subgrupo tal que

Km1CHC 5™,
Luego, existe un extension abeliana finita L /K tal que:

= L /K no ramifica en los primos P que no dividen a m;
» El grupo de Galois es Gal(L/K) = %‘“

Tomando m = 1, tenemos que el grupo de clases de rayos médulo m

es el grupo de clases de K. En particular, si H = Pk el grupo de clases
de ideales principales fraccionarios de K, obtenemos una extensién abelia-
na no ramificada con grupo de Galois isomorfo al grupo de clases de K,
el cuerpo de clases de Hilbert. Sin embargo, cualquier elecciéon de un H
para el médulo trivial devuelve extensiones abelianas no ramificadas con
grupos de Galois de indice més grande.
Utilizando la teoria de cuerpos de clase expuesta, probaremos el princi-
pio de reflexiéon de Scholz. Dado un grupo abeliano finito G, denotemos
r3 G a su 3-rango, es decir, al maximo 7 tal que G admite un 3-subgrupo
elemental de orden 3".

Teorema: 7.9 (Principio de reflexién de Scholz). Sea d > 0 tal que —d es un
discriminante diferente de —3. Tenemos que:

r3 CL(Q(V/3d)) < r3 CL(Q(v/—d)) < r3 CI(Q(V/3d)) + 1.

Demostracion. Sean K = Q(v/—d), E = Q(v/3d), C = CI(K), r el 3-rango
de Q(v/—d) y s el 3-rango de Q(+/3d). Por teorfa de cuerpos de clases,
tomando el médulo trivial, las extensiones abelianas ctbicas (y por ende
ciclias) no ramificadas de K se obtienen de todos los subgrupos (indepen-
dientes entre si) de indice 3 en el grupo de clases de K. La cantidad de
subgrupos de indice 3 coincide con la cantidad de subgrupos de orden 3,
con lo cual hay exactamente r tales extensiones. Por teoria de Kummer (o,
como indica Scholz, por un resultado de Hasse - ver [Has30]), sabemos que

L se obtiene extendiendo a un nimero de la forma v = v/ a + b\v/3d (o bien
con un —, o bien la suma de ambos). Sea « = a + bv/3d y consideremos el
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siguiente diagrama:

LF
/ T
L Q(v—d,v/-3
S
Q(

)=F
/ \

) Q(v-3) Q(v/3d)
T 0 /_/

donde estamos considerando F = Q(\/—_d, V/3d ), ¥ L es una extensién
ctibica no ramificada de K. Al adjuntar v/—3, volvemos al cuerpo L en una
extension abeliana no ramificada de K(v/—3) = F. Luego, L(1/—3)/F tie-
ne grado 3 (por el diagrama) y no ramifica. Se sigue por ( [Guil8], ejercicio

9.1) que, como v genera L(1/—3) sobre F (notar que /—3 = \/L% ya esta

en F), a debe ser el cubo de un ideal I de F. Como v ya estad en Q(+v/3d),
tomando mapa norma vemos que « ya es el cubo de un ideal en E (notar que
F/K es de grado 2). Entonces, hemos establecido un mapa de ideales de
indice 3 a ideales que son cubo de algtn ideal, y ademas generan los cuer-
pos de clases descritos antes. Notar que las imdgenes de estos cuerpos, «;,
no admiten ninguna relacién de la forma [7]; alt-i = 'y3, v € F, salvo que
t; sea multiplo de 3 para todo i, pues cada «; induce un v; que genera el
cuerpo de clases del ideal correspondiente.

v=d

Sean ahora If el grupo de ideales fraccionarios de E, I3 los ideales que
son un cubo, E® los elementos de E que son un cubo, y andlogamente de-
finimos C> y W3, donde W es el grupo de unidades de E. Luego, se tiene
que:

[I2: E3] = [C: CO][W : W3].
Notar que hemos producido r elementos independientes que son cubos de
ideales, asi que [I : E3] > 3". Por otro lado, como 3d > 0, Q(+/3d) es un
cuerpo cuadrético real y admite dos embeddings a C, ambos reales. Por el
teorema de unidades de Dirichlet, W =< 5 > es un grupo isomorfo a Z,
asi que su cociente por los cubos es isomorfo a Z/3Z y tiene orden 3. Por
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otro lado, por definicién, [C : C3] = 3°. Luego, [Ig : E3] = 3°*1. Se sigue
que
3}’ < 35—|—1’

de lo cual
r<s+41.

El mismo argumento, pero hecho para permutando los roles de K y E, nos
lleva a que
s<v,

pues el cuerpo cuadratico imaginario no tiene parte libre en las unidades.
Esto prueba el teorema. O

Ahora probemos el Teorema 7.2.

Teorema: . Sea D libre de cuadrados. Sea K = Q(+/D). La 3-torsion del grupo
de clases de K es Og(|D|37¥).

Demostracion. Notar que un primo p € Z coprimo con 6D, e inerte en

Q(v/—3), se parte en Q(v/D) o bien Q(v/—3D), pues

G)-GIGGE)-G)G)

por reciprocidad cuadrética, donde ( es el simbolo de Legendre. Ahora

bien, como p es inerte en Q(v/—3), ( ) = —1. Luego,

5)=-()

asi que si uno es 1, el otro es —1, y viceversa.

S

I
N

Luego, para algtn d entre {—3D, D}, afirmamos que hay > ]d]%_zs

primos p, con |d|%_€ <p< 2|d|%_£ que se parten en Q(+/d). En efecto, es-
to se sigue viendo que hay tal cantidad de primos en ese intervalo, inertes
en Q(1v/—3). Esto equivale a que p no sea un residuo cuadratico médulo
3, es decir, que p = 2(3). Por el teorema de densidad de Dirichlet, es-

to es aproximadamente contar la mitad de los primos en [|d| %’E,Z\tﬂ %’8].
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Tal cantidad de primos es una resta de las funciones contadoras de pri-

mos en 2|d]%*5 y |d |%*€. Por el teorema de los ntimeros primos, esto es
1.

> %). Usando que log(x) = O(x®) para todo € > 0, tenemos que

hay > |d| 672¢ en ese intervalo, inertes en Q(+/—3). Por el lema del inicio,

#C1(Q(Vd))[3] < |d|3 .

Por el principio de reflexién de Scholz, es inmaterial si d # D, pues

r3CI(Q(vV—3D)) < r;C1(Q(VD)),

lo cual completa el teorema. O

7.3. Los resultados para (1,2)

Ahora nos abocamos al paper [BST"20]. Lo que los autores prueban es
lo siguiente:

Teorema: 7.10. Sea K un cuerpo de niimeros de orden n. Existe una constante
on que depende de n tal que el tamarfio de la 2-torsion del grupo de clases de K es

O(|Ag|2 %),

Procedamos a probar este resultado. Recordemos que la teoria de Min-
kowski nos provee de un embedding K — ], C =: K¢, donde el produc-
to estd hecho sobre todos los embeddings de K en C, y el mapa envia x a
(ox). El espacio de Minkowski K¢ tiene un producto interno dado por el
producto interno conjugado. Sea f : C — C la conjugacién. El generado
por f, es decir, es Galois de C/IR, acttia sobre las entradas de K¢, asi co-
mo sobre Homg(K,C). En particular, hay una involucién F : K¢ — K,
F(x¢) = (¥7). Sea KR el espacio de elementos invariantes por F. La restric-
cién del producto interno vuelve a Kr un espacio con producto interno e
induce una medida de Haar en K, y. Tenemos el teorema de Minkowski
(ver [Neu99], cap. 1, seccién 5):

Teorema: 7.11. Sea KR el espacio de Minkowski real definido previamente.

1. Tenemos que hay un isomorfismo Kr = R"*2S, donde r es la cantidad de
embeddings reales y s la cantidad de embeddings imaginarios a menos de
conjugacion, dado por

(zr) = (xc),
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donde si T es real, X = z¢, y si T es complejo, xr = Re z¢, X7 = Im z¢;

2. Este isomorfismo transforma la métrica de Minkowski, es decir, la restric-
cién del producto escalar de K¢ a KR, al producto escalar pesado

<X,y >= Ea‘rxr]/rz
T

donde wr es 1 para los lugares reales y 2 para los complejos;

3. Equipemos a R" con la medida de Lebesgue, Vol, y sea A C KR un medible.
Luego,
u(A) =2°Vol(A).

4. Tenemos que u(Ok)| = \/|A|;
5. Para cada ideal fraccionario I, u(I) = N(I)\/|Al.

La estrategia para acotar el tamarfio del grupo de 2-torsién de CI(K) es
obtener cotas directas de la geometria de nimeros para representantes de
ideales de 2-torsion, asi como control sobre la degeneracion de la forma
de los latices fraccionarios de K. Esto permite transformar el problema en
uno mads atacable, y las cotas provendran o bien de la teoria del género, o
bien del método de Bombieri-Pila, o bien de la geometria de ntimeros. Las
dependencias que permitimos a la notacién asintética son en base a 7.

Para comenzar, tenemos el siguiente teorema:

Teorema: 7.12. Sea K un cuerpo de niimeros de grado n. Luego, toda clase de
ideales de m-torsion admite un representante I que es entero y verifica que existe

un Beon I" = (B), v |Blo < |Ak|?", para cada v lugar infinito, donde A es el
discriminante de K.

Recordar que el valor absoluto que induce v es

" {|p(x)| si v = p es real,
x 'Z) ==

o(x)o(x) siv =0 escomplejo.
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Demostracion. Sea I cualquier representante y sea « tal que I = («). Va-
mos a usar el teorema de Minkowski sobre cuerpos convexos para alte-
rar « y obtener B. Sean I, := |Ag|"?"|a~1/™|, v recorriendo los luga-
res. Via el isomorfismo del teorema, podemos ver a | como un l4tiz en
R" 2 R" x R® 2 R" x C?, y alli su volumen es

Vol(I"Y) =275u(1"Y) = 27°N(I)|A|Y/2.

Ahora, consideramos la caja en R” x C° de lados [,. Tenemos que su vo-
lumen en los lugares reales es el producto de los 21,, mientras que (obser-

vando que siz = x + iy es complejo, |z| < R equivale a que \/x% + y?> < R)
en los lugares complejos es 7112, es decir, que este paralelepipedo tiene vo-

lumen
H(le) Hnlg > M5 — 2”‘S|AK\”/Z”H |1x|;1/’”.
0 o v

Notar que esto es
2" (275 | Ak[YAN(D Y = 2"Vol(I7Y).

Por el teorema de Minkowski, existe un punto no trivial de I~! en la caja.
Es decir, hay un x € I~ tal que para cada lugar infinito v,

o < |Ak|M 2 af, .

En particular, si B = ax™, B cumple lo pedido (observar que, como x €
IV ya € I"™ C I, B es entero, mientras que () ~ (a) en el grupo de
clases). O

El siguiente lema que prueban los autores da control acerca de los ele-
mentos de una base del anillo de enteros. Precisamos un resultado clasico
de la geometria de nimeros, que es la existencia una base distinguida, lla-
mada base de Minkowski, (ver [Cas97], [Min91]) que verifica lo siquiente:

1. B={1,01,--- ,v4};
2. Sivg =1, |vj| < |vi1] para todo i;
3.Si1<i<n—-2yv¢<l,- - ,v,_1>,|v] <|v|;

4. TTL |vi| >< V/|Akl-
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Ahora, la idea es acotar por arriba a |v,,_1], y, para ello, hallar alguna per-
mutacién de la base que permita utilizar las cotas que induce la base de
Minkowski. Hallar una tal permutacién no nula equivale a que el deter-
minante de la matriz cuyos coeficientes son las coordenadas en v,,_; de los
productos mixtos v;v; no sea cero. Pero esto se puede garantizar; ejempli-
ticamos en 3 dimensiones primero: si 1, v, w conforman una base entera de
K, escribamos

vw = a?z + a%zv + a%zw,

wz = agz + aizv + agzw.

Veamos que la no invertibilidad de la matriz nombrada previamente nos
daria una contradiccién. Supongamos que buscamos un T no nulo en <
1,0 > tal que Tw €< 1,v >. Escribiendo T = a + bv + cw, esto equivale a
que la coordenada en w de Tw sea nula. Notar que

Tw = aw + bow + cw? = aw + b(ady + al,v + a3, w) + c(ad, + a3yv + a3,w).

Por ende, la coordenada de w tiene la forma a + a%zb + a%zc. La matriz de
v, _1-coordenadas tiene la forma

0 0 0
A=10 ail aiz ,
1 ay, ay

donde v* = aY; + aj;v + a%,w. Por ende hallar un tal T es equivalente a
que esta matriz tenga ntcleo no trivial. Pero, en tal caso, tendriamos que
la transformacién lineal Lt : K — K envia todo K a un subespacio de
dimensién 2, mientras que como T # 0, T es inversible. Esto es absurdo.
Generalicemos esto:

Teorema: 7.13. Sea 1 = vy, - ,v,,—1 una base de Minkowski del anillo de
enteros del cuerpo de niimeros K de grado n. Luego, |v,_1| < |Ax|™.

Demostracion. Sea A la matriz que tiene las coordenadas en el lugar de
vn—1 de los productos mixtos v;v;. A es simétrica e inversible, puesto que
sino procedemos andlogo a antes. Se deduce que hay una permutacién
que aparece en la férmula de Leibniz, llamémosla 7, tal que a; ;) # 0
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para cada i. Dado i, v,_1 y v; 5(;) pueden usarse para completar la base
{1,--- ,v,-1}. Por la condicién de Minkowski,

[on-1l = Y/ Jou-1" < /T T loin(n | < 18k
1

]

Con estos dos lemas procedemos a acotar el tamafio de la 2-torsién de
grupos de clase de cuerpos de nimeros. En principio, notar que el tltimo
resultado permite obtener una base de Ox donde todos los elementos tie-
nen tamafio acotado por O(|Ag|!/") (para1 < i < n — 2 esto es consecuen-
cia de las condiciones de Minkowski, y para v,,_; lo acabamos de probar)
y en tanto podemos, utilizando un caso bésico del lema de Davenport (ver
[Dav51], [BW13]), acotar la cantidad de generadores 8, como en el teorema
2:si B es un cubo de lado |Ag|!/" donde podemos hallar los B del teorema
2 y L el 1atiz que induce Ok via la base de Minkowski en R”, podemos
hallar C dependiendo de n tal que L C C - B. Luego, la cantidad de p que
queremos contar estd acotada por O(Vol(C - B)/Vol(L)) = O(|Ak|'/?).
Para hallar un exponente mas chico, contamos en un lugar més chico,

B’ = {x € B: Ng,q(x) es un cuadrado}.

Aqui los autores separan dos casos, uno que es tratado por teoria de géne-
ro y otro que es tratado utilizando el método del determinante.

7.3.1. Género

Debemos utilizar algo de teoria de género. En general, este es un con-
cepto que data de Gauss, y que busca distinguir formas cuadraticas en ba-
se a los nimeros que representan, o bien médulo 7, o bien en Qp y R (de-
pendiendo del autor). No obstante, no nos vamos a enfocar en las impor-
tantes minucias de esta teoria, sino que vamos a utilizar la llamada formula
ambigua del niimero de clase, siguiendo el paper de Lemmermeyer [Lem13].
Sea K un cuerpo de niimeros y supongamos que L/K es ciclica de orden I.
Sea Gal(L/K) =< ¢ >y recordemos que el Galois acttia sobre CI(L) via
[1]9 = o [I] = [¢(I)]. Una clase de ideales [a] se dice ambigua i [a]” = [a],
es decir, si estd fija por el grupo de Galois. En particular, especializando a

132



7.3 Los resultados para (n,2) 133

I = 2, vemos que, dado que el Galois acttia transitivamente en los ideales
primos que se sientan sobre otro primo, tenemos que

[a][a]” = [ao(a)] = [N(a)],

donde N es la norma relativa de la extension.
En particular, [a]” = [a] 7!, y un ideal es ambiguo si y solo si es 2-torsion.
Ante esto, tenemos la importante:

Teorema: 7.14 (Férmula ambigua del nimero de clases, [Lem13], Teorema
1). Sea C, el conjunto de clases ambiguas. Luego,

hK . 2t—1

Gl = (05 : 0L NN(LY))’

donde hy es el niimero de clases de K, N(L) son los elementos de K que son
normas y t es la cantidad de primos ramificados en L/ K.

Usando esto, supongamos que L contiene un subcuerpo K de indice 2,
y vemos que podemos acotar la 2-torsiéon en CI(L) por

hxO(2h).

Por la cota de Landau en el primer factor, mientras que usando que los ra-
mificados estdn acotados por los divisores de |Ar | - 1o cual es una O(|AL|?)
para cada ¢ > 0, obtenemos que:

#CI(L)[2] = O(|Ak|) ALY = O(|ag [V,

donde usamos que |Ax|> < |Ar| por la férmula discriminante-diferente.
Esto da una cota de orden 1/4 + & que rompe tanto la cota de Landau de
1/2 4 ¢, como la cota previa de 1/2.

7.3.2. El método de Bombieri-Pila

El método de Bombieri-Pila, también llamado método del determinan-
te, permite dar cotas uniformes en el grado para la cantidad de puntos
enteros que pertencen a una curva algebraica, restringiendo a cajas de la-
do N. En esta subseccion enunciamos el teorema y lo usamos para tratar
el caso en que L no admite subcuerpos de indice 2. La forma que utilizare-
mos es la que aparece en [BP89] como Teorema 5:
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Teorema: 7.15. Sea C una curva absolutamente irreducible de grado d > 2. Sea
N > ¢ Luego, la cantidad de puntos enteros en S := C N [0, N]? cumple:

#S < N%elL/dlogNloglogN

Sea B € BN Ok, donde mantenemos la notacién del inicio. Sea fg(X) =
Nk,o(B — X). Ahora probemos el Lema 4.1 de [BST*20]:

Teorema: 7.16. Si K no contiene subcuerpos de indice 2, la cantidad de B en
BN O tal que fg es un cuadrado en Q[X] es < |Ag|'/4.

Notar que las raices de fg se dan cuando aparece un factor nulo en el
producto de los o(B) — o(x), sobre ¢ los embeddings de K. En particular,
las raices son los conjugados de B. Si fg tuviera raices dobles, tendriamos
que hay un morfismo que fija algtin conjugado de Galois, y por ende S
estd en un subcuerpo de K propio. Por ende, fz es libre de cuadrados sal-
vocuando B € F C Ky [K: F|] > 1. Por la hipétesis, sabemos que debe
ser [K : F] > 2, mientras que fg es un cuadrado si el grado es par. Por
la férmula discriminante-diferente, dado un F que verifica esas condicio-
nes, |Ar| < |Ax|VIKFl. Ahora usemos geometria de niimeros como an-
tes. El anillo de enteros de F tiene volumen proporcional a |Af| y, toman-
do una base de Minkowski, sabemos que el mayor elemento tiene norma
< |Ap|VIFQL Como |Af| < |Ak|VIKH], concluimos que los elementos de
la base se contienen en un cubo R de lado < |Ag|!/ (FQIKED) — |A 1/,
asi que la cantidad de f’s estd dominada por

|AK|[F:Q]/n |AK|1/[K:F]
|AF|1/2 o |AF|1/2

Vol(R)/Vol(OF) < < |Ag| VK],

Como [K : F] es par y mayor a 2, [K : F] > 4, con lo cual [Kl—F] < }1, y

podemos finalizar de acotar la cantidad de f’s por
Vol(R)/Vol(OF) < |Ax|'2.

La cantidad de subcuerpos de indice mayor a 2 y grado par es una O, (1)
(por ejemplo, podemos pasar a una clausura de Galois y acotar la cantidad
de subcuerpos por la cantidad de subgrupos, y esta a su vez por el cardi-
nal del conjunto de partes). Por ende, el resultado se sigue sumando sobre
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las O(1) elecciones.

Ahora bien, falta ocuparnos del caso en el que fg no es un cuadrado,
y acd entran las consideraciones geométricas. Si fﬁ no es un cuadrado,
la cantidad de enteros m € R con fg(m) un cuadrado es la cantidad de
puntos enteros en la curva irreducible y* = f,(X), con fs; la parte libre
de cuadrados de fg, en la caja x| < |Ag|!/", |y| < |A['2. Por el teorema
de Bombieri-Pila, la cantidad de tales puntos es O, (|Ag|'/?"*¢). Sumando

sobre los O(|Ak| %_%) representantes de  en Ox N B/Z, obtenemos una
1_1

cota de O(|Ag|277)O(|Ak| 2 H¢) = O(|Ak|2~2i¢). En particular, con

n > 4, podemos tomar J, = %
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