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A Melina, Alina y mis compañeros del FEM, actuales y anteriores, que marcaron mi
vida y no solamente mi paso por la Facultad.

A la militancia: una escuela de vida, gente con la que comparto intereses e ideales,
y un refugio donde protegernos entre todos de la tristeza y construir la alternativa.

A la educación pública y en particular la universidad pública, que a pesar de todo
siguen dando ejemplo de calidad y resiliencia.

5
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Resumen

En este trabajo estudiamos soluciones para el problema de minimización de polino-
mios multivariados enK, dondeK es Rn o un conjunto semialgebraico básico compacto.
Abordamos este problema como caso particular del Problema de Momentos Generali-
zado (GMP), que consiste en encontrar una medida boreliana, no negativa y finita que
minimice la integral de una función sobre K mientras cumple restricciones. Investi-
gamos algoritmos para resolver de forma exacta o asintótica instancias del GMP con
relajaciones semidefinidas, estudiando la teoŕıa al respecto elaborada por Lasserre y
Parrilo. Estas soluciones se encuentran a través de obtener secuencias de momentos
óptimas y medidas representativas soportadas en finitos puntos de K, que también
pueden ser localizados si aseguramos que existen. Encontramos condiciones de duali-
dad y de convergencia de las relajaciones semidefinidas a la solución buscada. Llegamos
a que los puntos que soportan las medidas representativas, bajo ciertas hipótesis, son
los mı́nimos globales del polinomio estudiado en K. En este camino pasamos por los
certificados de positividad de Putinar y Schmüdgen, que se expresan en términos de su-
mas de cuadrados. Estudiamos cómo se vinculan estos certificados con la programación
semidefinida. También examinamos un funcional lineal y matrices simétricas que nos
ayudan a caracterizar soluciones del problema de momentos completo y el truncado y
los vinculamos con las soluciones del GMP.
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Introducción

Los problemas de optimización plantean encontrar el mı́nimo de una función f en
un conjunto K definido por algunas restricciones (o sin ellas).

f ∗ = ı́nf
x∈K

f(x) (1)

Como este problema es demasiado general, se construyó a lo largo del tiempo mucha
teoŕıa sobre tipos de problemas de optimización, donde se asume que la función f y/o
el conjunto K tienen propiedades concretas para poder abordar mejor el problema en
cuestión y generar teoŕıa acorde.

En esta tesis vamos a estudiar algunos tipos concretos de problemas de optimización y
las formas en que se conectan. Vamos a conocer el Problema de Momentos Generalizado
o Generalized Moment Problem (GMP), que apunta a encontrar la medida boreliana
que minimiza la integral sobre un conjunto de una función en particular, sujeto a res-
tricciones sobre otras integrales de funciones que esa medida debe cumplir.

El Problema de Momentos Generalizado es muy amplio, y de esa amplitud se deri-
van múltiples aplicaciones dadas por casos particulares [11]. Algunos ejemplos se dan
en probabilidad, finanzas, teoŕıa de control, resolución de ecuaciones polinomiales o el
que nos interesa en este caso: optimización de polinomios multivariados.

Esta será la forma de los problemas de optimización que queremos resolver, de for-
ma exacta o al menos aproximada: dentro del problema general (1), vamos a suponer
que f ∈ R[x1, . . . , xn] y que K es un conjunto semialgebraico básico cerrado. Estu-
diaremos esencialmente dos casos: cuando este conjunto es compacto, y cuando es Rn

(es decir, un problema de optimización polinomial sin restricciones). En este trabajo
consideramos N como el conjunto de números naturales con el 0.

Vamos a examinar la construcción de algoritmos que resuelven instancias del GMP
en el caso particular donde f ∈ R[x1, . . . , xn] y determinar cómo se conectan estas
soluciones con la búsqueda de mı́nimos de f . Una herramienta en esta búsqueda será
encontrar certificados de positividad de polinomios, y estos certificados se expresarán
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en términos de sumas de cuadrados.

Esto nos lleva al otro problema de optimización que vamos a estudiar para acercar-
nos al GMP y la optimización polinomial: la programación semidefinida. Este es un
problema de optimización convexa, esto es, un problema con función objetivo convexa
(más aún, lineal en este caso) y conjunto factible convexo. Los problemas de optimiza-
ción convexa tienen una ventaja: todos sus mı́nimos locales son globales [1, Proposición
1.2]. O sea, cuando encontramos un mı́nimo local el problema está resuelto, lo que no
vale en general (y muchas veces no se puede encontrar algo mejor que un mı́nimo local).

En esta tesis vamos a estudiar teóricamente algoritmos eficientes de resolución, pero no
vamos a dar detalles sobre su complejidad computacional. Omitimos algunas demos-
traciones debido a que las teoŕıas correspondientes no son centrales para este trabajo
y estudiarlas haŕıa la tesis mucho más extensa de lo que ya es. Damos por hecho que
los problemas de programación semidefinida se pueden resolver (encontrar el ı́nfimo o
probar que no existe) en tiempo polinomial. Por otra parte, restringir el estudio de la
optimización polinomial a conjuntos semialgebraicos básicos compactos o Rn tiene la
finalidad de que se pueda encontrar soluciones con programación semidefinida de di-
mensiones lo bastante pequeñas para ser útiles en la práctica.

Durante los años ’90 y los primeros 2000, Curto y Fialkow trabajaron con matrices
de momentos y crearon las matrices localizadoras para lidiar con el problema de mo-
mentos completo y el truncado; lo hicieron inicialmente en variable compleja y con el
tiempo generalizaron estos conceptos a variable real y problemas multivariados [5]. En
2001, Lasserre [10] aprovecha estas herramientas para crear la familia de relajaciones
semidefinidas que vamos a presentar en este trabajo, a fin de poder resolver de forma
exacta o asintótica el problema de optimización polinomial para Rn o cuando K es se-
mialgebraico básico compacto y un módulo cuadrático relacionado es arquimediano. De
esta forma, Lasserre es uno de los primeros en construir soluciones exactas o asintóticas
a la minimización polinomial mediante programación semidefinida, y por lo tanto de
forma computacionalmente eficiente, en los casos mencionados. En 2003 Parrilo [17]
presenta en forma independiente una secuencia de relajaciones semidefinidas similar a
la de Lasserre con el mismo objetivo de optimización de polinomios, con la diferencia
de no requerir que el módulo cuadrático sea arquimediano si K es compacto.

En este trabajo vamos a explorar entonces el GMP, el método de relajaciones semidefi-
nidas de Lasserre y su aplicación a optimizar polinomios, utilizando su libro [11] como
principal fuente de información y referencias. También mencionaremos cómo se modifi-
can los resultados cuando no contamos con la arquimedianidad del módulo cuadrático
relacionado.



Caṕıtulo 1

Preliminares

1.1. Bases de Geometŕıa Algebraica

En esta sección vamos a dar definiciones y demostraciones básicas para llegar a
construir los conceptos de conjunto semialgebraico básico cerrado, preordering y módulo
cuadrático, que aparecerán muchas veces a lo largo de este trabajo.

1.1.1. Conceptos iniciales

Definición 1.1.1 Sean K un cuerpo y ≤ una relación de orden total en K que para
todos x, y ∈ K cumple:

1. x ≤ y ⇒ x+ z ≤ y + z,∀z ∈ K.

2. Si 0 ≤ x, 0 ≤ y, entonces se tiene 0 ≤ xy.

Entonces, (K,≤) se dice cuerpo ordenado.

Definición 1.1.2 Dado un cuerpo K, llamamos preordering de K a un subconjunto
P ⊂ K no vaćıo que cumple:

1. Dados x, y ∈ P , se verifica que x+ y ∈ P y que xy ∈ P .

2. x2 ∈ P para todo x ∈ K.

Si −1 /∈ P , decimos que P es un preordering propio.

Proposición 1.1.3 Sean K un cuerpo con caracteŕıstica distinta a 2 y P un preordering
de K. Entonces, P es propio si y sólo si P ̸= K.

11
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Demostración: Si −1 /∈ F , trivialmente P ̸= K. En cambio, si −1 ∈ P veamos que
P = K. En efecto, dado x ∈ K, se tiene

x =

(
x+ 1

2

)2

+ (−1)

(
x− 1

2

)2

y se sigue que x ∈ P por la definición de preordering. □

Proposición 1.1.4 Dado un cuerpo ordenado (K,≤), sea
∑

K2 el conjunto de sumas
finitas de cuadrados de elementos de K. Entonces,

∑
K2 es un preordering de K, y todo

preordering de K lo contiene.

Demostración: Veamos primero la contención. Sea P un preordering de K. Dados
x1, . . . , xn ∈ K, sabemos por definición que x2

i ∈ P, i = 1, . . . , n. Además, x2
1 + x2

2 ∈ P
nuevamente por definición de P , y se puede ver inductivamente que x2

1 + · · ·+ x2
n ∈ P .

Como los x1, . . . , xn eran arbitrarios, concluimos que
∑

K2 ⊂ P .
Para ver que

∑
K2 es un preordering, primero notamos que la suma de dos sumas finitas

de cuadrados deK es suma finita de cuadrados deK. Por último, dados x1, . . . , xn, y1, . . . , yk ∈
K, tenemos: (

n∑
i=1

x2
i

)(
k∑

j=1

y2j

)
=

n∑
i=1

k∑
j=1

(x2
i y

2
j ) =

n∑
i=1

k∑
j=1

(xiyj)
2

por las propiedades distributiva, asociativa y conmutativa del cuerpo K, de manera que
el producto de sumas finitas de cuadrados de K es suma finita de cuadrados de K. □

Dado K un cuerpo, en adelante notamos K[x] al anillo conmutativo de polinomios
de n variables con coeficientes en K, donde x = (x1, . . . , xn), es decir que lo escribi-
remos de esta forma cuando funcione como variable de evaluación de un polinomio de
varias variables. Por otra parte, escribiremos x como variable en R o como vector en
Rp en otras situaciones.

Definición 1.1.5 Dado un anillo conmutativo R, un ideal de R es un conjunto I ⊂ R
no vaćıo, cerrado por sumas y tal que además, para todo b ∈ R, se tiene a ∈ I ⇒ ab ∈ I.

Proposición 1.1.6 Dados un cuerpo K y una familia finita F = {f1, . . . , fm} ⊂ K[x],
el siguiente conjunto es un ideal de K[x]. Lo llamamos ideal generado por F .

⟨f1, . . . , fm⟩ :=

{
m∑
i=1

gifi : gi ∈ K[x], i = 1, . . . ,m

}
(1.1)



1.1. BASES DE GEOMETRÍA ALGEBRAICA 13

Demostración: Sea g =
∑m

i=1 gifi con g1, . . . , gm ∈ K[x]. Entonces, para h ∈ K[x]
se tiene que hgi ∈ K[x], i = 1, . . . ,m, de forma que hg se puede expresar como suma
de polinomios multiplicados por los fi, quedando

hg =
m∑
i=1

(hgi)fi ∈ ⟨f1, . . . , fm⟩

Por otro lado, sean g, h ∈ ⟨f1, . . . , fm⟩. Entonces,

g + h =
m∑
i=1

(gi + hi)fi ∈ I

□

Proposición 1.1.7 Sea I un ideal en R[x]. Sea a ∈ Rn tal que xi − ai ∈ I para todo
i = 1, . . . , n. Entonces, f − f(a) ∈ I para todo f ∈ R[x].

Demostración: Escribimos f(x) =
∑d1

j=0 x
j
1f1,j(x2, . . . , xn), con f1,j ∈ R[x2, . . . , xn], 0 ≤

j ≤ d1, siendo d1 el mayor exponente con que aparece x1 en f . De esta forma, tenemos

f(x)− f(a1, x2, . . . , xn) =

d1∑
j=1

f1,j(x2, . . . , xn)(x
j
1 − aj1) = q1(x)(x1 − a1)

donde la última igualdad se verifica porque cada sumando es divisible por x1 − a1,
con q1 ∈ R[x]. Esta divisibilidad proviene de que xj

1 − aj1 = (x1 − a1)
∑j−1

t=0 x
t
1p

j−1−t.
Continuamos con

f(x)− f(a1, a2, x3, . . . , xn) = q1(x)(x1 − a1) + f(a1, x2, . . . , xn)− f(a1, a2, x3, . . . , xn)

Podemos continuar con f(a1, x2, . . . , xn) = h1(x2, . . . , xn) con h1 ∈ R[x2, . . . , xn],
h1(x2, . . . , xn) =

∑d2
j=0 x

j
2f2,j(x3, . . . , xn), con f2,j ∈ R[x3, . . . , xn], siendo d2 el mayor

exponente con que aparece x2 en h1. De esta forma, nos queda

f(a1, x2, . . . , xn)− f(a1, a2, x3, . . . , xn) = h1(x2, . . . , xn)− h1(a2, x3, . . . , xn)

=

d2∑
j=0

f2,j(x3, . . . , xn)(x
j
2 − aj2) = q2(x2, . . . , xn)(x2 − a2)

donde q2 ∈ R[x2, . . . , xn]. Deducimos entonces que

f(x)− f(a1, a2, x3, . . . , xn) = q1(x)(x1 − a1) + q2(x2, . . . , xn)(x2 − a2)
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Inductivamente, si tenemos

f(x)− f(a1, . . . , ak, xk+1, . . . , xn) =
k∑

t=1

qt(xt, . . . , xn)(xt − at)

para un natural 1 ≤ k < n, con qt ∈ R[xt, . . . , xn], 1 ≤ t ≤ k, avanzamos como sigue: de-
finimos hk ∈ R[xk+1, . . . , xn], hk(xk+1, . . . , xn) = f(a1, . . . , ak, xk+1, . . . , xn), hk(xk+1, . . . , xn) =∑dk+1

j=0 xj
k+1fk+1,j(xk+2, . . . , xn), con fk+1,j ∈ R[xk+2, . . . , xn], 0 ≤ j ≤ k+ 1, siendo dk+1

el mayor exponente con que aparece xk+1 en hk. Planteamos ahora que

f(a1, . . . , ak, xk+1, . . . , xn)− f(a1, . . . , ak, ak+1, xk+2, . . . , xn)

=

dk+1∑
j=0

(xj
k+1 − ajk+1)fk+1,j(xk+2, . . . , xn) = qk+1(xk+1, . . . , xn)(xk+1 − ak+1)

donde qk+1 ∈ R[xk+1, . . . , xn]. La hipótesis inductiva nos permite afirmar que

f(x)− f(a1, . . . , ak+1, xk+2, . . . , xn) =
k+1∑
t=1

qt(xt, . . . , xn)(xt − at)

Como hemos completado el razonamiento inductivo, podemos establecer que

f(x)− f(a) =
n∑

t=1

qt(xt, . . . , xn)(xt − at)

con qt ∈ R[xt, . . . , xn], 1 ≤ t ≤ n. Ahora definimos polinomios q̃t ∈ R[x], 1 ≤ t ≤ n,
donde qt(x) = qt(xt, . . . , xn),∀1 ≤ t ≤ n, es decir, definimos polinomios con todas las
variables pero sin cambiar las evaluaciones. Por lo tanto, tenemos que f(x) − f(a) =∑n

t=1 q̃t(x)(xt − at). Luego, f − f(a) ∈ I porque xt − at ∈ I,∀1 ≤ t ≤ n. □

Dados un anillo conmutativo R y T ⊂ R, notamos T + T al conjunto de sumas de
dos elementos de T , y T.T al conjunto de productos de dos elementos de T . Notamos
T 2 y

∑
T 2 como ya lo haćıamos en la Proposición 1.1.4 para un cuerpo ordenado.

Definición 1.1.8 Sean R un anillo conmutativo con 1 y T ⊂ R. Entonces, T se dice:

1. módulo cuadrático en R si T + T ⊂ T,R2.T ⊂ T, 1 ∈ T ;

2. preordering de R si cumple las propiedades de la definición 1.1.2, reemplazando
K por R.

Proposición 1.1.9 Sea R un anillo conmutativo. Entonces se tiene:

1. Todo preordering de R es módulo cuadrático de R.

2.
∑

R2 es preordering de R, y además está contenido en todo módulo cuadrático
de R y en todo preordering de R.
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Demostración:

1. Sea T un preordering de R. Entonces, T + T ⊂ T , y como R2 ⊂ T tenemos
R2.T ⊂ T.T ⊂ T . Por último, 12 = 1 ⇒ 1 ∈ R2, y T resulta módulo cuadrático.

2. Debemos ver que
∑

R2 es preordering y que es el menor módulo cuadrático.
Con esto, es inmediatamente el menor preordering porque todo preordering es
módulo cuadrático por el item 1. Se puede ver directamente que

∑
R2 cumple

las tres propiedades que definen un preordering. Por otro lado, sea Q un módulo
cuadrático de R. Como 1 ∈ Q, tenemos que R2 = R2.{1} ⊂ R2.Q ⊂ Q, y como
Q + Q ⊂ Q se puede probar inductivamente que toda suma finita de cuadrados
de R está en Q.

□

Ahora introducimos algunos conjuntos que van a aparecer en nuestro estudio de los
polinomios positivos en el siguiente caṕıtulo. En adelante llamamos Σ[x] a

∑
R2 cuan-

do R = R[x].

Proposición 1.1.10 Dados una familia finita F = {f1, . . . , fm} ⊂ R[x] y J ⊂ {1, . . . ,m},
notamos fJ(x) =

∏
j∈J fj(x) con la convención f∅ ≡ 1. El conjunto

P (f1, . . . , fm) :=
{∑

qJfJ : qJ ∈ Σ[x], J ⊂ {1, . . . ,m}
}

(1.2)

es un preordering. Lo llamamos el preordering generado por F . También cumple
que fi ∈ P (f1, . . . , fm) para todo 1 ≤ i ≤ m.

Demostración: La última parte es inmediata porque podemos elegir q{i} = 1, qJ = 0
para todo J ̸= {i}. Abreviamos P (f1, . . . , fm) = P . Si tenemos f, h ∈ P , como sumas
de qJfJ , hJfJ respectivamente, f + h ∈ P es sumatoria de los (qJ + hJ)fJ . Además,
R[x]2 ⊂ P . En efecto, dado g ∈ R[x]2, basta elegir q∅ = g, qJ = 0 para todo otro J ⊂
{1, . . . ,m}. Falta ver que P.P ⊂ P . Cuando tomamos f, g ∈ P , fg queda desarrollado
como suma de expresiones de la siguiente forma, para J, T ⊂ {1, . . . ,m}:

qJqTfJfT con qJ , qT ∈ Σ[x]

Notamos que fJfT = (f 2
J∩T )fB, donde B ⊂ {1, . . . ,m} es la diferencia simétrica de

J, T . Aśı queda fg ∈ P puesto que distribuir el producto qJqT de sumas de cuadrados
también da una suma de cuadrados. □

Proposición 1.1.11 Sea F = {f1, . . . , fm} ⊂ R[x]. Entonces el conjunto

Q(f1, . . . , fm) :=

{
q0 +

m∑
i=1

qifi : qi ∈ Σ[x], i = 0, . . . ,m

}
(1.3)

es un módulo cuadrático, y lo llamamos el módulo cuadrático generado por F .
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Demostración: Abreviamos Q(f1, . . . , fm) = Q. Primero, 1 ∈ Q porque podemos
elegir q0 = 1, qj = 0, j = 1, . . . ,m. También se tiene Q+Q ⊂ Q porque q0+

∑m
j=1 qjfj+

g0 +
∑m

j=1 gjfj = (q0 + g0) +
∑m

j=1(qj + gj)fj con qj + gj ∈ Σ[x]. Por último, dado

q ∈ R[x], se tiene q2(q0 +
∑m

j=1 qjfj) = q2q0 +
∑m

j=1(q
2qj)fj con q2qj ∈ Σ[x]. □

Proposición 1.1.12 Dados f1, . . . , fm ∈ R[x], fi ∈ Q(f1, . . . , fm) para todo 1 ≤ i ≤
m. Además, si nombramos Q(f1, . . . , fm) = Q, entonces Q está contenido en todo
módulo cuadrático de R[x] al que pertenezcan f1, . . . , fm.

Demostración: La primera parte es directa porque podemos elegir qi = 1, qj = 0
para todo 0 ≤ j ≤ m, j ̸= i. Para la segunda, sea M el módulo cuadrático mencionado
en la proposición. Sea h ∈ Q, h = q0 +

∑m
i=1 qifi, qi ∈ Σ[x] para todo i = 0, . . . ,m.

Por definición de módulo cuadrático, q0 y todos los sumandos qifi están en M , y por lo
tanto h también por ser suma de estos. □

Reuniendo las Proposiciones 1.1.9, 1.1.10 y 1.1.12 se deduce que Q(f1, . . . , fm) ⊂
P (f1, . . . , fm) para todo {f1, . . . , fm} ⊂ R[x]. Terminamos esta sección enunciando los
conceptos necesarios para definir los conjuntos semialgebraicos básicos cerrados, con los
cuales vamos a trabajar más adelante.

Definición 1.1.13 Dado un R−espacio vectorial V , Un conjunto no vaćıo C ⊂ V es
un cono convexo de V si cumple C + C ⊂ C y f ∈ C ⇒ λ.f ∈ C para todo λ ≥ 0.

Proposición 1.1.14 Dados f1, . . . , fm ∈ R[x], P (f1, . . . , fm) y Q(f1, . . . , fm) son co-
nos convexos de R[x].

Demostración: Como P (f1, . . . , fm) = P y Q(f1, . . . , fm) = Q son preordering y
módulo cuadrático respectivamente por la Proposición 1.1.10 y la Proposición 1.1.11,
sabemos que P + P ⊂ P,Q + Q ⊂ Q. Además, en ambos casos es inmediato verificar
la otra propiedad porque λ ≥ 0 ⇒ λ = (

√
λ)2. □

1.1.2. Conjuntos semialgebraicos básicos cerrados

Teorema 1.1.15 Sea K un cuerpo. Entonces las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes:

1. Existe un orden de K de acuerdo a la Definición 1.1.1.

2. K tiene un preordering propio.

3. −1 /∈
∑

K2.

4. Para todos x1, . . . , xn ∈ K, se tiene
∑n

i=1 x
2
i = 0 ⇒ x1 = · · · = xn = 0.
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Demostración: 2. ⇔ 3.) Dado T un preordering propio, sabemos que
∑

K2 ⊂ T por
la Proposición 1.1.4, y por lo tanto −1 /∈

∑
K2. Para la otra implicación, el mismo

∑
K2

es un preordering propio por hipótesis, dado que es un preordering por la Proposición
1.1.4.
4. ⇒ 3.) Por contrarrećıproco, si −1 ∈

∑
K2, como 1 = 12 resulta que 1 + (−1) es una

suma de cuadrados que da 0 con un primer sumando no nulo.
3. ⇒ 4.) Por contrarrećıproco, sean x1, . . . , xn ∈ K tales que

∑n
i=1 x

2
i = 0 pero x1 ̸= 0.

Luego, podemos plantear(
1

x1

)2 n∑
i=1

x2
i = 0 = 1 +

n∑
i=2

(
xi

x1

)2

= 0

restamos 1 de ambos lados y resulta que −1 ∈
∑

K2.
1. ⇒ 3.) Primero veamos que 1 > 0. En efecto, por la definición del orden en K
sabemos que a ≥ 0 ⇒ a2 ≥ 0. Por otro lado, si a < 0 entonces −a > 0, y tenemos
a2 = (−a)2 ≥ 0. Luego, 1 = 12 > 0, y por lo tanto −1 < 0. Además, por la definición
del orden en K, toda suma de cuadrados es no negativa y por lo tanto estrictamente
mayor a −1. Luego, −1 /∈

∑
K2.

3. ⇒ 1.) Verla en [18, Teorema 1.8]. □

Definición 1.1.16 Sean dos cuerpos K1 = (C1,+1, ∗1),K2 = (C2,+2, ∗2) tales que
C1 ⊂ C2, y para todos x, y ∈ C1 se tiene x +1 y = x +2 y, x ∗1 y = x ∗2 y. Se dice en
este caso que K2 es una extensión de K1. Si todo elemento de K2 es ráız de algún
polinomio no nulo con coeficientes en K1, K2 se dice extensión algebraica de K1.

Definición 1.1.17 Un cuerpo con las cuatro propiedades del Teorema 1.1.15 se llama
cuerpo real. Un cuerpo real cerrado es un cuerpo real K que no tiene ninguna
extesión algebraica real K2 tal que K ̸= K2.

Por ejemplo, R es un cuerpo real cerrado, puesto que su extensión algebraica es C ̸= R,
pero C no es un cuerpo real. A su vez, Q es un cuerpo real pero no es cerrado, puesto
que los números algebraicos reales forman una extensión algebraica real de Q.

Definición 1.1.18 Sea K un cuerpo real cerrado. Llamamos conjunto semialge-
braico básico cerrado a un conjunto K ⊂ Kn de la forma

K = {x ∈ Kn : fj(x) ≥ 0, j = 1, . . . ,m} (1.4)

para alguna familia {f1, . . . , fm} ⊂ K[x].

Por ejemplo, el conjunto {x ∈ R2 : x1x
3
2 + 4 ≥ 0} es semialgebraico básico cerrado.

Proposición 1.1.19 Q no es un conjunto semialgebraico básico cerrado en R.



18 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

Demostración: Supongamos que lo es. Sean f1, . . . , fm ∈ R[x] tales que
Q = {x ∈ R : f1(x) ≥ 0, . . . , fm(x) ≥ 0}. Esto implica que para z ∈ R \ Q existe
1 ≤ i ≤ m tal que fi(z) < 0. Pero como f1, . . . , fm son polinomios, en particular
son continuos. Por lo tanto existen números racionales donde fi es negativa, y esto
contradice la definición supuesta de Q como conjunto semialgebraico básico cerrado. □

1.2. Programación Semidefinida

Un problema de programación semidefinida es un problema de optimización que in-
volucra matrices semidefinidas positivas en su definición, como vamos a detallar en esta
sección. Recordamos que una matriz A ∈ Rp×p es semidefinida positiva si es simétrica
y además cumple que xtAx ≥ 0 para todo x ∈ Rp. Si la desigualdad es estricta para
todo x ̸= 0, A se dice definida positiva. Recordamos también que toda matriz simétrica
en Rp×p tiene una base ortonormal de autovectores con autovalores reales; y que es
semidefinida positiva si y sólo si todos sus autovalores son no negativos. También es
semidefinida positiva si y sólo si todos sus menores principales son no negativos, donde
se define un menor principal como seleccionar las filas y columnas de ı́ndices en S, con
S ⊂ {1, . . . , p}, S ̸= ∅, y calcular el determinante de esta submatriz. Procedemos a
probar una última equivalencia.

Proposición 1.2.1 Una matriz simétrica A ∈ Rp×p es semidefinida positiva si y sólo
si existe B ∈ Rp×m tal que A = BBt para algún m ∈ N>0,m ≤ p.

Demostración: ⇐) Dado x ∈ Rp, tenemos xtAx = xtBBtx. Nombramos z = Btx, y
notamos que xtB = zt. Luego, se tiene

xtAx = xtBBtx = ztz =

p∑
j=1

z2j ≥ 0

y por lo tanto A es semidefinida positiva.
⇒) Como A es semidefinida positiva, tiene una base ortonormal de autovectores y
todos sus autovalores son reales. Sean D,Q ∈ Rp×p, donde D es una matriz diagonal
con los autovalores de A en su diagonal principal, y Q es una matriz ortogonal tal que
A = QtDQ. Como A es semidefinida positiva, todos sus autovalores son no negativos,
y por lo tanto podemos definir D1/2 colocando en la diagonal las ráıces cuadradas de
los autovalores que aparecen en D. Luego, tenemos A = QtD1/2D1/2Q. Nombramos
B = QtD1/2 y se sigue que A = BBt. Por construcción, la cantidad de columnas de B
es m = p. □
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1.2.1. Presentación del problema

Definición 1.2.2 Sean Sp ⊂ Rp×p el espacio de matrices simétricas de p filas y colum-
nas y A ∈ Sp. Escribimos A ⪰ 0 (resp. A ≻ 0) si A es semidefinida positiva (resp.
definida positiva). Dada otra matriz B ∈ Sp, escribimos A ⪰ B (resp. A ≻ B) si
A−B ⪰ 0 (resp. A−B ≻ 0).

Proposición 1.2.3 El conjunto de matrices semidefinidas positivas de Rp×p es un cono
convexo de Rp×p.

Demostración: Dadas A,B ∈ Sp semidefinidas positivas, A + B también lo es. En
efecto,

xtAx ≥ 0, xtBx ≥ 0 ⇒ xt(A+B)x = · · · = xtAx+ xtBx ≥ 0

y es inmediato verificar que λ ≥ 0 ⇒ λ.A ⪰ 0, puesto que una matriz simétrica es
semidefinida positiva si y sólo si sus autovalores son todos no negativos. □

Proposición 1.2.4 La función ⟨∗, ∗⟩ : Rp×p × Rp×p, ⟨A,B⟩ =
∑p

i=1

∑p
j=1AijBij es un

producto interno en Rp×p. Se llama producto interno de Frobenius. Si A,B ∈ Sp,
este producto resulta igual a tr(AB).

Demostración: Las propiedades del producto interno pueden verificarse directamen-
te, y lo mismo la igualdad con la traza dado que tr(AB) =

∑p
i=1

∑p
j=1Ai,jBj,i =∑p

i=1

∑p
j=1 Ai,jBi,j. □

Definición 1.2.5 Dados c ∈ Rn, F0, F1, . . . , Fn ∈ Sp para algún p ∈ N>0, un problema
de Programación Semidefinida (SDP) es de la forma

P : ρsup = sup
x∈Rn

{
−ctx : F0 +

n∑
i=1

xiFi ⪰ 0

}
(1.5)

Se define su conjunto factible como {x ∈ Rn : F0 +
∑n

i=1 xiFi ⪰ 0}. Al conjunto
factible de un problema de esta forma lo llamamos espectraedro. El problema P se
dice factible si su conjunto factible es no vaćıo. x ∈ Rn se dice solución factible si
pertenece al conjunto factible. Un valor factible es −ctx ∈ R para una solución factible
x. ρsup, si es finito, se llama valor óptimo. Una solución factible que lo realiza se llama
solución óptima. Cuando sólo nos interese verificar si el conjunto factible es vaćıo o
no, llamaremos a esto un problema SDP de factibilidad.

Por ejemplo, se puede plantear el siguiente problema SDP:

ρsup = sup
x∈R2

{
−x1 − 2x2 :

(
x1 x2 − 3

x2 − 3 x1 + x2

)
⪰ 0

}
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En este caso, tenemos c = (1, 2), F0 =

(
0 −3
−3 0

)
, F1 =

(
1 0
0 1

)
, F2 =

(
0 1
1 1

)
. Su

correspondiente problema de factibilidad se define como

hallar x ∈ R2 tal que

(
x1 x2 − 3

x2 − 3 x1 + x2

)
⪰ 0

Acabamos de definir los problemas SDP con restricciones sobre una función matricial
F ; pero en algunas ocasiones se requiere que varias funciones matriciales simétricas sean
semidefinidas positivas al mismo tiempo. Vamos a ver que los problemas de este tipo
también son SDP.

Lema 1.2.6 Sean A1 ∈ Sp1 , . . . , Ak ∈ Spk . Definimos la matriz simétrica

A =


A1 0 · · · 0
0 A2 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · Ak


Entonces, A ⪰ 0 si y sólo si Ai ⪰ 0 para todo i = 1, . . . , k.

Demostración: Eligiendo 1 ≤ i, j ≤ p1+. . . ,+pk se puede comprobar por verificación
directa que Ai,j = Aj,i. Por otro lado, tomamos v = (v1, . . . , vk) ∈ Rp1+···+pk , con
vi ∈ Rpk .
⇒) Dado 1 ≤ j ≤ k, usamos que A ⪰ 0 para probar que Aj ⪰ 0. Dado vj ∈ Rpj ,
tomamos v = (0 . . . 0, vj, 0 . . . 0), y tenemos 0 ≤ vtAv = vtjAjvj.

⇐) se tiene vtAv =
∑k

i=1 v
t
iAivi ≥ 0 porque cada sumando es no negativo. □

Proposición 1.2.7 Sean c ∈ Rn, y sean Fj : Rn → Skj , 1 ≤ j ≤ k funciones matricia-

les simétricas de la forma Fj(x) = Fj,0 +
∑k

t=1 xkFj,k, 1 ≤ j ≤ k. Entonces,

Pk : ρsup = sup
x∈Rn

{−ctx : F1(x) ⪰ 0, . . . , Fk(x) ⪰ 0} (1.6)

es un problema SDP.

Demostración: Por el Lema1.2.6, basta escribir

F (x) =


F1(x) 0 · · · 0
0 F2(x) · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · Fk(x)


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□

Observamos que la Proposición anterior nos permite sumar restricciones en R de la
forma

∑n
j=1 ajxj ≥ 0, aj ∈ R, j = 1, . . . , n. Se puede definir F1 función matricial de

1 × 1, F1(x) = (
∑n

j=1 ajxj) como matriz de 1 × 1. En efecto, la no negatividad de la
sumatoria equivale a que esta matriz de dimensión 1 sea semidefinida positiva.

Proposición 1.2.8 El problema P de la forma (1.1), donde F : Rn → Sp es la fun-
ción matricial definida en (1.5), tiene función objetivo lineal y su conjunto factible es
convexo. En particular, es un problema de optimización convexa.

Demostración: Lo primero es inmediato porque la función objetivo es −ctx, una
transformación lineal. Para la segunda afirmación, sean x, y ∈ Rn valores factibles.
Entonces, dados t ∈ (0, 1), z = tx+ (1− t)y, tenemos

F (z) = F (tx+ (1− t)y) = F0 +
k∑

i=1

(txi + (1− t)yi)Fi

= tF0 + (1− t)F0 + t
k∑

i=1

xiFi + (1− t)
k∑

i=1

yiFi = tF (x) + (1− t)F (y)

Como F (x), F (y) ⪰ 0 y sabemos por la Proposición 1.2.3 que el conjunto de matrices
semidefinidas positivas es convexo, resulta que F (z) ⪰ 0. □

1.2.2. Dualidad en Programación Semidefinida

Definición 1.2.9 Llamamos problema dual asociado a P al problema

P∗ : ρinf = ı́nf
Z∈Sp

{⟨F0, Z⟩ : ⟨Fi, Z⟩ = ci, i = 1, . . . , n;Z ⪰ 0} (1.7)

Una matriz Z ∈ Rp×p semidefinida positiva que cumpla ⟨Fi, Z⟩ = ci,∀1 ≤ i ≤ n es
una solución factible. El valor ⟨F0, Z⟩ ∈ R para una solución factible Z se llama
valor factible. ρinf , si es finito, se llama valor óptimo. Una solución factible que
lo realiza se llama solución óptima. El problema se dice factible si tiene al menos
una solución factible.

Proposición 1.2.10 P∗ es un problema SDP.
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Demostración: Vamos a ver que el conjunto factible de P∗ se puede escribir con la
forma de P. Dado el conjunto

S = {Z ∈ Sp : ⟨Fi, Z⟩ = ci, i = 1, . . . , n}

notamos que esto nos da un sistema de ecuaciones lineales. En efecto, Z ∈ Sp es una
matriz desconocida con

(
p
2

)
+ p variables y cada producto interno es una combinación

lineal de estas variables. De esta forma, los resultados requeridos ci nos dan un sistema
lineal no homogéneo de n ecuaciones con

(
p
2

)
+ p incógnitas. Si tiene solución, sea

s ∈ N>0 la dimensión del espacio de soluciones del sistema homogéneo asociado. Luego,
tenemos z1, . . . , zs las variables libres de la solución del sistema homogéneo, y tenemos
que las variables restantes son combinaciones lineales de las libres. Aśı, vemos que Z ∈ S
se escribe como Z = G(z) = G0 +

∑s
j=1Gjzj, donde G0 es una solución particular del

sistema original. Además, notamos que si z1 = · · · = zs = 0 entonces Z = G0, y si dado
1 ≤ j ≤ s tenemos zj = 1, zk = 0,∀k ̸= j, entonces Z = G0 +Gj. De esto se sigue que
G0, G1, . . . , Gs son matrices simétricas ya que Z es simétrica.
De esta forma, pedir Z ⪰ 0 equivale a pedir G0 +

∑s
j=1Gjzj ⪰ 0. Por último, tenemos

⟨F0, Z⟩ = ⟨F0, G0 +
s∑

j=1

Gjzj⟩ = ⟨F0, G0⟩+
s∑

j=1

zj⟨F0, Gj⟩ = ⟨F0, G0⟩+ dtz,

dj = ⟨F0, Gj⟩,∀ 1 ≤ j ≤ s

por lo que hallar Z ⪰ 0 que realice el ı́nfimo del primer valor equivale a encontrar
z ∈ Rs que realice el ı́nfimo del último sujeto a G(z) ⪰ 0. Como este problema tiene la
forma de P, esto completa la demostración. □

Lema 1.2.11 Dado x ∈ Rn, xxt ∈ Rn×n es simétrica y semidefinida positiva.

Demostración: La simetŕıa se deduce de que (xxt)ij = xixj. De esto mismo se sigue
que la j−ésima columna de xxt es xjx ∈ Rn. Luego, xxt tiene rango 1 (o rango 0 si
x = 0) aśı que tiene autovalor 0 con multiplicidad al menos n− 1. El autovalor restante
es entonces la suma de autovalores tr(xxt) =

∑n
i=1 x

2
i ≥ 0. Luego, no hay autovalores

negativos, aśı que xxt es semidefinida positiva. □

Lema 1.2.12 Una matriz A ∈ Sp es semidefinida positiva si y sólo si ⟨A,X⟩ ≥ 0 para
toda matriz X ∈ Rp×p, X ⪰ 0.

Demostración: ⇒) Como A es semidefinida positiva existe B ∈ Rp×p tal que A =
BtB (podemos elegir B cuadrada por la demostración de la Proposición 1.2.1), y lo
mismo pasa para X. Sea Z ∈ Rp×p tal que ZZt = X. Entonces, tenemos

⟨A,X⟩ = tr(BtBX) = tr(BXBt) = tr(BZZtBt) ≥ 0
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donde la última desigualdad vale porque BZZtBt es semidefinida positiva, y la traza
de una matriz simétrica es la suma de sus autovalores.
⇐) Dado x ∈ Rp, por el Lema 1.2.11 y la implicación anterior tenemos

0 ≤ ⟨A, xxt⟩ = tr(Axxt) = tr(xtAx) = xtAx

donde la anteúltima igualdad se verifica desarrollando a mano cada traza. Como x era
arbitrario, resulta que A es semidefinida positiva. □

Teorema 1.2.13 P y P∗ cumplen dualidad débil, es decir, el supremo ρsup en (1.5)
y el ı́nfimo ρinf en (1.7) satisfacen ρsup ≤ ρinf . Si no son iguales, decimos que hay una
brecha de dualidad.

Demostración: Sean x ∈ Rn y Z ⪰ 0 soluciones factibles de P y P∗ respectivamente.
Entonces, se tiene

−ctx = −
n∑

i=1

⟨Fi, Z⟩xi = −

〈
n∑

i=1

Fixi, Z

〉
≤ ⟨F0, Z⟩

donde la última desigualdad vale porque F (x) dada por (1.5) es semidefinida positiva
y usando el Lema 1.2.12. Como esta desigualdad vale para cualquier par de soluciones
factibles, en particular vale para el supremo y el ı́nfimo. □

Una consecuencia inmediata es que si el problema primal no está acotado superior-
mente, el dual no es factible, y viceversa: si el dual no está acotado inferiormente, el
primal no es factible. En particular, en ambos casos se tiene ρinf = ρsup. Usando es-
te hecho y tomando el resultado de dualidad fuerte de [13, Teorema 3.4.1], podemos
enunciar lo siguiente. El item 3 sale de combinar los dos anteriores.

Teorema 1.2.14 Sean el problema P de (1.5) con F la función matricial definida en la
misma ecuación y el problema P∗ de (1.7). Entonces, se verifican los siguientes items:

1. Si existe x ∈ Rn tal que F (x) ≻ 0, entonces ρinf = ρsup, y además si ρinf es finito
se realiza; es decir, existe Z∗ ⪰ 0 tal que ⟨F0, Z

∗⟩ = ρinf .

2. Si existe Z ≻ 0 factible para P∗, entonces ρinf = ρsup, y además si ρsup es finito
se realiza; es decir, existe x∗ ∈ Rn tal que F (x∗) ⪰ 0 y −ctx∗ = ρsup.

3. Si existen Z ≻ 0 factible para P∗ y x ∈ Rn tal que F (x) ≻ 0, entonces ρinf = ρsup,
y además los dos son finitos y se realizan.

Cuando ρinf = ρsup, se dice que los problemas P y P∗ cumplen dualidad fuerte.
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Veamos un ejemplo de problemas primal y dual con dualidad fuerte. Se define el primal
como

P : ρsup = sup{x :

(
2− x 1
1 −x

)
⪰ 0}

Como una matriz es semidefinida positiva si y sólo si todos sus menores principales son
no negativos, tienen que valer 2 − x ≥ 0, x ≤ 0,−x(2 − x) − 1 ≥ 0. Se puede deducir
que el valor óptimo es ρsup = 1−

√
2, que se realiza con x∗ = ρsup.

El problema dual se plantea entonces como

ρinf = ı́nf

{
⟨F0, Z⟩ = 2z11 + 2z12 : ⟨Z,

(
−1 0
0 −1

)
⟩ = −1;Z =

(
z11 z12
z12 z22

)
⪰ 0

}
Se puede obtener que el valor óptimo es 1−

√
2, con solución óptima

Z =

(
2−

√
2

4
−

√
2
4

−
√
2
4

2+
√
2

4

)

Es decir, vale en este caso la dualidad fuerte y los valores óptimos de ambos problemas
se realizan. Se verifican las hipótesis del item 3 del teorema de dualidad fuerte. En
efecto, con z11 = z22 = 1

2
y z12 = 0 se obtiene Z ≻ 0 solución factible del problema

dual; y con x = −1 resulta F (x) ≻ 0 en el problema primal.



Caṕıtulo 2

Polinomios positivos y
representaciones

2.1. Sumas de cuadrados y programación semidefi-

nida

Los algoritmos de programación semidefinida que estudiaremos en los caṕıtulos 4 y
5 se pueden expresar en términos de sumas de cuadrados. A su vez, verificar que un
polinomio sea suma de cuadrados es un problema de programación semidefinida. Eso
se desarrollará en esta sección.

2.1.1. Polinomios positivos vs. sumas de cuadrados

Definición 2.1.1 Dado α ∈ Nn, se define el grado del monomio en R[x] con c ∈
R, c ̸= 0 dado por cxα = cxα1

1 . . . xαn
n como |α| =

∑n
i=1 αi. Para un polinomio f ∈ R[x],

se define su grado como el mayor grado de alguno de sus monomios con coeficiente no
nulo.

Varios de los problemas que estudiamos en esta tesis serán formulados en términos de
sumas de cuadrados. Por eso, queremos estudiar ahora si todos los polinomios positivos
lo son. Comenzamos viendo que esto vale en una variable.

Teorema 2.1.2 Sea f ∈ R[x]. Entonces, f(x) ≥ 0,∀x ∈ R ⇔ f ∈ Σ[x].

Demostración: Si f es suma de cuadrados es trivialmente positiva. Para probar la
otra implicación, asumimos que f tiene grado mayor o igual a 2 ya que el problema se
vuelve trivial si f es constante, y no puede ser positiva si tiene grado impar. Más aún,
toda ráız real tiene multiplicidad par, porque de lo contrario el signo de f cambiaŕıa
en un entorno de esta ráız. Además, las ráıces complejas no reales aparecen por pares

25
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conjugados, y ambos elementos del par tienen el mismo grado. Aśı, si xi son las ráıces
reales y zj las complejas no reales, podemos escribir

f(x) = a

k∏
i=1

(x− xi)
2

m∏
j=1

(x− zj)(x− z̄j)

donde las ráıces reales y los pares conjugados pueden repetirse. Por otra parte, si
zj = aj + ibj, tenemos que (x − zj)(x − z̄j) = (x − aj)

2 + b2j , que es una suma de
cuadrados. Luego, como f es un producto de sumas de cuadrados, cuando se aplica
propiedad distributiva queda también una suma de cuadrados. □

No obstante, esta propiedad no funciona para todos los polinomios en varias variables.
Veamos un ejemplo.

Lema 2.1.3 Desigualdad aritmético-geométrica: Sean x1, . . . , xk ≥ 0. Entonces,
se tiene x1+···+xk

k
≥ k

√
x1 . . . xk.

Lema 2.1.4 Sean r ∈ N>0 y gk ∈ R[x], 1 ≤ k ≤ m, tales que f =
∑m

k=1 g
2
k. Si f tiene

grado 2r, entonces gk tiene grado a lo sumo r, para todo 1 ≤ k ≤ m.

Demostración: Entre todos los gk, 1 ≤ k ≤ m, consideramos los monomios con
grado máximo bmáx. Entre estos, tomamos los de menor grado en x1. De estos últimos,
tomamos los de menor exponente en x2, y aśı siguiendo hasta xn. Sea xγ uno de estos
monomios extremales, y sea 1 ≤ j ≤ m tal que xγ aparece en gj. Sean α, β ∈ Nn tales
que xα, xβ aparecen en gj y α + β = 2γ. Veamos que α = β = γ.
Supongamos que no. Sea 1 ≤ t ≤ n el menor ı́ndice tal que αt ̸= βt. Entonces, para
todo 1 ≤ p < t resulta αp = βp = γp. Pero como αt + βt = 2γt, se tiene αt < γt o
βt < γt. Entonces xα (o xβ respectivamente) es un monomio de gj menor a xγ con
el ordenamiento que definimos, lo que contradice la definición de xγ como monomio
extremal. Luego, α = β = γ.
Acabamos de probar que, en g2j , el monomio x2γ se obtiene únicamente como cuadrado
de xγ y no como producto cruzado de monomios diferentes de grado |γ|. Tampoco se
puede obtener de otros monomios donde alguno tenga grado menor a |γ|. Luego, su
coeficiente será positivo. Como xγ es un monomio extremal entre todos los gk, 1 ≤ k ≤
m, no existe un g2k donde x2γ aparezca con coeficiente negativo. De esta forma, x2γ

aparece en f . Dado que f tiene grado 2r, deducimos que |γ| = r, y el resultado se sigue.
□

Proposición 2.1.5 Se define el polinomio de Motzkin M : R2 → R como M(x1, x2) =
x4
1x

2
2 + x2

1x
4
2 − 3x2

1x
2
2 + 1. Entonces, vale M(x) ≥ 0,∀x ∈ R2 pero M no es suma de

cuadrados.
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Demostración: Por la Desigualdad aritmético-geométrica, tenemos

x4
1x

2
2 + x2

1x
4
2 + 1

3
≥ 3

√
x6
1x

6
2 = x2

1x
2
2

y de esto se deduce inmediatamente que M ≥ 0.
Vamos a ver que una suma de cuadrados g del mismo grado queM tiene necesariamente
una forma distinta a la de M . Para empezar, si g = g21 + · · · + g2m, veamos que en
todo monomio de un gi, 1 ≤ i ≤ m aparece x1 con grado a lo sumo 2. En efecto,
si consideramos los g, gi como polinomios en la variable x1 con x2 constante, sigue
valiendo que g =

∑m
i=1 g

2
i , y estos gi tienen grado a lo sumo 2 en x1 por el Lema 2.1.4.

El mismo razonamiento vale si consideramos la variable x2 con x1 constante, de forma
que entre todos los gi (nuevamente con las dos variables) los monomios posibles son
1, x1, x2, x

2
1, x1x2, x

2
2, x

2
1x2, x1x

2
2, x

2
1x

2
2.

Entre los monomios de los gi, si alguno fuera x2
1x

2
2 no se cancelaŕıa por aparecer siempre

con coeficiente positivo o nulo entre los g2i (ya que quedaŕıa x4y4 y la única forma de
obtenerlo teniendo grado menor o igual a 2 en x1, x2 es con (x2

1x
2
2)

2). Pero M no tiene
x4
1x

4
2, de forma que x2

1x
2
2 no aparece entre los gi. Luego, si aparece x2

1x
a
2 entre los gi, se

tiene a ≤ 1. Veamos que los gi tampoco pueden tener x2
1, x

2
2, x1, x2. En efecto, si aparece

el monomio x2
1 en un gi, se tiene x4

1 con coeficiente positivo en g2i puesto que la única
forma de obtenerlo es con (x2

1)
2 (ya que vimos que la variable x1 no puede aparecer con

grado mayor a 2), pero x4
1 no está en M . Por un razonamiento análogo, no aparece el

monomio x2
2 entre los gi. Sabiendo esto, por un razonamiento similar no aparecen los

monomios x1, x2 entre los gi. Por lo tanto, se tiene

g(x1, x2) =
m∑
i=1

(aix1x
2
2 + bix

2
1x2 + cix1x2 + di)

2

Entre los gi aśı formulados, la única forma de obtener el monomio x2
1x

2
2 en g es con

(x1x2)
2, por lo que este monomio aparece en g con coeficiente no negativo. En conclu-

sión, g ̸= M . □

Pero no se trata solamente de un ejemplo. Sin detenernos en esto, mencionamos que
la equivalencia entre ser positivo y ser suma de cuadrados (para polinomios no ho-
mogéneos) sólo vale para polinomios de una variable, de grado 2, o de 2 variables y
grado 4 [15, Teorema 1.2.6].

2.1.2. Positividad y suma de cuadrados como problemas de
factibilidad en SDP

Vamos a estudiar cómo se puede decidir si un polinomio es suma de cuadrados
planteando un problema de programación semidefinida. Para eso debemos comenzar
determinando la dimensión de este problema.
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Proposición 2.1.6 Sea vd(x) el vector de monomios en R[x] de grado a lo sumo d ∈ N:

vd(x) = (1, x1, . . . , xn, x
2
1, x1x2, . . . , x

2
n, . . . , x

d
1, . . . , x

d
n) (2.1)

Entonces, la longitud de vd(x), que notamos s(d), es
(
n+d
d

)
.

Demostración: Un monomio de grado 0 ≤ k ≤ d se construye eligiendo cómo distri-
buir k unos entre los exponentes de las n variables y definir que d − k unos no van a
ningún exponente. Es decir, entre n+ 1 elementos diferentes (las n variables y la elec-
ción de ninguna variable) debemos elegir un total de d elementos, donde estos pueden
repetirse y no importa el orden. De esta forma, la cantidad de monomios posibles es
la de combinaciones con repetición para d elecciones entre n + 1 tipos de elementos
diferentes, que da

(
(n+1)−1+d

d

)
=
(
n+d
d

)
. Ver [7, Tabla 1.8]. □

Notamos Nn
p al conjunto {α ∈ Nn : |α| ≤ p}, p ∈ N. Vamos a definir formalmen-

te el orden intuitivo de los monomios de vd(x) que nombramos en el resultado an-
terior. Consideramos los monomios en R[x] con el orden lexicográfico graduado con
x1 < x2 < . . . < xn. De todos los monomios tomamos sus exponentes en Nn en el
mismo orden, y aśı definimos ord : Nn → N>0, comenzando por ord(0, . . . , 0) = 1.

Ahora vamos a construir la verificación de si un polinomio es suma de cuadrados como
un problema SDP de factibilidad. Primero vamos a requerir una formulación relaciona-
da con matrices semidefinidas positivas. Vamos a considerar sólo polinomios de grado
par porque, como ya vimos en la sección anterior, sólo estos pueden ser positivos, y por
lo tanto es posible que sean sumas de cuadrados. El siguiente resultado es fundamental
porque relaciona el problema de las sumas de cuadrados con el álgebra lineal. Se puede
encontrar en [2, Teorema 2.4].

Teorema 2.1.7 Un polinomio g ∈ R[x] de grado 2d es suma de cuadrados si y sólo si
existe Q ∈ Rs(d)×s(d), Q ⪰ 0 tal que vale lo siguiente:

g(x) = vd(x)
tQvd(x),∀x ∈ Rn (2.2)

Demostración: ⇒) Sean hj ∈ R[x], 1 ≤ j ≤ k de grado a lo sumo d, tales que

g(x) =
∑k

j=1 hj(x)
2. En efecto, los hi tienen grado a lo sumo d por el Lema 2.1.4.

Por cada 1 ≤ j ≤ k, sea zj ∈ Rs(d) el vector de coeficientes de hj, ordenados de
acuerdo al orden de monomios de vd(x). Aśı, tenemos hj(x) = ztjvd(x). Podemos escribir

g(x) =
∑k

j=1 vd(x)
tzjz

t
jvd(x) = vd(x)

tQvd(x), con Q =
∑k

j=1 zjz
t
j. Luego, resulta que

Q ∈ Rs(d)×s(d), Q ⪰ 0 por la Proposición 1.2.3 y el Lema 1.2.11.
⇐) Dada Q la matriz de la hipótesis, sea H ∈ Rs(d)×m tal que Q = HH t, la cual
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existe por la Proposición 1.2.1. Sea z(x) = H tvd(x), que resulta entonces un vector de
polinomios de grado a lo sumo d. Finalmente, tenemos

g(x) = vd(x)
tHH tvd(x) = z(x)tz(x) =

m∑
j=1

zj(x)
2,∀x ∈ Rn

y esto es una formulación de g como suma de cuadrados. □

Para α ∈ Nn
2d definimos en Rs(d)×s(d) las matrices Bα dadas por

(Bα)ij =

{
1 si vd(x)ivd(x)j = xα

0 si no

Por ejemplo, para d = n = 2 tenemos v2(x) = (1, x1, x2, x
2
1, x1x2, x

2
2), aśı que serán 6

matrices construidas aśı:

B(0,0) =


1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 ;B(1,0) =


0 1 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 ;B(0,1) =


0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0



B(2,0) =


0 0 0 1 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 ;B(1,1) =


0 0 0 0 1 0
0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 ;B(0,2) =


0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0


Observamos que por definición Bα es simétrica. Con esto tenemos los elementos nece-
sarios para conectar la programación semidefinida y las sumas de cuadrados.

Proposición 2.1.8 Sea g ∈ R[x] de grado 2d, g(x) =
∑

α∈Nn
2d
gαx

α. Entonces, g es

suma de cuadrados si y sólo si el siguiente problema de factibilidad tiene soluciones:

hallar Q ⪰ 0 : ⟨Q,Bα⟩ = gα,∀α ∈ Nn
2d (2.3)

Demostración: Sabemos por el Teorema 2.1.7 que g es suma de cuadrados si y sólo
si existe Q ∈ Ss(d), Q ⪰ 0 que cumpla (2.2) para g. Falta ver que estas condiciones equi-
valen a que Q sea solución de (2.3). Ambas fórmulas requieren que Q sea semidefinida
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positiva, y resta ver la equivalencia con las igualdades de productos internos. En efecto,
se tiene

vd(x)
tQvd(x) =

s(d)∑
i=1

s(d)∑
j=1

vd(x)ivd(x)jQi,j =
∑
α∈Nn

2d

gαx
α

=
∑
α∈Nn

2d

xα

 ∑
i,j:vd(x)ivd(x)j=xα

Qi,j


La segunda sumatoria en el último término es ⟨Q,Bα⟩ por la Proposición 1.2.4 y la
definición de Bα, y el hecho de que estas igualdades valgan para todo x determina la
igualdad coeficiente a coeficiente, de forma que ⟨Q,Bα⟩ = gα. Esto da la equivalencia
buscada. □

La proposición anterior permite estudiar como problema SDP si un polinomio de co-
eficientes conocidos es suma de cuadrados o no. Notamos ahora que (2.3) es la versión
como problema de factibilidad de (1.7), y por la Proposición 1.2.10 resulta un proble-
ma SDP de factibilidad. Luego, ya contamos con una formulación de este tipo para la
verificación de si un polinomio de grado par es suma de cuadrados.

¿Por qué construimos la verificación de sumas de cuadrados como problema SDP y
no directamente la verificación de positividad? La respuesta va a ser que este último
también es un problema SDP, pero sin utilidad práctica porque tiene cotas excesivamen-
te grandes en los grados de los polinomios involucrados. Vamos a estudiar esto ahora.

Ya vimos en la sección anterior que existen polinomios positivos que no son suma
de cuadrados. Sin embargo, se tiene el siguiente teorema probado por Artin, que era el
Problema 17 de Hilbert:

Teorema 2.1.9 Un polinomio p ∈ R[x] es no negativo si y sólo si se puede escribir
como suma de cuadrados de funciones racionales.

Notamos que una suma de cuadrados de funciones racionales se puede escribir como
cociente de sumas de cuadrados. En efecto, para polinomios t, w, h, p ∈ R[x], tenemos(

t

w

)2

+

(
h

p

)2

=
t2

w2
+

h2

p2
=

(tp)2 + (wh)2

(wp)2

Inductivamente, vale la misma propiedad para cuaquier cantidad finita de cuadrados
de funciones racionales. De esta forma, se puede plantear la pregunta por la positividad
de un polinomio como

f ∈ R[x], f(x) ≥ 0, ∀x ∈ Rn ⇔ fh = g;h, g ∈ Σ[x]
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A su vez, el Teorema 2.1.7 nos permite reescribir esto de la siguiente manera, para algún
d ∈ N:

f ∈ R[x], f(x) ≥ 0,∀x ∈ Rn ⇔ ∃Q1, Q2 ⪰ 0 :

f(x)vd(x)
tQ1vd(x) = vd+m(x)

tQ2vd+m(x),∀x ∈ Rn

donde Q1, Q2 tienen las dimensiones necesarias y 2m es el grado de f . Notamos que en
cada lado de la igualdad se plantea que los coeficientes de fg y los de h son funciones
lineales de las coordenadas de Q1 y Q2 respectivamente; y la igualdad determina ecua-
ciones lineales que estas coordenadas deben cumplir. La Proposición 1.2.7 nos permite,
eligiendo a priori un d ∈ N fijo, plantear esto como un problema SDP de factibilidad.

El problema con este método es que el tamaño de las cotas establecidas para los grados
de h y g excede a cualquier aplicación práctica. La cota que se conoce hoy en d́ıa para

d es 22
2(2m)4

n

, tomada de [14, Teorema 1.4.4].

Vamos a dar un paso más, directamente vinculado con los certificados de positividad
de la próxima sección y con los algoritmos para el problema de momentos que veremos
en el Caṕıtulo 4.

Proposición 2.1.10 Sean f, g1, . . . , gm ∈ R[x]. Dados los problemas:

1. Verificar si f ∈ Q(g1, . . . , gm), es decir, si existen f0, . . . , fm ∈ Σ[x] tales que

f = f0 +
m∑
i=1

figi

2. Verificar si f ∈ P (g1, . . . , gm), es decir, si existen fJ ∈ Σ[x] para cada J ⊂
{1, . . . ,m}, con gJ =

∏
i∈J gi, g∅ ≡ 1, tales que

f =
∑

J⊂{1,...,m}

fJgJ

Si todas las funciones fi, i = 0, . . . ,m en el item 1 y todas las fJ , J ⊂ {1, . . . ,m} en el
item 2 tienen cotas a priori en sus grados, entonces los dos items representan problemas
SDP.

Demostración: Lo hacemos para Q(g1, . . . , gm). Por el Teorema 2.1.7 sabemos que
esto equivale a ver si existen Q0, . . . , Qm ⪰ 0, cada una de dimensión s(pi) dada por la
cota 2pi del grado de las fi, tales que

f(x) = vp0(x)
tQ0vp0(x) +

m∑
i=1

gi(x)(vpi(x)
tQivpi(x)),∀x ∈ Rn
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Esto se puede plantear como una igualdad de coeficiente a coeficiente, donde f tiene
los coeficientes dados y se le agregan coeficientes nulos hasta grado

p = máx
i=0,...,m

deg(giv
t
pi
Qivpi), g0 ≡ 1

De esta forma obtenemos un sistema de ecuaciones lineal con los coeficientes de las
matrices Qi como incógnitas. Reunimos todas las matrices Qi en

Q =


Q0 0 · · · 0
0 Q1 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · Qm


y aśı nos queda un problema de buscar Q ⪰ 0 (equivalente por el Lema 1.2.6) donde
las coordenadas nulas (los ceros que quedan fuera de los bloques Qi) se representan
con ⟨Q,Ei,j⟩ = 0, donde Ei,j es una matriz canónica; y la ecuación de cada coeficiente
de f se representa como fα = ⟨Q,Cα⟩, α ∈ Nn

p , con matrices Cα adecuadas que se
construyen utilizando los coeficientes de las funciones gi, i = 0, . . . ,m. Resulta entonces
una versión de (1.7) como problema de factibilidad, que por lo tanto es un problema
SDP de factibilidad por la Proposición 1.2.10. El razonamiento para P (g1, . . . , gm) es
análogo, solamente en lugar de las matrices Qi definimos una matriz QJ por cada
J ⊂ {1, . . . ,m}. □

2.2. Certificados de positividad y teoremas de re-

presentación

A continuación nos dedicamos a examinar los certificados de positividad que vamos
a utilizar en los algoritmos de resolución del GMP: el de Schmüdgen y el de Putinar, y
en qué se diferencian sus contextos de aplicación. Para eso nos va a interesar estudiar
la positividad de polinomios en conjuntos semialgebraicos básicos compactos. Como el
dominio donde la función debe ser positiva se restringe, vamos a encontrar condiciones
suficientes más laxas que ser suma de cuadrados o cociente de sumas de cuadrados. Re-
cordamos que se define P (f1, . . . , fm) como en (1.2) y comenzamos citando el siguiente
resultado, tomado de [21, Teorema 4].

Teorema 2.2.1 (Certificado de Positividad de Stengle) Sean K un cuerpo ce-
rrado real, fj ∈ K[x] para j = 1, . . . ,m y K = {x ∈ Kn : fj(x) ≥ 0, j = 1, . . . ,m}.
Entonces, f ≥ 0 en K si y sólo si existen p ∈ N y g, h en P (f1, . . . , fm) dado por (1.2)
tales que fg = f 2p + h.
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Podemos ver que el teorema anterior no le pide compacidad a K, y se podŕıa construir
verificaciones mediante SDP ya que existen cotas para p y los grados de g, h. Sin em-
bargo, aśı como ocurre con la verificación de positividad global de un polinomio, estas
cotas son demasiado grandes. Por eso se suele buscar soluciones fijando cotas a priori
[11, Sección 2.4]. Para buscar formulaciones con las que se pueda trabajar mejor vamos
a imponer algunas condiciones extra, por ejemplo en el siguiente resultado, del cual se
da una prueba en [20, Teorema 12.24].

Teorema 2.2.2 (Certificado de Positividad de Schmüdgen) Sean g1, . . . , gm ∈
R[x] tales que K = {x ∈ Rn : gj(x) ≥ 0, j = 1, . . . ,m} es compacto. Si f ∈ R[x] es
estrictamente positiva en K, entonces f ∈ P (g1, . . . , gm).

Notamos que en este caso pasamos de un cuerpo cerrado real genérico a R, y que
pasamos a pedirle compacidad al conjunto semialgebraico básico, además de que sólo
obtenemos un certificado de positividad estricta. A cambio conseguimos una represen-
tación que, como ya vimos, se puede buscar mediante un problema SDP. Pero surge
otro problema: el número de sumandos es exponencial en la cantidad de funciones que
definen K.

Podemos obtener una cantidad de términos lineal en m suponiendo algo más. Dadas
g1, . . . , gm ∈ R[x], recordamos que se define el módulo cuadrático Q(g1, . . . , gm) como
en (1.3).

Definición 2.2.3 Dadas g1, . . . , gm ∈ R[x], Q(g1, . . . , gm) se dice arquimediano si
existe N ∈ N>0 tal que h ∈ Q(g1, . . . , gm), donde h(x) = N − ||x||22.

Proposición 2.2.4 Sean g1, . . . , gm ∈ R[x] y K = {x ∈ Rn : gi(x) ≥ 0,∀i =
1, . . . ,m}. Si Q = Q(g1, . . . , gm) es arquimediano, entonces K es compacto.

Demostración: Sea h ∈ Q, h(x) = N − ||x||22 para algún N ∈ N>0. Luego,

h(x) = N − ||x||22 = f0(x) +
m∑
i=1

fi(x)gi(x) con fi ∈ Σ[x], i = 0, . . . ,m

De esta formulación se sigue que si x ∈ K, entonces h(x) ≥ 0. Luego, K ⊂ B̄(0,
√
N),

y como K es cerrado resulta compacto.

□ Procedemos a dar una caracterización de los módulos cuadráticos arquimedianos.
Este resultado se enuncia en [11, Teorema 2.15].

Teorema 2.2.5 Sean g1, . . . , gm ∈ R[x]. Entonces, las siguientes afirmaciones son
equivalentes:
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1. Q = Q(g1, . . . , gm) es arquimediano.

2. Existe u ∈ Q tal que {x ∈ Rn : u(x) ≥ 0} es compacto.

3. Existen p1, . . . , pk ∈ R[x] tales que K = {x ∈ Rn : pj(x) ≥ 0, j = 1, . . . , k} es
compacto y además P (p1, . . . , pk) ⊆ Q.

4. Para todo p ∈ R[x], existe N ∈ N>0 tal que N + p,N − p ∈ Q.

Demostración: 4. ⇒ 1) es inmediato tomando p(x) = ||x||22.
1. ⇒ 2) u(x) = N − ||x||22 dado por la definición de arquimedianidad tiene como con-
junto de no negatividad a B̄(0,

√
N), que es compacto, y por hipótesis u ∈ Q.

2. ⇒ 3) Alcanza elegir u como única función p1. K definido de esta forma es compacto
por hipótesis y además, dado h ∈ P (u), se tiene que h = f0 + uf1, donde f0, f1 ∈ Σ[x],
y por lo tanto h ∈ Q.
3. ⇒ 4) Dado un polinomio p, como K es compacto, p alcanza imágenes mı́nima y
máxima J1, J2 en K. Luego, −p tiene imagen mı́nima −J2 y máxima −J1 en K. Eli-
giendo N ∈ N>0, N > máx{|J1|, |J2|}, N + p,N − p resultan estrictamente positivos en
K. Por el Teorema 2.2.2, se sigue que N + p,N − p ∈ P (p1, . . . , pk) ⊆ Q, y listo. □

Ahora estamos en condiciones de dar el último resultado de esta sección. Se obtuvo
originalmente en [19, Teorema 1.4]. Se enuncia en [11, Teorema 2.14] y se da una prue-
ba después del Teorema 2.16 del mismo libro. Esta demostración se puede seguir con
definiciones y resultados ya descriptos en este trabajo.

Teorema 2.2.6 (Certificado de Positividad de Putinar) Sean g1, . . . , gm en R[x]
tales que Q = Q(g1, . . . , gm) es arquimediano. Si f ∈ R[x] es estrictamente positivo en
K = {x ∈ Rn : gi(x) ≥ 0, ∀i = 1, . . . ,m}, entonces f ∈ Q.

Vemos que ahora la cantidad de sumandos es lineal, lo que mejora mucho la complejidad
de los programas destinados a verificar positividad. Por eso va a ser el certificado que
más usemos en lo que sigue.

Por otra parte, como ya se observó en el Caṕıtulo 1, tenemos que Q(g1, . . . , gm) ⊆
P (g1, . . . , gm). Es decir, el Certificado de positividad de Putinar ubica f estrictamen-
te positiva en K en un subconjunto del conjunto donde está f según el certificado de
Schmüdgen. Aśı que, pidiendo arquimedianidad, el último certificado mejora el anterior.



Caṕıtulo 3

Problemas de momentos, sucesiones
y medidas representativas

3.1. Problema de Momentos Generalizado y teoŕıa

de dualidad

El Problema de Momentos Generalizado (GMP, por su denominación en inglés) es
un problema de optimización en Teoŕıa de la Medida. Tiene muchas aplicaciones, y
en esta tesis nos vamos a centrar en la optimización de polinomios. Es decir, dado un
polinomio f ∈ R[x], vamos a buscar un mı́nimo valor de f en un dominio K ⊂ Rn y,
si es posible, vamos a encontrar uno o varios puntos que lo realizan. En este trabajo
llamaremos medida boreliana en K a una medida que se aplica a subconjuntos de K,
tal que todos los subconjuntos borelianos son medibles. El Problema de Momentos
Generalizado se define como sigue:

Definición 3.1.1 Sean K un subconjunto boreliano de Rn, Γ un conjunto de ı́ndices y
funciones f, hj : K → R, j ∈ Γ. Sea {γj}j∈Γ ⊂ R un conjunto de números. Se define
M(K) como la familia de medidas borelianas, no negativas y finitas sobre K. Entonces,
se define el Problema de Momentos Generalizado como encontrar ρmom ∈ R dado
de esta forma:

GMP: ρmom = sup
µ∈M(K)

∫
K

fdµ

sujeto a

∫
K

hjdµ ≤ γj,∀j ∈ Γ

(3.1)

En este problema, una solución factible es una medida µ ∈ M(K) que cumple las
restricciones enunciadas para todos los j ∈ Γ. Para una solución factible µ,

∫
K
fdµ ∈ R

es un valor factible. ρmom, si es finito, se dice valor óptimo. Una solución factible

35
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µ∗ ∈ M(K) que realiza el valor óptimo se llama solución óptima. El problema se
dice factible si tiene al menos una solución factible.

Como vemos, se busca una medida no negativa finita que maximice la integral y este
valor máximo, con un conjunto de restricciones. Notar que algunas restricciones pueden
ser igualdades. En efecto, supongamos que existen j ∈ Γ, γj ∈ R tales que se requiere∫
K
hjdµ = γj. Esto se puede expresar como dos restricciones con el formato de la

Definición 3.1.1: si definimos hj1 = hj, hj2 = −hj, la restricción de igualdad equivale a∫
K

hj1dµ ≤ γj ∧
∫
K

hj2dµ ≤ −γj,

es decir que reemplazamos una restricción de igualdad por dos restricciones de desigual-
dad. Estudiamos el GMP y sus propiedades asumiendo Γ contable, pero los casos de
aplicación que veremos van a tener una cantidad finita de restricciones; esto es, Γ será
finito.

Vamos a formular a continuación el problema dual y estudiar resultados de dualidad:

Definición 3.1.2 Dado el problema (3.1), se define su problema dual como encontrar
ρpop dado por

ρpop = ı́nf
λ∈RΓ

∑
j∈Γ

λjγj

sujeto a
∑
j∈Γ

λjhj(x) ≥ f(x),∀x ∈ K

λj ≥ 0,∀j ∈ Γ+

(3.2)

donde el ı́nfimo se define sobre los elementos λ ∈ RΓ y Γ+ ⊂ Γ es el subconjunto de
ı́ndices para cuyas funciones hj hay restricción de desigualdad y no se puede deducir
una de igualdad. Un elemento λ ∈ RΓ que cumple las restricciones enunciadas se llama
solución factible. La sumatoria o serie

∑
j∈Γ λjγj para una solución factible λ ∈ RΓ

se llama valor factible. ρpop, si es finito, se llama valor óptimo, y una solución
factible que lo realiza se llama solución óptima. El problema se dice factible si tiene
al menos una solución factible.

Vamos a ver un ejemplo de problemas primal y dual: sean las funciones en R[x] dadas
por f(x) = x2 − 3x + 1, Γ = N>0, {γj}j∈Γ dado por γj = j, y hj(x) = xj. Entonces, el
problema primal queda definido por

ρmom = sup
µ∈M(K)

∫
K

(x2 − 3x+ 1)dµ

sujeto a

∫
K

xjdµ ≤ j,∀j ∈ N>0
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y su correspondiente dual queda formulado de la forma que sigue. En este caso, Γ+ = Γ
porque todos los hj tienen restricciones sobre ser menores o iguales a valores γj y no
mayores o iguales (lo que redundaŕıa en tener restricciones de igualdad).

ρpop = ı́nf
λ∈RN>0

∑
j∈N>0

λj.j

sujeto a
∑
j∈N>0

λjx
j ≥ x2 − 3x+ 1,∀x ∈ K

λj ≥ 0,∀j ∈ N>0

Seguimos esta sección con los resultados de dualidad que vamos a utilizar, comenzando
por la dualidad débil.

Teorema 3.1.3 Sean z0 un valor factible del problema (3.1) y λ una solución factible
del problema (3.2). Entonces, se tiene z0 ≤

∑
j∈Γ λjγj. En particular, ρmom ≤ ρpop.

Demostración: Por definición de z0, para alguna medida µ boreliana, no negativa y
finita en K se tiene

z0 =

∫
K

fdµ ≤
∫
K

(∑
j∈Γ

λjhj

)
dµ =

∑
j∈Γ

λj

∫
K

hjdµ ≤
∑
j∈Γ

λjγj

donde la primera desigualdad sale de la restricción del problema dual, la siguiente igual-
dad es por linealidad de la integral y la última desigualdad es por las restricciones del
problema primal. □

Continuamos ahora con la dualidad fuerte, enunciando un resultado tomado parcial-
mente de [11, Teorema 1.3].

Teorema 3.1.4 Sean K ⊂ Rn compacto, f acotada y semicontinua superiormente en
K, hj continua en K para todo j ∈ Γ. Suponemos que además hay k ∈ Γ tal que
hk(x) > 0 para todo x ∈ K. Entonces, ρmom = ρpop. Además, si (3.1) tiene una
solución factible entonces tiene una solución óptima.

Observamos que, en los casos que nos interesan, las funciones f y hj, j ∈ Γ, van a ser
polinomios. Luego, las hipótesis de acotación en K compacto y continuidad siempre se
van a cumplir.

Procedemos a definir casos particulares de GMP de interés para este trabajo.

Definición 3.1.5 Dada una medida boreliana finita µ sobre K ⊂ Rn, se define su
soporte como Rn \G, donde G es la unión de todos los conjuntos abiertos que miden
0 en µ.
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Definición 3.1.6 Sean g1, . . . , gm : Rn → R, una sucesión {yα}α∈Nn y el conjunto se-
mialgebraico básico cerrado K = {x ∈ Rn : gi(x) ≥ 0, i = 1, . . . ,m}. Se define el
problema de momentos completo como la pregunta: ¿existe una medida µ borelia-
na, no negativa y finita con soporte contenido en K que cumpla

yα =

∫
K

xαdµ,∀α ∈ Nn? (3.3)

A la misma pregunta, tomando sólo los α con |α| ≤ k ∈ N, se la llama problema de
momentos truncado:

yα =

∫
K

xαdµ,∀α ∈ Nn
k (3.4)

Notamos que ambos problemas son casos particulares del problema (3.1), donde los γj
son los yα (todos con restricciones de igualdad), los hj son los monomios de n variables,
pero no se pide un valor óptimo sino sólo factibilidad.

Definición 3.1.7 Tanto en el problema completo como en el truncado, una medida
µ que cumpla todas las igualdades se llama medida representativa de la secuencia
finita o infinita {yα}. Si la medida es única, se dice determinada, e indeterminada
en caso contrario.

Definición 3.1.8 Dado y = {yα}α∈Nn, se define el funcional Ly : R[x] → R como
sigue: dado f ∈ R[x], f(x) =

∑
α∈Nn fαx

α, formamos

Ly(f) =
∑
α∈Nn

yαfα (3.5)

Si en cambio {yα} es una secuencia finita, el funcional se define extendiendo la secuen-
cia con yβ = 0 para todos los ı́ndices restantes β ∈ Nn y recurriendo al caso anterior.

Se puede comprobar de forma inmediata que Ly es lineal. Además está bien definido:
como f es un polinomio, tiene finitos coeficientes no nulos y por lo tanto la serie con-
verge. El funcional es la sumatoria, para todos los coeficientes del polinomio f , de esos
coeficientes multiplicados por los elementos de igual ı́ndice de la secuencia de momentos
y. El siguiente teorema viene a dar una vinculación entre las medidas representativas y
los polinomios no negativos en un conjunto. En [8, Teorema] (no tiene número) se da
una demostración para 2 dimensiones por conveniencia para la notación, pero puede
generalizarse a n variables.

Teorema 3.1.9 (Riesz-Haviland) Dados y = {yα}α∈Nn, K ⊂ Rn cerrado, la exis-
tencia de una medida representativa µ ∈ M(K) para la secuencia y es equivalente a
tener Ly(f) ≥ 0 para todo polinomio f no negativo en K.
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3.2. Matriz de momentos y extensiones

Recordamos que, para ciertos n, d ∈ N, n ≥ 1, se define

vd(x) = (1, x1, x2, . . . , xn, x
2
1, x1x2, . . . , x

d
1, . . . , x

d
n)

con orden de los monomios dado por aplicar ord a sus exponentes. Por ejemplo, si
n = d = 2, tenemos v2(x1, x2) = (1, x1, x2, x

2
1, x1x2, x

2
2). Luego, un polinomio en Rn de

grado a lo sumo d dado por p(x) =
∑

α∈Nn
d
pαx

α puede escribirse como ptvd(x), donde p

es el vector de coeficientes del polinomio indexados por ord. También vimos antes que
vd(x) tiene longitud s(d), con s(d) =

(
n+d
d

)
.

A continuación definiremos la matriz de momentos.

Definición 3.2.1 Dados n, d ∈ N, n ≥ 1, sea y = {yγ}γ∈Nn
2d
. Se define en Rs(d)×s(d) la

matriz de momentos de y, construida de la siguiente forma: dados α, β ∈ Nn
d , se

define Md(y)α,β = Ly(x
α+β), con Ly el funcional definido en (3.5). Las filas y columnas

de la matriz tienen sus ı́ndices ordenados de acuerdo a ord.

Observar que Md(y) es una matriz simétrica ya que la suma de ı́ndices de Nn es con-
mutativa.

Proposición 3.2.2 Sea Ly el funcional definido en (3.5) con y = {yγ}γ∈Nn
2d
. Entonces,

dados γ ∈ Nn
2d; p, q ∈ R[x] de grado a lo sumo d y p̃, q̃ sus vectores de coeficientes

indexados por la función ord, se tiene:

1. Ly(x
γ) = yγ

2. Ly(pq) = p̃tMd(y)q̃

Demostración: El primer item es inmediato por la definición del funcional Ly. Para
el segundo, desarrollamos el producto matricial por definición. Si tenemos z = Md(y)q̃,
para α ∈ Nn

d se sigue

zα =
∑
β∈Nn

d

Md(y)α,β q̃β =
∑
β∈Nn

d

yα+β q̃β

Desarrollando p̃tz de forma similar, queda

p̃tz =
∑

α,β∈Nn
d

p̃αq̃βyα+β

Es decir, cada elemento yγ, γ ∈ Nn
2d, se multiplica por todos los posibles productos de

coeficientes de p, q tales que la suma de sus ı́ndices respectivos da γ. Pero esta suma
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corresponde al coeficiente de pq con ı́ndice γ. Luego, la sumatoria completa que obtu-
vimos es Ly(pq). □

Como ejemplo de matriz de momentos, vamos a construir M1(y) con n = 2. Recor-
damos que las tuplas α indexadas por ord con |α| ≤ 1 son (0, 0), (1, 0), (0, 1).

M1(y) =

y(0,0)+(0,0) y(0,0)+(1,0) y(0,0)+(0,1)

y(1,0)+(0,0) y(1,0)+(1,0) y(1,0)+(0,1)

y(0,1)+(0,0) y(0,1)+(1,0) y(0,1)+(0,1)

 =

y(0,0) y(1,0) y(0,1)
y(1,0) y(2,0) y(1,1)
y(0,1) y(1,1) y(0,2)


Observamos que para construir Md(y) se necesita términos de y hasta orden 2d, porque
es el mayor grado posible de un xα+β, α, β ∈ Nn

d . Ahora comenzamos a conectar las me-
didas representativas con la matriz de momentos de forma útil para abordar problemas
mediante programación semidefinida.

Proposición 3.2.3 Sea y = {yα}α∈Nn
2d

⊂ R. Si y tiene una medida µ representativa
en K ⊂ Rn (problema truncado), entonces para todo polinomio p ∈ R[x] de grado a
lo sumo 2d se tiene Ly(p) =

∫
K
pdµ. Lo mismo vale para todo q ∈ R[x] si µ es una

medida representativa de y = {yα}α∈Nn (problema completo).

Demostración: Desarrollando, tenemos Ly(p) = Ly(
∑

α∈Nn
2d
hαx

α) =
∑

α∈Nn
2d
hαyα =∑

α∈Nn
2d
hα

∫
K
xαdµ =

∑
α∈Nn

2d

∫
K
hαx

αdµ =
∫
K
pdµ, y vale un razonamiento análogo

para q ∈ R[x] en el caso del problema completo. □

Corolario 3.2.4 Sea {yα}α∈Nn
2d
⊂ R. Si y tiene una medida representativa en K ⊂ Rn

(problema truncado), entonces Md(y) ⪰ 0.

Demostración: Dado q ∈ R[x] de grado a lo sumo d, si q̃ es su vector de coeficientes
indexados por ord, por las Proposiciones 3.2.2 y 3.2.3 tenemos

q̃tMd(y)q̃ = Ly(q
2) =

∫
K

q2dµ ≥ 0

donde la última desigualdad vale porque µ es una medida no negativa por definición
de medida representativa y q2 es no negativo. Como q era arbitrario, se sigue que
Md(y) ⪰ 0. □

Hablamos ahora de extensiones, un concepto necesario para los algoritmos que vamos
a ver más adelante.

Definición 3.2.5 Sea y = {yα}α∈Nn
2d

⊂ R. Si tenemos Md(y) ⪰ 0, se define el pro-
blema de extensión de momentos como: extender la secuencia con nuevos valores
yκ, 2d < |κ| ≤ 2(d+1) de modo que Md+1(y) ⪰ 0. Si esta extensión existe, se llama ex-
tensión positiva. Si además verifica rg(Md(y)) = rg(Md+1(y)), se llama extensión
plana.
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Definición 3.2.6 Dado k ∈ N>0, una combinación lineal positiva de k medidas de
Dirac se llama medida k−atómica. Los puntos donde se concentran estas medidas
de Dirac se llaman átomos.

Como las medidas k−atómicas son combinaciones lineales finitas de medidas de Dirac,
en particular están en M(K).

Cerramos esta sección con una forma computable de caracterizar la existencia de me-
didas representativas atómicas. Se da una demostración en [5, Teorema 2.19].

Teorema 3.2.7 (de la Extensión Plana) Sea y = {yα}α∈N2d
⊂ R. Entonces, es-

ta secuencia admite una medida representativa rg(Md(y))-atómica en Rn si y sólo si
Md(y) ⪰ 0 y además la secuencia y admite una extensión plana.

3.3. Dominio semialgebraico y matriz localizadora

En la sección anterior vimos medidas representativas en Rn y formas de comprobar
su existencia. Pasamos ahora a considerar algunos dominios restringidos, en este caso
por la región de no negatividad de un polinomio.

Definición 3.3.1 Sean u ∈ R[x] y la secuencia y = {yγ}γ∈Nn
2d+deg(u)

⊂ R indexada por

ord, donde deg(u) es el grado de u. Se define en Rs(d)×s(d) la matriz localizadora de
u,y como

Md(u,y)α,β = Ly(u(x)x
α+β),∀α, β ∈ Nn

d (3.6)

Las filas y columnas de la matriz tienen sus ı́ndices ordenados de acuerdo a ord.

Es decir, la matriz localizadora se construye multiplicando los monomios por el polino-
mio u y aplicando el funcional a cada uno de estos productos. La multiplicación por u
aumentará los grados de los monomios, generando cambios de lugar de los términos de
y en la matriz como vamos a ver en la siguiente proposición. Notamos que efectivamente
para construir esta matriz alcanza con términos de la secuencia y a lo sumo hasta orden
2d+ deg(u), ya que este es el mayor grado posible de un u(x)xα+β, α, β ∈ Nn

d .

Nuevamente, vemos que la matriz localizadora es simétrica. Notar que si u ≡ 1, la
matriz localizadora es la de momentos.

Proposición 3.3.2 Con los elementos de la definición anterior, donde los uγ son los
coeficientes de u indexados por ord, se tiene

Md(u,y)α,β =
∑
γ∈Nn

uγyγ+α+β
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Demostración: Sale por desarrollo directo y definición de Ly:

u(x)xα+β =
∑
γ∈Nn

uγx
γ+α+β ⇒ Ly(u(x)x

α+β) = Md(u,y)α,β =
∑
γ∈Nn

uγyγ+α+β

□

Por ejemplo, dados n = 2, u(x1, x2) = 4 − 3x1, vamos a construir M1(u,y). Nueva-
mente, las tuplas α indexadas por ord con |α| ≤ 1 son: (0, 0), (1, 0), (0, 1).

M1(u,y) =

Ly(u(x)x
(0,0)+(0,0)) Ly(u(x)x

(0,0)+(1,0)) Ly(u(x)x
(0,0)+(0,1))

Ly(u(x)x
(1,0)+(0,0)) Ly(u(x)x

(1,0)+(1,0)) Ly(u(x)x
(1,0)+(0,1))

Ly(u(x)x
(0,1)+(0,0)) Ly(u(x)x

(0,1)+(1,0)) Ly(u(x)x
(0,1)+(0,1))



=

 Ly(4− 3x1) Ly((4− 3x1)x1) Ly((4− 3x1)x2)
Ly((4− 3x1)x1) Ly((4− 3x1)x

2
1) Ly((4− 3x1)x1x2)

Ly((4− 3x1)x2) Ly((4− 3x1)x1x2) Ly((4− 3x1)x
2
2)


=

4y(0,0) − 3y(1,0) 4y(1,0) − 3y(2,0) 4y(0,1) − 3y(1,1)
4y(1,0) − 3y(2,0) 4y(2,0) − 3y(3,0) 4y(1,1) − 3y(2,1)
4y(0,1) − 3y(1,1) 4y(1,1) − 3y(2,1) 4y(0,2) − 3y(1,2)


También vamos a dar condiciones suficientes para que la matriz localizadora sea semi-
definida positiva. Esto se usará para minimizar polinomios con restricciones de dominio.

Proposición 3.3.3 Dados p, q ∈ R[x] de grado a lo sumo d con p̃, q̃ sus vectores de
coeficientes indexados por ord, la matriz localizadora verifica Ly(upq) = p̃tMd(u,y)q̃.

Demostración: Por desarrollo directo del producto matricial, se verifica que por cada
término yσ, el valor por el que se multiplica es la suma de todos los productos p̃αq̃βuγ

tales que α + β + γ = σ. Esto coincide con el coeficiente de ı́ndice σ de upq. Como
al desarrollar el producto matricial quedan sumados estos valores para todos los σ, el
resultado coincide con Ly(upq). □

Corolario 3.3.4 Dados u ∈ R[x],y = {yγ}γ∈Nn
2d+deg(u)

⊂ R, si y tiene una medi-

da representativa µ con soporte contenido en K ⊆ {x ∈ Rn : u(x) ≥ 0}, entonces
Md(u,y) ⪰ 0.

Demostración: Sean q ∈ R[x] de grado a lo sumo d y q̃ su vector de coeficientes inde-
xado por ord. Tenemos q̃tMd(u,y)q̃ = Ly(uq

2) =
∫
K
uq2dµ, donde la primera igualdad

sale de la Proposición anterior y la segunda de la Proposición 3.2.3. Como µ es una
medida no negativa y su soporte está contenido en K dado en la hipótesis, esta integral
es no negativa. Como q era arbitrario, se sigue que Md(u,y) ⪰ 0. □
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A continuación damos dos resultados que utilizan los certificados de positividad de
Schmüdgen y Putinar para dar propiedades equivalentes a la existencia de una medida
representativa para una secuencia de momentos y = {yα}α∈Nn (solución del problema
de momentos completo). Se demuestran en [11, Teorema 3.8].

Teorema 3.3.5 Sean y = {yγ}γ∈Nn ⊂ R una sucesión, sean g1, . . . , gm ∈ R[x] y K =
{x ∈ Rn : gi(x) ≥ 0, i = 1, . . . ,m}, al cual suponemos compacto. Para cada J ⊂
{1, . . . ,m}, se define gJ =

∏
k∈J gk, donde g∅ ≡ 1. Entonces, las siguientes afirmaciones

son equivalentes:

1. y tiene una medida representativa con soporte contenido en K;

2. Md(gJ ,y) ⪰ 0,∀J ⊂ {1, . . . ,m}, ∀d ∈ N;

3. Ly(f
2gJ) ≥ 0, ∀J ⊂ {1, . . . ,m},∀f ∈ R[x].

Demostración: 2. ⇒ 3.) Fijando J ⊂ {1, . . . ,m} y d ∈ N arbitrario, se obtiene la
desigualdad de 3. para todo f de grado a lo sumo d por la Proposición 3.3.3.
3. ⇒ 2.) Como la desigualdad vale para todo f , en particular vale para todo f tal que
deg(f) ≤ d ∈ N, y de esto se deduce 2. por la Proposición 3.3.3.
1. ⇒ 2.) Sea µ la medida representativa. Dado J ⊂ {1, . . . ,m}, como gJ ≥ 0 en K (o
bien J = ∅ y gJ = 1 ≥ 0 en Rn), del Corolario 3.3.4 se deduce queMd(gJ ,y) ⪰ 0,∀d ∈ N
(porque una medida representativa para la sucesión {yα} lo es en particular para los
términos con |α| ≤ 2d+ deg(gJ)).
3. ⇒ 1.) Dado f ∈ R[x] no negativo en K, vamos a probar que Ly(f) ≥ 0, y el resultado
se sigue del Teorema 3.1.9. Para empezar, sea f > 0 en K. Entonces, por el Teorema
2.2.2 resulta que f ∈ P (g1, . . . , gm). Luego, por hipótesis y por linealidad del funcional
Ly, se sigue que Ly(f) ≥ 0.
Ahora, suponemos f ≥ 0 en K. Entonces, dado ε > 0, resulta f + ε > 0 en K ⇒
Ly(f + ε) = Ly(f)+ y0ε ≥ 0, donde la última desigualdad sale del caso anterior. Como
ε es arbitrario, se deduce Ly(f) ≥ 0. □

Teorema 3.3.6 Sean y = {yγ}γ∈Nn ⊂ R una sucesión, g1, . . . , gm ∈ R[x] y K = {x ∈
Rn : gi(x) ≥ 0, i = 1, . . . ,m}. Suponemos que Q(g1, . . . , gm) es arquimediano. Entonces,
las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. y tiene una medida representativa con soporte contenido en K;

2. ∀d ∈ N : Md(gj,y) ⪰ 0,∀1 ≤ j ≤ m,Md(y) ⪰ 0;

3. Ly(f
2) ≥ 0, Ly(f

2gj) ≥ 0,∀1 ≤ j ≤ m,∀f ∈ R[x].
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Demostración: Análoga al razonamiento de la demostración anterior, sólo que pro-
bamos 1. ⇔ 2.) fijando j entre 1 y m en lugar de J ⊂ {1, . . . ,m}; y en 3. ⇒ 1.) usamos
que f > 0 ⇒ f ∈ Q(g1, . . . , gm). □

Es decir, si suponemos K compacto podemos encontrar una caracterización de la exis-
tencia de medida representativa con soporte en K. Cerramos el caṕıtulo con un teorema
que da una condición suficiente computable para la existencia de medidas representa-
tivas atómicas. Se encuentra una prueba en [12, Teorema 1.6].

Teorema 3.3.7 Sean g1, . . . , gm ∈ R[x] y K = {x ∈ Rn : g1(x) ≥ 0, . . . , gm(x) ≥
0}. Sean vj ∈ N tales que gj tiene grado 2vj o 2vj − 1 para cada 1 ≤ j ≤ m. Sea
y = {yα}α∈Nn

2d
, y sea v = máx1≤j≤m vj. Entonces, y tiene una medida representativa

rg(Md−v(y))-atómica µ con soporte contenido en K si y sólo si se verifican:

1. Md(y) ⪰ 0 y Md−v(gj,y) ⪰ 0, ∀1 ≤ j ≤ m;

2. rg(Md(y)) = rg(Md−v(y)).

Además, si se cumplen estas condiciones, µ es única, y para cada 1 ≤ j ≤ m, µ tiene
rg(Md(y))− rg(Md−v(gj,y)) átomos x ∈ Rn que cumplen gj(x) = 0.

Notamos que este teorema no pide que K sea compacto. Por otro lado, calcular el rango
es sensible a imprecisiones numéricas.



Caṕıtulo 4

Algoritmos para el Problema de
Momentos Generalizado

A continuación vamos a estudiar algoritmos para resolver los problemas de momen-
tos vistos en el caṕıtulo anterior. Más adelante vamos a aplicarlos puntualmente a la
minimización de polinomios. Vamos a comenzar describiendo el GMP por su secuen-
cia de momentos. Recordamos que buscamos resolver el Problema (3.1). En este caso
consideramos Γ finito. Recordamos que Γ+ ⊂ Γ es el subconjunto de ı́ndices para los
que hay restricción de desigualdad y no se puede deducir una de igualdad. Vamos a
reformular (3.1) en términos del funcional lineal Ly, como se define en (3.5). En el pro-
blema descripto a continuación, f, hj : K → R son polinomios, hj(x) =

∑
α∈Nn hj,αx

α.
Además, K = {x ∈ Rn : g1(x) ≥ 0, . . . , gm(x) ≥ 0} (puede ser Rn, si sólo tenemos
g1 ≡ 1). Como las funciones mencionadas son polinomiales, este problema equivale a
(3.1), como explicamos luego de presentarlo.

ρmom = sup
y∈RNn

Ly(f)

sujeto a Ly(hj) =
∑
α∈Nn

hj,αyα ≤ γj,∀j ∈ Γ

∃µ ∈ M(K)/yα =

∫
K

xαdµ,∀α ∈ Nn

(4.1)

Efectivamente, por la Proposición 3.2.3 tenemos que Ly(f) =
∫
K
fdµ, y lo mismo

para los polinomios hj, aśı que la definición de ρmom equivale a hallar el supremo de las
integrales de f y las restricciones sobre Ly(hj) equivalen a que estos polinomios cumplan
las restricciones respectivas en sus integrales. No obstante, para que el funcional Ly

aplicado a estos polinomios sea realmente igual a las integrales respectivas, y ∈ RNn

debe ser la secuencia de momentos de una medida boreliana, no negativa y finita µ.
Esto es exactamente lo que pide la segunda restricción. De esta manera, (3.1) y (4.1)
equivalen cuando f y los hj son polinomios, y de hecho esto es necesario para que la

45
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integral se pueda calcular como igual al funcional. Aśı, hemos formulado buscar un
supremo sobre medidas como buscarlo sobre secuencias de momentos. Recordamos que
al problema (3.1) le corresponde el problema dual (3.2).

4.1. Relajaciones semidefinidas

Comenzamos definiendo una relajación primal del problema (4.1) y explicando
por qué es una relajación, es decir, toda solución factible del problema original cumple
las restricciones del nuevo y no vale la rećıproca. Se arma entonces la relajación primal
de la siguiente forma: sean vk, k = 1, . . . ,m y wj, j ∈ Γ tales que gk tiene grado 2vk
o 2vk − 1 y hj tiene grado 2wj o 2wj − 1; también sea t tal que f tiene grado 2t o
2t − 1. Nombramos i0 = máx{t,máxk=0,...,m vk,máxj∈Γ wj}, y fijamos i ≥ i0. Tenemos
entonces el siguiente problema de programación semidefinida donde las variables de
decisión son los yα (debemos tomar los momentos hasta orden 2i ≥ 2i0 para que la
matriz de momentos, las localizadoras, Ly(f) y los Ly(hj) estén bien definidos). En el
caso particular donde i = vk, Mi−vk(gk,y) es una matriz de 1× 1.

ρi = sup
y∈Nn

2i

Ly(f)

sujeto a Ly(hj) ≤ γj, j ∈ Γ

Mi(y) ⪰ 0

Mi−vk(gk,y) ⪰ 0, k = 1, . . . ,m

(4.2)

Las matrices Mi(y),Mi−vk(gk,y) son respectivamente la matriz de momentos y las
matrices localizadoras, dadas por la Definición 3.2.1 y la Definición 3.3.1. Notamos
que se acaba de construir una familia de relajaciones, con parámetro a elegir i ≥ i0:
este regula la dimensión de las matrices mencionadas. Vemos que (4.2) es en efecto un
problema SDP. La primera restricción es lineal con finitos coeficientes (puesto que los hj

son polinomios), por lo que se puede expresar como restricción semidefinida mediante
una matriz diagonal; para incluir las otras dos restricciones como parte de un problema
SDP invocamos la Proposición 1.2.7. Veamos que es efectivamente una relajación del
problema original.

Proposición 4.1.1 (4.2) da condiciones necesarias y no suficientes para una solución
factible de (4.1).

Demostración: La primera condición es copiada del problema anterior. Además, la
última restricción del problema original indica que y = {yα}α∈Nn debe ser la secuencia
de momentos de una medida boreliana finita con soporte contenido en K. Esto implica
las restricciones segunda y tercera de la relajación por el Corolario 3.3.4. Resta ver que
las condiciones de la relajación no son suficientes. En efecto, por el Teorema 3.3.6 las
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matrices localizadoras y la de momentos debeŕıan ser semidefinidas positivas para todo
i ≥ i0 para que y tenga una medida representativa, pero sólo lo pedimos en la relajación
para un valor de i en particular. □

Por otro lado, a una relajación primal suele corresponder un problema dual con restric-
ciones más fuertes que las del original ([11, Caṕıtulo 4]). Para el problema (4.2), que
se puede reformular como un problema con una sola restricción matricial de acuerdo al
formato (1.6), tomamos su dual SDP de [11, Ecuación (4.6)].

ρ∗i = ı́nf
λ∈RΓ

∑
j∈Γ

λjγj

sujeto a − ⟨X,Bα⟩ −
m∑
k=1

⟨Zk, Ck,α⟩+
∑
j∈Γ

λjhj,α = fα,∀α ∈ Nn
2i

X,Zk ⪰ 0,∀k = 1, . . . ,m

λj ≥ 0,∀j ∈ Γ+

(4.3)

Las matrices Bα ya fueron definidas en el Caṕıtulo 2. Recordamos que Mi(y) =∑
α∈Nn

2i
Bαyα. Dado 1 ≤ k ≤ m, las matrices Ck,α verifican que

∑
α∈Nn

2i
yαCk,α =

Mi−vk(gk,y). Vamos a verificar que la formulación dual que acabamos de dar es equi-
valente a la nueva que sigue.

ρ∗i = ı́nf
λ∈RΓ

∑
j∈Γ

λjγj

sujeto a
∑
j∈Γ

λjhj − f = f0 +
m∑
k=1

fkgk

fk ∈ Σ[x], deg(fk) ≤ 2(i− vk), k = 0, . . . ,m

λj ≥ 0,∀j ∈ Γ+

(4.4)

Lema 4.1.2 Dado p ∈ N>0, A ∈ Sp ⪰ 0 si y sólo si existen zd ∈ Rp, 1 ≤ d ≤ p tales
que A =

∑p
d=1 zdz

t
d.

Demostración: ⇐) Se deduce inmediatamente de la Proposición 1.2.3 y el Lema
1.2.11.
⇒) Sean O ∈ Rp×p una matriz ortogonal y D ∈ Rp×p diagonal tales que A = ODOt.
Dado 1 ≤ d ≤ p, llamamos Od ∈ Rp×p a la matriz con d−ésima columna igual a la de
O y el resto ceros (llamamos zd a los respectivos vectores columna), y Dd ∈ Rp×p a la
matriz que tiene el d−ésimo elemento de la diagonal de D, al que llamamos qd, en el
mismo lugar y el resto ceros. Como A ⪰ 0, toda la diagonal de D es no negativa. Lo
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siguiente se puede verificar a mano:

A = ODOt =

p∑
d=1

ODdO
t =

p∑
d=1

(
√
qdOd)(

√
qdO

t
d) =

p∑
d=1

√
qdzd

√
qdz

t
d

y el resultado se sigue. □

Proposición 4.1.3 Los problemas (4.3) y (4.4) son equivalentes.

Demostración: En el problema primal (4.2) se pide
D 0 · · · 0 0
0 Mi(y) · · · 0 0
...

... Mi−v1(g1,y)
...

...

0 0 0
. . . 0

0 0 0 0 Mi−vm(gm,y)

 ⪰ 0

donde D es una matriz diagonal de #Γ filas y columnas, con j−ésimo elemento de la
diagonal igual a γj−Ly(hj). Usando el formato del problema dual SDP (1.7) se obtiene
la función objetivo y las primeras dos restricciones del problema (4.3).
Multiplicando ambos miembros de la primera restricción por xα para cada α ∈ Nn

2i, se
deduce ∑

j∈Γ

λjhj(x) =

〈
X,
∑
α∈Nn

2i

Bαx
α

〉
+

m∑
k=1

〈
Zk,

∑
α∈Nn

2i

Ck,αx
α

〉

Recordamos ahora que Ly(p) se define tomando los coeficientes del polinomio p y re-
emplazando los xα por los yα. Entonces, para volver a obtener p se puede revertir la
construcción, cambiando los yα por xα. Por cómo se definen las coordenadas de la
matriz de momentos y la localizadora (Definiciones 3.2.1 y 3.3.1), haciendo esa rever-
sión se puede deducir que

∑
α∈Nn

2i
Ck,αx

α = gk(x)vi−vk(x)vi−vk(x)
t, 1 ≤ k ≤ m, y que∑

α∈Nn
2i
Bαx

α = vi(x)vi(x)
t.

Ahora, sean las descomposiciones X =
∑s(i)

d=1 z0,dz
t
0,d, Zk =

∑s(i−vk)
d=1 zk,dz

t
k,d, 1 ≤ k ≤ m

que existen por el Lema 4.1.2. Dado 0 ≤ k ≤ m, nombrando v0 = 0 se tiene〈
s(i−vk)∑
d=1

zk,dz
t
k,d, vi−vkv

t
i−vk

〉
=

s(i−vk)∑
d=1

⟨zk,dztk,d, vi−vkv
t
i−vk

⟩ =
s(i−vk)∑
d=1

tr(zk,dz
t
k,dvi−vkv

t
i−vk

)

=

s(i−vk)∑
d=1

tr(vti−vk
zk,dz

t
k,dvi−vk)
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La última igualdad se verifica a mano, y la última fórmula es una suma de cuadrados de
polinomios. Aśı, Llamamos fk, k = 0, . . . ,m a estas sumas de cuadrados, y concluimos
aśı las restricciones primera y segunda de (4.4).
Todo el razonamiento realizado es reversible, lo que permite construir una solución
factible de (4.3) desde una de (4.4). La restricción λj ≥ 0, j ∈ Γ+ es igual en ambos
problemas. □

Además de ser equivalente a un dual de un problema SDP, notamos que (4.4) tam-
bién es un problema SDP por la Proposición 2.1.10. Este problema es más fuerte que
(3.2) puesto que se reemplaza la no negatividad de

∑
j∈Γ λjhj(x)−f(x) para todo x en

K por una condición suficiente para que esto ocurra. Puntualmente, estamos escribien-
do
∑

j∈Γ λjhj−f con la forma del Certificado de Positividad de Putinar. En conclusión,
(4.4) puede ser tomado como problema SDP dual de (4.2) por ser equivalente a (4.3),
y aśı lo consideramos en lo que sigue.

A continuación vamos a desarrollar condiciones de convergencia de las relajaciones.

Lema 4.1.4 Sean d,D ∈ N, d ≤ D. Sean g ∈ R[x],y = {yα}α∈Nn
2D+deg(g)

. Si MD(g,y) ⪰
0, entonces Md(g,y) ⪰ 0.

Demostración: Observamos que, por construcción de las matrices localizadoras, se-
leccionar las primeras s(d) filas y columnas de MD(g,y) da la matriz Md(g,y). De esta
forma, todo menor principal de Md(g,y) es un menor principal de MD(g,y), y el resul-
tado se sigue de que una matriz simétrica es semidefinida positiva si y sólo si todos sus
menores principales son no negativos. □

Teorema 4.1.5 Sean f ;hj, j ∈ Γ; gk, 1 ≤ k ≤ m polinomios en R[x], K = {x ∈ Rn :
g1(x), . . . , gm(x) ≥ 0}. Suponemos que Γ es finito, Q = Q(g1, . . . , gm) es arquimediano,
h0 > 0 en K y (4.1) tiene valor óptimo finito ρmom. Para k = 1, . . . ,m sean vk tales que
gk tiene grado 2vk o 2vk − 1 y v = máx1≤k≤m vk. Consideramos todas las relajaciones
primales (4.2) para i ≥ i0 y sus respectivos problemas duales (4.4), con valores óptimos
ρi, ρ

∗
i respectivamente. Entonces se tiene:

1. ρ∗i ↘ ρmom y ρi ↘ ρmom cuando i → ∞.

2. Si el problema (4.2) para un i ≥ i0 tiene una solución óptima y = {yα}α∈Nn
2i

tal que rg(Ms(y)) = rg(Ms−v(y)) para algún i0 ≤ s ≤ i, entonces ρi = ρmom

y además el problema (4.1) tiene una solución óptima ỹ = {ỹβ}β∈Nn con una
medida representativa rg(Ms(y))-atómica con soporte contenido en K.

Demostración: Primero notamos que ρi+1 ≤ ρi,∀i ≥ i0, puesto que toda solución
factible de (4.2) para i + 1 lo es para i (ya que Mi+1−vk(gk,y) ⪰ 0 ⇒ Mi−vk(gk,y) ⪰
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0,Mi+1(y) ⪰ 0 ⇒ Mi(y) ⪰ 0 por el Lema 4.1.4). Veamos también que ρi ≥ ρmom.
Suponiendo lo contrario, existe z valor factible para (4.1) tal que ρi < z ≤ ρmom. Este
valor está dado por una solución factible y′ = {y′α}α∈Nn . Recordamos que i ≥ i0 ≥ t,
donde f tiene grado 2t o 2t−1. Luego, truncar la secuencia y′ tomando sólo los ı́ndices
con |α| ≤ 2i no altera la evaluación de Ly′(f), puesto que el resto de términos de y′

se multiplican por coeficientes nulos de f . Aśı, la subsecuencia que acabamos de tomar
es solución factible de (4.2), donde también toma valor z. Pero entonces ρi no era el
supremo de valores factibles de (4.2), lo que contradice su definición.
Como Q es arquimediano, K es compacto (Proposición 2.2.4), vale h0 > 0 en K y
además f y los hj son polinomios (en particular, semicontinuos superiormente y acota-
dos en K por el Teorema de Weierstrass). Del Teorema 3.1.4 se sigue que hay dualidad
fuerte, es decir ρmom = ρpop. Además, por el Teorema 1.2.13 sabemos que ρi ≤ ρ∗i .
Dado ε > 0, sea λ ∈ RΓ una solución factible de (3.2) con valor asociado ρλ que cumple

ρpop ≤ ρλ ≤ ρpop + ε

Como es solución factible, se tiene
∑

j∈Γ λjhj − f ≥ 0 en K.

Sea λ̂ igual a λ excepto por λ̂0 = λ0 + ε. Luego, λ̂ resulta factible en (3.2) puesto que∑
j∈Γ

λ̂jhj =
∑
j∈Γ

λjhj + h0ε ≥ h0ε > 0

ya que por hipótesis tenemos h0 > 0 en K. Además, sigue valiendo λ̂j ≥ 0,∀j ∈
Γ+ porque ya vaĺıa para los λj respectivos y el único cambio es que a λ0 se le suma

un positivo. Como Γ es finito,
∑

j∈Γ λ̂jhj está bien definido, y por el Teorema 2.2.6

pertenece a Q(g1, . . . , gm), es decir
∑

j∈Γ λ̂jhj = f0 +
∑m

b=1 fbgb, con fb ∈ Σ[x], b =
0, . . . ,m. Además, si 2i ≥ máxk=0,...,m deg(fkgk) con g0 ≡ 1 (alcanza pedir i lo bastante

grande porque estamos probando convergencia), λ̂ resulta una solución factible de (4.4).
Se pide esto para tener

deg(fbgb) ≤ 2i ⇒ deg(fb) ≤ 2(i− vb)

donde esta implicación sale de la definición de los vb y da la condición que debe verificar
la solución dada.
Como λ̂ es solución factible, se tiene

ρmom = ρpop ≤ ρ∗i ≤ ρλ̂ =
∑
j∈Γ

λ̂jγj =
∑
j∈Γ

λjγj+εγ0 ≤ ρpop+ε(1+γ0) = ρmom+ε(1+γ0)

Como para conseguir esto sólo se requiere i lo bastante grande y ε es arbitrario, existe
una sucesión (ρλ̂j

)i que converge a ρmom, y por lo tanto los respectivos ı́nfimos ρ∗i
también convergen a ρmom. Como ρmom ≤ ρi ≤ ρ∗i , se deduce lo mismo para los ρi.
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Probamos ahora el segundo item. Sean i0 ≤ s ≤ i tales que una solución óptima y de
(4.2) con valor asociado ρi cumple para s la hipótesis del segundo item de este teorema.
Por el Teorema 3.3.7, reemplazando d por s, la hipótesis de este teorema da el segundo
item de la equivalencia. El primero se obtiene nuevamente reemplazando d por s, porque
al ser y solución factible de (4.2) para i, entonces cumple Mi(y) ⪰ 0,Mi−vk(gk,y) ⪰
0,∀k = 1, . . . ,m. En particular satisfaceMs(y) ⪰ 0,Ms−vk(gk,y) ⪰ 0 por el Lema 4.1.4.
De esto se sigue que Ms−v(gk,y) ⪰ 0, k = 1, . . . ,m por definición de v. Por el teorema
mencionado, {yα}α∈Nn

2s
es secuencia de momentos de una medida rg(Ms(y))-atómica µ

con soporte contenido en K.
Notamos que la secuencia que tiene medida representativa µ garantizada es la de los yα
hasta orden 2s, es decir no toda la secuencia definida hasta orden 2i que era solución
óptima de la relajación primal. Igualmente, con esto alcanza: como 2s ≥ 2i0, la secuencia
de términos hasta orden 2s satisface todas las restricciones de valores del funcional Ly

en el problema (4.1), que además están bien definidos. Los yα restantes no cambian las
evaluaciones del funcional porque todos los f, hj tienen grados acotados por 2i0 ≤ 2s,
y por lo tanto los términos yα de órdenes mayores a 2s se multiplican por coeficientes
nulos. Luego, la secuencia puede redefinirse, extendiendo {yα}α∈Nn

2s
con los momentos

dados por

yκ =

∫
K

xκdµ,∀κ ∈ Nn, |κ| > 2s

donde los yκ están bien definidos porque los monomios son continuos, µ es una medida
finita y K es compacto, de modo que todas las integrales son finitas. Aśı, la nueva
secuencia y′ = {yα}α∈Nn es solución factible de (4.1) con valor asociado ρi ≥ ρmom.
Al mismo tiempo, como ρi es valor factible resulta ρi ≤ ρmom ya que este último es el
supremo de los valores factibles. Finalmente, ρi = ρmom, de forma que la secuencia y′

redefinida es solución óptima de (4.1). □

Este último resultado se prueba en [11, Teorema 4.1]. Si Q(g1, . . . , gm) no es arqui-
mediano, pidiendo que K sea compacto se puede obtener convergencia pero a cambio
de un mayor costo computacional. Se plantea la relajación primal con una cantidad
exponencial en m de restricciones matriciales, con la convención g∅ ≡ 1:

ρi = sup
y∈Nn

2i

Ly(f)

sujeto a Ly(hj) ≤ γj, j ∈ Γ

Mi(y) ⪰ 0

gJ =
∏
k∈J

gk ∧ vJ = deg(gJ),∀J ⊂ {1, . . . ,m}

Mi−vJ (gJ , y) ⪰ 0,∀J ⊂ {1, . . . ,m}

(4.5)

Tomamos i ≥ i0, con i0 construido de forma análoga a la de (4.2) para que todo esté
bien definido. Se vuelve a tener una relajación (las nuevas condiciones son necesarias
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pero no suficientes) por el mismo razonamiento que en la relajación (4.2); la única
diferencia es que para mostrar que las nuevas condiciones no son suficientes invocamos
el Teorema 3.3.5. A este nuevo problema corresponde el dual con restricciones más
fuertes que sigue, usando las mismas funciones gJ , vJ , J ⊂ {1, . . . ,m}:

ρ∗i = ı́nf
λ∈RΓ

∑
j∈Γ

λjγj

sujeto a
∑
j∈Γ

λjhj − f =
m∑

J⊂{1,...,m}

fJgJ

fJ ∈ Σ[x], deg(fJ) ≤ 2(i− vJ),∀J ⊂ {1, . . . ,m}
λj ≥ 0,∀j ∈ Γ+

(4.6)

Ahora escribimos
∑

j∈Γ λjhj−f con la forma del Certificado de Positividad de Schmüdgen.
Aśı, tenemos un resultado de convergencia análogo al Teorema 4.1.5, donde los únicos
cambios en la demostración son asumirK compacto, escribir

∑
j∈Γ λ̂jhj ∈ P (g1, . . . , gm)

y continuar trabajando como en la demostración pero con las funciones fJ , gJ . Nueva-
mente, este es un problema SDP por la Proposición 2.1.10.

Aunque seguimos teniendo convergencia, con esta nueva versión el costo computacional
aumenta mucho por la cantidad de matrices que deben ser semidefinidas positivas. Esta
cantidad pasa de ser lineal a exponencial en m. También notamos que podemos contar
con el item 2. del Teorema 4.1.5 cambiando la mención a (4.2) por (4.5), porque las ma-
trices que en este teorema deben ser semidefinidas positivas son sólo algunas de las que
deben serlo en la relajación dada con el formato asociado a Schmüdgen (las matrices
localizadoras de las funciones gJ , J = {j}, j = 1, . . . ,m); y además recordamos que el
Teorema 3.3.7 no ped́ıa compacidad de K ni que Q(g1, . . . , gm) fuera arquimediano. En
otras palabras, en esta versión de las relajaciones también tenemos la misma condición
de rango matricial para verificar optimalidad.

Damos ahora la relajación primal en el caso K = Rn. Podemos interpretar K como
el conjunto semialgebraico básico cerrado formado sólo por g1 ≡ 1. Luego, como la
matriz localizadora de la función constante 1 es igual a la de momentos, se deduce la
formulación

ρi = sup
y∈Nn

2i

Ly(f)

sujeto a Ly(hj) ≤ γj,∀j ∈ Γ

Mi(y) ⪰ 0

(4.7)

Esta versión se utilizará luego en la minimización de polinomios sin restricciones.

Damos un ejemplo de cómo comienza un caso exitoso de problema de momentos (en el
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sentido de que se cumple la hipótesis de rango y por lo tanto hay una medida atómica
representativa). Lo tomamos de [11, Ejemplo 4.1]. Lasserre realizó estos cálculos me-
diante un software llamado GloptiPoly. Sean f(x1, x2) = (x1−1)2+(x1−x2)

2+(x2−3)2,
con h0 ≡ 1, γ0 = 1 con restricción de igualdad, y definimos

K = {x ∈ R2 : 1− (x1 − 1)2 ≥ 0, 1− (x1 − x2)
2 ≥ 0, 1− (x2 − 3)2 ≥ 0}

Como los tres polinomios que definen K y el f tienen grado 2, se define i0 = 1, y esto
da la primera relajación primal a ejecutar. Se obtiene ρ1 = 3 con solución óptima y∗.
Por otro lado, se tiene rg(M1(y

∗)) = 3. La relajación con i = 2 da ρ2 = 2 con solución
óptima z∗ y rg(M2(z

∗))=3. Como se verifica rg(M2(z
∗)) = rg(M1(z

∗)), deducimos que
ρmom = ρ2 y que existe una medida representativa con rg(M2(z

∗)) = 3 átomos.

Debemos notar que la secuencia y∗ obtenida en cada relajación no tiene necesaria-
mente una relación con las anteriores, y por eso en nuestro ejemplo usamos nombres
distintos y∗, z∗. Cada vez que terminamos de ejecutar una relajación, tomamos la se-
cuencia de momentos óptima de la última relajación y verificamos la condición de rango
para las matrices de momentos dadas por ella misma: Ms(z

∗),Ms−v(z
∗).

4.2. Extracción de soluciones

Ya estudiamos las sucesivas relajaciones semidefinidas y en qué circunstancias con-
vergen a la solución buscada, aśı como condiciones que marcan haber alcanzado el
óptimo deseado. Para esta etapa, suponemos que para cierto i ≥ i0 se consiguió una
secuencia de momentos y = {yα}α∈Nn

2i
tal que es solución óptima de (4.2) y además

rg(Ma(y)) = rg(Ma−v(y)), para algún i0 ≤ a ≤ i. Por el Teorema 4.1.5, se tie-
ne ρi = ρmom y además la subsecuencia {yβ}β∈Nn

2a
tiene una medida representativa

rg(Ma(y))-atómica µ que realiza ρmom. Esta medida es solución óptima de (3.1) por
el item 2 del Teorema 4.1.5. El algoritmo de extracción tiene como objetivo encontrar
esos átomos x∗(k) ∈ Rn, k = 1, . . . , rg(Ma(y)).

Para comenzar, recordamos la definición de integral de una función no negativa so-
bre una medida abstracta [22, ecuación (10.15)]:∫

E

fdµ = sup{
∑
j

( ı́nf
x∈Ej

f(x))µ(Ej)} (4.8)

donde el supremo se toma sobre todas las posibles particiones finitas {Ej}j del conjunto
E en conjuntos medibles. A continuación se define la integral para funciones medibles
en general según [22, ecuación (10.22)]. De esto y de las propiedades de la integral que
se demuestran en el mismo caṕıtulo, se puede deducir la integral de una función para
una medida r−atómica con soporte contenido en K y átomos x(k), k = 1, . . . , r:
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Proposición 4.2.1 Dados K ⊂ Rn boreliano, µ ∈ M(K) una medida r−atómica en
K con r ∈ N>0, se tiene:

µ =
r∑

k=1

zkδx(k), zk > 0 ⇒
∫
K

fdµ =
r∑

k=1

zkf(x(k)) (4.9)

donde δx es la medida de Dirac concentrada en x ∈ Rn.

Demostración: Utilizamos la aditividad de la medida y partimos K en los conjuntos
Zk = {x(k)}, K\

⋃
1≤k≤r Zk. El ı́nfimo de f sobre cada conjunto puntual es la imagen en

ese punto, y µ(K \
⋃

1≤k≤r Zk) = 0. Aśı vemos que la fórmula que queremos demostrar
es una de las posibles sumatorias con ı́nfimos de (4.8). Falta ver que es cota superior
de cualquier otra.
Dada una partición alternativa E =

⋃p
t=1Bt, algunos de estos Bt contienen a todos los

x(k) (puede haber varios puntos en un mismo conjunto). La unión de todos los otros
mide 0 porque no tiene ninguno de los x(k). µ(Bt) es la suma de los zk para los x(k)
que este Bt contiene. Esto nos permite reescribir

p∑
t=1

ı́nf
x∈Bt

(f(x))µ(Bt) =
r∑

k=1

zk ı́nf
x∈Bt(k)

(f(x))

donde t(k) verifica que x(k) ∈ Bt(k). Como los x(k) están en los Bt(k), los f(x(k)) son
mayores o iguales a los ı́nfimos respectivos, y el resultado se sigue. □

Recordamos ahora la Proposición 3.2.2, que nos indica que Ly(x
γ) = yγ, donde y

era la secuencia de momentos de la medida µ. Es decir, yγ =
∫
K
xγdµ. Tomamos ahora

r = rg(Ma(y)), y consideramos µ como la medida representativa r−atómica de los yα
con |α| ≤ 2a que sabemos que existe. Por (4.9), tenemos que yγ =

∑r
k=1 zk(x

∗(k))γ, con
zk > 0, para todo γ ∈ Nn

2a. En particular, dados α, β ∈ Nn
a , tenemos que Ma(y)α,β =∑r

k=1 zk(x
∗(k))α+β y por lo tanto nos queda

Ma(y) = V ∗(V ∗)t, con V ∗ = (
√
z1va(x

∗(1))
√
z2va(x

∗(2)) . . .
√
zrva(x

∗(r))) (4.10)

donde V ∗ tiene sus vectores escritos como columnas y va es el vector de monomios defini-
do en el Caṕıtulo 2, al que ahora evaluamos en los átomos en cuestión. Si conociéramos
los vectores va(x

∗(k)) ya tendŕıamos nuestro problema resuelto, porque los puntos que
buscamos están formados por las coordenadas 2 a n + 1 de los vectores va(x

∗(k)) (los
monomios de grado 1 evaluados). Sin embargo, no podemos conocer las columnas ni los
zk directamente; sólo sabemos entonces que estas columnas son múltiplos no nulos de
los vectores que buscamos.

Por eso, vamos obtener una matriz V de iguales dimensiones cuyas columnas gene-
ren el mismo subespacio.
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Proposición 4.2.2 Sean M ∈ Rm×m una matriz de rango h ≤ m y V ∈ Rm×h tal
que M = V V t. Entonces, las columnas de V forman una base del subespacio de Rm

generado por las columnas de M .

Demostración: Si las columnas de V son generadores del subespacio mencionado,
entonces forman una base, porque son h columnas que generaŕıan un subespacio de
dimesión h (el generado por las columnas de M , que tiene rango h).
Veamos que generan este subespacio. Si nombramos M(j) a la j−ésima columna, se
tiene:

Mi,j =
r∑

k=1

Vi,kV
t
k,j =

r∑
k=1

Vi,kVj,k ⇒ M(j) =
r∑

k=1

Vj,kV (k)

es decir, cada columna de M es una combinación lineal de columnas de V . □

En este caso, tomamos la matriz M como Ma(y). Realizamos una factorización de
la forma M = V V t, V ∈ Rs(a)×r. Se puede obtener a partir de [6, Ecuación 4.2.17], don-
de Dr tiene todos los elementos de la diagonal no negativos puesto que Ma(y) ⪰ 0, de
forma que se les puede tomar ráız cuadrada. Esta V no va a ser la V ∗ que queŕıamos,
pero sus columnas śı generan el mismo subespacio que las de V ∗ por la Proposición
4.2.2. Vamos a querer expresar este subespacio a través de las n− r ecuaciones que lo
definen. Para simplificar esta tarea recurrimos a operaciones elementales de columnas
sobre V para obtener su forma reducida por columnas (reduced column echelon form,
RCEF). Se dice que una matriz se encuentra en esta forma si su traspuesta está en row
echelon form, ver la definición en [24]. Por ejemplo, damos una matriz y su RCEF:3 5

4 1
2 6

 1 0
0 1
22
17

− 8
17


Volviendo a nuestro problema, de la matriz V calculada antes tomamos su RCEF y
la llamamos U . Las columnas de U son base del mismo subespacio porque se obtuvieron
aplicando operaciones elementales de columnas a partir de las de V .

En las matrices de ejemplo, si llamamos S al subespacio generado por las columnas, ve-
mos por la RCEF que un vector z ∈ S satisface z3 =

22
17
z1− 8

17
z2. Esta ecuación define a

S; en particular la cumplen las columnas de V, V ∗ y Ma(y). Por otra parte, recordamos
que en nuestro problema los vectores columna de V ∗ son los va(x

∗(k)), k = 1, . . . , r,
donde cada coordenada representa un monomio aplicado a cada uno de los átomos. Co-
mo V ∗ teńıa rango r, U tendrá r filas que tienen un 1 y el resto ceros. Esto corresponde
a r monomios que, evaluados en los átomos que estamos buscando, generan a todos
los demás. Las ecuaciones del subespacio generado por las columnas se convierten aśı
en ecuaciones polinomiales que todos los átomos buscados verifican. Tomamos de [11,
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Ejemplo 4.1] un ejemplo con n = a = 2, o sea con 2 variables y monomios de grado a
lo sumo 2. Las filas corresponden respectivamente a los monomios 1, x1, x2, x

2
1, x1x2, x

2
2.

U =


1 0 0
0 1 0
0 0 1
−2 3 0
−4 2 2
−6 0 5

→ x2
1 = −2 + 3x1; x1x2 = −4 + 2x1 + 2x2; x2

2 = −6 + 5x2

En general, si w(x) = (xα1 , . . . ,xαr) es el vector de monomios base (en el ejemplo seŕıa
w(x) = (1, x1, x2)), tenemos que va(x

∗(k)) = Uw(x∗(k)), k = 1, . . . , r.

Notamos además que los vectores w(x∗(k)) son linealmente independientes. En efecto,
como cada monomio corresponde a una fila de la matriz V ∗, estas son r filas que gene-
ran a todas las demás. Por lo tanto, deben ser LI porque rg(V ) = r. Resolver las ecua-
ciones polinomiales planteadas se puede construir como un problema de autovalores.
Vamos a armar a partir de U las matrices de multiplicación Ni ∈ Rr×r, 1 ≤ i ≤ n.
Cada matriz Ni se define tomando de U las filas correspondientes a los monomios
xix

αk , 1 ≤ k ≤ r. En el ejemplo anterior, tenemos

N1 =

 0 1 0
−2 3 0
−4 2 2

 ;N2 =

 0 0 1
−4 2 2
−6 0 5


donde N1 tiene las filas de los monomios x1, x

2
1, x1x2 y N2 tiene las filas de los monomios

x2, x2x1, x
2
2. Como cada fila corresponde a los valores que toman estos nuevos monomios

en los distintos átomos, se tiene entonces que

Niw(x
∗(k)) = x∗(k)iw(x

∗(k)), 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ k ≤ r

Es decir, cada Ni tiene r autovalores contados con multiplicidad, y tienen todos una
misma base de autovectores. Luego, cada Ni resulta diagonalizable.

Notar que la construcción de las matrices de multiplicación depende de elegir filas
correspondientes a ciertos monomios. Estas filas no existiŕıan si algún monomio xαk

tuviera grado a, el mayor posible. ¿Cómo asegurar que esto no ocurra? Encontramos
la respuesta en una hipótesis del problema original: que rg(Ma(y)) = rg(Ma−v(y)). De
esto deducimos que todas las filas de Ma(y) correspondientes a monomios de grado a
son generadas por otras asociadas a monomios de grado menor, y lo mismo ocurre en
las filas de V y de U porque en todas estas matrices las columnas generan el mismo
subespacio. De esta manera, se puede obtener una RCEF U tal que sus filas con un 1
y ceros en las coordenadas restantes sean de monomios de grados menores a a. De esta
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forma se logra que ningún monomio de w(x) tenga grado máximo. Con esta hipótesis el
algoritmo de extracción siempre funciona según [9], y se puede encontrar en la misma
fuente ejemplos donde este paso falla sin la hipótesis sobre el rango.

Ahora tenemos definidas las matrices de multiplicación, sabemos que las coordena-
das x∗(k)i que buscamos son autovalores de las mismas y estos autovalores se pueden
calcular. ¿Tenemos el problema resuelto? En realidad no: sólo sabemos que los auto-
valores de Ni serán las coordenadas i−ésimas de los átomos, pero no hay forma de
saber a cuál de los r átomos corresponde cada una. Para resolver este problema, vamos
a comenzar calculando una combinación lineal aleatoria N =

∑n
i=1 λiNi, con λi ≥ 0

y
∑n

i=1 λi = 1. Esta estrategia aporta estabilidad numérica [4]. Por construcción de
N notamos que para todo 1 ≤ k ≤ r, el vector w(x∗(k)) resulta autovector de N , y
además su autovalor asociado es

∑n
i=1 λix

∗(k)i. Estos r autovalores son todos distintos
con probabilidad 1 [4],[9].

Finalmente, a esta matriz nueva le tomamos una factorización de Schur N = QTQt,
con qk los vectores columna de Q una matriz ortogonal [9] y T una matriz triangular su-
perior con los autovalores de N en su diagonal. Nombramos Ti = QtNiQ, i = 1, . . . , n.
Sabemos que las matrices Ni conmutan, es decir, NiNj = NjNi,∀i, j = 1, . . . , n [3,
propiedad 5.]. También notamos que N conmuta con todas las matrices Ni.

Proposición 4.2.3 Las matrices T y Ti arriba definidas conmutan dos a dos.

Demostración: En efecto, como Ni, Nj conmutan, tenemos

TiTj = QtNiQQtNjQ = QtNiNjQ = QtNjNiQ = QtNjQQtNiQ = TjTi

De esto se deduce además que las Ti conmutan con T porque esta última es una suma
de matrices que conmutan con Ti. □

Sabemos que T es triangular superior por definición, y que tiene r autovalores dis-
tintos con probabilidad 1 porque es semejante a N . La Proposición 4.2.3 nos permite
determinar, utilizando [4, Proposición 6], que las matrices Ti también son triangulares
superiores. Estos nos permite concluir la búsqueda gracias al siguiente teorema, que
obtenemos de [3, Teorema] (sin número). En ese trabajo se llama ’ceros’ a los áto-
mos, son simples porque como la medida representativa es r−atómica sabemos que hay
exactamente r átomos distintos:

Teorema 4.2.4 Para cada 1 ≤ k ≤ r, se tiene x∗(k) = ((T1)k,k . . . (Tn)k,k)
t o,

equivalentemente, x∗(k)i = qtkNiqk,∀1 ≤ k ≤ r, 1 ≤ i ≤ n.

La primera formulación se obtiene de la fuente citada, y la segunda desarrollando (Ti)k,k.
Terminamos esta sección recopilando el algoritmo de extracción que acabamos de cons-
truir, el cual se puede ver también en [11, Algoritmo 4.2]. Notar que el valor de la
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medida en cada uno de los átomos se pierde porque el algoritmo no depende de ella ni
permite obtenerla. Sin embargo, no será necesaria para nuestros fines.

Algoritmo 4.2.5 Input: Una matriz Ma(y) construida a partir de una secuencia de
momentos y que verifica las hipótesis del segundo ı́tem del Teorema 4.1.5.
Output: los r = rg(Ma(y)) átomos de la medida representativa r−atómica de y.

1. Obtener una factorización Ma(y) = V V t, con V de rango completo.

2. Hallar una RCEF U de V .

3. Identificar los monomios base que conforman w (los de las filas de U con un solo
1 y el resto ceros).

4. Construir las matrices de multiplicación Ni como se describe arriba.

5. Obtener una combinación lineal aleatoria N de las Ni con coeficientes no negativos
que sumen 1.

6. Obtener una factorización de Schur ordenada N = QTQt.

7. Calcular los átomos como x∗(k)i = qtkNiqk, 1 ≤ i ≤ n; 1 ≤ k ≤ r.

4.3. El algoritmo resultante

Ahora recopilamos las definiciones y resultados ya dados para construir un algoritmo
de resolución del problema (3.1) cuando las funciones involucradas son polinomios y K
no es todo Rn. Esta condición se pide para que s ̸= s− v y aśı tener una condición de
rango no trivial en el paso 3. Este método es una reescritura del que aparece en [11,
Algoritmo 4.1].

Algoritmo 4.3.1 Input: Un polinomio f de grado 2v0 o 2v0 − 1, un conjunto finito
de polinomios {hj}j∈Γ de grados 2wj o 2wj − 1, j ∈ Γ; Un conjunto de polinomios
{gi}1≤i≤m de grados 2vi o 2vi − 1, 1 ≤ i ≤ m que definen el conjunto K = {x ∈ Rn :
gi(x) ≥ 0,∀1 ≤ i ≤ m}; y N ∈ N>0 una cota superior del ı́ndice de las relajaciones
semidefinidas a ejecutar.
Output: el valor óptimo ρmom y un conjunto de puntos x1, . . . ,xr ∈ Rn que forman el
soporte de una medida óptima µ; o bien un valor ρN ≥ ρmom.

1. Calcular v = máxk=1,...,m vk y i0 = máx{v0, v,máxj∈Γwj}. Definir i = i0.

2. Resolver la relajación semidefinida (4.2) con ı́ndice i y valor óptimo ρi.

3. Sea y∗ la solución óptima asociada a ρi. Si no existe i0 ≤ s ≤ i tal que rg(Ms(y
∗))=

rg(Ms−v(y
∗)), saltar al paso 5.
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4. Para s el valor hallado que cumple la condición de rango verificada en el paso 3,
retornar ρmom = ρi, y dado r = rg(Ms(y

∗)) extraer los puntos x1, . . . ,xr con el
Algoritmo 4.2.5. Terminar la ejecución.

5. Si i < N , aumentar i en 1 y volver al paso 2.

6. Retornar ρN como cota superior de ρmom. Terminar la ejecución.

Ahora que conocemos el algoritmo de extracción, cerramos el ejemplo que hab́ıamos
comenzado a desarrollar al final de la Sección 4.2. La column echelon form U de este
ejemplo es, luego de redondear, la matriz de 6 filas dada en esa sección. En este ca-
so, con los coeficientes aleatorios obtenidos se define N = 0,6909N1 + 0,3091N2, y los
átomos obtenidos son x∗(1) = (1, 2),x∗(2) = (2, 2),x∗(3) = (2, 3). Notar además que
w(x∗(1)) = (1, 1, 2), w(x∗(2)) = (1, 2, 2), w(x∗(3)) = (1, 2, 3) son autovectores de N1 y
N2.

Procedemos a justificar los pasos del algoritmo recordando lo ya trabajado. El i0 se
calcula de forma que las restricciones de las relajaciones primales estén bien definidas
(que se puedan formar las matrices de momentos y de localización). La definición de v es
para que la condición de rango chequeada en el paso 3 implique la existencia de óptimo
y medida representativa atómica. En el paso 2, en teoŕıa se podŕıa tener ρi = +∞ o
ρi < +∞ que no se realiza. Ninguno de estos casos se puede detectar numéricamente
al ejecutar el algoritmo, aśı que se genera una solución y∗ para la que luego se com-
probará la condición de rango. En cuanto al output, sabemos por el Teorema 4.1.5
que si se verifica la condición mencionada, ρi puede ser retornado como valor óptimo y
existe una medida representativa con la cantidad de átomos indicada. En la sección de
extracción de soluciones se justifica que ese algoritmo obtiene los átomos pedidos. Al
mismo tiempo, hemos mencionado en la sección anterior que si esta condición de ran-
go no se cumple, el algoritmo de extracción puede fallar y por eso se decide no ejecutarlo.

Se sabe también por el Teorema 4.1.5 que los ρi son cotas superiores de ρmom, y en par-
ticular lo será ρN si no se encuentra una solución óptima y sus átomos. También vimos
que los ρi son decrecientes, por lo que establecer el máximo ı́ndice N de una relajación,
además de garantizar que el programa termine, indica cuánto queremos acercarnos al
valor óptimo y cuánta computación estamos dispuestos a invertir. No obstante, debemos
notar que el resultado de convergencia que tenemos depende de que K sea compacto,
por lo que sólo en este caso aumentar N garantiza acercarnos al óptimo. Más aún, para
esta versión del algoritmo necesitamos suponer Q(g1, . . . , gm) arquimediano. Si no lo
es, para conseguir convergencia debeŕıamos ejecutar un método análogo usando (4.5) y
asumiendo un costo computacional exponencial en m.

Por otro lado, la extracción de soluciones no depende de la compacidad de K. En el
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caso de haber encontrado una solución óptima y∗ de la relajación primal que verifica la
condición de rango, en particular esta solución es factible (las matrices correspondientes
son semidefinidas positivas). deducimos que existe la medida representativa r−atómica
por el Teorema 3.3.7, del cual recordamos que no requiere compacidad. Más aún, este
resultado da un si y sólo si. De esto se sigue que sin la hipótesis de igualdad de rango
no existe una medida representativa con la cantidad de átomos dada por el rango de la
matriz correspondiente (puede no existir una con finitos átomos o requerir una cantidad
mayor, pero la relajación no da información al respecto).

En el caso de minimización de polinomios sin restricciones, y por lo tanto sin la hipótesis
de compacidad, buscaremos una variante para alcanzar este óptimo en caso de que exis-
ta. En este caso no restringido, daremos una variante de la condición de rango del paso
3 utilizando el Teorema de la Extensión Plana, con vistas a verificar que el algoritmo
de extracción puede ejecutarse y dar las soluciones buscadas.



Caṕıtulo 5

Aplicación a optimizar polinomios
con y sin restricciones

Llegamos al objetivo del camino que fuimos desarrollando a lo largo de este trabajo:
resolver problemas de optimización de polinomios en varias variables, tanto en Rn como
en conjuntos semialgebraicos básicos compactos.

5.1. Las formas primal y dual

Para darle sentido al estudio previo del Problema de Momentos Generalizado, de-
bemos ver primero que la optimización de polinomios es efectivamente una versión del
GMP. Para eso sirve el siguiente resultado, cuya demostración también se encuentra en
[11, Teorema 1.1].

Proposición 5.1.1 Sean f : Rn → R y K ⊂ Rn no vaćıo. Sean el problema de mini-
mizar una función en el dominio restringido:

f ∗
K = ı́nf

x∈K
f(x) (5.1)

y el problema de momentos

ρmom = ı́nf
µ∈M(K)

∫
K

fdµ

sujeto a

∫
K

dµ = 1

(5.2)

Entonces, estos problemas equivalen, es decir f ∗
K = ρmom.

61
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Demostración: Como asumimos K no vaćıo, los dos problemas tienen soluciones fac-
tibles: elementos de K en el primero y medidas borelianas que cumplan la restricción
en el segundo. Luego, los respectivos ı́nfimos pueden ser finitos o −∞. Estudiaremos
cada caso.
Primero suponemos f ∗

K = −∞. En este caso, dado M < 0 existe x0 ∈ K tal que
f(x0) ≤ M . Luego, podemos definir la medida de Dirac δx0 . Esta es una solución fac-
tible del problema (5.2) y verifica

∫
K
fdδx0 = f(x0) ≤ M por ecuación (4.9). Como M

era arbitrario, resulta ρmom = −∞.
Ahora, supongamos f ∗

K > −∞. Primero veamos que f ∗
K ≤ ρmom. En efecto, como

f(x) ≥ f ∗
K para todo x ∈ K, por monotońıa de la integral tenemos

∫
K
fdµ ≥∫

K
f ∗
Kdµ = f ∗

Kµ(K) = f ∗
K , dado que µ es una medida factible. Como toda integral

factible de f está acotada inferiormente por f ∗
K , también lo está el ı́nfimo. Para la otra

desigualdad, dado x ∈ K tomamos la medida δx, que verifica
∫
K
fdδx = f(x) por (4.9).

Es decir, todos los valores que toma f son integrales sobre f de medidas factibles, y por
lo tanto están acotadas inferiormente por el ı́nfimo de integrales. Esto es, f ∗

K ≥ ρmom. □

El problema (5.2) es de momentos con una restricción de igualdad o, como lo expresa-
mos en este trabajo, con dos restricciones de desigualdad. Se puede ver como un GMP
con el siguiente formato: Γ = {0, 1}, h0 ≡ 1, h1 ≡ −1 y γ0 = 1, γ1 = −1. De este modo,
nos queda ∫

K

h0dµ ≤ 1 ∧
∫
K

h0dµ ≥ 1 ⇔
∫
K

h0dµ ≤ 1 ∧
∫
K

h1dµ ≤ −1

Hallada la formulación de las restricciones con el formato del GMP definido en el Caṕıtu-
lo 4, falta ver la fórmula a optimizar. Notamos que buscar el ı́nfimo de f con las restric-
ciones encontradas equivale a buscar el supremo de −f con las mismas restricciones.
Es decir, (5.2) adaptado al formato de (3.1) queda:

ρmom = sup
µ∈M(K)

∫
K

(−f)dµ

sujeto a

∫
K

dµ ≤ 1,

∫
K

−dµ ≤ −1

De esto podemos deducir su problema dual usando el formato de (3.2):

ρpop = ı́nf
λ0,λ1∈R

λ0 − λ1

sujeto a λ0 − λ1 − (−f(x)) ≥ 0,∀x ∈ K

En esta última fórmula, notamos que se puede reescribir λ0 − λ1 como un único λ ∈ R.
Por último, buscar el ı́nfimo de λ con la restricción dada equivale a buscar el supremo
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de −λ con la misma restricción. Le cambiamos el signo a λ en la función objetivo y en
la restricción, y nos queda el siguiente problema dual:

ρpop =sup
λ∈R

λ

sujeto a f(x)− λ ≥ 0,∀x ∈ K
(5.3)

Como el intercambio de ı́nfimo y supremo trajo aparejados cambios de signo de las
funciones objetivo, ahora la dualidad débil nos indica que ρpop ≤ ρmom. Estas versiones
de los problemas primal y dual sirven para buscar valores mı́nimos de cualquier función
definida en un dominio no vaćıo. En nuestro caso, vamos a trabajar sólo con polinomios.

Ahora planteamos cómo queda el problema primal de momentos en términos del fun-
cional Ly. Esto es, adaptamos (4.1) al caso de optimización polinomial. Como h0 ≡
1, h1 ≡ −1 y γ0 = 1, γ1 = −1, se tiene las siguientes condiciones:

Ly(h0) = y(0,...,0) ≤ 1

Ly(h1) = −y(0,...,0) ≤ −1

Es decir, y(0,...,0) = 1, y la nueva formulación queda:

ρmom = ı́nf
y∈RNn

Ly(f)

sujeto a y(0,...,0) = 1

∃µ ∈ M(K)/yα =

∫
K

xαdµ,∀α ∈ Nn

(5.4)

Mostramos ahora una forma directa de ver que existen medidas atómicas óptimas siem-
pre que f tenga un minimizador global en el dominio considerado. Luego veremos en
qué casos podemos encontrarlas mediante esquemas de relajaciones.

Teorema 5.1.2 Sean K ⊂ Rn un conjunto boreliano no vaćıo, f ∈ R[x] que tiene
valor mı́nimo f ∗

K ∈ R en K. Sea µ una medida r−atómica, con r ∈ N>0, tal que todos
sus átomos son mı́nimos globales de f en K y además

∫
K
dµ = 1. Entonces, µ es una

solución óptima de (5.2).

Demostración: Como µ es r−atómica, en particular es boreliana, no negativa y
finita, y la hipótesis sobre la integral la vuelve solución factible de (5.2). Por otro lado,
de la Proposición 5.1.1 deducimos que µ es óptima puesto que f ∗

K es valor óptimo de
(5.1) y además ∫

K

fdµ =
r∑

k=1

βkf(x(k)) =
r∑

k=1

βkf
∗
K = f ∗

K
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□

En particular, si para f ∈ R[x] existen un valor mı́nimo global f ∗
K en K y x0 ∈ K

que lo realice, entonces δx0 es una medida óptima 1−atómica por el Teorema 5.1.2.
Estas hipótesis siempre se cumplen si K es compacto y no vaćıo, es decir, en el caso
que examinamos en la Sección 5.3.

5.2. Optimización polinomial sin restricciones

Buscamos ahora optimizar f ∈ R[x] en el caso en que K = Rn, y para eso podemos
apoyarnos en la Proposición 5.1.1, que nos da un GMP equivalente. Notamos en pri-
mer lugar que f se puede asumir no constante (si no, el problema estaŕıa trivialmente
resuelto) y de grado par (porque, de lo contrario, se puede elegir (xk)k≥1 ⊂ Rn tal que
f(xk) → −∞). Es decir, podemos tomar r ∈ N>0 tal que deg(f) = 2r.

Como estamos trabajando con el problema de momentos no restringido, para i ≥ r
aplicamos la relajación primal (4.7) al problema (5.4). Debemos agregar que y(0,...,0) =∫
K
dµ = 1. De esta manera, la relajación primal resulta

ρi = ı́nf
y∈Nn

2i

Ly(f)

sujeto a Mi(y) ⪰ 0

y(0,...,0) = 1

(5.5)

Anotamos por otro lado el problema dual fortalecido (4.4) que corresponde al problema
dual de momentos (5.3). Recordamos que Rn es un conjunto semialgebraico básico, el
cual podemos definir como el conjunto de no negatividad de g1 ≡ 1. El problema dual
fortalecido nos queda entonces

ρ∗i =sup
λ∈R

λ

sujeto a f − λ = f0

f0 ∈ Σ[x], deg(f0) ≤ 2i

(5.6)

Vemos que aparece sólo f0 porque no hay polinomios gk no triviales que definanK = Rn,
por lo que sólo necesitamos imponer una restricción de grado sobre f0.

Aunque estos problemas modificados vienen definidos en el caṕıtulo anterior como una
secuencia con i ≥ i0, en el problema sin restricciones nos alcanza con estudiar un solo
caso: el de i = r. Esto es porque f−λ tiene grado 2r, y por lo tanto ninguno de los f 2

k que
se suman para formarlo, con fk polinomios, puede tener grado mayor a 2r (Lema 2.1.4).
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A continuación mostramos que en este contexto vale la dualidad fuerte en los problemas
SDP primal y dual.

Proposición 5.2.1 Los valores ρr, ρ
∗
r de los problemas (5.5) y (5.6) verifican ρr = ρ∗r.

Además, si ρr > −∞, entonces (5.6) tiene solución óptima.

Demostración: Debemos buscar y = {yα}α∈Nn
2r

tal que Mr(y) ≻ 0. Si conseguimos
esto, el resultado se sigue del Teorema 1.2.14.
Para ver esto, sea µ la medida de probabilidad de un vector con distribución normal
multivariada en n variables X ∼ N (0, Id). Esta medida tiene densidad g estrictamente
positiva en Rn y sus momentos de todos los órdenes son finitos (se calculan en [23,
Teorema 1.1]).
Ahora, sean q ∈ R[x] de grado a lo sumo r y q̃ su vector de coeficientes indexados por
ord. Recordamos de la demostración del Corolario 3.2.4 que

q̃tMr(y)q̃ =

∫
Rn

q2dµ =

∫
Rn

q(x)2g(x)dx > 0 si q ̸= 0

En este caso, y es la secuencia de momentos truncada de la distribución normal men-
cionada, y el valor calculado es positivo porque q es continuo, no nulo y g > 0. De esto
se sigue que Mr(y) ≻ 0. □

En el caso sin restricciones, para encontrar dualidad fuerte tuvimos que recurrir a
una condición de factibilidad estricta porque el dominio no es compacto.

Vamos a encontrar ahora el mayor valor que se le puede restar a f para que sea suma
de cuadrados, con la única condición de que un problema SDP sea factible.

Teorema 5.2.2 Sea f ∈ R[x] de grado 2r. Si (5.6) tiene solución factible λ ∈ R,
entonces ρ∗r ∈ R; existe f ∗ ∈ R ı́nfimo de f en Rn, y además f − ρ∗r ∈ Σ[x].

Demostración: Como el problema dual es factible, se sigue que ρ∗r > −∞. Veamos
que ρ∗r < +∞. En efecto, dado x0 ∈ Rn, tenemos que f(x) − (f(x0) + 1) vale −1 en
x0, aśı que f −λ no es suma de cuadrados para λ ≥ f(x0)+ 1. Por lo tanto, ρ∗r < +∞.
Veamos ahora que f(x) ≥ ρ∗r,∀x ∈ Rn, y en particular existe el ı́nfimo de f . Si no, sea
x0 ∈ Rn tal que esto no vale y λ ∈ (f(x0), ρ

∗
r). Luego, f − λ no es suma de cuadrados

por dar negativo en x0. Pero dado ε = ρ∗r−λ
2

, existe λ1 ∈ (ρ∗r − ε, ρ∗r) tal que f − λ1 es
suma de cuadrados por definición de ρ∗r, y esto contradice la deducción de que f − λ
no lo era. Luego, el ı́nfimo de f es finito. Por último, por la Proposición 5.2.1 tenemos
que ρr = ρ∗r es un valor finito y por lo tanto (5.6) tiene solución óptima; pero esta es
de hecho λ = ρ∗r. En particular, es factible. Es decir, f − ρ∗r ∈ Σ[x]. □
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En este último resultado se puede ver que si el problema SDP dual es factible en-
tonces siempre f difiere en una constante de una suma de cuadrados. También notamos
que, con esta hipótesis, ρ∗r no es sólo un supremo en (5.6), sino de hecho un máximo.

El siguiente resultado es muy importante porque da condiciones para que un proble-
ma de optimización polinomial sin restricciones tenga solución óptima y una forma de
encontrar candidatos a soluciones.

Teorema 5.2.3 Sea f ∈ R[x] de grado 2r con ı́nfimo global f ∗ > −∞. Si f−f ∗ ∈ Σ[x],
entonces el problema (5.1) equivale a la relajación primal (5.5), es decir, f ∗ = ρr = ρ∗r.
Más aún, si existe x∗ ∈ Rn mı́nimo global de f , entonces

y∗ = v2r(x
∗) = (1, x∗

1, . . . , x
∗
n, (x

∗
1)

2, x∗
1x

∗
2, . . . , (x

∗
1)

2r, . . . , (x∗
n)

2r)

es un minimizador de (5.5) con i = r.

Demostración: Primero veamos que f ∗ = ρ∗r. En efecto, ya vimos en la demostra-
ción del Teorema 5.2.2 que f ∗ ≥ ρ∗r, y además se tiene f ∗ ≤ ρ∗r porque f ∗ es solución
factible de (5.6) por hipótesis. Luego, f ∗ = ρ∗r = ρr, donde la última igualdad sale de la
Proposición 5.2.1. Por último, como por hipótesis existe x∗ ∈ Rn mı́nimo global de f ,
entonces µ = δx∗ es una medida óptima 1−atómica para (5.2) como vimos al final de la
Sección 5.1. Además, por (4.9) su secuencia de momentos hasta orden 2r, indexada por
ord y dada como vector, es v2r(x

∗). Luego, esta secuencia es solución factible y óptima
de la relajación (5.5) con i = r. □

Para empezar, este resultado nos indica que si f − f ∗ es suma de cuadrados enton-
ces el valor mı́nimo f ∗ se calcula de forma exacta resolviendo la relajación semidefinida
con i = r, y el ejemplo de solución óptima de la relajación nos indica que existe algu-
na si hay un minimizador global de f . Por otra parte, en este caso nos da una forma
de encontrar candidatos a minimizadores globales de f : son los vectores dados por las
coordenadas 2 a n + 1 de una solución óptima de (5.5), dado que estas coordenadas
corresponden a los monomios evaluados x∗

i , i = 1, . . . , n. Fuera de las secuencias de
momentos óptimas de la relajación primal no hay minimizadores de f . Notamos tam-
bién que en el caso de polinomios de una variable (Teorema 2.1.2) y los otros casos
mencionados en la Sección 2.1.1, ser no negativo equivale a ser suma de cuadrados, aśı
que siempre se da la condición del teorema que acabamos de ver porque f − f ∗ ≥ 0.

Veamos qué ocurre si f − f ∗ no es suma de cuadrados.

Proposición 5.2.4 Sea f ∈ R[x] de grado 2r con ı́nfimo global f ∗ > −∞. Si f − f ∗ /∈
Σ[x], entonces f ∗ > ρr. En particular, la relajación primal (5.5) no resuelve el problema
de minimización de f .
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Demostración: Si ρr = −∞, la afirmación es trivialmente cierta. Suponemos ρr >
−∞. Ya sabemos que ρr = ρ∗r, y que por lo tanto f − ρr ∈ Σ[x]. De esto se deduce que
f ∗ > ρ∗r, porque si suponemos lo contrario se tiene

f − f ∗ = f − ρ∗r + (ρ∗r − f ∗) = f − ρ∗r + (
√

ρ∗r − f ∗)2

que resulta suma de cuadrados, y esto contradice la hipótesis. □

A continuación damos una condición suficiente tomada de [11, Teorema 5.5] para que un
valor óptimo de la relajación primal sea efectivamente el mı́nimo global de un polinomio.

Teorema 5.2.5 Sea f ∈ R[x] de grado 2r, de forma que el valor óptimo ρr de (5.5)
se alcanza en y∗ = {yα}α∈Nn

2r
. Si se verifica que rg(Mr(y

∗)) = rg(Mr−1(y
∗)), entonces

f ∗ = ρr y además existen al menos rg(Mr(y
∗)) mı́nimos globales diferentes de f en Rn.

Demostración: Ya sabemos por la demostración del Teorema 5.2.2 y el Teorema 5.2.1
que ρr = ρ∗r ≤ f ∗. Además, por el Teorema 3.2.7 sabemos que y∗ tiene una medida
representativa µ∗ con t = rg(Mr(y

∗)) átomos en Rn. Asimismo tenemos que ρr =
Ly∗(f) =

∫
Rn fdµ

∗, por lo que µ∗ es una solución óptima de (5.2). En efecto, sabemos
que µ∗ es factible porque, como y∗ es factible, vale que y∗(0,...,0) =

∫
Rn dµ = 1. Luego,

ρr ≥ ρmom = f ∗ porque ρmom es el ı́nfimo de valores factibles de (5.2). Finalmente,
ρr = f ∗.
Falta probar que los átomos de µ∗ son minimizadores globales de f . Sean {x∗(k)}tk=1

estos átomos. Sabemos entonces que

µ∗ =
t∑

k=1

βkδx∗(k), βk > 0,∀k = 1, . . . , t;
t∑

k=1

βk = 1

donde la última igualdad se deduce de que µ∗ es factible. En suma, tenemos que

f ∗ = ρmom =

∫
Rn

fdµ∗ =
t∑

k=1

βkf(x
∗(k))

Como f(x∗(k)) ≥ f ∗ para todos los k y los coeficientes βk son positivos y suman 1,
necesariamente f(x∗(k)) = f ∗,∀1 ≤ k ≤ t. □

Pasamos ahora a dar un algoritmo para buscar el valor mı́nimo de un polinomio f
y mı́nimos globales. Luego repasaremos por qué el algoritmo es correcto y su utilidad.

Algoritmo 5.2.6 Input: Un polinomio f ∈ R[x] de grado 2r.
Output: si el ı́nfimo global f ∗ de f existe: ese valor y minimizadores globales, o bien
una cota inferior ρr ≤ f ∗ (puede ocurrir que ρr = −∞, en cuyo caso no se obtiene
información sobre si f tiene ı́nfimo global o no).
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1. Buscar una solución factible de (5.6) con i = r. Si no existe, el algoritmo no
responde si f tiene ı́nfimo global o no. Terminar la ejecución.

2. Resolver el problema (5.5) para i = r con ı́nfimo ρr = ρ∗r > −∞. Se define
y∗ = {yα}α∈Nn

2r
como la solución óptima encontrada.

3. Si rg(Mr(y
∗)) = rg(Mr−1(y

∗)), devolver f ∗ = ρr, computar rg(Mr(y
∗)) mı́nimos

globales de f como los átomos que se obtienen del Algoritmo 4.2.5 y terminar la
ejecución.

4. Devolver ρr como cota inferior de f ∗.

En efecto, ya vimos que la única relajación semidefinida que necesitamos resolver es
con i = r. También dedujimos que ρr = ρ∗r ≤ f ∗, incluyendo la posibilidad de que
ρ∗r = ρr = −∞. Si llegamos al paso 2 es que el problema SDP dual resulta factible, y
por lo tanto ρr es finito. En teoŕıa el valor ρr podŕıa no realizarse, pero el algoritmo dará
numéricamente una solución óptima, para la que luego se va a chequear la condición
de rango. En el paso 3, ya sabemos del Caṕıtulo anterior que si se da esta hipótesis
de rango el algoritmo de extracción nos da la cantidad citada de átomos, y probamos
que los átomos son minimizadores globales de f ∗. Si encontramos y∗ pero no vale la
hipótesis del rango, entonces y∗ no admite medida representativa rg(Mr(y

∗))-atómica
porque el Teorema de la Extensión Plana 3.2.7 es una equivalencia. Luego, no podemos
ponernos a buscar átomos.

Ya mencionamos la posibilidad de que f tenga ı́nfimo global pero no mı́nimos. Damos
un ejemplo de que esto efectivamente puede ocurrir. Sea f(x1, x2) = (x1x2 − 1)2 + x2

1.
Se puede comprobar de forma directa que f es suma de cuadrados, que su único punto
cŕıtico es (0, 0), donde vale 1, que su ı́nfimo es 0 (basta elegir (xn,1, xn,2) = (1/n, n)) y
que este no se realiza (ya que (0, 0) era el único candidato a mı́nimo).

Por último, tener ρr = −∞ no asegura que f ∗ = −∞, aunque śı vale la implica-
ción contraria porque demostramos que ρr ≤ f(x),∀x ∈ Rn. En efecto, si tomamos
f ∈ R[x1, x2], f(x1, x2) = x2

1x
2
2(x

2
1 + x2

2 − 1), este polinomio es de grado 6 y por lo tanto
r = 3. En este caso, ρ3 = −∞ pero se tiene f ∗ = − 1

27
y 4 mı́nimos globales [11, Ejemplo

5.2]. Por el resultado de dualidad fuerte visto en este caṕıtulo, tenemos también que
ρ∗3 = −∞, es decir que el problema SDP dual no es factible. En otras palabras, no existe
λ ∈ R tal que f − λ sea suma de cuadrados.
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5.3. Optimización polinomial en conjuntos semial-

gebraicos básicos compactos

Ahora abordamos el problema (5.1) con K ⊂ Rn semialgebraico básico compacto.
Lo primero que debemos mencionar es que un polinomio en este tipo de conjuntos,
si son no vaćıos, siempre posee mı́nimo y puntos que lo realizan por el Teorema de
Weierstrass. En segundo lugar, notamos que ya no se puede asumir que el polinomio
tiene grado par: f ∈ R[x] tendrá grado 2v0 o 2v0−1, v0 ∈ N>0. También observamos que
el problema de momentos siempre tiene medidas óptimas en este caso: por el Teorema
5.1.2, una medida soportada en mı́nimos de f en K es óptima, y estos mı́nimos siempre
existen porque K es compacto. Sin embargo, el esquema de relajaciones que estudiamos
podŕıa no encontrar ninguna.

Como en el Caṕıtulo 4, vamos a trabajar en las condiciones donde se puede aplicar
el Certificado de Positividad de Putinar, y comentar cómo cambiaŕıan los resultados en
caso de necesitar el de Schmüdgen.

Vamos a aplicar la relajación primal (4.2) para el problema (5.4); damos también la
versión dual más estricta, como se sigue de (4.4). El procedimiento para intercambiar
supremo e ı́nfimo es análogo al que realizamos en la Sección 5.1 para el GMP primal y
su dual.

ρi = ı́nf
y∈Nn

2i

Ly(f)

sujeto a y(0,...,0) = 1

Mi(y) ⪰ 0

Mi−vk(gk,y) ⪰ 0, k = 1, . . . ,m

(5.7)

ρ∗i = sup
λ∈RΓ

λ

sujeto a f − λ = f0 +
m∑
k=1

fkgk

fk ∈ Σ[x], deg(fk) ≤ 2(i− vk), k = 0, . . . ,m

(5.8)

Vemos que la última restricción desapareció porque Γ+ = ∅.

Ya vimos en el caṕıtulo anterior que (5.7) es una relajación del problema de momen-
tos, la única modificación es que copiamos del problema original la condición de que el
primer momento sea 1. Ahora derivamos un resultado de convergencia de lo visto en el
Caṕıtulo 4:

Teorema 5.3.1 Sean f, g1, . . . , gm ∈ R[x], K = {x ∈ Rn : gi(x) ≥ 0,∀i = 1, . . . ,m}
tal que Q(g1, . . . , gm) es arquimediano; y sean las relajaciones primales (5.7) con i ≥
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i0 (definido cuando dimos la relajación (4.2)). Sea f ∗
K el valor mı́nimo de f en K.

Entonces, ρi ↗ f ∗
K.

Demostración: Observamos que, en (5.2), las funciones de restricción son h0 y h1,
con h0 = 1 > 0 en Rn, y en particular en K. Por lo tanto, el presente resultado se sigue
del item 1 del Teorema 4.1.5. El valor ρmom = f ∗

K (Teorema 5.1.1) resulta finito porque
K es compacto (Proposición 2.2.4), y la convergencia pasa de decreciente a creciente
por el cambio de signo operado en la función objetivo cuando pasamos de buscar su-
premo a ı́nfimo. □

Una pregunta natural que podemos hacernos es si esta convergencia siempre ocurre
en finitas iteraciones (o sea, si existe i ≥ i0 tal que ρi = f ∗

K), o si por lo menos existen
hipótesis extra que garanticen esto. Resulta que śı: estas hipótesis adicionales se derivan
de las condiciones KKT de optimalidad global. Presentamos ese resultado, publicado
por Nie en 2014 [16, Teorema 1.1], el cual asume Q(g1, . . . , gm) arquimediano. No damos
la demostración porque escapa al área temática de este trabajo.

Teorema 5.3.2 Sean f ∈ R[x], K ⊂ Rn como en el Teorema 5.3.1. Además, supone-
mos que para todo x∗ ∈ Rn mı́nimo global de f en K valen las siguientes condiciones:

1. Los gradientes ∇gj(x
∗), j = 1, . . . ,m son linealmente independientes (y por lo

tanto existen σ∗
j , j = 1, . . . ,m tales que ∇f(x∗) − σ∗

j∇gj(x
∗) = 0 y además

σ∗
j g(x

∗) = 0,∀j = 1, . . . ,m);

2. ∀j = 1, . . . ,m : gj(x
∗) = 0 ⇒ σ∗

j > 0 (complementariedad estricta).

3. Se cumple la siguiente condición suficiente de segundo orden: atb > 0, donde
b = ∇2

x(f(x
∗) −

∑m
j=1 σ

∗
j gj(x

∗))a y a es cualquier vector no nulo ortogonal a
∇(f(x∗)−

∑m
j=1 σ

∗
j gj(x

∗)).

Entonces, f − f ∗
K ∈ Q(g1, . . . , gm).

Falta ver por qué esto implica la convergencia en finitas iteraciones. Notamos que, bajo
las condiciones del teorema, f ∗

K es una solución factible, y por lo tanto óptima, del
problema (5.8) (un valor λ más grande daŕıa f − λ negativo en algunos puntos de K,
aśı que la función no podŕıa estar en Q(g1, . . . , gm)); sólo debemos tomar algún i ≥ i0
lo suficientemente grande para que deg(fk) ≤ 2(i − vk),∀k = 1, . . . ,m. Recordamos
que por la dualidad débil de los problemas SDP tenemos f ∗

K = ρ∗i ≤ ρi, y además
tenemos ρi ≤ f ∗

K = ρmom puesto que ρi es el resultado de una relajación primal. En
suma, ρi = f ∗

K , y esta indica que se tiene el valor exacto en la iteración correspondiente.

Ahora pasamos a detallar otro hecho similar a algo visto en la sección anterior: cuan-
do se satisfagan las hipótesis necesarias, se podrá hallar mı́nimos globales en K como
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átomos de una medida representativa. La demostración también se puede ver en [11,
Teorema 5.7].

Teorema 5.3.3 Sea f ∈ R[x], i ≥ i0 tal que el ı́nfimo ρi de la relajación (5.7) se
realiza en una solución óptima y∗. Sea v = máxj=1,...,m vj. Si existe i0 ≤ s ≤ i tal
que rg(Ms(y

∗)) = rg(Ms−v(y)), entonces ρr = f ∗
K y existen al menos r = rg(Ms(y))

mı́nimos globales diferentes de f en K. Se los puede obtener como output del Algoritmo
4.2.5.

Demostración: Ya sabemos que ρmom = f ∗
K , y por el Teorema 4.1.5 y su demos-

tración vimos que ρmom = ρi (una vez hecho el cambio de signo por pasar de buscar
supremo a ı́nfimo siguen valiendo ρmom ≤ ρi, ρmom ≥ ρi), y además puede aplicarse el
algoritmo de extracción. Sólo nos falta probar que los átomos obtenidos son mı́nimos
globales de f en K.
Sean x∗(k), k = 1, . . . , r los átomos, de los cuales sabemos que están en K porque el so-
porte de µ∗ está contenido en ese conjunto. Entonces, dada µ∗ la medida representativa
de y∗ se tiene

µ∗ =
r∑

k=1

βkδx∗(k), βk > 0,∀k = 1, . . . , r,
r∑

k=1

δk = 1

donde la última igualdad se desprende de que µ∗ es una medida factible de (5.2) por
tener primer momento igual a 1. Utilizando todo esto, la Proposición 3.2.3 y la fórmula
(4.9) se deduce lo siguiente:

f ∗
K ≥ ρi = Ly∗(f) =

∫
K

fdµ∗ =
r∑

k=1

βkf(x
∗(k)) ≥

r∑
k=1

βkf
∗
K = f ∗

K

donde la última desigualdad sale de que f ∗
K es cota inferior de todos los f(x∗(k)) y de

que los βk suman 1. Por lo tanto, necesariamente se tiene f(x∗(k)) = f ∗
K para todo

k = 1, . . . , r. □

La nueva relajación primal para el caso donde K es compacto pero Q(g1, . . . , gm) no es
arquimediano, obtenida a partir de (4.5), queda como sigue:

ρi = sup
y∈Nn

2i

Ly(f)

sujeto a y(0,...,0) = 1

Mi(y) ⪰ 0

Mi−vJ (gJ ,y) ⪰ 0 ∧ gJ =
∏
k∈J

gk, vJ = deg(gJ), J ⊂ {1, . . . ,m}

(5.9)
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y el problema dual deducido de (4.6) queda aśı:

ρ∗i = sup
λ∈RΓ

∑
j∈Γ

λjγj

sujeto a f − λ =
m∑

J⊂{1,...,m}

fJgJ

fJ ∈ Σ[x], deg(fJ) ≤ 2(i− vJ),∀J ⊂ {1, . . . ,m}

(5.10)

Con los resultados que vimos en esta sección, podemos concluir que si K es semialge-
braico básico compacto se puede obtener f ∗

K o una cota inferior ρN para algún N ∈ N.
Para esto, ejecutamos una variante que vamos a describir a continuación del Algoritmo
4.3.1. Notar que tenemos dualidad fuerte, es decir, ρi = ρ∗i para todo i ≥ i0 porque
como h0 ≡ 1 se verifican todas las hipótesis del Teorema 3.1.4. Por lo tanto sabemos
que ρi = −∞ si y sólo si el problema dual correspondiente no es factible. Si se llega a
ejecutar el paso 3, en caso de que ρi = f ∗

K siempre existe una secuencia de momentos
que realiza ρi porque hay al menos un x∗ ∈ K que realiza f ∗

K , y de esto se deduce
una medida 1-atómica óptima por el Teorema 5.1.2. En cambio, si ρi < f ∗

K , en teoŕıa
la relajación primal puede no tener solución óptima, pero numéricamente se obtendrá
una.

Algoritmo 5.3.4 Input: Un polinomio f de grado 2v0 o 2v0 − 1, un conjunto finito
de polinomios {hj}j∈Γ de grados 2wj o 2wj − 1, j ∈ Γ; Un conjunto de polinomios
{gk}1≤k≤m de grados 2vk o 2vk − 1, 1 ≤ k ≤ m que definen el conjunto K = {x ∈ Rn :
gk(x) ≥ 0,∀1 ≤ k ≤ m} y tales que Q(g1, . . . , gm) es arquimediano; y N ∈ N una cota
superior del ı́ndice de las relajaciones semidefinidas a ejecutar.
Output: f ∗

K el mı́nimo de f en K y un conjunto de puntos x1, . . . ,xr ∈ Rn que forman
el soporte de una medida óptima µ; o bien un valor ρN ≤ f ∗

K.

1. Calcular v = máxk=1,...,m vk y i0 = máx{v0, v,máxj∈Γwj}. Definir i = i0.

2. Buscar una solución factible del problema (5.8). Si no se encuentra, definir ρi =
−∞ y saltar al paso 6.

3. Resolver la relajación semidefinida (5.7) con ı́ndice i y valor óptimo ρi.

4. Sea y∗ la solución óptima asociada a ρi. Si no existe i0 ≤ s ≤ i tal que rg(Ms(y
∗))=

rg(Ms−v(y
∗)), saltar al paso 6.

5. Para s el valor hallado que cumple la condición de rango verificada en el paso 4,
retornar f ∗

K = ρi, r = rg(Ms(y)) y retornar los puntos x1, . . . ,xr extráıdos con
el Algoritmo 4.2.5 como minimizadores de f en K. Terminar la ejecución.

6. Si i < N , aumentar i en 1 y volver al paso 2.
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7. Retornar ρN como cota inferior de f ∗
K. Terminar la ejecución.

El algoritmo está construido asumiendo Q(g1, . . . , gm) arquimediano. En caso de que no
lo sea, si K es compacto se puede utilizar el algoritmo sin cambios para obtener cotas
inferiores o eventualmente encontrar el valor mı́nimo y mı́nimos globales (si se verifica
la hipótesis de rango). Sin embargo, para tener convergencia de los ρr a f ∗ se requiere
adaptar las relajaciones primales y sus problemas duales al formato de Schmüdgen; este
cambio es necesario para garantizar que las sucesivas relajaciones realmente se acerquen
a encontrar f ∗

K .
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Conclusiones

En esta tesis examinamos la teoŕıa necesaria para estudiar la optimización de polino-
mios en Rn y en conjuntos semialgebraicos básicos compactos como un caso particular
del GMP.

En el caso sin restricciones, vimos que se obtiene toda la información posible de una
sola relajación, y que la misma resuelve el problema de forma exacta si f − f ∗ existe y
es suma de cuadrados. Incluso cuando esto no ocurre, hemos encontrado el mayor valor
λ ∈ R tal que f − λ es suma de cuadrados, con la única condición pedida de que un
problema SDP dual sea factible. También hemos encontrado, gracias al Teorema de la
Extensión Plana, una condición suficiente de rango matricial, y por lo tanto compu-
table, para garantizar que una solución óptima de la única relajación da una solución
exacta y minimizadores para el problema de optimización polinomial sin restricciones.

Para conjuntos semialgebraicos básicos compactos, hemos aplicado la familia de re-
lajaciones semidefinidas planteada en el Caṕıtulo 4. Vimos que, planteando una versión
u otra de estas relajaciones dependiendo de una condición sobre Q(g1, . . . , gm), los valo-
res óptimos de las relajaciones convergen de forma creciente a f ∗

K . También en este caso
existe una condición suficiente de rango matricial para garantizar que una relajación
semidefinida obtiene f ∗

K de forma exacta y da una forma de encontrar minimizadores.

Probamos también que el GMP aplicado a optimización polinomial tiene siempre alguna
medida óptima átomica si el ı́nfimo de f se realiza, y vimos algunas condiciones adi-
cionales que garantizan encontrar una en finitas iteraciones de la familia de relajaciones.

Un posible trabajo a futuro es examinar en detalle la complejidad computacional de
los algoritmos que vimos y cómo se puede mejorar en algunos casos aprovechando pro-
piedades de las matrices involucradas (por ejemplo ser ralas, [11, Subsección 4.6.1]).
Además nuestro trabajo se limitó a relajaciones dadas como problemas SDP, pero estas
pueden ser lineales si K tiene ciertas propiedades [11, Sección 4.4].
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2005, págs. 293-310.

[10] Jean B Lasserre. “Global optimization with polynomials and the problem of mo-
ments”. En: SIAM Journal on optimization 11.3 (2001), págs. 796-817.
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	Preliminares
	Bases de Geometría Algebraica
	Conceptos iniciales
	Conjuntos semialgebraicos básicos cerrados

	Programación Semidefinida
	Presentación del problema
	Dualidad en Programación Semidefinida


	Polinomios positivos y representaciones
	Sumas de cuadrados y programación semidefinida
	Polinomios positivos vs. sumas de cuadrados
	Positividad y suma de cuadrados como problemas de factibilidad en SDP

	Certificados de positividad y teoremas de representación

	Problemas de momentos, sucesiones y medidas representativas
	Problema de Momentos Generalizado y teoría de dualidad
	Matriz de momentos y extensiones
	Dominio semialgebraico y matriz localizadora

	Algoritmos para el Problema de Momentos Generalizado
	Relajaciones semidefinidas
	Extracción de soluciones
	El algoritmo resultante

	Aplicación a optimizar polinomios con y sin restricciones
	Las formas primal y dual
	Optimización polinomial sin restricciones
	Optimización polinomial en conjuntos semialgebraicos básicos compactos


