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Introduccion

En los ultimos anos, las redes neuronales ganaron gran popularidad por su capacidad
de llevar a cabo tareas que los modelos computacionales previos no lograban. En el caso
de las redes neuronales convolucionales, su punto fuerte es el reconocimiento de patrones
que les permite identificar y clasificar objetos o senales en sistemas de voz y de visiéon
[1]. El rango de usos es muy amplio, desde la prediccién por parte de las companias
eléctricas de la demanda energética al diagnéstico por imagenes en Medicina.

Lo que distingue a las redes neuronales de otros modelos es su estructura en capas
inspirada en la estructura interconectada de las neuronas en el cerebro.

De [5], se tiene la siguiente definicién

Definicién 0.0.0.1. Sean X el conjunto de elementos de entrada, ) el conjunto de
elementos de salida y W el espacio de pardametros.
Un modelo paramétrico de machine learning es una funcion

f"WxX =Y
(0,2) = folz) =y

que asocia un par (0, z) de valores de pardmetros y de entrada a un valor de salida y.

Por ejemplo, si se quiere disenar un algoritmo de reconocimiento de caracteres, el
modelo definird una funcién f(6,x) y buscard los valores de los pardmetros 6 que
permitan clasificar correctamente los caracteres presentados en las imagenes.

En el caso de las redes neuronales convolucionales, dados parametros 6, la funcién fy
se describira como una composicion de convoluciones. Una convolucion es una transfor-
macion lineal con una estructura particular que definimos en ((1.1.0.1]).

Definicién 0.0.0.2. Sean X el conjunto de elementos de entrada, ) el conjunto de
elementos de salida y W el espacio de parametros. Una red neuronal de profundidad L
es una funcion

fWxX =Y
f(0,2) =(frooo---ofyooo fi)(x)
Se denomina capa a cada funcién f; que dependera de los pardmetros 6. La funcién o se

denomina funcion de activacion y puede no ser lineal.
En el caso de una red neuronal convolucional, todas las capas son convoluciones y la



Introduccioén

funcion de activacién es la identidad. De esta forma, si llamamos Wy,... W, a las
matrices de cada convolucién, como en la Definicién [1.1.0.1] del Capitulo [T,

f(0,z) =W, ...Wa.
La ultima capa se denomina capa de salida y es la que devuelve la imagen de la funcién.

Cada eleccion de parametros 6 da lugar a una funciéon. El conjunto de todas las
funciones que genera una red al variar los parametros se llama espacio de funciones. En
la bibliografia, se lo denomina también neuromanifold [?].

Definicién 0.0.0.3. El espacio de funciones de un modelo paramétrico de machine

learning como en la Definicion [0.0.0.1] es
M={fp: X =>Y:0cW}
Es la imagen del mapa de parametrizacion

ww — M
9|—>f9

que le asigna a los parametros la funcién correspondiente.

Describir el espacio de funciones es un problema desafiante [5]. Disefios de redes muy
sencillos dan lugares a complejas familias de funciones. Mas ain, el mapa de parame-
trizacion es tipicamente no lineal y no inyectivo: una misma funcién puede admitir
diversas parametrizaciones. En [0], se define una identificacién entre convoluciones y
polinomios que permitira describir al espacio de funciones como un subconjunto de un
espacio de polinomios con condiciones sobre sus coeficientes.

Este trabajo trata algoritmos de aprendizaje supervisado. Para esto, es necesario
un conjunto de datos de entrenamiento. Se trata de un conjunto finito de pares de
elementos de entrada y de salida. Cada par consta de un elemento de entrada y del
elemento de salida que queremos que la red le asigne. Por ejemplo, para disenar un
algoritmo de clasificacion de caracteres, el conjunto de datos de entrenamiento puede
consistir en imagenes de caracteres y una etiqueta con el caracter representado en cada
imagen. El objetivo es que la red halle los valores de los parametros que permitan
asignar a cada imagen del conjunto de entrenamiento el caracter indicado y que estos
valores permitan ademas la correcta clasificacién de nuevas imagenes, no comprendidas
en el conjunto de entrenamiento.

A partir de los datos de entrenamiento, definiremos una funcion objetivo L que a cada
valor de parametros # € WV le asigne para cada elemento de entrada la diferencia entre el
valor de salida de la red y el valor correcto provisto en los datos. Esta asignacion puede
también realizarse en el espacio de funciones. Dado un conjunto de entrenamiento,
una funcion de pérdida ¢ le asigna a cada funcién para cada elemento de entrada la
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diferencia entre el valor de salida de la red y el valor correcto provisto en los datos. La
relacién entre estas funciones se describe en la ecuacién . Se plantean entonces
dos problemas de optimizacion: hallar los valores de parametros que minimizan este
error y hallar la funcién del espacio de funciones que minimice el error.

El trabajo presentado se basa en el articulo [6] y estudia un tipo de red neuronal
convolucional en particular: todas sus capas son convoluciones de salto 1 y los elementos
de entrada son vectores. Los autores de [6] amplian su investigacién a redes que admiten
capas con mayores saltos en [7].

En el Capitulo [T daremos las definiciones bdsicas relativas a redes neuronales
convolucionales. Explicaremos su relacién con el sistema de vision y el surgimiento de
un modelo precursor, el Neocognitron [10], a partir de los descubrimientos de Hubel y
Wiesel [9].

En el Capitulo [2| daremos las definiciones y resultados sobre espacios de polinomios
para poder caracterizar el espacio de funciones correspondiente a una red neuronal
convolucional. Daremos condiciones sobre los coeficientes de polinomios de coeficientes
reales de grados 2, 3 y 4 para determinar la cantidad de raices reales y su multiplici-
dad. Esto nos permitira dar ejemplos de espacios de funciones asociados a distintas redes.

En el Capitulo [3] veremos al espacio de funciones como un subconjunto de un espacio
de matrices convolucionales. Demostraremos que se trata de conjunto semi-algebraico
que describiremos con ecuaciones e inecuaciones sobre los coeficientes de una matriz
convolucional genérica. Daremos condiciones para determinar cuando el espacio de
funciones coincide con el espacio de matrices que lo contiene.

En el Capitulo ] analizamos la existencia de puntos criticos para funciones objetivo y
el impacto de la parametrizacion en su busqueda. Damos una relaciéon entre los puntos
criticos del espacio de funciones y los del espacio de parametros. Aplicamos los teoremas
demostrados para hallar puntos criticos de la funcién de error cuadratico y comprobamos
la convergencia del algoritmo de descenso del gradiente a estos puntos.






1. Redes convolucionales

1.1. Definiciones generales

En este trabajo, estudiaremos un tipo de red lineal llamada convolucional. Son
muy eficaces para identificar patrones en imagenes con el fin de reconocer objetos. Se
utilizan tipicamente para clasificar imdgenes, datos de audio y senales [3]. Para enten-
der lo que la diferencia de otras redes, debemos comprender la operacién de convolucion.

En el contexto de los algoritmos de machine learning, la convolucion es una operacion
matematica entre matrices. Una de sus entradas es el filtro, cuyas componentes son los
parametros que la red buscara ajustar. Comencemos con un ejemplo de convolucion
entre dos matrices.

Consideramos el filtro

1 0 -1

1 0 -1

1 0 -1

y la matriz

001 0O
001 0O
11111
00100
00100

Si identificamos una entrada de valor ‘0’ con un pixel negro y una entrada de valor
‘1’ con un pixel blanco, esta matriz codifica la imagen de una linea vertical y otra
horizontal en cruz.

La operaciéon de convolucién dara como resultado una matriz de 3 x 3. Para calcular
el valor de la primera entrada, posicionamos el filtro en la esquina superior izquierda de
la matriz de manera que se encuentre completamente dentro como en la Figura de la
izquierda y luego realizamos la multiplicacién término a término de los coeficientes del
filtro y las entradas de la matriz que se encuentran superpuestos. El valor de la entrada
es la suma de estos productos:

IXx0+0x04+(=1)x1+1x04+0x04+(=1)x1+1x14+0x1+(-1)x1=-2.

Para calcular la entrada siguiente, se desplaza el filtro una posicién a la derecha siempre
que se pueda disponer el filtro completamente dentro de la imagen. En este ejemplo,
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O O= O O
OO OO
— = =
OO = OO
OO = OO
OO = OO
OO = OO
— = = = =
OO = OO
OO = OO

Figura 1.1.: El recuadro naranja senala la posicién del filtro sobre la matriz. Al lado de
cada entrada de la matriz, se encuentra en naranja el coeficiente del filtro
por el cual se multiplicara.

La imagen de la izquierda corresponde al calculo de la primera entrada
mientras que la de la derecha corresponde al célculo de la cuarta entrada.

al finalizar la tercera iteracion, ya no queda margen para desplazarse a la derecha. Por
lo que se posiciona el filtro en el borde izquierdo una posiciéon por debajo como en la
Figura [I.1] de la derecha.

La matriz final obtenida es
-2 0 2

-2 0 2
-2 0 2

Consideremos ahora las entradas con valores positivos como pixeles blancos y los no
positivos como pixeles negros. La matriz resultante codifica una imagen de fondo negro
con una unica linea vertical. Intuimos entonces que este tipo de filtro detecta la presencia
de lineas verticales. En [4], se realiza la convolucién de este filtro con una imagen més
compleja que consta de rectas con distintas orientaciones. En la imagen final solo quedan
las rectas verticales. Las imédgenes estan dispuestas en la Figura[[.2]

Nos centraremos en la operacion de convolucién entre vectores.

Ejemplo 1.1.0.1. Consideremos el filtro w y el vector = dados por
w=[-1, 0, 1], z=[1, 3, 0, 2, —1].

La convolucién de estos dos vectores resultard en otro vector de tres coordenadas. El
filtro w recorre al vector « como se ilustra en la Figura[I.3] El calculo de las coordenadas
del vector final es

(1) x1+0x34+1x0, (-1)x3+0x04+1x2, (=1)x0+0x2+1x(-1)]
=[-1, -1, —1].

A lo largo del trabajo, llamaremos convolucion a un tipo de transformacién lineal que
definimos a continuacién.
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Figura 1.2.: A la izquierda, la imagen original. A la derecha, la imagen resultante de la
convolucion con el filtro.

130 2 -1 1302 -1 [1 30 2 1]

Figura 1.3.: El recuadro naranja senala la posicién del filtro sobre el vector. Por encima
de las coordenadas del vector se encuentran los coeficientes del filtro con los
que se realizara la multiplicacién.

Definicién 1.1.0.1. Sean s, k,dy,d; € N relacionados por
Sdl—dozs—k. (1101)

Una convolucidn es una transformacion lineal o : R% — R% que tiene asociado un
vector w = (co,...,cr_1) € R¥ fijo, su filtro, y el entero positivo s que llamamos salto.
Las coordenadas ¢; del filtro se denominan pesos y el entero k indica su tamano.

Si 2 € R%, la convolucién « se expresa como

(a(z)); = Z Cj * Listys (1.1.0.2)

JE[K]

con0<i<dy—1lylk]={0,1,....,k—1}.
La matriz de « en la base canédnica es de la forma

Cho C1 N & | 0 0
W = 0 ... 0 Co C1 coe Crp—1 0 .. 0 . (1103)
0 0 0 0 0 Co C1 e Cr—1

La fila i-ésima comienza con s(i — 1) ceros.
La relacién ((1.1.0.1]) entre los tamanos de la entrada dy, de la salida d;, del filtro k£ y el
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salto s garantizan la buena definicién de la transformacién lineal.
Definimos ademés un mapa ¢ que toma una matriz convolucional W € R4 y le asigna
su filtro w € R*

P(do,dr),k - W — w. (1.1.0.4)

A lo largo del trabajo lo denotaremos ¢ sin especificar las dimensiones de la matriz de
entrada ni el tamano de su filtro.

Podemos decir que una convoluciéon actia sobre un vector x recorriéndolo: se
posa sobre una coordenada x; del vector original, toma la suma ponderada de las k
coordenadas siguientes y luego avanza s coordenadas para repetir el procedimiento en
la coordenada ;4. El salto marca la velocidad de recorrido. En el Ejemplo [I.1.0.1], el
filtro tiene tamano k = 3 y coordenadas (1,0, —1), el salto es s = 1 e indica que el filtro
se desplaza un lugar en cada iteracion al recorrer el vector.

En este mismo ejemplo hemos denotado los vectores con corchetes pero a lo largo del
trabajo lo haremos con paréntesis.

Ejemplo 1.1.0.2. Describimos una convolucién o : RT — R3 con filtrow = (—1,2,4) € R3
de tamafo k = 3 y salto s = 2. Dado un vector de entrada x € R”, el vector de salida es

—x0 + 221 + 429
a(z) = | =9+ 2x5 + 4y
—T4 + 25 + 4xg

Su matriz en la base candnica es

-12 4 0 0 00
0 0 -12 4 00
0 0 0 0 -1 2 4

Damos un ejemplo mas general de una convolucion.

FEjemplo 1.1.0.3. Si se toma un filtro w de tamano k = 4, como salto s = 1 y una entrada
en RS podemos calcular el tamaiio de la salida a partir de (1.1.0.1)) como
6—4

— +1=3
1 +

La matriz en base candnica de la convolucién es

wy w; wy wg 0 0

0 Wy W1 Wy W3 0

0 0 Wy W1 Wy W3
Observacion 1.1.0.1. Las matrices como en la Definicién [[L1.0.3] se conocen como matri-
ces de Toeplitz generalizadas. En este trabajo, las llamaremos matrices convolucionales.

Una matriz de Toeplitz es una matriz cuyas diagonales descendientes (de izquierda
a derecha) tienen elementos constantes. Esto sucede con convoluciones de salto s = 1

como en el Ejemplo [1.1.0.3]
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En el ambito computacional, se llama convolucién a la operacién descrita al comienzo
de esta seccion. Se realiza entre vectores multidimensionales. Es la misma operacion
que esta descrita en el Ejemplo [1.1.0.1] entre dos vectores. En cambio, en el marco de
este trabajo, cada vez que se utilice la denominacién de convolucion haré referencia a
una transformacién lineal como la descrita en la Definicién [L1.0.1l Esta transformacién
lineal realiza la operacién de convolucion entre su filtro, un vector fijo, y otro vector
que recibe como entrada.

Definimos a continuacién una red lineal convolucional, el objeto de estudio de este
trabajo.

Definicién 1.1.0.2. Sea L € N, consideramos «q, ..., ay convoluciones definidas como

en [LT.OJ]

Cada convolucién o : R4 — R% tiene asociado un tamafio de entrada d;_; € N, un
tamaro de salida d; € N, un filtro w' = (w}, ..., w} ;) con su tamano k; € N y un salto

s; € N. Estas cantidades se relacionan como en (|1.1.0.1])

dlSl — dl,1 = S — k’l. (1105)

Guardamos esta informacién en vectores que denotaremos d = (dy,...,dr), k =
(k1,...,k) ys=(s1,...,s.). La tupla (d, k,s) constituye la arquitectura de la red.
Una red lineal convolucional con arquitectura (d, k, s) es una familia de transformaciones
lineales

{f R 5 R%/f(x) = (ago-o0a)(x)}. (1.1.0.6)

Cada convolucion «; es una capa de la funcién f. Nos referimos a la cantidad L de capas
como a la profundidad de la red. Llamaremos capa de entrada a oy y capa de salida a ay,.

Llamamos espacio de pardmetros al conjunto W = R* x . - - x R¥Z de vectores de filtros.

La matriz en base canénica W € R%*% de una transformacion lineal f de la red se
obtiene como el producto de las matrices convolucionales W; € R4*%-1 de la Definicién
1.1.0.3| asociadas a cada capa

W == WLWL,1 ‘e WQWl.

Una red lineal convolucional es un conjunto de transformaciones lineales con una
estructura particular determinada por su arquitectura. Cada funcién de la red es una
composicion de convoluciones con tamanos de entrada, de salida, de filtro y saltos fijados
por la arquitectura. Se obtienen las distintas transformaciones lineales que conforman la
red al variar el valor de los pesos del filtro de cada capa. Estos pesos son los pardmetros
que ajustara el modelo computacional para obtener un mejor desempeno en la tarea
para la que fue disefiado. Esto se ampliard en el Capitulo [4]
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Observacion 1.1.0.2. Si se conocen el tamano de la entrada de la red dj, el tamano de
la salida de la red dj y los vectores de saltos s = (s1,...,s.) y de tamanos de filtro

k = (ki,...,kp), la relacién [1.1.0.5

di_1—k
S1

d; 1

permite deducir los tamanos de entrada y de salida de las capas intermedias.
Damos un ejemplo a continuacién.

Ejemplo 1.1.0.4. Si la arquitectura de la red es d = (5,3,2), k = (3,2) y s = (1,1),

cada transformacién lineal es una composicién de dos convoluciones a; : R® — R? y

as : R? — R2 El filtro de la primera es w' = (wl, wi,wl) de tamano k; = 3 y el de la

segunda es w? = (w3, w}) de tamano ky = 2. Ambas tienen salto s; = sy = 1.

Un elemento de la red f : R® — R? viene dado por f(z) = (g 0 a1)(z) y calculamos su
matriz en base canénica W € R3*2 como el producto

2
w2 w

__[OO Vool 10wy owl wlo0

Wo %ol lo o0 w w w

0 Wi W

=

QO}wéw}w%OO

Elijamos algunos valores para los pesos para ver qué forma tiene una transformacién
lineal particular de la red. Si w! = (1,0, —1) y w? = (2,1),

21 -2 -1 0

10 -1 0 0
{021—2—1'

Wz[ééﬂOlO—lO =
00 1 0 =1

Podemos notar en el ejemplo que la transformacién lineal resultante es nuevamente una

convolucién con filtro w = (2,1, —2, —1) de tamano k = 4 y salto s = 1.

En general, al componer dos convoluciones cualesquiera, el resultado también es una
convolucién. Podemos calcular su filtro, el tamano de su filtro y su salto a partir de los
filtros y saltos de las convoluciones compuestas.

M4s precisamente, si se consideran dos convoluciones ay : R% — R% y ay : RM — R%

con filtros respectivos w! € R¥ y w? € R*2 que satisfacen (1.1.0.2)), la composicién viene
dada por

(az0ai)(z); = Z wJQ- $ a1 (T )isy4j = Z w]2" Z w; - L(isg+j)s1+l

J€lk1] J€lk2] lefki]
- Z Z W)+ Tisgsy (s +) (1.1.0.7)
je[kz] lE[kl]

= E U * Lisgsi+m-

mE[(k271)81+k1}
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1.1. Definiciones generales

Como0<I<k —1y0<j<ky—1,el contador m = js; + [ puede tomar valores

l§j81+l§(1€2—1)81+l - O§j81+l§(k2—1)81+l
= 0<js1+1<(hka—1)s1+k —1

El filtro u de la convolucién resultante tiene tamano (ks — 1)s; + ky y calculamos sus
pesos como

Up = > wiw. (1.1.0.8)
j€lka),l€[k1]
jsi+l=m

Si para algin valor de m € [(ky — 1)sy + k1], no existen j € [ko],l € [k1] tales que
m = js1 + [, el peso correspondiente u,, es nulo.

La convolucién resultante tiene salto s = s;s.

En el siguiente resultado, generalizamos esta observacion a una composicién de L
convoluciones. El salto de la convolucion resultante es el producto de los saltos de cada
convoluciéon que se compone.

Proposicién 1.1.0.1. La composicion de L convoluciones con filtros de tamano k =
(k1,...,kr) y saltos s = (s1,...,S1) resulta en una convolucion con filtro de tamario
k= ki + S5, (ki — ODIIL sy salto s = [, si. Ademds, si todos los saltos s;
coinciden con el valor 5, entonces k = dy — (dy — 1)5 y s = s-.

Demostracion. El resultado se demuestra por induccién en la cantidad de filtros L. El
caso base L = 2 consiste en el desarrollo previo.

Se denota & a la composicion de los primeros L — 1 filtros. Asi,

(apoapyo--om)(x);=(apod)(@)i= Y wf-(&(r))is;. (1.1.0.9)

Por hipétesis inductiva, & es una matriz convolucional con tamano de filtro k=
ki + S5 (ke — D) T2 81, salto 5 =[] s, y filtro @ de forma que

= E Wy * Tig4l-

lelk]

Se puede entonces reescribir (1.1.0.9)) como
L, ( 0 -
wj w; ZSL+j s+l w wlxlSLS+jS+l
] le[k]

jelkr jelke) 1k

Llamamos m = j§ + [ y calculamos los valores que puede tomar. Como s = tL:_ll St,

OgjgkL—lyoglgkl—i—Zf:_Ql( )Ht15t 1, se tiene que

11



1. Redes convolucionales

L-1 L-1 r—1
0<m< (bp =D ] sethk+> (ke —D]]s—1
t=1 r=2 t=1

r—1

L
—=0<m<k+» (k—1]]s—-1
r=2 t=1
La convolucién resultante tiene tamafio de filtro ky + 325 (k, — 1) [[/Z) s v
salto s = 5.5 = Hle S¢. O

Observacion 1.1.0.3. Dada una red de arquitectura (d, k, s) y profundidad L, deducimos
de este resultado que los elementos que conforman el espacio de funciones son a su vez
convoluciones con tamano de entrada dgy, tamano de salida dr, tamano de filtro

L -1
k=ki+Y (k=1 ] sm
=2 m=1

y salto s =[], 1.
En el caso en que s = (1,..., 1), diremos que es una red de salto 1. Los elementos del
espacio de funciones tienen tamano de salto 1 y tamano de filtro

L L

k=hk+Y (k—1)=) k- (L-1). (1.1.0.10)

=2 =1
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1.2. Relacion con el sistema de vision

1.2. Relaciéon con el sistema de vision

Las redes convolucionales son quizas la historia de mayor éxito de inteligencia artificial
inspirada por la biologia [2]. Si bien su desarrollo fue guiado por muchos campos, las
caracteristicas principales de su diseno se basan en la neurociencia. En esta seccién, re-
pasaremos sus origenes en los descubrimientos de Hubel y Wiesel [9] y cémo dieron lugar
a un modelo precursor, el Neocognitron [10]. Compararemos una versién simplificada del
modelo de visién humana con la arquitectura més usual de redes convolucionales para
el reconocimiento de objetos.

En su trabajo de 1962 [9], los cientificos Hubel y Wiesel estudiaron las neuronas presentes
en el cortex visual primario de gatos. Proyectaron estimulos luminicos en ubicaciones
precisas de una pantalla y registraron la respuesta de neuronas individuales. Esto les
permitio distinguir entre neuronas simples y complejas.

Hallaron que, para cada neurona simple, la pantalla podia dividirse en regiones excita-
torias, cuya iluminacion provocaba una respuesta, y regiones inhibitorias, cuya ilumina-
cién suprimia la respuesta. Estas regiones eran antagonistas: iluminarlas en simultaneo
no povocaba casi respuesta. Ademads, el cambio en la tasa de respuesta variaba segin el
tamano del estimulo.

A partir de la disposicién de estas regiones en la pantalla, pudieron predecir para cada
neurona el estimulo estacionario mas eficiente. Si bien distinguieron de distintos tipos,
compartian una propiedad: las areas excitatorias e inhibitorias se disponian lado a lado
y las separaban lineas paralelas como puede observarse en la Figura La orientacion
de los limites entre regiones era caracteristico de cada célula.

Los estimulos estacionarios hallados mas comunes fueron rectangulos de luz, podia ha-
ber varios siempre que fueran paralelos, y la divisién de la pantalla en dos regiones,
una iluminada y otra oscura. En la Figura[1.4] se dan ejemplos oblicuos pero podian ser
verticales u horizontales.

Dedujeron entonces que cada neurona simple era sensible a un tipo de estimulo senci-
llo, con su orientacién caracteristica, ubicado en una zona especifica de la pantalla. En
cambio, las neuronas complejas respondian a estimulos formados por patrones mas com-
plejos. Mantenian una respuesta consistente sin importar su ubicaciéon en la pantalla.
Propusieron un modelo en el que las neuronas complejas estaban conectadas a varias
células simples que respondian al mismo tipo de estimulo en ubicaciones precisas.
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1. Redes convolucionales

Figura 1.4.: A la izquierda, la disposicién de las dreas excitatorias (representadas por un
simbolo de cruz) y de las areas inhibitorias (representadas por un simbolo
de tridngulo) separadas por un eje orientado. A la derecha, el estimulo es-
tacionario mas eficiente. La zona blanca representa la region iluminada.

Estos descubrimientos dirigieron la investigacién a explicar el sistema de vision me-
diante modelos jerarquicos. Estos modelos se estructuran en capas dotadas de unidades
de procesamiento, analogas a las neuronas. Cada unidad tiene una region del espacio
visual a la que responde que llamamos campo receptivo. El campo receptivo de las unida-
des de un nivel de la jerarquia se construye combinando la salida de unidades de un nivel
inferior. Después de algunas etapas de procesamiento, los campos receptivos pequenos y
sensibles a estimulos simples se combinan para formar campos receptivos mas grandes
y sensibles a estimulos mas complejos.

En un acercamiento simplificado al sistema de visién, al observar un objeto, la infor-
macion fluye de la retina, a través de la region LGN, de las regiones del cortex visual
V1 y V4 y finaliza su recorrido en el cortex prefrontal. A medida que se recorren estas
regiones, los estimulos que excitan las neuronas se vuelven mas complejos. En la regién
V1, las neuronas detectan rectas orientadas o bordes mientras que en el cortex prefrontal
se han hallado neuronas sensibles a objetos complejos y hasta a caras [12]. Las neuronas
se vuelven mas tolerantes con respecto a la posicion exacta del estimulo y a su escala.
A su vez, su campo receptivo se vuelve mayor.

Los modelos jerarquicos son consistentes con el comportamiento estudiado de poblacio-
nes de neuronas en las regiones nombradas, con los estudios de fMRI y la evidencia
psicolégica [12].
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1.2. Relacion con el sistema de vision

El comportamiento de las neuronas sim-

ples y complejas inspir6 el diseno del Neo- W -
cognitron, un modelo computacional que B J\é’ L
se aplicé para el reconocimiento de carac- Classification S5

teres. Daremos una explicacion simplifica- e b_““v @
da de su funcionamiento para este caso.

El modelo recibe como entrada una ima- \\
gen de un caracter y su objetivo es deter-
minar cual es. Se trata de una red com-
puesta por capas sucesivas. Cada capa

contiene células. Son funciones que reci- / \
ben como entrada los valores de salida de

algunas células de la capa anterior, los pro- / A\
cesan y emiten un valor de salida que reci- A @
biran algunas células de la capa siguiente. N /1

Dos células estan conectadas si una reci- ')’:‘Vf*\J_\)t Ekxe
be como entrada el valor de salida de la V1/V2 '\T"~’."';_'7_'.*.~\-.f
otra. Cada célula tiene un campo recepti- ClGIOOREIGI0N)

vo que consta de todas las células de la
capa anterior cuyo valor de salida recibe
como entrada.

En este contexto, utilizamos la denomina-
cién “capa’ de forma distinta. Cada capa
estd formada de planos. Podemos imagi-
nar que un plano es una grilla del tamano Figura 1.5.: Un esquema de un modelo

de la imagen de entrada compuesto por jerarquico. Los acréonimos ‘PI'T’
células. Cada célula tiene como campo re- y ‘AIT’ designan zonas del cor-
ceptivo una region de un plano de la capa tex prefrontal y ‘V1’, ‘V2' y
anterior. Dicha regién es un entorno de la ‘V4’ zonas del cortex visual.

ubicaciéon de la célula en su plano proyec-
tada al plano anterior. Lo ilustramos en la
Figura (1.6}

Existen dos tipos de células, las simples y las complejas, que emulan el comporta-
miento de las neuronas correspondientes. Cada célula simple detecta una caracteristica
particular en una ubicacion especifica del plano. Todas las células simples de un mismo
plano detectan el mismo rasgo. Una célula compleja recibe la salida de varias células
simples de un mismo plano con distintas ubicaciones. El resultado buscado es que una
célula compleja responda al mismo estimulo sin importar su ubicacion en la entrada, tal
como lo hacen las neuronas complejas.

La red alterna una capa de células simples, denotada Ug, y una de células complejas Uc.
Describimos esta arquitectura en la Figura [I.6]

Las células simples aprenderan qué caracteristica detectar. A medida que se encuentren
en capas mas profundas, detectaran rasgos més complejos.

Veamos, de forma esquemadtica, como funciona esta arquitectura para detectar un
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1. Redes convolucionales
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Figura 1.6.: Los rectangulos mas grandes representan las capas y los mas pequenos en
su interior, los planos. Los circulos sobre cada plano indican los campos re-
ceptivos de las células de la capa siguiente. Podemos observar que el tamano
del campo receptivo aumenta con la profundidad de la red. La ultima capa,
la de salida, tiene células cuyo tamano de campo receptivo es toda la imagen
de entrada.

caracter.

Figura 1.7.: El primer cuadrado Uj es la imagen de entrada. En los cuadrados siguientes
estan dibujados los rasgos reconocidos por las capas indicadas. Los circulos
indican los campos receptivos de las células.

En la Figura [I.7) Uy es la imagen de entrada. En este ejemplo, es el cardcter ‘A’. El
cuadrado siguiente ilustra los rasgos que detectan las células de los planos de la capas Ug;
y Ugi. Son caracteristicas simples: esquinas, lineas, intersecciones de lineas. A medida
que se avanza en la red, el campo receptivo aumenta de tamano. Las capas siguientes
detectan rasgos mas complejos que son combinaciones de los mas simples detectados
previamente.
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1.2. Relacion con el sistema de vision

Vemos en la Figura [I.8|los planos de las

primeras capas. Ug Us,
El primer plano de Ug; consta de células :

simples que detectan esquinas orientadas

hacia arriba. Cada célula simple detecta

este patréon en la imagen en un entorno I
de su ubicacién en el plano. Por ejemplo, o I
notamos en la figura que solo se activan / :
las células ubicadas en la region del plano

contraria la esquina superior del caracter ‘—— > fa
‘A’. Al contrario, las células de las esqui- | /

nas no se activan.

Podriamos decir que este patrén de esqui-
na orientada hacia arriba es la salida de

las células simples que recibiran las células @>
complejas del plano correspondiente de la
capa Ugy. Estas células detectan este mis-
mo rasgo en distintas ubicaciones de su ol
campo receptivo.

En la segunda capa, el campo receptivo
de las células es mas amplio. Reciben co-
mo entrada los rasgos distinguidos en la
capa anterior y aprenden a dectectar una
combinacion de ellos.

De la segunda capa Ugs, solo se ilustra un
plano. El area cubierta por el campo re-
ceptivo de la célula presentada no abarca los extremos inferiores del caracter ‘A’. Las
células de este plano detectan una combinacién de la esquina superior y los cruces de
este caracter.

La capa final tendra como campo receptivo toda la imagen y se habra especializado en
la deteccién de cada caracter.

Las redes convoluciones estan directamente inspiradas en las nociones de neuronas
simples y complejas y su arquitectura se asemeja al circuito 'LGN-V1-V2-V4-IT’ descri-
to. Tienen sus raices en el Neocognitron [11].

En las arquitecturas mas comunes de redes convolucionales, podemos hallar capas con-
volucionales y capas de pooling.

En la Seccion describimos las capas convolucionales. Son andlogas a las células sim-
ples. Podriamos pensar que los pesos de los filtros asociados codifican zonas excitatorias
e inhibitorias. Un peso negativo codifica una zona inhibitoria mientras que uno posi-
tivo codifica una zona excitatoria. Esto, en los estratos iniciales, les permite detectar
caracteristicas simples como vimos en el Ejemplo con el filtro que detecta las rectas
verticales. En este trabajo, solo estudiaremos convoluciones cuya entrada es un vector.
En general, en los modelos de procesamiento de imégenes, la entrada de la red es una

Uey
que, superpuesto sobre la imagen, se en- @\
O j
I
|
I

Figura 1.8.: Planos de las capas Ug; v U
con los rasgos detectados.
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1. Redes convolucionales

matriz que codifica la imagen. Tras pasar por una capa de convolucién, se obtiene un
mapa de activacion. Se trata de una copia de la imagen en la que solamente figura el
rasgo detectado por la capa en las ubicaciones que se encontro este rasgo en la imagen
original. Esto se asemeja a los planos del Neocognitron y tiene un eco en la estructura
del cortex visual primario. Las neuronas simples tienen una distribucion espacial reti-
notépica. Es decir, que las neuronas adyacentes tienen campos visuales contiguos. Su
organizacién forma una representacion topogréfica del campo visual y tiene un compor-
tamiento similar al del filtro de una convolucién mientras recorre una imagen.

El objetivo de las capas de pooling es condensar la informacion que reciben de las capas
convolucionales. Un ejemplo es la funciéon max pooling que elige el elemento maximo
de la regién que abarca de su entrada. Las capas de pooling comparten caracteristicas
con las células complejas del Neocognitron, como la tolerancia a ciertas transformaciones
del rasgo que detectan.

Las capas més profundas de una red son sensibles a estimulos mas complejos y se ase-
mejan a las neuronas halladas en el cortex prefrontal. ;Como podemos comprender qué
detecta cada capa de una red convolucional? Una estrategia es encontrar las imagenes
del conjunto de entrenamiento que resulten en una mayor respuesta de la capa. Diremos
que la activan. Otra estrategia es partir de una imagen de ruido aleatorio y, mediante
procedimientos de optimizacion, obtener una imagen que genere la salida méxima de la
capa. Podemos pensar que es buscar un mapa de activacién 6ptimo para esa capa.

Step 0 Step 4 Step 48 Step 2048

Figura 1.9.: Progresion de los pasos para hallar un mapa de activacion 6ptimo para una
capa. La imagen final es el patrén que activa esta capa.

En el articulo [I3], se detallan estas técnicas y se proveen ejemplos de la red Google-
LeNet entrenada con el conjunto de datos ImageNet. Mostraremos algunos de ellos a
continuacion.

En la Figura [1.10] comparamos las imagenes del conjunto de datos que generan una
mayor activacion con las que se obtuvieron mediante optimizacién. Al comparar las
iméagenes de la tercera columna, deducimos que la capa no estd especializada en la
deteccion de nubes sino en la de una textura “esponjosa’. La segunda columna ilustra
una capa especializada en la deteccion de hocicos.
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1.2. Relacion con el sistema de vision

Figura 1.10.: Cada columna representa una capa. En la primera fila, las imagenes que
generan la mayor activacion. En la segunda, las imégenes que se obtuvieron
mediante optimizacion.

Con estos ejemplos, ilustraremos la complejizacion de los rasgos detectados a medida
que se avanza por la red.

Figura 1.11.: En las capas iniciales, se detectan texturas o patrones basicos. Como el
campo receptivo es pequeno, se muestra una composicion en mosaico de
los estimulos.

4 4

- 3
Bookshelves

Figura 1.12.: En las capas siguientes, se distinguen patrones mas complejos y hasta ras-
gos de objetos.
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1. Redes convolucionales

Turtle shells

Icecream & bread Cat fur

Figura 1.13.: Las capas comienzan a discernir animales y objetos en un contexto. La
distincién no es tan fina todavia. Se activan con conceptos o texturas si-
milares, como en la segunda imagen que observamos pan y helado.

Traffic lights

Figura 1.14.: Mas adelante en la red, las capas son sensibles a conceptos semanticos
diferenciados. Si bien la interpretacion de las imégenes visualizadas se di-
ficulta, atn se pueden distinguir los conceptos que las activan.

Figura 1.15.: En las capas més profundas, se pierden las nociones semanticas en la vi-
sualizacion.
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2. Polinomios, discriminantes y raices
multiples

Para poder comprender la estructura del espacio de funciones, trabajaremos con po-
linomios. Nos interesara encontrar criterios para determinar la cantidad de raices reales
de un polinomio dado y su multiplicidad. En este capitulo, listamos las definiciones y
los resultados que necesitaremos en los capitulos siguientes.

Segun el contexto, trabajaremos con polinomios en una variable de R[z] o con polino-
mios homogéneos de dos variables de R[z, y]. Un polinomio homogéneo es un polinomio
en que cada monomio tiene el mismo grado. Por ejemplo p = x* 4 223y — 22y? + 62y +y*
es un polinomio homogéneo de grado 4 en dos variables.

El discriminante de un polinomio p = a,z"+a, 12" y+- - -+ayzy" ' +aey™ € Rz, y]
es otro polinomio, con coeficientes enteros, en los coeficientes a,, ..., ay que se anula si y
solamente si p tiene una raiz compleja doble distinta de x = y = 0. Damos la definicién
que figura en el Capitulo 4 de [14].

Definicién 2.0.0.1. Sip(z) = 2" +a, 12" '+ - -+ ag es un polinomio ménico de grado
nyx,...,x, son sus raices en C repetidas acorde a su multiplicidad, podemos calcular
el determinante como

A= H (CCZ — l’j)Q.

n>i>j>1

Ejemplo 2.0.0.1. Si se tiene un polinomio p(x) = x?+a;z+ay, el discriminante se calcula
€como
A = a? — 4ay.

Observacion 2.0.0.1. En el caso de polinomios en dos variables homogéneos y ménicos
de grado n de la forma

1

p(z,y) =2" + ap_12" "y + - + agy”

definiremos su discriminante como el discriminante detallado en [2.0.0.1] del polinomio
homogéneo y moénico de grado n

p(z,1) =p(x) = 2" + an_lx”_l + -+ ap.

El signo del discriminante puede dar una idea de la cantidad de raices reales del
polinomio, como indica el siguiente resultado de [14]
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2. Polinomios, discriminantes y raices miltiples

Proposicién 2.0.0.1. Sea p € R[z| mdnico, de grado n y con n raices distintas en C.
Si denotamos t la cantidad de raices reales de p, se tiene que

A>0 <= t=n mdd (4),
A<0 < t=n—-2 mdd (4).

Demostracion. Sean yi,...,y; las raices reales de p y 21,%1,...,2, 2s Sus raices en
C—R. Asi, n =2s +t.

Analizamos los distintos factores que pueden aparecer en el producto que define al
discriminante:

w (g —y)? >0, 1<i<j<t,

s (- 2)i—5)?>0,1<i<t,1<j<s
pues el conjugado de y; — z; es y; — Z;,

s (i —z)(z— )& — )5 — 7)) >0,1<i<j<s
pues el conjugado de z; — z; es z; — Z; y el conjugado de z; — 2; es Z; — zj,

u (Zi_z_i)2<07 1< <s.

Luego, el signo del discriminante depende de los factores en que se resta una raiz compleja

con su conjugada
S

sign(A) = sign(] [ (zi — #)*) = (-1)°.

i=1

Como t = n — 2s, al mirar el resto en la divisién por 4, t =n — 2s méd (4),
t=n méd (4) <= s=0 mdd (4) o s=2 mdbd (4)

< s=0 mdd (2)
— A>0.

t=n—2 méd (4) <= 2s=2 mdd (4)
< s=1 mdd (4) o s=3 mdd (4)
< s=1 mdd (2)
— A <O.
[

Definicién 2.0.0.2. Dado un entero positivo n € N, una particion es una forma de des-
componerlo como una suma de enteros positivos. Para evitar repeticiones, una particion
(A, ..., Ar) de n cumple que

MZX> > hyn=A A+ +A.
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2.1. Polinomios de grado tres
Por ejemplo, las posibles particiones de n = 3 son (3), (2,1) y (1,1,1).

Definicién 2.0.0.3. Dada una particion A = (Aq,..., \,) de n, el locus de raices milti-
ples Ay C Rz, yl, es el conjunto de polinomios homogéneos de grado n que tienen r
raices complejas, no necesariamente distintas, con multiplicidades Ay, ..., .. Es decir,
A, es el conjunto de polinomios P € R[z, y],, que pueden escribirse como P = Qi‘l QY
con cada @Q); € C[x,y]; una forma lineal compleja.

Ejemplo 2.0.0.2. A(z,1) es el conjunto de polinomios de grado 3 que tienen una raiz doble
y una simple. Estos polinomios pueden escribirse como

a(z — ay)(z — By)*
con a € R, o, 8 € C. Como en la definicién no se exige que las r raices sean distintas, la
raiz simple puede coincidir con la raiz doble. Asi, un polinomio de grado 3 con una raiz
triple también estd en A 1.

3

En particular, los polinomios (z —y)* y (z — y)*(z — 3y) son elementos de A 1y pero

solo (z — y)? es un elemento de Ag).

Nos interesa ademas distinguir entre raices complejas y reales.

Definicién 2.0.0.4. Un polinomio homogéneo P € Rz, y|, tiene un patrén de multi-
plicidad de raices reales, abreviado rrmp, (p|y) = (p1,- .., pr|71,---,7e) si tiene 7 raices
reales distintas con multiplicidades py,...,p, v ¢ pares distintos de una raiz compleja
y su respectiva conjugada con multiplicidades 71, ...,7v.. Es decir, que puede escribirse
como

P=pl. . .prqlt ... q),
con p; € Rlz,y]1 v ¢; € R[z,y|s irreducibles y linealmente independientes dos a dos.
Cada factor g; tiene dos raices complejas conjugadas.

Ejemplo 2.0.0.3. Para polinomios de grado dos p = ax? + bxy + cy?, el discriminante
A = b? — 4ac distingue tres rrmp posibles:

11]0 dos raices reales distintas: A>0
2|0 una raiz real doble: A=0
0|1 sin raices reales: A <0

En lo que sigue, ilustraremos los posibles rrmp de polinomios de grado tres y cuatro.

2.1. Polinomios de grado tres

Definicién 2.1.0.1. Dado un polinomio de grado tres p = az® + bx?y + cxy? + dy® con
coeficientes reales, se calcula el discriminante

A = b*c® — dac® — 4b°d — 27a*d* + 18abcd. (2.1.0.1)
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2. Polinomios, discriminantes y raices miltiples

Se definen ademas las siguientes cantidades

81 = 3ac — b?,
dy = 9ad — be, (2.1.0.2)
53 = 3bd — 02.

Lema 2.1.0.1. El discriminante de un polinomio de grado tres p = ax®+bx*y-+cry?+dy?
puede escribirse como
A - 451(53 - (Sg

Demostracién. Consideramos un polinomio homogéneo p(z,y) = Ax® + 3Bz’y +
3Cxy? + Dy?. Respecto a los coeficientes del polinomio del enunciado, se tiene que
a=Ab=3B,c=3Cyd=D.

La condicion que define al discriminante es que se anula si y solamente si el polinomio
tiene una raiz doble. Esta condicion sobre los coeficientes también puede pensarse en
términos del polinomio y de su derivada. Buscamos valores de A, B,C'y D que permitan
la existencia de una solucion del siguiente sistema

p(z,y) = Ax® + 3Ba*y + 3Cxy* + Dy* = 0
pe(7,y) = 3Ax* + 6By + 3Cy* = 0 (2.1.0.3)
py(7,y) = 3Bz® + 6Cry + 3Dy* = 0.

Si bien pareciera que la eleccién de polinomios homogéneos agrega una ecuacion, cabe
observar que el polinomio es una combinacion lineal de sus derivadas parciales

3p = xp, + ypy.

Esto permite elegir dos ecuaciones del sistema ([2.1.0.3)) con las que seguir trabajando.
Nos quedamos con las de menor grado y, al sacar factor comin 3, obtenemos un nuevo
sistema

Ar* +2Bxy 4+ Cy* = 0

2.1.0.4
Bx? +2Cxy + Dy* = 0. ( )

Mediante la siguiente combinacién lineal, podemos eliminar el término z?
B(A2® + 2Bzy + Cy®) — A(Bx®* + 2Cxy + Dy*) =0
— 2(B* - AC)xy + (BC — AD)y* = 0.

De manera simétrica, eliminamos el término y2. Al simplificar los factores = e y de cada
ecuacién resultante, obtenemos un sistema lineal

2(B* — AC)z + (BC — AD)y =0

(AD — BO)x +2(BD — C?*)y = 0. (2.1.0.5)
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2.1. Polinomios de grado tres

Si el sistema (2.1.0.4]) tiene solucion, entonces también la tiene el sistema (2.1.0.5)). Cada

ecuacion lineal puede resolverse y la condicién de igualdad de las soluciones arroja

x AD-—BC  —2(BD-(?)

y  2(B*—AQ) AD — BC

Deducimos entonces que la condicion que deben cumplir los coeficientes para que el

sistema (2.1.0.3]) admita una solucién es
4(BD — C?)(AC — B*) — (AD — BC)? = 0.

Reescribimos la condicién con los coeficientes del enunciado

Multiplicar la ecuacién anterior por 81 nos permite escribir al determinante como
A = 4(3bd — ¢*)(3ac — b*) — (9ad — bc)?,
donde reconocemos las expresiones de 1,05 y 03. O

Se pueden dar condiciones en términos de A y de §; para caracterizar los posibles
rrmp.

Proposicién 2.1.0.1. Se distinguen cuatro posibles rrmp para un polinomio de grado
tres p = ax® + b’y + cxy? + dy?

11110 tres raices reales distintas: A>0
12|10 una raiz real simple y una raiz real doble: A=0, 0 #0
3|0 una raiz real triple: A=0,6=0
1|1 una raiz real y dos raices complejas conjugadas: A <O.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, podemos considerar un polinomio ménico.
Si A # 0, la cantidad de raices reales se calcula con la Proposicién [2.0.0.1}
Si A > 0, se tiene que t =3 mdéd (4) y por lo tanto hay tres raices reales distintas.

Si A <0, se tiene que t =1 mdd (4), por lo que hay una raiz real. Las restantes dos
raices complejas deben ser conjugadas.

Si A = 0, hay una raiz doble. Queremos distinguir las condiciones para las cuales dicha
raiz es triple. Para las cuentas siguientes, consideramos el polinomio no homogéneo
pla) = (z —ri)(@ —r2)*
= 2% 4 (=2ry — 1)) 2 + (r3 4+ 2ryro)x + (—rar).
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2. Polinomios, discriminantes y raices miltiples

Los coeficientes quedan expresados en funcién de las raices como
a=1
b= —27”2 — T
c= r% + 21179
d= —rir,.

Tras reemplazar estos valores en la definicién de 9; y simplificar, se obtienen las siguientes
expresiones

51 = —(7’2 — 7“1)2
52 = 27”2(7"2 — 7“1)2
63 = —’I"g(’l"z — 7"1)2.

Comprobamos entonces que si 9; = 0, se tiene una raiz triple. En cambio, si d; # 0, la
raiz doble no coincide con la raiz simple. O

Podemos dar una prueba alternativa del resultado aplicando el Teorema de Sturm
cuyo enunciado y definiciones previas pueden leerse en el apéndice [A]

Demostracién. Consideramos un polinomio ménico en una variable p(z) = z* + bx? +
cr + d. La sucesion de Sturm es

fo(x) = 2% + ba® + cx + d
fi(x) =32 +2bz + ¢

2 bc 2 be
9A

Si A = 0, el polinomio tiene una raiz doble. Por el grado, solo puede ser una raiz real.
Ademas, dicha raiz doble puede ser triple. Distinguiremos estos casos segun si d; se anula
0 no.
Si 6; = 0, podemos despejar
2
h=0= 3c-b"=0 = c=3

y reescribir

b3
fo(x) = o7 = dy
(b3 B 27d)2 (2.1.0.6)
A= — 7
27

La condicién A = 0 implica que fo(x) = 0. Por la definicién de los términos de la
sucesién de Sturm, esto significa que p’ divide a p. De esta manera, todas las raices de
p’ son raices de p. Calculamos el discriminante de p/,

Ay = 4b* — 12¢ = —44;.
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2.1. Polinomios de grado tres

Como p’ es un polinomio de grado 2, la condicién d; = 0 implica que su discriminante
se anula y que por lo tanto tiene una raiz real doble. Concluimos que p tiene una raiz
real triple.

Si 07 # 0, el discriminante de p’ no se anula y deducimos que tiene raices simples.
Por el grado del polinomio, deducimos que p tiene todas sus raices reales, una doble y
otra simple.

Si A < 0, el célculo de la sucesion de Sturm finaliza en f(z) = %C. Distinguiremos dos
casos segun si d; se anula o no.
Si 01 = 0, analizamos la variacién de signos en la siguiente tabla

S| A f2
fz(l’) >0 fg(m) <0

En el primer caso, la variacién en —oo es V_,, = 1 y la variacién en +o00 es Vo, = 0.
Por el teorema de Sturm, la cantidad de raices reales es V_, — V.o, = 1. Por el grado
del polinomio, las dos raices restantes deben ser complejas conjugadas. En el segundo,
Ve =2y Vie =1, por lo que deducimos que el polinomio tiene una tnica raiz real y
obtenemos el mismo rrmp.

Cuando 6; # 0, distinguimos dos casos segun su signo. Lo analizamos en la siguiente
tabla.

| fol h fo fs

51 >0 61 <0
me—>—oo fz(x) - + - + -
Hmcc—>+oo fz(x) + + + - -

En ambos casos, V_, =2y Vi, = 1y deducimos el mismo rrmp.

Si A > 0, resulta que 6; # 0. De no ser asi, el desarrollo (2.1.0.6) arroja un
discriminante negativo y contradice la suposicion inicial. Mas aun, debe ser d; > 0.

Supongamos d; < 0. Se puede pensar al discriminante como un polinomio de segundo
grado en la variable d

A(d) = —27d?* + (18bc — 4b%)d + (b — 4c).

Al calcular su determinante A = 16(b* — 3¢)?, observamos que resulta negativo bajo la
hipétesis. Por lo que el polinomio A(d) no tiene raices reales y su signo resulta constante.
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2. Polinomios, discriminantes y raices miltiples

Para determinarlo, evaluamos en d = 0
A(0) = b* — 4c.

Como b? — 3¢ < 0, se deduce que ¢ > 0y, por lo tanto, b> — 4¢ < 0. Esto contradice la
suposicién inicial de que el discriminante es positivo.

Como A > 0, solo puede ser ; > 0 y analizamos la variacion de signos de la sucesién
de Sturm en la siguiente tabla.

fo |l il o] fs
h/mmafoo fz(x) - + - +
g ypoo fiz) | + | + | + | +

Como V_o, =3y Vi = 0, por el teorema de Sturm, se deduce que hay tres raices reales
distintas. n

Ejemplo 2.1.0.1. Sea el polinomio p;(z,y) = x* + 2z%y — zy* — 2y>, su discriminante
vale 36 > 0. Por la proposiciéon anterior, el polinomio tiene tres raices reales distintas.
Su rrmp es (111]0).

Para el polinomio py(z,y) = 23 — 2%y + 2y* — 1y3, el discriminante es —16 < 0 por lo
que concluimos que tiene una raiz real y una raiz compleja con su conjugada. Su rrmp
es (1|1).

Sean ahora ps(x) = x® — 3zy* — 2y y pa(x) = 23 + 322y + 3wy® + 3. El discriminante
de ambos polinomios se anula por lo que tienen rrmp (12]0). Sin embargo, si calculamos
el valor de d; para p4, obtenemos que se anula

51=3-1-3-3=0.

El polinomio tiene en realidad una unica raiz triple y su rrmp es (3|0).

2.2. Polinomios de grado cuatro

Segun [16], un polinomio f, = 2™ + a1 2" 'y + axx™ ?y* + - - - + a,y" puede traducirse

a un polinomio g, = f(z — %, y) = 2" + byx™ ?y* 4 bsa" Py + - - - + by El rrmp de
ambos polinomios coincide.

Definicién 2.2.0.1. Dado p(z,y) = z* + bx®y? + cxy® + dy* con coeficientes reales, se
calcula el discriminante

A = 16b%d — 4b3c? — 128b%d? + 144bc*d — 27¢* + 25643,

Se define ademas la cantidad
§ = 8bd — 9¢% — 2b°.

28



2.2. Polinomios de grado cuatro

Proposiciéon 2.2.0.1. Se distinguen los siguientes rrmp para un polinomio de grado
cuatro:

111110 4 raices reales distintas: A>0,0>0b<0,
112|0 1 raiz real doble y 2 raices reales distintas: A=0,0>0b<0,
22|0 2 raices reales dobles: A=0,0=0,b<0,c=0,
13|10 1 raiz real simple y 1 raiz real triple: A=0,0=0,b<0,c#0,
4|0 1 raiz real cuddruple: A=0,0=0,b=0,
11|1 2 raices reales distintas y 2 raices complejas conjugadas: A <0,
2|1 1 raiz real doble y 2 raices complejas conjugadas: A=0,0<0,
0|2 2 raices complejas conjugadas dobles: A=0,0=0,b>0,
0|11 4 raices complejas distintas: A>0,(0<000b>0).

Demostracion. Sea p(z) = x* 4+ br? + cx + d un polinomio ménico no homogéneo.

Si A < 0, la Proposicién 2.0.0.1] arroja que la cantidad de raices reales ¢t cumple que
t =2 mdbd (4). Como A # 0, solo puede haber dos raices reales distintas simples. Por
el grado, las restantes dos raices son complejas conjugadas. Esto nos permite obviar el
caso en el que el discriminante es negativo en el anélisis posterior.

Computaremos la sucesion de Sturm en dos casos distintos segtin si el coeficiente b es
nulo o no.

Obtenemos ademas formas simplificadas para las cantidades
A = —27¢* +256d° y § = —9c°.
En este caso, § no puede ser positivo.
Distinguiremos los posibles rrmp segin si los coeficientes ¢,d y A se anulan y sus
posibles signos.

Si ¢ = 0, tenemos que § = 0. El polinomio estudiado se escribe como p(z) = z* + d.

Si A = 256d® > 0, entonces d > 0 y el polinomio tiene dos pares de raices complejas
conjugadas.

Si A = 256d® = 0, entonces d = 0 y el polinomio tiene una tnica raiz real con
multiplicidad 4.
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2. Polinomios, discriminantes y raices miltiples

Sic#0y A #0, lasucesién de Sturm resulta

fo(x) =2 +cx+d
fi(z) =42 + ¢
fa(x) = =3cx +d
f3la) = 5

27¢3°

Basta con estudiar las condiciones A > 0 y § < 0. Disponemos el anélisis de variacién
de signos en la siguiente tabla.

Sl A J2 I3
c>0]c<0|ec>0|c<0
h/mmafoo fz(x) + - + - + -
h,mzHJroo fz (il?) + + - + + -

En el caso en que el coeficiente ¢ es negativo, la cantidad de veces que varia el signo
en —oo es 2, por lo que deducimos que V_,, = 2 y en +00 es 2, por lo que V,,, = 2.
Segun el teorema de Sturm, la cantidad de raices reales distintas es Vi — Vi = 0.
Como A # 0, no puede haber raices dobles. Concluimos que el polinomio tiene dos
pares de raices complejas conjugadas.

Cuando el coeficiente ¢ es positivo, V_,, = Vi = 1 por lo que deducimos que el

polinomio no tiene raices reales. De manera andloga al caso anterior, concluimos que el
rrmp es 0|11.
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2.2. Polinomios de grado cuatro

Si A =0, la sucesion de Sturm solo tiene los siguientes tres términos

folx) =2 +cx+d
fi(z) =42° + ¢
fa(z) = =3cx +d

Disponemos el analisis de variacion de signos segun el signo de c¢ en la siguiente tabla.

Lo | A f2
c>01]c<0
h/mxafoo fz (13) + - + -
Cuando el coeficiente ¢ es positivo, V_, = 2y V., = 1. Cuando el coeficiente ¢

es negativo, V_ = 1y Vi, = 0. En ambos casos, conluimos que hay una tnica raiz
real. Como el discriminante es nulo, puede tratarse de una raiz doble o cuadruple. Para
distinguirlo, analizamos las raices de su derivada p’. Como ¢ # 0, p/'(z) = fi1(z) = 423 +¢
tiene una unica raiz real. Deducimos entonces que el polinomio tiene una raiz real doble
y un par de raices complejas conjugadas.

Los términos de la sucesion de Sturm son
fo(x) = 2" + ba® + cx + d = p(x)
fi(z) = 4a® 4+ 2bx + ¢ = P/ ()

1 5 3

fo(x) = —=bz* — Zcx —d
8bd — 9¢* — 2b3 c(b? +12d ) c(b? + 12d
f3(5€): b2 T+ ( 12 ):b—zfﬁ—%
b2 A
fa(x) = ek

Si el discriminante A es positivo, la Proposicién [2.0.0.1] indica que la cantidad de
raices reales ¢ cumple que t = 0 mdd (4). Puede entonces haber cuatro raices reales
distintas o ninguna raiz real. En tal caso, deberan ser distintas raices complejas simples.
Distinguiremos estos casos segun el signo de 0 y de b.

Sid>0yb<0, disponemos el analisis de variacion de signos en la siguiente tabla.

Como V_, =4y V., =0, comprobamos que hay cuatro raices reales distintas.

A continuacion, analizamos los casos correspondientes a la condicién 6 < 0o b > 0.
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2. Polinomios, discriminantes y raices miltiples

fO fl f2 f3 f4
meﬁfoo fz (SC) + - + - -+
lm, sy filr) |+ |+ |+ |+ | +

Si se cumple que b > 0, disponemos el analisis de variacién de signos segun el signo
de ¢ en la siguiente tabla.

L[ A ]S f3 Ja

0>0]6<0
lim, o fz(x) + | - - - + +
im0 filz) | + ]+ ] - + - +

En ambos casos, V_,, = Vo, = 2y concluimos que no hay raices reales. Como A # 0,
hay dos pares de raices complejas conjugadas.

Si 6 = 0, el cuarto término de la sucesion de Sturm queda modificado como

c(b? d
fs(z) = %

Analizamos la variacién de signos en la siguiente tabla, con la distincién de casos segin
el signo de f3.

folh ol fs | fa
lim, . fl (J:) + - - + -+
limg 4 o0 i ($) + |+ -|+|-|+

En ambos casos, V_, = V. = 2 y concluimos que no hay raices reales. Como A # 0,
hay dos pares de raices complejas conjugadas.

Si se cumple que b < 0, resulta que ¢ solo puede ser negativo. Demostraremos a
continuacion que las condiciones b < 0 y 6 = 0 implican que el discriminante debe ser
negativo y esto contradice la condicién impuesta al inicio.

De la condicién § = 0, tenemos que

8bd — 9¢® — 2b° = 0 = b(8d — 2b*) = 9¢°. (2.2.0.1)
Como asumimos que b < 0, concluimos que 8d —2b? <0 = d < %.

b(8d—2b2)
9

Podemos ademés despejar ¢? = y reemplazarlo en la escritura del disriminante

4
A(d) = §(576d3 — 48b%d* — 20b*d — b°)

que interpretamos como un polinomio de grado 3 en la variable d. Dicho polinomio tiene
dos raices reales que dependen del valor de b. Las denotamos
b? b?

da

dy = ——. dy = —.
! 12’ 4
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2.2. Polinomios de grado cuatro

- . 2 ., .
En las condiciones estudiadas, d < bz. Al ser A(d) una funcién continua en d, evaluaremos

en valores intermedios de los intervalos (—oo; —%) y (—%; %) para estudiar su signo. A
partir de las siguientes evaluaciones
b? 15 b? 289
Al —=)=-——-b<0 Al =) =-"=1° <0
< 11) 1331 ’ ( 5 ) 125 ’

deducimos que A(d) < 0sid < %. Por lo tanto, las condiciones 6 = 0y b < 0 implican
que el discriminante es negativo y podemos descartar este caso.

Disponemos el andlisis de variacion de signos en el caso que § < 0. en la siguiente
tabla.

ol il fo| 5| Ja
iy yoo filz) | + | 4+ | + ] - | +

Como V_,, = Vi = 2, concluimos que no hay raices reales. Como A # 0, hay dos
pares de raices complejas conjugadas.
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2. Polinomios, discriminantes y raices miltiples

Si A = 0, el dltimo término de la sucesion de Sturm es nulo. En este caso, hay al
menos una raiz multiple. Si 6 # 0, hay una tnica raiz real doble. Se distinguen dos
casos segun el signo de 9.

Sid>0yb<0, detallamos los signos de la sucesién de Sturm en la siguiente tabla.

ol il folfs
me—>—oo fz(x) + - + -
lm, oo file) |+ [+ [+ [ +

Como V_, =3y Vi =0, concluimos que hay tres raices reales distintas de las cuales
una es doble.

Segun calculos realizados computacionalmente, las condiciones A =0, >0y b > 0

tienen interseccién vacia. Lo ilustramos en el caso b = 1. En la figura siguiente, se
realiza el grafico implicito de las curvas dadas por A = 0 en naranja y 6 = 0 en verde.
Cuando evaluamos ¢ = 10 y d = 0, 6 = —78 es negativo. Esto nos permite concluir que

toda la regién verde estd descrita por la inecuacién § < 0. Por lo tanto, en el caso en
que b = 1 no existen valores para los coeficientes ¢ y d que cumplan en simultdneo que
el discriminante se anule y que ¢ sea positivo.

Si 6 < 0, disponemos los signos de la sucesién de Sturm en la siguiente tabla.

] A f2 f3

b>0]0<0
lim, , o fi ($) + | - - + +
im0 filz) | + | + - + -

Vemos que, sin importar el signo de b, hay una tnica raiz real. Por el grado, esta debe
ser la raiz doble y las raices restantes son complejas conjugadas.

. s S1as o - s 2+12
Si § = 0, podemos reescribir el dltimo término de la sucesién como fs(z) = (b ;; 9)

Mas atin, probaremos que bajo las condiciones 6 = 0 y A = 0, este término es nulo.
Las siguientes computaciones fueron realizadas con el software Maple [18]. La base de
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2.2. Polinomios de grado cuatro

Groebner del ideal generado por § y A es {—d, —A}. Comprobamos que c¢(b* + 12d) no
estd en dicho ideal pero que c?(b* + 12d)? si lo estéa:

AV +12d)? = (b% +16)(—6) + (%b)(—A).

Deducimos entonces que
§=0,A=0 = A(b*+12d)* =0 = c(b* +12d) = 0.

concluimos entonces que f3(x) = 0. Reescribimos la sucesién de Sturm como

folz) =2* +b2® +cx +d
fi(z) = 42° + 2z + ¢
1 3

— _Zhy2 e
fo(z) = be 71C% d.

Si ¢ # 0, disponemos el andlisis de variacién de signos en la siguiente tabla.

| Jo | S J2
b>0|b<0
e wfi@) [+ -] - | +

Sib <0, como V. =2y Vi, =0, hay dos raices reales distintas. Como f3(x)
es nulo, el maximo comun divisor entre p y p’ es fo(z) y tiene grado 2, por lo que
comparten dos raices, contadas con multiplicidad. Segtin la multiplicidad de las raices
de su derivada, p puede tener una raiz triple o dos raices dobles. Para estudiar las raices
de p/'(z) = 42® + 2bx + ¢, aplicamos la Proposicién . Calculamos su discriminante
que denotamos A = —16(8b® + 27¢?). De la condicién 0 = 0, despejamos

9¢* = 8bd — 3V = 27c* = 24bd — 61
y lo reemplazamos en el calculo previo del discriminante A= —320(b* + 12d).

Como vimos que ¢(b*+12d) = 0y en este caso asumimos la condicién ¢ # 0, deducimos
que debe ser b? +12d = 0. Por lo tanto, el discriminante A se anula. Calculamos ademads
la cantidad ¢; definida en (2.1.0.2)) para el polinomio p’ como

0 =3-4-20—0%=24b

que bajo estas condiciones no se anula. Por lo tanto, p’ tiene una raiz doble y otra
simple. Concluimos entonces que p tiene una raiz real triple y, por lo tanto, otra raiz
real simple.
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2. Polinomios, discriminantes y raices miltiples

Sib >0, como V_,, =V, =1, no hay raices reales. Como A = 0, el polinomio tiene
al menos una raiz doble. Si una raiz compleja es doble, su conjugado también resulta ser
una raiz doble. En este caso, el polinomio tiene dos raices complejas conjugadas dobles.

Si ¢ = 0, el polinomio se escribe como p(zr) = a* + bz? + d y resulta ser una
bicuadratica. Podemos hacer el cambio de variables ¢ = 22 y analizar la cantidad de
raices reales del polinomio p(x) = t? + bt + d.

Calculamos su discriminante como b?> — 4d. Recordamos que como § = 0, de la
ecuacién ([2.2.0.1]) se tiene que el producto —2b(b* — 4d) = 9¢* = 0.

Asi, el polinomio tiene una raiz real doble xy = %b
Si b < 0, la ecuacién t? = _71’ tiene dos soluciones y resulta que p tiene dos raices
reales dobles.

Si b > 0, la ecuacion no tiene solucion y el polinomio p no tiene raices reales. Al ser
un polinomio de grado 4 cuyo discriminante se anula, han de ser un par de raiz compleja

y su conjugada doble.
O
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3. El espacio de funciones

En este capitulo, definiremos el espacio de funciones de una red lineal convolucional.
Veremos que se trata de un conjunto semi-algebraico y discutiremos su dimension.

Consideramos la arquitectura (d, k,s) de una red de profundidad L. Como definimos
en el Capitulo[l] se trata de una tupla de vectores d = (dy, ..., dr), k = (k1,..., k1) ys =
(s1,...,5). Las funciones que componen esta red son composiciones de L convoluciones
a; con tamano de entrada d;_; y de salida d;, tamano de filtro k; y salto s; para [ =
1,..., L. Estas cantidades cumplen la ecuacion (1.1.0.5)).

Observacion 3.0.0.1. Sean W1, ..., W matrices convolucionales con tamano de filtro k;
y salto s;. Cada matriz W, € R%*%-1 y las cantidades ki, s;, d;_1 y d; estan relacionadas
por la ecuacién ((1.1.0.5)). Diremos que las matrices Wy, ..., Wy son compatibles.

Al variar los pesos del filtro de cada convolucién, se obtienen las distintas funciones
que constituyen la red. Estos pesos son los parametros que el algoritmo buscara ajustar
para que resulten en el mejor desempeno de su tarea.

Definicién 3.0.0.1. Dada una arquitectura (d, k,s) el espacio de funciones es el con-
junto Mg ks definido como

1
{W e RIxdo . W = H Wy, W, € R4*4%-1 convolucional de salto s; y tamaiio de filtro k;}
I=L

(3.0.0.1)
Se trata del conjunto de todas las matrices de dimension dy x dy que pueden escribirse
como un producto de L matrices convolucionales Wy, ..., Wy con tamano de filtro k;,

de entrada d;_1, de salida d; y salto s; fijados por los vectores k,d y s de la arquitectura
considerada.

El espacio de funciones es entonces el conjunto de todas las transformaciones lineales
que pueden ser representadas por una red lineal convolucional mediante la variacién de
los parametros.

Definicién 3.0.0.2. Dada una arquitectura (d,k,s), definimos el mapa de parametri-
zacion como la funcién que toma L filtros w! € R¥ asociados a convoluciones a; con
salto s;, y les asigna el producto de sus matrices en base canénica W)

fages P RF X x RFE — RAXD

(w, ... w) = W =W, ... W.
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3. El espacio de funciones

Observacion 3.0.0.2. Fijada una arquitectura (d, k,s), el espacio de funciones Mqy s €s
la imagen del mapa de parametrizacion piq ks

Maxs = Im(paxs)-

Como indica la Observacion [1.1.0.2 la ecuacién (1.1.0.5)) permite deducir el tamano

de salida a partir del tamano de entrada, del salto y del tamano del filtro. Por esto, el
espacio de funciones puede quedar definido a partir de los vectores k, s, la profundidad
L de la red y el tamano de entrada o de salida.

En la seccion siguiente, daremos ejemplos del espacio de funciones correspondiente a
distintas arquitecturas. Comenzaremos con una definicién necesaria para comprender la
relacion entre arquitecturas.

3.1. Arquitecturas filling

Fijada la arquitectura (d, k, s) de una red de profundidad L, las funciones del espacio
de funciones asociado Mgk s son composiciones de L convoluciones oy con tamano de
entrada d;_; y de salida d;, tamano de filtro k; y salto s;:

f:R® - R*
fx)=(ago--oay)(x).

Como vimos en la Proposicién [1.1.0.1} la funcién f también es una convolucién. Mas
aun, podemos calcular el tamano de su filtro k£ y de su salto s como

L -1
=k +Y (k—1) ] sm. (3.1.0.1)
=2 m=1

L
s=[]= (3.1.0.2)
=1

A partir de estas cantidades, podemos considerar una nueva arquitectura
((do,dr), k,s). El espacio de funciones Mg, q4,)ks €5 el conjunto de matrices con-
volucionales de dimensiones dj, X dy con tamano de filtro k y salto s.

Observacion 3.1.0.1. Fijada la arquitectura (d, k,s) de una red de profundidad L, po-
demos calcular los valores k y s como en (3.1.0.1)). De la Proposicién [1.1.0.1] sobre la

composicion de convoluciones, deducimos que el producto de las L matrices convolucio-
nales W; de salto s; y tamano de filtro k; es una matriz convolucional de salto s y tamano
de filtro k. Es decir, se tiene la siguiente inclusion de conjuntos de matrices

Maxs € Magdap)k,s-
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3.1. Arquitecturas filling

Ambos conjuntos estan conformados por matrices convolucionales de dimensiones dy, X dy
con tamano de filtro £ y salto s. Sin embargo, los elementos de Mg x s deben cumplir més
condiciones: deben poder ser descritos como el producto de L matrices convolucionales
W, con tamano de entrada d;_; y de salida d;, tamano de filtro k; y salto s;. Si recordamos
la Definicion del mapa de parametrizacion, esto quiere decir que todo elemento
W e Mg ks debe ser un elemento de la imagen de piqks-

Definicién 3.1.0.1. Dada la arquitectura (d,k,s) de una red de profundidad L, se
tienen los valores k y s como en ([3.1.0.1)) y pq ks €l mapa de parametrizaciéon como en la
Definicién Sea un filtro w € R* al que podemos asociarle la matriz convolucional
W con filtro w y salto s. Diremos que W es representable si W € Im(paxs) = Mdaxs-

Dado un elemento W € Mdg,dyp) ks> DO siempre podremos hallar matrices convolucio-
nales W' de filtro w; € R* y salto s; tales que

W:WL...Wl.

Es decir que no cualquier filtro w € R* es representable. Esto dependera de la arquitec-
tura y motiva la siguiente definicion.

Definicién 3.1.0.2. Sea una arquitectura (d, k,s) de una red de profundidad L y su
espacio de funciones Mqks. Se tienen los valores k y s como en . A partir de
estas cantidades, se considera otra arquitectura ((do, dr), k, s) y su espacio de funciones
M (do,ap) ks~ L arquitectura (d, k, s) se dice filling si vale que

Maxs = Mdg,dp) k,s-

Es decir, que todo elemento W € M q4y.a,) 4. Puede ser descrito como el producto de L
matrices convolucionales con tamano de filtro k; y salto s; fijados por k y s.

Veamos ejemplos de arquitecturas filling y no filling.

FEjemplo 3.1.0.1. Dada la arquitectura d = (3,2,1), k = (2,2) y s = (1, 1), el espacio de
funciones correspondiente Mg s es un subconjunto de M3 1y 30 = R'*%. Los elementos
en Mgk se describen como el siguiente producto de dos matrices

W=WoW, = [ d] {“ o0

0 q b}:[ac ad — bc bd}::[A B C}.
Si tomamos un elemento [A B C’} € M31),3,0, para poder escribirlo como un elemento
de Mg s debe ser posible hallar a,b, c,d € R tales que

A = ac,
B = ad — b,
C =bd,
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3. El espacio de funciones

Si identificamos los filtros (a,b) y (¢, d) con los coeficientes de dos expresiones lineales
ar+by cx+d, el filtro del producto de las matrices W, y W5 coincide con los coeficientes
del producto de las expresiones.

(az + b)(cx + d) = acz® + (ad + be)x + bd = Ax* + Bz + C.

El filtro (A, B,C) se identifica entonces con los coeficientes de una cuadrética que se
escribe como el producto de estas expresiones.

Por lo tanto, para poder parametrizar un elemento de M3 1) 30 como uno de Mg s,
los pesos del filtro deben identificarse con coeficientes de expresiones cuadraticas con
una o dos raices reales. Existen elementos de R'*3 cuyas entradas se identifican con
coeficientes de polinomios cuadraticos sin raices reales. Por lo tanto, la arquitectura no
es filling.

Maés aun, podemos describir al conjunto de elementos (A, B, C') representables con la
condicién B2 —4AC > 0.
FEjemplo 3.1.0.2. Dada la arquitectura d = (5,3,2), k = (3,2) y s = (1, 1), el espacio
de funciones respectivo Mgy s es un subconjunto de M2y 41 C R?*5. Un elemento de
Mg ks se escribe como el siguiente producto de matrices

a b ¢c 00
— d e 0 A B C D 0
W—Wgwl—{od}Oach—OABCD
0 0 a b c

con (A, B,C, D) = (ad,bd + ae, cd + be, ce). Para poder parametrizar un elemento arbi-
trario de M52)4,1 con filtro (A, B,C, D), debemos hallar a,b,c,d,e € R que cumplan
la igualdad descrita previamente. Como en el ejemplo anterior, podemos identificar el
filtro (a,b,c) con el polinomio ax?® + bz + ¢, al filtro (d,e) con el polinomio dz + e y al
filtro (A, B, C, D) con los coeficientes del polinomio Az? + Bx? 4+ Cx + D. El filtro del
producto de las matrices coincide con los coeficientes del producto de las expresiones

(az® + bz + c)(dx + €) = adx® + (bd + ae)x® + (cd + be)x + ce = Ax® + Ba* + Cx + D.

Los elementos representables se identifican entonces con polinomios de grado 3 que
pueden escribirse como el producto de un factor cuadratico y uno lineal. Como esto
siempre sucede, para cualquier eleccién de (A, B, C, D) se pueden hallar a,b,c,d y e que
cumplan lo pedido. Deducimos entonces que M s 32y (32),1,1) = M5,2),4,1- Se trata de
una arquitectura filling.

Estos ejemplos ilustran una identificacion que se utilizara a lo largo de todo el trabajo
entre matrices convolucionales y polinomios. Las primeras definiciones y resultados se
daran en el caso particular de matrices convolucionales de salto 1.

3.2. Matrices convolucionales de salto 1

A lo largo de esta seccion, trabajaremos con arquitecturas tales que s = (1,...,1). Es
decir, con matrices convolucionales de salto 1.
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3.2. Matrices convolucionales de salto 1

3.2.1. Identificaciéon polinomial

Definicion 3.2.1.1. Para un valor de & € N, la funcién 7 toma un filtro w =
(co,...,cr_1) € RF e identifica los pesos con los coeficientes de un polinomio homogéneo
en R[z,y|x_1 como se describe a continuacién

k—2

m(w) = cor® +ext Py o a0y T ey (3.2.1.1)

Si quisiéramos definir una funcién similar en el espacio de funciones Mgy, que a
una matriz W € Ré>x% de filtro w = (cp,...,cr 1) € R¥ le asigne el polinomio 7 (w),
podriamos recurrir al mapa ¢ de la definicién (|1.1.0.4)) de la siguiente manera

(W) =n(p(W)) = () = o™+ e Py o T oyt

Como un elemento del espacio de funciones Mgk s se escribe como un producto de L
matrices convolucionales W, € R%*% con filtro w! € R*, para definir correctamente la
funcién 7, debemos comprobar que

ﬁ(WL...Wl) :ﬁ(WL)...fT(Wl):’/T(’LUL)...W(wl).

En los Ejemplos|(3.1.0.2| y[3.1.0.1} utilizamos esta identificacion y comprobamos que el
filtro del producto de matrices se identificaba con el producto de los polinomios asociados
a cada matriz. Esto vale en general, como veremos en la siguiente proposicién.

Proposicién 3.2.1.1. Sean Wi, Wy, ..., W matrices convolucionales compatibles como

en|3.0.0.1 y salto 1. Luego, W = Wy, ... W, satisface que
(W) =7(Wy)...7(W).

Demostracion. El resultado se demuestra por induccién en la cantidad L de matrices
convolucionales.

El caso base corresponde al producto de dos matrices W7 y W5 con respectivos filtros
w! de tamaiio k; y w? de tamaifio k.

De acuerdo a lo visto en (1.1.0.8)), el producto W = W,W; tiene un filtro u de tamafio
k = ki + ko — 1 con pesos dados por

— 2,1
Uy = g wiw; -

J€lk2],l€[k1]
Jjt+l=m

Esta matriz W se identifica con el polinomio

(W) = upz™ ' + w2 2y + - + g1y

41



3. El espacio de funciones

y a cada matriz W; le corresponde un polinomio segiin

k1—1

#W) = 3 ufaly
=0

ko—1

T(Wy) = Z w?.r(krl)_jyj.
=0

Calculamos su producto

ko—1 k1—1

T(Wa)a(Wy) = Z(Z ww) e DD~ )
j=0 1=0
k—1

=Y wub oy

m=0 jelks],
le[ka],
jHl=m

y comprobamos que concide con 7 (W).

Consideramos el producto de L matrices convolucionales como en el enunciado, bajo
la hipétesis que 7(Wir_y ... W) = 7(Wp_q)...7(W;). Notamos W =W,_i...W; y por
la Proposicion se trata de una matriz convolucional de salto s = 1 = 1. Por lo
visto en el caso base,

ﬁ(WL e Wl) - ﬁ'(WLW) - ﬁ(WL)ﬁ'(W)

]

Como consecuencia de la Proposicion|3.2.1.1] podemos definir correctamente la funcion
.

Definicién 3.2.1.2. Si W € R%Xd g yna matriz convolucional de filtro w =
(co,...,cp_1) € RE, se define la funcién 7 como

T(W) = n(o(W)) = cor™ ' + 12" 2y + -+ cpomy" 2 + ey (3.2.1.2)

Observacion 3.2.1.1. Sea W € Mg ks una matriz convolucional de filtro w € R*. Como
consecuencia de las Definiciones (3.2.1.2) y3.2.1.2| y de la Proposicién |3.2.1.1], se tiene
el siguiente diagrama conmutativo:

Md,k,s L) Rk
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3.2. Matrices convolucionales de salto 1

Recordamos que como W € Mgks, se escribe como el producto W=W,.. WydelL
matrices convolucionales W; de filtros w! €¢ R*, [ =1,..., L.

Es decir que W = pqxs((w', ..., wh)) con pg s el mapa de parametrizacién definido
en 3.0.0.2l Se puede definir una funcién sobre el espacio de pardmetros W = R x ... x
R*2 TT: W — Rz, y] que tome un vector de parametros § = (w!,..., w") y le asigne el

polinomio 7(u(6)). Se tiene entonces el siguiente diagrama conmutativo

Hd ks
Mdks —> Rk

\l/

Dada una arquitectura (d,k,s), podemos identificar a las funciones representadas
por la red con polinomios homogéneos que se escriben como un producto de factores
especificos. La cantidad de factores depende de la profundidad de la red y el grado de
cada factor depende del tamano de los filtros indicado en el vector k.

Para una arquitectura en que todas las convoluciones tienen salto 1, el siguiente re-
sultado identifica al espacio de funciones con un conjunto de polinomios particular.

Corolario 3.2.1.1. Sean (d, k, s) una arquitectura de profundidad L con s = (1,...,1)
y k = Zle(ki — 1) + 1 el tamano del filtro de la composicion resultante. Luego,
identifica a Mgy s con el conjunto de polinomios de grado k que pueden expresarse como
el producto de polinomios de grados ki — 1, ..., kp — 1:

W(Md,k,s) = {p =dqr.---q1:¢; € R[l‘ay]k—1}-

Ejemplo 3.2.1.1. Dada la arquitectura determinada por d = (7,5,4,3), k = (3,2,2) y
= (1,1, 1), su espacio de funciones M, estd conformado por elementos de la forma

a b ¢c 00 0 O
 [fgo0o0 gzggg 0O abec0O00O
W=10 f g 0 00 ab c 00

0 0 de O
OOfgooodeOOOabCO
00 0O0wadc

con a,b,c,d e, f,g € R.
Como cada elemento tiene un filtro de tamano 3 y dos filtros de tamafio 2, se identifica
con un polinomio de grado k= (3—1)+(2—1) + (2—1) + 1 = 5 que puede expresarse

como el producto de un factor cuadratico y dos factores lineales:

(fr + g)(dx + e)(ax® + bx + ¢)
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3. El espacio de funciones

Dada la arquitectura determinada por d = (6,5,3,2), k = (2,3,2) y s = (1,1,1), su
espacio de funciones My estd conformado por elementos de la forma

a b 0000
Y Ocde() 0O a b 00O
W:{Oglocde() 00ab 0O

Falloocdelloooand o

0000 adhb

con a,b,c,d,e, f,g € R.

En este espacio, los elementos también tienen un filtro de tamano 3 y dos filtros de
tamano 2. Esto da lugar a que cada elemento se identifique también con un polinomio
degrado k=(2—1)+(3—1)+(2—1)+ 1 =5 que pueda expresarse como el producto
de un factor cuadratico y dos factores lineales

(fz + g)(ca® + dx + €)(ax + b).

Como el producto de polinomios es conmutativo, ambos espacios se identifican con el
mismo conjunto de polinomios. Esto quiere decir que dado un elemento del espacio
de funciones M7, podemos hallar filtros y las respectivas matrices convolucionales que
permitan describirlo como a un elemento de M. Entonces, dan lugar al mismo espacio
de funciones.

Observacion 3.2.1.2. Consideremos dos arquitecturas (d, k, s) y (d’, k’, s) de profundidad
Lcons=(1,...,1). Si k y k’ son dos vectores con las mismas coordenadas pero en otro
orden, los elementos de cada espacio de funciones se identifican con polinomios que se
escriben como un producto con la misma cantidad de factores del mismo grado. Como en
el ejemplo anterior, resulta entonces que ambos espacios de funciones se identifican con
el mismo conjunto de polinomios. Por lo tanto, dan lugar al mismo espacio de funciones
M. Lo que difiere es la forma de parametrizarlo.

A partir de esta observacion, fijada una profundidad L y en el contexto de convolu-
ciones de salto 1, podemos dar un vector k = (ki,..., k) para describir el espacio de
funciones generado por las distintas redes cuyas capas tienen tamano de filtros k1, . . ., kr.
Las posibles permutaciones de las capas dan lugar al mismo espacio de funciones.

3.2.2. Caracterizacion del espacio de funciones
A lo largo de esta subseccién trabajaremos con convoluciones de salto 1 Unicamente.
Si  tenemos una arquitectura (d,k,s) de profundidad L 'y calculamos
k = Zle(ki — 1) + 1, el espacio de funciones asociado Mgks es un subconjunto

de M(d()ydL)nyl'

Los siguientes resultados van a permitirnos describir a los elementos de Mgy con
ecuaciones y desigualdades sobre los coeficientes de un elemento genérico de Mg, 4, )k,1-
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3.2. Matrices convolucionales de salto 1

Mas aun, daremos condiciones sobre el tamano de los filtros de una arquitectura para
decidir si es filling o no.

Expresaremos los resultados sobre el espacio de funciones asociado a una red me-
diante la identificacién polinomial que describimos en el Corolario [3.2.1.2] Un elemento
de Mgy,d;)k,1 con filtro w = (coy..yCh1) € R¥ se corresponde con un polinomio ho-
mogéneo p € Rlz, y]x_1 como

T(Mdgdr)kn) = 10 = ot P ey 4+ gyt e Rlz, ylr_1}

Como vimos en la subseccién anterior, los elementos de Mgy se identifican con
polinomios homogéneos de grado k—1 que se escriben como un producto de L polinomios
homogéneos ¢y, ...,qr de grados ky — 1,...,kp — 1

T(Maxs) ={p=0qr...¢1 : ¢ € Rlz,y|p_1}.

En este contexto, dar condiciones sobre los coeficientes de una matriz de M4, 4, ) k1
es equivalente a dar condiciones sobre los coeficientes de un polinomio en R|x, y]_1. Mds
aun, las condiciones sobre el tamano de los filtros k; se corresponden con condiciones
sobre el grado de los factores qq,...,qr que aparecen en el producto que describe a la
identificacién de un elemento de Mg .

Lema 3.2.2.1. Dada una arquitectura (d, k, s) de profundidad L con s = (1,...,1),
calculamos k = ZZ (ki = 1) + 1. Un elemento W e M (do,dp),k,1 S€ corresponde con
una matriz convolucional de Mays si y solamente si el polinomio p € Rz, ylx_1 con
el que se identifica W tiene al menos e := |{k; : k; es par}| raices reales contadas con
multiplicidad.

Observacion 3.2.2.1. Podemos describir esta condicion en términos del rrmp del po-
linomio p que definimos en [2.0.0.4 Si p tiene rrmp (p|y) con p = pi,...,pr ¥y
Y = Y,-.-,%, entonces p se puede escribir como el producto p = pi*...ptrgl* ... g
con pi € Rlz,yl1, i =1,...,ryq € Clz,yls,7 = 1,...,c. Luego p tiene al menos e
raices reales contadas con multiplicidad si y solamente si > ;_, p; > e.

Demostracion. Alcanza con demostrar que un polinomio p de grado k — 1 se factoriza
con polinomios de grados ky — 1,...,k; — 1 si y solamente si tiene al menos e raices
reales contadas con multiplicidad.
1 . . . .
Sip=grt qu entonces tiene e factores de grado impar. Cada polinomio de
grado impar debe tener al menos una raiz real, por lo que p debe tener al menos e raices
reales.

Sea ¢’ la cantidad de raices reales de p contadas con multiplicidad. Los factores

irreducibles de p son €’ factores lineales y m factores cuadraticos. Como €' > e,
podemos multiplicar estos factores para construlr los polinomios ¢; de grado k; — 1 del
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3. El espacio de funciones

enunciado.

Para cada polinomio ¢; de grado impar, elegimos uno de los €’ factores lineales y se
lo asignamos. Esto es posible pues hay e polinomios de grado impar y hay por lo menos
esta cantidad de factores lineales en la factorizacién de p. Luego, quedan (' —e) + k_lT_e/
factores irreducibles para asignar a los polinomios ¢; hasta llegar al grado deseado k; — 1.
Esta tarea puede completarse pues tanto los grados de los factores irreducibles de p como
los grados de los polinomios ¢; suman k£ — 1. O

Por lo tanto, a partir de este lema, podemos decidir si un elemento W € M dg,dp) k1
puede ser parametrizado como un elemento en Mgyks. Es decir, podemos decidir
si W € Im(pgxs). Consideramos el polinomio p = #(W) correspondiente por la
identificacién descrita en y contamos, con multiplicidad, la cantidad de raices
reales que tiene. Contamos también la cantidad de filtros k; de tamano par de la
arquitectura (d, k,s). Es decir, contamos la cantidad de coordenadas pares del vector
k. Si la cantidad de raices reales coincide o supera a la cantidad de filtros de tamano
par, concluiremos que es posible parametrizar al elemento W.

[ustramos el resultado con las posibles arquitecturas cuyo espacio de funciones asocia-
do es un subconjunto de M4, 4;)5,1, es decir, del conjunto de matrices convolucionales
cuyo tamano de filtro es 5.

Ejemplo 3.2.2.1. Para dar ejemplos de distintas arquitecturas, consideraremos matrices
convolucionales de salto 1 y elegiremos la cantidad de filtros y su tamano para que
el filtro de la composicién resultante tenga tamano 5. Asi, para cada arquitectura, los
elementos del espacio de funciones Mgy se corresponderan con polinomios de grado
4 con una estructura de raices reales particular, determinada la cantidad de filtros de
tamano par:

» Si L =2yk=(3,3), una funcién de la red tiene dos capas. Cada convolucién tiene
tamano de filtro 3. Como no hay ningun filtro de tamano par, los elementos del
espacio de funciones asociado se identifican entonces con polinomios que tienen al
menos cero raices reales. Concluimos entonces que todo polinomio de grado cuatro
estd en m(Maqxs) v la arquitectura es filling.

» Si L =2yk=(4,2), una funcién de la red tiene dos capas. Una convolucién tiene
un filtro de tamano 4 y la otra de tamano 2. Como hay dos filtros de tamano par,
los elementos del espacio de funciones asociado se identifican con polinomios con
al menos dos raices reales. Como un polinomio de grado cuatro no puede tener
tres raices reales, podemos describir al espacio de funciones como polinomios con
dos o cuatro raices reales contadas con multiplicidad. El complemento del espacio
de funciones se corresponde entonces con los polinomios sin raices reales.

» Si L =3yk=(322), una funcién de la red tiene dos capas. Una convolucién
tiene filtro de tamano 3 y las otras dos de tamano 2. Como hay dos filtros de
tamano par, esta arquitectura tiene el mismo espacio de funciones que la descrita
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3.2. Matrices convolucionales de salto 1

previamente. Sin embargo, la parametrizacién es diferente. En este caso, m1(Maks)
consiste en el producto de dos factores lineales y uno cuadratico mientras que en
el caso anterior se trata del producto de un factor lineal y otro cibico.

» SiL=4yk=(2,2,2,2), una funcién de la red tiene cuatro capas. Las convolucio-
nes tienen todas tamano de filtro 4. Como hay cuatro filtros de tamano par y los
polinomios de grado cuatro tienen cuatro raices, el espacio de funciones asociado
se identifica con polinomios que tengan todas sus raices reales.

Podemos entonces describir al espacio de funciones Mgq ks asociado a una arquitectura
(d, k, s) con condiciones sobre la cantidad de raices reales que deben tener los polinomios
en la identificacion (Mg s). Esto nos va a permitir caracterizar al espacio de funciones
como un subconjunto semi-algebraico de Mg, a;,)k,1-

Definicién 3.2.2.1. Un conjunto semi-algebraico bdsico en R¥ es un conjunto de la
forma

{x cR":p(z) =0A /\ q(z) > 0}, con p € R[z], @ C Riz] finito.

qeQ

Un conjunto semi-algebraico es una union finita de conjuntos semi-algebraicos basicos.

Dados k,l € N y los conjuntos A C R¥, B ¢ R, una funcién f : A — B se dice
semi-algebraica si su grafico Graf(f) es un subconjunto semi-algebraico de R¥*.
Definimos la dimension de un conjunto semi-algebraico S como el mayor entero d tal
que existe una funcién semi-algebraica inyectiva f : (0,1)¢ — S.

La cantidad de filtros de tamano par de la arquitectura nos permitird ademas
determinar si es filling o no.

Probamos este resultado en el siguiente teorema que resume la caracterizacion del
espacio de funciones.

Teorema 3.2.2.1. Dada (d, k, s) una arquitectura de profundidad L con s = (1,...,1)
yk= ZiL:l(k:i —1)+1ys=1, se tiene que Mgy es un subconjunto semi-algebraico de
dimension mdzima de Mgy, ) k,s- En particular, Mgy s solo se define por desigualdades.

Madas aun, la arquitectura es filling si y solamente si a lo sumo uno de los filtros
ki, ..., kr tiene tamano par.

Demostracion. En primer lugar, consideramos el caso en el que no hay filtros de tamano
par, lo que resulta en e = 0. Como todos los polinomios tienen al menos cero raices
reales, el Lema [3.2.2.1] nos permite deducir que todo polinomio de grado k£ — 1 se
corresponde con alguna matriz del espacio de funciones.
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Si hay un unico filtro de tamano par, tenemos que e = 1 y vemos que k — 1 es impar.
Reescribimos la expresién de k

k:iki—(L—l)

y analizamos segun la paridad de L — 1. Si L — 1 es par, como hay un unico filtro de
tamano par, podemos separar los términos de la sumatoria Zle k; en un término par y
una cantidad par de términos impares. La sumatoria resulta par y la cantidad k resulta
ser una resta de términos pares por lo que podemos concluir que es par. Si L — 1 es
impar, podemos separar los términos de la sumatoria en un término par y una cantidad
impar de términos impares. La sumatoria resulta impar por lo que la cantidad £k es una
resta de términos impares y podemos concluir nuevamente que es par.

Como cualquier polinomio de grado impar tiene al menos una raiz real, se cumple la
condicion del Lema [3.2.2.1] y todo polinomio de grado k — 1 se corresponde con alguna
matriz del espacio de funciones.

Si hay dos o mas filtros de tamano par, podemos hallar un polinomio que no cumpla
la condicién del Lema(3.2.2.1] Si el grado k — 1 es par, podemos considerar un polinomio
sin raices reales. Si es impar, podemos considerar un polinomio con una unica raiz real.

Por el lema, dicho polinomio no se corresponde con ninguna matriz convolucional del
espacio de funciones y la arquitectura no es filling.

Como el conjunto Mgq ks puede ser parametrizado por polinomios, por el Teorema de
Tarski-Seidenberg (ver Capitulo 2 de [14]), se concluye que se trata de un conjunto semi-
algebraico. El conjunto 7(Mgqxs) tiene dimensién maxima en R[z, y],—1 pues pequefias
perturbaciones en los coeficientes de un polinomio no afectan su estructura de raices. Lo
desarrollamos en la siguiente demostracion de la Proposicion [3.2.2.1] O

Ejemplo 3.2.2.2. Consideramos el vector k = (2,2). Comok=(2—-1)+(2—-1)+1=3
y hay dos filtros de tamano par, el espacio de funciones asociado se identifica con el
conjunto de polinomios de grado 2 con al menos dos raices reales, contadas con multi-
plicidad. Como vimos en el Ejemplo [2.0.0.3] podemos describir esta condicién gracias al
signo del discriminante:

{p=az® + bry + cy® € Rlw,yl : A = b* — ac > 0}.

La desigualdad que involucra el discriminante resulta ser una desigualdad sobre los
coeficientes de un polinomio genérico de R[z,yls. A su vez, podemos interpretarlo
como una desigualdad sobre los coeficientes de un elemento genérico del espacio de
convoluciones con tamano de filtro k = 3.
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3.2. Matrices convolucionales de salto 1

Fijamos valores de dy, d; y dy adecuados para poder visualizarlo. Si dy = 4,dy =3y
dy = 2, los elementos de M 432),(2,2),(1,1) conforman el subconjunto de M4 3) 31 siguiente

a b c 0] 5
{{0 0 b J.b 4a020}.

Este subconjunto se obtiene como las soluciones a una desigualdad sobre los coeficientes
de un elemento genérico de M43y 31 como indica el teorema.
Como hay mas de un filtro de tamano par, la arquitectura no es filling.

En el caso de que la arquitectura no es filling, nos interesa estudiar el borde del espacio
de funciones.

Observacion 3.2.2.2. Consideramos la topologia euclidea en el espacio de polinomios
Rz, y]r_1 al identificar los coeficientes de un polinomio de grado k£ — 1 con un vector de
k coordenadas reales:

Rz, ylp_1 —RF

p=cot"  +ar" Py 4+ + oyt (e, o).

Podemos considerar esta misma topologia en el espacio de matrices convolucionales
Mdy,dp),k1 al identificar una matriz convolucional W con su filtro w de tamano k me-
diante el mapa :

¢ Mdgdp) ki — R”
W — .

De esta manera, la composicién 7 = 7o ¢

Mde’s # Rk
R[SL’, y]k*l

resulta ser un homeomorfismo.

Proposicién 3.2.2.1. Sea (d, k, s) una arquitectura con e := |{k; : k; es par}| > 2y s=
(1,...,1). Si consideramos la topologia euclidea en Mgy a,).k,s, €l espacio de funciones
Mars es cerrado. Su borde consiste en matrices convolucionales que se corresponden
con polinomios de rrmp (p|y) que satisfacen que

Zpi >e vy |{pi:p: esimpar}] <e—2. (3.2.2.1)
i=1

Demostracion. Para ver que el espacio Mgy s es un subconjunto cerrado de M g, 4, )k,s5
tomaremos una sucesion convergente de polinomios en T(Mgys). Por el Lema
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3.2.2.1], todos los polinomios de la sucesién tienen al menos e raices reales. Demostra-
remos que el limite también y, por lo tanto, concluimos que es un elemento de 7(Maqks)-

Podemos verlo sin pérdida de generalidad para polinomios en una variable. Sea la
sucesion (pp)nen € T(Maxs) que converge a p. Cada polinomio p,, tiene al menos e
raices reales y queremos ver que p también. Supongamos que p tiene r’ < e raices reales.
Luego, p tiene k—1—1' raices complejas. Las denotamos z1, .. ., zs € C con su respectiva
multiplicidad m; € N. Como se trata de finitas raices, podemos hallar un valor de € > 0
tal que

B.(z)={lz—z| <e}NR=0Vi=1,...,s,

p no se anula en dB.(z;) y su unico cero en el interior de B.(z;) es z;. Entonces, por el

Teorema de Rouché [17], para cada i = 1,...,s vale que
1 t
— / p()dt:miVizl,...,s.
271 (1)
8B ()

Como 0B.(z;) es compacto, la sucesién (p,)neny converge uniformemente a p en

0B.(z;) Vi =1,...,s. Luego, tenemos que para cadai=1,...,s,
1 t 1 t
— / Pl >dtﬁ—. / o >dt-
270 Pi(t) 2mi p'(t)
OBe(zi) 0B (z;)

Luego, para cadai=1,...,s, 3N; € N tal que sin > N;

w | sione [ vl

OB (z;) OB (z;)

Como ambas integrales son cantidades enteras, vale la igualdad. Si consideramos
N = méx{Ny,..., Ny}, el polinomio py tiene en cada conjunto B.(z;) m; raices
complejas no reales. Por lo tanto, tiene my + --- + my, = k — 1 — r/ raices complejas y
deducimos que tiene 1’ < e raices reales. Esto contradice la hipdtesis que tiene al menos
r raices reales y queda demostrado que p debe tener al menos r raices reales.

El borde de 7(Maqxs) consiste en elementos de 7(Magqks) que son limite de sucesiones
contenidas en el complemento. Es decir, p € 07(Mgxs) cumple que p € T(Mqaxks) ¥
existen p\¥) € Rz, ylr_1 — 7(Maxs), j € N tales que

lim p¥) = p.
j—>+oop p
Todos los polinomios p, p'¥) tienen el mismo grado k—1 = Zle(ki —1). De tal sucesién,
se puede extraer una subsucesién de polinomios p) con el mismo rrmp (plv). Como
estan contenidos en el complemento, vale que
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3.2. Matrices convolucionales de salto 1

Como ademds Y ;_, pi < k — 1 y las cantidades e y k — 1 tienen la misma paridad,

deducimos que
Z pi <e—2.
i=1

En particular, vale que [{p; : p; es impar}| < e — 2.

En el limite, los pares de raices conjugadas complejas pueden volverse raices reales dobles
o raices reales distintas pueden volverse iguales. Ninguno de estos dos casos incrementa
la cantidad de raices reales con multiplicidad impar. Por lo tanto, el polinomio p tiene
rrmp (p'|7') que cumple

!

D pi=e v [{p;:pes impar}| <e—2.
=1

Quedan demostradas las condiciones (3.3.2.1]).

Consideramos ahora un elemento p € R[z,y] que cumple las condiciones (3.3.2.1).
Como su rrmp (p|y) cumple que >.._, p; > e, deducimos que p € T(Mgqxs). Para
demostrar que es un elemento del borde, dado £ > 0, encontraremos un polinomio p,
del complemento arbitrariamente cerca.

El polinomio p cumple ademés que {p; : p; es impar} < e—2. Escribimos p; = 2a; + 3;
con cada 8; € {0,1}. Consideramos una factorizaciéon de p = p{*...plrqg]" ... q)c con
pi € Rlz,yl1 vy ¢; € Rz, y]s irreducibles y linealmente independientes dos a dos. Para
cada 1 < i < r tal que p; es impar, el factor p* se puede perturbar para obtener
un polinomio con «; pares de raices complejas conjugadas y una raiz real si §; = 1.

Supongamos p; = x + Ay con A € R, construimos

pe=((@+ A +eiy)(z+ (A —ei)y)™(z + \y).

Podemos construir p. = (p})?* ... (pl)7q]" ... q). De esta manera, perturbamos p pa-
ra obtener un polinomio p. con exactamente »_ 3; raices reales. Como Y 5; = [{p; :
p; es impar}| < e — 2, concluimos que p. € T(Maxs)- O

A continuacién, daremos ejemplos de arquitecturas y de la caracterizacion del espacio
de funciones asociado, junto con su borde y su complemento. Expresaremos estos
conjuntos a partir de desigualdades sobre los coeficientes del filtro de una matriz
convolucional genérica. Como la identificacion del espacio de funciones con un conjunto
de polinomios homogéneos solo depende de la cantidad de capas y del tamano de los
filtros, obviaremos el vector d con los tamanos de entrada y de salida en estos ejemplos.
Consideraremos capas con filtros de tamano k; > 2.

Dada una arquitectura (d, k,s), con s = (1,...,1), calculamos el tamano del filtro de
un elemento W € Mgy como k = Zle(ki — 1) + 1. Este elemento se identifica con

un polinomio homogéneo de grado k — 1. Trabajaremos con arquitecturas cuyo tamano
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3. El espacio de funciones

resultante de filtro sea k = 3,4,5 para poder identificar los elementos con polinomios
homogéneos de grado 2, 3 y 4 respectivamente. Haremos uso de los posibles rrmp que
calculamos en el Capitulo [2|

FEjemplo 3.2.2.3. Para que el filtro resultante tenga tamano k = 2, se distinguen dos
arquitecturas.
Si L =1, k = (3). Esta arquitectura es filling.

Si L = 2, k = (2,2), la cantidad de filtros de tamano par es e = 2. Deducimos
entonces que un elemento del espacio de funciones se identifica con un polinomio de
grado 2 con al menos dos raices reales. A partir del Ejemplo [2.0.0.3] deducimos que un
elemento del espacio de funciones se identifica con un polinomio de grado 2 con rrmp
(11]0) o (2|0). Los elementos del borde se identifican con polinomios cuyo rrmp (p|7y)
cumple que [{p; : p; es impar}| = 0, por lo que deben tener rrmp (2|0). Finalmente, los
elementos del complemento se identifican con polinomios cuyo rrmp es (0|1). Describi-
mos estos conjuntos con desigualdades sobre los coeficientes del filtro de las matrices
convolucionales

Ma 2,01 = {(a,b,c) € R* : b* — 4ac > 0},
OMa,2.2),1,1) = {(a,b,¢c) € R? : b? — 4ac = 0},
3,(2,2),(1,1) = {(a,b,c) € R*: b* — 4ac < 0}.

Ejemplo 3.2.2.4. Para que el filtro resultante tenga tamano k = 4, distinguimos tres
arquitecturas posibles.

Si L=1,k=(3)es filling.
Si L =2, k = (3,2) también es filling pues tiene un tnico filtro de tamano par.

Si L =3,k =(2,2,2), la cantidad de filtros de tamano par es e = 3. Las matrices del
espacio de funciones Mg (2,22),(1,1,1) se identifican con polinomios con tres raices reales.
Sus posibles rrmp son (111|0), (21]0) y (3|0). Los elementos del borde se identifican con
polinomios cuyo rrmp (p|y) debe cumplir que [{p; : p; es impar}| < 1. Luego, deben ser
(21|0) y (3]|0). Se trata de los polinomios de grado tres con al menos una raiz doble.
Finalmente, el complemento del espacio de funciones se identifica con polinomios que
tienen una tnica raiz real, es decir, cuyo rrmp es (1]1).

A partir de la Proposicién[2.1.0.1} describimos estos conjuntos con ecuaciones e inecua-
ciones sobre los coeficientes del filtro de una matriz convolucional genérica

Ma,2,22),01,1,1) = {(a,b,c,d) eR*: A >0},
OMa 222,111 = {(a,b,c,d) € R* : A =0}
M@ 2.22),1.1.1) ={(a,b,c,d) e R* : A <0}.
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L K
1 )

21 (4.2) 0 (3,3)
31 (322)

11 (2222

Ejemplo 3.2.2.5. Para que el filtro resultante tenga tamano k = 5, distinguiremos cinco
arquitecturas posibles segiin el vector k

Las arquitecturas con vector k=(5) o (3, 3) son filling pues no tiene filtros de tamafo
par. Las arquitecturas restantes son no filling pues tienen al menos dos filtros de
tamano par.

Como (4,2) y (3,2,2) son arquitecturas con e = 2 filtros de tamano par, los elementos
del espacio de funciones respectivo se identifican con polinomios con al menos dos raices
reales. Los elementos del borde se identifican con polinomios cuyo rrmp (p|y) debe
cumplir que ningin p; sea impar. Como se trata de polinomios de grado cuatro, no
pueden tener una tunica raiz real. Luego, los elementos del complemento se identifican
con polinomios que no tienen raices reales.

En el caso en que k = (2,2, 2,2), los elementos del espacio de funciones se identifican
con polinomios que tienen e = 4 raices reales. Los elementos del borde se identifican con
polinomios cuyo rrmp (p|y) debe cumplir que |{p; : p; es impar}| < 2. Como se trata de
polinomios de grado cuatro, los elementos del complemento se identifican con polinomios
que tienen dos o ninguna raiz real.

Resumimos estos casos en la siguiente tabla

k Espacio de funciones Borde Complemento

(3.2,2) o (4,2) | 1111]0, 112]0, 22[0, 13]0, 4]0, 11[1, 2[1

22[0, 2[1, 4]0

0[2,0[11

(2.2,2,2) 1111]0, 112[0, 22]0, 13]0, 4]0

112]0, 220, 13]0, 4]0

111, 2[1, 02, 0[11

Para la arquitectura (d, (2,2,2,2),(1,1,1,1)), podemos describir estos conjuntos con
condiciones sobre los coeficientes del filtro de una matriz convolucional genérica a partir

de la Proposicion [2.2.0.1

Md,(2,2,2,2),(1,1,1,1) = {(Cba b,c,d, 6) eER*: A >0,0>0,b< 0}7
8Md,(2,2,2,2),(1,171,1) = {(CL, b,c,d, 6) ER’: A= 0,0 >0,b< 0}
M37(2727272)7(171’171) = {(a, b, C, d, 6) < RS A < O}

3.3. Generalizacion a saltos mas grandes

En esta seccion, trabajaremos con redes con convoluciones de salto mayor que 1. Da-
remos una caracterizacion del espacio de funciones correspondiente y de su borde. Co-

93
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menzaremos con una generalizacion de la identificacion polinomial definida en (3.2.1.2))
para convoluciones de salto mayor que 1.

3.3.1. Identificaciéon polinomial

Definicién 3.3.1.1. Para un valor de k£ € N y un valor de salto s > 1, la funciéon toma
un filtro w = (cg, ..., cp_1) € RF

: Rk — R[ZE, y](k‘—l)s

Ts(w> = Cox(k—l)s ‘I_ Clx(k 2)Sy8 + .. + Ck—Ql’Sy(k—2)S + Ck_ly(k_l)s

e identifica sus pesos con los coeficientes de un polinomio homogéneo. Si W es una matriz
convolucional de salto s y filtro w = (cg, ..., c,_1) € R¥, definimos

ﬁ-s(W) = Com(kfl)s + Clx(k72)8y5 4+ Ck72xsy(k‘72)s + Ckily(kil)sl

Para matrices de salto s = 1, recuperamos la identificacion (3.2.1.2)) via 7 = 7.

Como en este caso, el producto de matrices convolucionales se identifica con el pro-
ducto de los polinomios asociados a cada matriz.
Proposicién 3.3.1.1. Dada la arquitectura (d, k, s) de una red de profundidad L con
s=(s1,...,51) y k= (ki,...,kz), la matrizW = Wy ... W, tiene salto s' = s;_1 ... 5,
y cumple que
T(W) =mg(Wp)a(Wp_y ... Wy).

Demostracion. Como podemos pensar al producto Wp_;...W; como una matriz
convolucional de salto s’ = sr_;...sy, alcanza con demostrar el resultado para dos
matrices convolucionales de saltos arbitrarios.

Sean W7 y W5 dos matrices convoluciones de filtros wy, wq, de tamanos ky y ks y de
saltos s; y so respectivamente. Vamos a demostrar la siguiente igualdad

ﬁ(WQWl) = ﬁ'sl (WQ)TF(Wl)

Escribimos la identificacion polinomial de cada matriz como
k1—1

Zw1 (k1—1)— Ly

k21

s, (Wo) = E wa(’” 1-7) Slyjsl

Al calcular su producto, si notamos k = (k:1 — 1) + (k2 — 1)sq,

o, (Wo)7(Wh) =
k—1
(3 bty
m:0 Jj€lk],
le[kl]z
jsi+Hl=m
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3.3. Generalizacion a saltos mas grandes

comprobamos que los coeficientes son las entradas del filtro de la matriz W5W; dado por
(1.1.0.8]). El producto coincide entonces con la identificacion polinomial de W,W; dada

por (3.2.1.2)). n

Ejemplo 3.3.1.1. Consideramos las matrices

W, =

o
S
oS O

7W2:|:

o O
QUL O
—

S O O O QL
oo oo
oS O O e O
o O O ot O
oS O e O O
O O oo O
o 8@ O o o
o Tt O OO
Q@ O O OO
O O OO
o

La matriz W; € R5*! tiene salto 2 y la matriz W5 € R?*5 tiene salto. Denotamos los
respectivos filtros w! = [a b] y w? = [c d}. Los identificamos como

m(w') = az + by,
mo(w?) = cx® + dy*.

El producto W = WaW; € R?*° tiene salto 6 y filtro w = [ca ¢b ad bd] de tamafio
4 que se identifica con el polinomio 7(w) = cax® + cba?y + adzy® + bdy>. Comprobamos
que el producto my(w?)m(wt) = 7(W),

(cx? + dy*)(az + by) = cax® + cba*y + adwy® + bdy®.

De la demostracion anterior, deducimos que el salto de la tltima matriz no tiene ningiin
efecto en el cémputo del filtro del producto, solo en el calculo de su salto. Este hecho
da lugar a los siguientes resultados que permiten relacionar los conjuntos de polinomios
con los que se identifica el espacio de funciones de distintas arquitecturas.

Lema 3.3.1.1. Dada una arquitectura (d, k, s) con d= (dy,...,dy), k= (ki,...,kp) vy
s=1(81,...,81), valen las afirmaciones siguientes.

i) Si8’=(s1,...,50-1,1), entonces T(Mays) = T(Maps)-

ZZ) Si k = (klw--;kal;l) Yy k' = (]{71,...,]{7[/,1), d’ = (dg,...,del), s’ =
(S1,...,80-1), entonces T(Mgprs) = T(Margs).

Demostracion. i) Consideramos W = Wy, ... W; € Mgxs y W] una matriz convolu-

cional de salto 1 con el mismo filtro que W7p,. Llamamis W = Wi ... Wi € Makg.
A partir de la Proposicién |3.3.1.1} sabemos que #(W) = 7,(Wr)7(Wp_y... W)
con s=Sr-1...951.

Como vale que
/

(W) =7, (W))a(Wp_1...Wy)

podemos concluir que las identificaciones 7(W) = #(W') coinciden.
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3. El espacio de funciones

ii) Consideramos W =W ... W, € Maxs, por la Proposicién [3.3.1.1

W(W) = ﬁ-s(WL)ﬁ-(WL—l . W1>
Si k, = 1, @, (W) es una constante y no modifica la escritura de (W) como
producto de factores de grado k1 —1,...,kr_1 — 1 que caracteriza a los polinomios
en (Mg s ). Por lo tanto, la identificacién coincide con la de Wy_;... W, €
Ma o s
]

3.3.2. Caracterizacion del espacio de funciones

El Lema [3.3.1.1, permite relacionar los espacios de funciones correspondientes a
distintas arquitecturas. A partir de esto, distinguiremos dos tipos de arquitecturas cu-
yo espacio de funciones sea un conjunto semi-algebraico de dimensién completa o menor.

A partir del primer inciso del Lema[3.3.1.1] podemos caracterizar el espacio de funcio-
nes correspondientes a arquitecturas que tienen unicamente el dltimo salto de tamano
arbitrario. Dada una arquitectura (d, k,s) con vector de saltos s = (1,...,1,sy), valen
los siguientes resultados.

Teorema 3.3.2.1. Sea (d, k, s) una arquitectura de profundidad L y con vector de saltos
s=(1,...,1,s1). Luego, Mgy,s es un subconjunto semi-algebraico de dimension mdzima
de Mdydy) ks CON S =5 Y k= Zle(kl) — L+ 1. En particular, Mgy se obtiene de
M dg,dp) ks como soluciones de inecuaciones unicamente. Mds ain, la arquitectura es

filling st y solamente si hay a lo sumo un tamano de filtro ki, ..., kg par.

Proposicién 3.3.2.1. Sea (d, k, s) una arquitectura con e := |{k; : k; es par}| > 2y s=
(1,...,s5). Si consideramos la topologia euclidea en M qy.a,)k,s, €l espacio de funciones
Mars es cerrado. Su borde consiste en matrices convolucionales que se corresponden
con polinomios de rrmp (p|y) que satisfacen que

Zpi >ey |{pi:pi es impar}| < e — 2. (3.3.2.1)

i=1

Demostracion. Ambos resultados se desprenden del primer inciso del Lema |3.3.1.1]

A partir de s = (1,...,1,s1), podemos construir s’ = (1,...,1,1) y resulta que
T(Maks) = T(Maxs). Como la arquitectura Mgk g tiene todos los saltos de tamano
1, valen el Teorema y la Proposicién de la subseccién anterior. O

El segundo inciso del Lema permite estudiar una arquitectura cuyo ultimo
filtro tiene tamano k;, = 1 a partir de la arquitectura mas pequena formada por las
L — 1 capas previas. Solo queda cubrir los casos en que k;, > 1 y alguno de los saltos de
las L — 1 primeras capas tiene salto mayor que uno.
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3.3. Generalizacion a saltos mas grandes

Proposiciéon 3.3.2.2. Si k;, > 1 y s; > 1 para algin i < L — 1, la arquitectura no
es filling. En particular, el espacio de funciones es un subconjunto semi-algebraico de
Mdo.dp) ks de dimension no mdzima.

Demostracion. Consideremos el producto final Wy W’ donde W/ = Wy_;...W; tiene
tamano de filtro &' = k; + ZZL:_QI(IQ - 1) Hf;il Sm y salto 8 = sy...50_1.

Aun si la arquitectura de las primeras L — 1 capas fuera filling, el producto W,W’
puede no ser una matriz convolucional arbitraria con filtro de tamafno k = k' 4 (k;, —1)s’
y de salto s = sps’. De ser asi, si identificamos los filtros de las matrices con sus
respectivos polinomios, querria decir que todo polinomio p de grado £ — 1 podria
escribirse como el producto de un polinomio real p’ de grado k' — 1 en las variables z,y
y de un polinomio real p; de grado k; — 1 en las variables z* , y* .

Para mostrar que esto no siempre sucede, asumimos sin pérdida de generalidad que los
polinomios son moénicos y contamos los grados de libertad restantes, es decir, la cantidad
de coeficientes restantes para cada polinomio. Son k — 1 para p, ¥’ — 1 para p' y k;, — 1
para pr. Como k;, > 1y s’ > 1, se tiene que

(K1) + (kr —1) < (K — 1) + (ky, — 1)s' — 1 =k,

por lo que el producto de p’ y pr no tiene suficientes grados de libertad para expresar
todos los polinomios moénicos p posibles. Este recuento demuestra que

dim(Maxs) <k +kp — 1 < k = dim(M gg,4;) k,5)-
]

Observacion 3.3.2.1. Para las arquitecturas no filling descritas en la proposicién anterior,
Ma ks tiene una dimensién estrictamente inferior a la de M4, 4,)%,s ¥y POr lo tanto
estd definida como la solucién a ecuaciones e inecuaciones polinomiales. Al contrario, las
arquitecturas no filling con s = (1, ..., 1) dan lugar a espacios de funciones de dimensién
maxima que son soluciones a inecuaciones polinomiales.

En el siguiente ejemplo, comparamos una arquitectura similar a la del Ejemplo|3.1.0.2,
En este caso, el tamano de los saltos da lugar a una arquitectura no filling esta vez.
Ejemplo 3.3.2.1. Sean d = (5,2,1), k = (3,2) y s = (2,1), el espacio de funciones

M € R consiste en las matrices
W =WW,=1[d ¢ {3 8 (CZ 2 01 =lad bd ae+cd be ce].

c
En términos de polinomios, tenemos
7(W) = (d2* + ey?)(az® + bry + cy?) (3.3.2.2)

por lo que la arquitectura es filling si y solamente si todo polinomio de grado cuatro
Azx*+ Ba3y+Ca?y?*+ Day®+ Ey?* puede escribirse como el producto descrito previamente.
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3. El espacio de funciones

Veamos que el espacio de funciones esta caracterizado como

M={(A,B,C,D,E) €R’: AD* + B°E = BCD y C* > 4AFE}. (3.3.2.3)
Si p € ®(M), existen (a,b,c,d,e) € R tales que A = ad, B = bd,C = ae + cd,D =
be, E = ce. Al reemplazar estos valores, vemos que se cumplen las condiciones de
(13.3.2.3):

AD? + B*’E = adb’*e® + b°d*ce = bd(ae + cd)be = BCD,
C? — 4AFE = a®e® + 2adce + *d® — 4adce = (ae — cd)* > 0.
Si ahora tenemos (A, B,C, D, F) € R® que cumpla las condiciones de (3.3.2.3)), vamos a
hallar los coeficientes para escribir al polinomio p = Az* + Bx3y + Ca?y? + Day® + Ey?

como el producto dado en (3.3.2.2)). Consideramos casos segin la nulidad de los
coeficientes.

Si D=F =0, basta con tomar a = A,b=B,c=C,d=1ye=0
1*(Az® + Bxy + Oy?) = Ax* + Ba’y + Ca*y”.

Si £ = 0,D # 0, las condiciones de (3.3.2.3) implican que BC' = AD. Al considerar
a=%,b=1c=0,d= Bye=D,resulta

s]lo}

C BC
(Bx® + Dy2)(5x2 + zy) = 7x4 + Bady + Cx*y* + Dxy® = p.

Si E # 0, podemos suponer sin pérdida de generalidad que vale F = 1. Fijamos
c=1,e=1,b= D y distinguimos cuatro casos para determinar los valores de a y d.

Si D, B # 0, elegimos d = % ya= A?D y calculamos el producto

B AD B AD
(5352 + yz)(§$2 + Dy +y*) = Ax* + Ba’y + (5 + ?)1‘292 + Dy’ +y*.

Concluimos que % + A?D = % = (' con un despeje en (3.3.2.3)).
Si D # 0, B =0, despejamos de las condiciones que A = 0. Al tomar d =0y a = C, se
tiene

y?(C2® + Day +y*) = Ca*y* + Day® + y* = p.
Si A+#0, D=0, deducimos de las condiciones que B = 0. Como C? —4A4 > 0y A no se
anula, alguno de los valores % + \/%2 — A ha de ser no nulo. Le asignamos dicho valor

adya= %. El producto resulta

A A
(dz” + yz)(g +y?) = Azt + (d + E):ﬁy? +yh
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3.3. Generalizacion a saltos mas grandes

Calculamos el valor del coeficiente cuadratico

eea_CE£T-H
d 2 -
C+,/&-A

Si A=0, D=0, deducimos de las condiciones que B =0y al elegira =Cy d=0

YV (C2® +y?) = Oy + y*.
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4. Optimizacion

Al introducir el concepto de red neuronal, comentamos que el modelo aprende
los valores de los parametros 6 que resulten en el mejor rendimiento. ;Qué significa
“aprender” en este contexto? En este trabajo, tratamos algoritmos de aprendizaje
supervisado.

Para esto, necesitamos un conjunto de datos de entrenamiento. Se trata de un
conjunto finito de pares de elementos de entrada y de salida. Cada par consta de un
elemento de entrada y del elemento de salida que queremos que la red le asigne. Por
ejemplo, si queremos diseniar un algoritmo de clasificacién de caracteres, el conjunto
de datos de entrenamiento consiste en imégenes de caracteres y una etiqueta con el
caracter representado en cada imagen. El objetivo es que la red halle los valores de
los parametros que permitan asignar a cada imagen del conjunto de entrenamiento
el caracter indicado y que estos valores permitan ademas la correcta clasificacion de
nuevas imagenes, no comprendidas en el conjunto de entrenamiento.

Debemos entonces poder medir el error cometido en la asignacion de los elementos de
salida. Podemos hacerlo al nivel del espacio de funciones. A partir de un conjunto de
datos de entrenamiento, definimos una funcion de pérdida. Para cada funcion del espacio
de funciones y cada elemento de entrada del conjunto de datos de entrenamiento, esta
funciéon de pérdida compara el elemento de salida que asigna la funcién con respecto
al indicado en los datos de entrenamiento y mide el error. Buscaremos la funcién que
minimice este error. Podemos también hacerlo en el espacio de parametros ya que cada
eleccion de parametros 6 da lugar a una funcion del espacio de funciones. Definimos una
funcion objetivo que para cada eleccion de parametros 6, considere la funcion correspon-
diente y mida su error en la asignacion respecto a un conjunto de datos de entrenamiento.
En este caso, buscaremos la eleccién de parametros que minimice el error.

En esta seccién, fijamos una arquitectura (d, k,s) de una red de profundidad L con
s = (1,...,1). El espacio de funciones Mgy esta parametrizado por la funcion pq ks,
que también notaremos como p, cuya definicién recordamos a continuacion

flages - RM X oo x RFE — RAox
(wl,...,wL) HW:WLWl
Cada matriz W; es una matriz de convolucién de salto 1 y filtro w®. Denotaremos w
al filtro de W, la convolucién que se obtiene al realizar la composicién de las capas de

la red. Tiene tamano de filtro k£ y de salto s que calculamos en la Proposicion [1.1.0.1]
Notamos M 4q.4,).k,s al conjunto de matrices convolucionales de salto s y tamano de
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4. Optimizacion

filtro k. Podemos identificar una matriz convolucional W con su filtro W a través de la
funcién

: M s 7 Rk
¥+ Mdodr) ks B (4.0.0.1)
W — w.

De esta manera, podemos considerar
pop:RM x ... x RF 5 RF
0=(w',. . . w)—w

que a un vector de filtros le asigna el filtro de la convolucion obtenida al realizar la
composicion de las capas de la red.

Definicién 4.0.0.1. Dada una arquitectura (d, k, s), el espacio de salida es X = R% y
el espacio de llegada es Y = R . El espacio de pardmetros se compone de vectores cuyas

coordenadas son los filtros de tamafios ki, ..., k; que notamos W = RFt x ... x RFL,
Consideramos la red neuronal de arquitectura (d, k, s)
f WX =Y

(0,2) =y =p(d)r =Wz
que asocia un par (0, z) de valores de parametros y de entrada a un valor de salida y.
Un conjunto de datos de entrenamiento consiste en un subconjunto finito de pares de

valores de entrada y salida
DCXx).

Una funcion objetivo es una funcién definida sobre el espacio de parametros W a partir
de un conjunto de datos de entrenamiento D

£DZW—>R

que mide el desempeno del algoritmo.

En este trabajo, describiremos a la funciéon objetivo con una funcion de pérdida (p
ép : Md,k,s — R

definida sobre el espacio de funciones correspondiente a la red que mide la diferencia
entre los valores de salida estimados y los esperados, indicados en el conjunto de datos
de entrenamiento.

Podemos describir a la funcién objetivo como la siguiente composicién entre el mapa

de parametrizacion de la Definicion [3.0.0.2] y la funcion de pérdida
Lp =Ip o pdaxs- (4.0.0.2)

Lo ilustramos en el siguiente diagrama
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4.1. Puntos criticos

Hd,k,s
w > Maxs
Lp
Lp
R

Un ejemplo es la funcién de error cuadrético que definiremos en (4.3.1.2]).

Observacion 4.0.0.1. Para no recargar la notacion, evitaremos explicitar el conjunto de
datos de entrenamiento para las funciones objetivo £ y de pérdida /.

Como la funcién ¢ esta definida sobre el espacio de funciones mientras que la funcién £
esta definida sobre el espacio de parametros, buscaremos comprender cémo se relacionan
los candidatos a minimo de cada funcién en la siguiente seccion.

4.1. Puntos criticos

Recordamos ademas la Definicién [3.2.1.2] de 7, la funcion que permite asociar un filtro
w = (cg,c1, ..., cx1) € R* con un polinomio en Rz, y|p_;

m(w) = cox" ™t + e Py + o+ gy T+ oy

Podemos definir ademds esta funcién en el espacio de funciones Mgk s para asociar
una matriz convolucional W de filtro w con un polinomio en Rz, y|x—1

Hd . k,s
W ————— Maxs

R[may]k—l

Sif=(w',...,wl) y w es el filtro de la composicién de las capas de la red, vimos

en la Proposicién que (w) = w(w!) - - w(wl), por lo que resulta que 7 estd bien
definida.
Observacion 4.1.0.1. A lo largo de esta seccién, identificaremos los filtros del espacio
de parametros con los polinomios correspondientes y expresaremos los resultados en
términos de condiciones sobre estos polinomios. Para evitar recargar la notacién, no
siempre se explicitara la funcion .

Un problema que surge es como, a partir de un polinomio p, determinar de qué
pardmetros 6 proviene. Es decir, hallar todos los 6 tales que 7(u(6)) = p. Dada una
arquitectura, la funcién pq ks no es inyectiva, por lo que el mismo polinomio p puede
provenir de distintos pardametros.

Por ejemplo, fijamos una arquitectura con k = (3,2). El polinomio p = 2* — 422y +
xy? + 6y> puede escribirse como los siguientes productos

p= (2" = by +6y°)(z +y) = (2® — zy — 2y°)(z — 3y).
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4. Optimizacion

Esto quiere decir que el filtro (1,—4,1,6) estd parametrizado por 0 =
((1,-1,-2),(1,-3)) y por 8 = ((1,—5,6), (1,1)). Més atin, cualquier

1
0. = (k(1,—-1,-2), E(l’ -3)), ke R,k #0

parametriza al filtro (1,—4,1,6). Los filtros 6, dan lugar a la siguiente escritura de p
como un producto

1
p = (k(a® —ay — 2y2))(g($ - 3y))
cuyos factores son multiplos de los factores que aparecen en la escritura de 7(6).
Este ejemplo motiva la siguiente definicion.

Definicién 4.1.0.1. Sea una red de profundidad L con una arquitectura (d, k,s). Sea

k el tamano del filtro de las convoluciones que se obtienen al componer las capas de la
red, que se calcula a partir de las coordenadas de k como en (|1.1.0.10]). Dado un filtro
w € R¥, se denomina fibra al conjunto de pardmetros 6 tales que o(u(0)) = w.

Diremos que dos pardametros 6 = (w!,...,wl) y 0 = (v}, ..., vL) son equivalentes a
o L
menos de factores escalares si existe (K1, ..., k1) € (R*)Y con [[;_; x: =1 tal que
w' = K0

También diremos que 0’ es un reescalamiento de 6.

Sean # € W y u(f) € M, consideramos el gradiente de la funcién objetivo
dol = dL(§) € RIFit=Fke)x1 o] gradiente de la funcién de pérdida duoyl € Rbodex1
y la diferencial del mapa de parametrizacién dgp € Réde*(kit-+kr) E] gradiente de la
funcién objetivo se calcula con la regla de la cadena como

d@ﬁ = du(g)f O dgu.

Los puntos criticos de la funcién objetivo £ son filtros 6 = (w!,..., w’) en los que

doL = 0. Nos interesa comprender si también son puntos criticos de ¢. Es decir, si 6 es
tal que d,p¢ = 0. Como la diferencial dy puede anularse en un vector no nulo, puede
dar lugar a puntos criticos que dependen de la parametrizaciéon y no propiamente de la
funcién ¢ que se desea optimizar.

FEjemplo 4.1.0.1. Consideramos la arquitectura del Ejemplo (3.1.0.2) con d = (5, 3, 2),
k =(3,2) y s = (1,1). Si identificamos las matrices convolucionales con su filtro, pode-
mos mirar el mapa ¢ o

pou: R xR’ — R
0 = ((a,b,c),(d,e)) — (ad,bd + ae, cd + be, ce).
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4.1. Puntos criticos

Para cada 0 € R3 x R?, la diferencial dypp o u € R¥5 es de la forma

d 00 a O
Ao o 11 — e d 0 b a
0P O = 0 e dc b
0 0 e 0 e
En el caso de tener rango méximo, dim(Im(dsp o p)) = 4 y, por el Teorema de la

dimensién, su nicleo es trivial.

Distinguimos entonces los puntos criticos que dependen de la parametrizacion en la
siguiente definicién.

Definicién 4.1.0.2. Sea 6 = (wy,...,wr) un punto critico de L, es decir, tal que
doL =0,

i. diremos que 6 es un punto critico puro, si p(f) es también un punto critico de la
funcién de pérdida restringida al espacio de funciones, es decir, si d, g ¢ = 0, y

ii. diremos que € es un punto critico espurio si dgpt no tiene rango maximo.

Observacion 4.1.0.2. Vamos a comprobar que alcanza con la condiciéon de que la matriz
diferencial dyp tenga rango maximo para que un punto critico de £ sea puro.

Sea una red de profundidad L con arquitectura (d,k,s) tal que s = (1,...,1) y
k=" (k) — (L —1). Podemos considerar el mapa

wopu:RM x ... x Rt 5 RF

que dado un vector de filtros le asigna el filtro de la convolucién resultante al componer
las capas de la red.

Fijamos 0 € R* x ... x R¥2, La matriz diferencial dypy o p tiene Zle k; columnas y
k= Zle(kz) — (L —1) filas. Si dpp tiene rango maximo, entonces dpp o 1 € R también.
En este caso, dim(Im(dgpopu)) = k y por el Teorema de la dimensién, el nticleo es trivial.
Luego,

dgﬁ = du(g)g O dg,u =0 = du(g)f =0

y 6 es un punto critico puro.

Ejemplo 4.1.0.2. Tlustramos la existencia de puntos criticos espurios que pueden dar
lugar a minimos locales en este ejemplo. Dichos minimos locales no son de interés pues
no minimizan la funcion de pérdida ¢ definida sobre el espacio de funciones.

Consideremos una red de dos capas con filtros de tamano k = (2, 3). Esta arquitectura
es filling y el espacio de funciones se identifica con el conjunto de polinomios homogéneos
de grado 3. Esta parametrizado de manera que escribiremos estos polinomios como
un producto de dos factores, uno lineal y otro cuadrético. Trabajaremos identificando
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4. Optimizacion

filtros con polinomios, sin considerar las dimensiones de las matrices convolucionales.
Un elemento del espacio de pardmetros es de la forma 6 = ((a, b), (¢, d, e)) y se identifica
con el polinomio (ax + by)(cz? + dzxy + ey?).

Fijamos un elemento u del espacio de parametros

1
uw=((1,1),(1,0, E))

Este elemento parametriza al filtro w = (1, 1, %0, lio) que se identifica con el polinomio

T\ 3 2 1.2 1,3
(W) = 2° + 2%y + 52y’ + 5y

Queremos que esta red aproxime a la convolucién de filtro w. Es decir, que halle valores
((a,b), (c,d,e)) para que el filtro de la convolucién resultante de la composicién de las
capas sea el filtro w. Lo denominamos filtro objetivo. Si identificamos los filtros con los
respectivos polinomios, buscamos un polinomio lineal y uno cuadratico cuyo producto sea
7(wW), que llamamos polinomio objetivo. Cabe observar que hay infinitas combinaciones
de un factor lineal y uno cuadratico cuyo producto coincide con el polinomio objetivo.
Consideramos entonces una funcién que mide la distancia entre 7(w) y un polinomio
homogéneo, escrito como el producto de un factor lineal y otro cuadratico,

1 1
(((x + ay)(ba? + coy +dy?)) = (b—1)* + (ab+c—1)* + (ac +d — 1—0)2 + (ad — 1—0)2
Esta funcion computa la suma del cuadrado de la diferencia entre los coeficientes de
un polinomio homogéneo de grado 3 y el polinomio objetivo. Elegimos que el factor
lineal sea monico para evitar reescalamientos de los filtros. Esto no afecta al computo
de puntos criticos. Queda entonces definida la funciéon £ sobre el espacio de parametros
como

L:R*=R
1 1
(a,b,c,d) = (b—1)*+ (ab+c—1)* + (ac+d — 1—0)2 + (ad — 1—0)2

Un cémputo directo indica que L tiene diez puntos criticos complejos, de los cuales
tres corresponden a distintas escrituras del polinomio objetivo 7(w) = m(p(u)) como un
producto. Las restantes siete escrituras corresponden a puntos criticos espurios que dan
lugar a factorizaciones de siete polinomios ctibicos distintos al polinomio objetivo. Uno
de ellos es

a ~ 0,0578445483987; b ~ 1,0000187825172; c ~ 0,941829719725; d ~ 0,0511336556138.

La matriz Hessiana de L es definida positiva en este punto y concluimos que es un
minimo local.

Observacion 4.1.0.3. Para dar condiciones que permitan distinguir los puntos criticos
puros, identificaremos los filtros con polinomios. A partir de la funcién 7 definida en
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4.1. Puntos criticos

(13.2.1.2)), tenemos la aplicacién

(m,...,m) cRF o X RFE 5 Rz, ylg, -1 X - X Rz, ylr, -1
(w', ..., w") = (x(wh),..., 7(w")).
Podemos considerar entonces el mapa de parametrizacion sobre estos conjuntos de

polinomios

la : R[I,y]k1,1 X X R[x7y]kL71 — R[l’,y]k,1

(m(wh),..., m(w") = 7(w) = 7(w') ... 7(w").

Lo resumimos en el siguiente diagrama

w
w ? Md,k,s

l(w,...,ﬂ') lﬁ:wocp

R[Ivy]lﬂfl X X R[I,y]]%,1 —ﬁ> R[I7y]k*1

De esta manera, caracterizaremos la imagen de la diferencial del mapa de parametri-
zacion fig s en un punto 6 = (w', ... w”) a través del estudio de de la diferencial de ji

en el punto (m(w!),..., m(wh))
div: Rz, yliy—1 X - X Rz, ylg, -1 = Rlz, yli-1.

Describiremos su imagen en la Proposicion (4.1.0.1]) con condiciones sobre las raices
de los polinomios m(w?),...,7(wr). Para demostrar este resultado, necesitaremos una
versién homogénea de la identidad de Bézout.

Lema 4.1.0.1. Sean p,...,p, polinomios homogéneos en R|x,y] de grado arbitrario,
g =mcd(p1,...,pn) yl=mem(py,...,pn). Para cualquier d > deg(l) — 1, los siguientes
conjuntos de polinomios homogéneos en Rlz,y| coinciden:

[d = {alpl +rFappn o € R[Q?, y]dfdeg(pi)}a ']d = {hg the R[:my]dfdeg(g)}

Demostracion. En el caso en que los polinomios g y [ coinciden, p; = --- = p, salvo
constante, y la afirmacién vale.

Supongamos deg(g) < deg(l). Para cualquier d como en el enunciado, I; C J; pues
cualquier combinacién algebraica de los polinomios py, ..., p, es multiplo de g.

Vamos probar que Jq C I por induccién en d > deg(l) —1. Para probar que Jaegy—1 C

T4eg(1y—1, aplicaremos la identidad de Bézout con polinomios de una variable. Podemos
ademas ”deshomogeneizar” los polinomios. Podemos asumir que la forma lineal y no es

67



4. Optimizacion

un factor del minimo comun multiplo /. De no ser, podriamos aplicar una transformacion
lineal inversible de la forma
=z, Yy =y+ta

para un valor de t apropiado.

Obtenemos entonces polinomios de R[z] como
pi(z) = pi(x, 1)
9(x) = g(z,1)
I(z) = I(x,1).
Notamos que estos polinomios tienen el mismo grado que los polinomios homogéneos
correspondientes. Ademds, g = ged(py, ..., Pp) ¥ I = mem(py, . . ., Pn)-
Por la identidad de Bézout con g, pi, ..., pn, existen fy,..., 5, € R[z] tales que

§=Pib1+ - + Bubn-
Luego, para cualquier h € Rlz],
hg = iy + -+ + . (4.1.0.1)
con &; € R[z].
Como deg(hg) < deg(l) — 1, podemos suponer que deg(d;) < deg(l) — deg(p;). De no

l

ser asi, dividimos a cada polinomio &; por el polinomio 5
1

Q; = qi— + T
Los restos 7; cumplen que deg(7;) < deg(l) — deg(p;). De la ecuacion |4.1.0.1} obtenemos
N
hg = Z(%Epz + 7ip1)

i=1
= Z(Z ) + Zﬂﬁz
i—1 i—1

Como deg(hg) < deg(l) y deg(321_, 7:i) < deg(l), resulta que debe ser 327 ¢ = 0. De
esta forma, iLg} = Y | 7iDi es una combinacién que cumple lo buscado.

Podemos entonces recuperar la combinacién (4.1.0.1]) con los siguientes polinomios ho-
mogéneos

iz, y) = ylesD—1-desd) g, ( §>,
pi(w,y) = ydeg(ﬁi)ﬁi(i%

hiz,y) = ydeg(i)‘l‘deg(g)ﬁ(g),
o) =y P5( ),
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4.1. Puntos criticos

de tal forma que hg = aypy + -+ + aup, v que el grado sea deg(l) — 1 = deg(i) — 1.
Por 1ltimo, observamos que g, p1, . . ., p, son efectivamente los polinomios originales del
enunciado.

Probamos ahora el paso inductivo. Supongamos que J; C I; y que hg € Jyy1. Sean
ho, ..., hqr1 € R son los coeficientes del polinomio h que se escribe como

d+i d

h:z:hxdJrl Wyt = hoxa? +Zh$yxd Wt gyl

=1

Entonces el producto hg puede escribirse como

hg = z(hozg) + ny 27y ) 4+ y(hay1yte). (4.1.0.2)

=1

Como los polinomios hox?g, h;x®"'y~tg v hap1y’g € Jg y suponemos que J; C Iy,

podemos reemplazarlos en (4.1.0.2]) por combinaciones polinémicas de py, ..., py:

d+1

hg—a:ZOz p]+zzxya p]+yzad+1pg

=1 j=1

Como deg(« 0) = d — deg(pj), entonces deg(:va ) = d+1—deg(pj). De manera analoga,

cada factor aj, ad+1 tiene el grado buscado y vale que hg € I;.1. O]

Proposicién 4.1.0.1. Sean (d, k, s) la arquitectura de una red de profundidad L de
salto 1 y el mapa de parametrizacion . Sea k el tamano del filtro de la convolucion
resultante de componer las capas de la red, que se calcula a partir de las coordenadas

de k como en (1.1.0.10)). Dado el vector de filtros = (w!, ..., wr) € R* x ... x RF,
consideramos W = p(u(0)) € R*.

Como w(w) = (w') - - - w(wl), podemos considerar el polinomio

g= mcd(:((fl)), . Qﬁ))) € Rl y].

Entonces, la imagen de la diferencial dgpu en el punto 6 se identifica con el conjunto de
polinomios

kal(e) = {hg the R[QJ, y]k—l—deg(g)} C R[QZ, y]kfl, (4103)

En particular, dppi es sobreyectiva si y solamente si med(m(w?), m(w?)) = 1 para cada par
i, €{1,..., L} distintos.

Demostracion. Sea 6 = (w', ... w!). Para simplificar la notacién, identificamos w* con

7(w') para cada i =1,...,L y W con 7(w).
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Daremos una caracterizacion de la imagen de dyp a través de la identificacion con
polinomios. Sea M = Ry, _1[z,y] X -+ X Ry, _1[x, y].

De esta manera,
dop - M — Ry_1[z, y)].

Denotamos w’ a las coordenadas del vector tangente correspondiente a la variable w?®.

Para comprender su imagen, consideramos una curva « : (—e,e) — M en el espacio
M definida como:

a(t) =(py (2, y), - pr (2, y)), |
a(0) =(w', ..., w") y @(0) = (w', ..., wk).

Derivamos, por regla del producto, como
(0 @)'(0) = (py (2, 9)---p (,9)) lt=o

_ [if;pif[lpz‘(x,y)]

i

t=0

L
=5 it L
w’l

=1

Luego, podemos concluir que

LW T
o L 1 L
dop = (W, ..., w") —»w J+---+w I

y que la imagen de la diferencial se describe como el siguiente conjunto

Im(dpp) = {al% +-+ &L% ta; € Rlz,y], deg(ay) = deg(w') — 1}, (4.1.0.4)

Aplicamos el Lema4.1.0.1|con d =k — 1y g = ged(%, ..., %) y obtenemos
Im(dgp) = {hg : h € Rlz,y], deg(h) =k —1—deg(g)}.

A partir de esta caracterizacién, deducimos que dgppu es sobreyectiva si y solamente si
g = 1. Veamos que esta condicién equivale a que ged(w’, w?) = 1 para i # j.

En efecto, cualquier factor comiin de w® y w’ con i # j es un factor de cada - con
m = 1,...,L. Por lo tanto, como g = ged(3%, ..., o), si algin par de indices i # j

cumple que ged(w’, w’) # 1, entonces g # 1.

w w

Ahora, si ¢ es un factor comin irreducible de -, ..., =%, entonces qlw® para algiin
1=1,...,L. A suvez q wﬂ por lo que deducimos que g|w’ para algtin j # i. Entonces,
si ged(, ..., %) # 1, se tiene que existen i # j tales que ged(w’, w/) # 1. O
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Corolario 4.1.0.1. Sean (d, k, s) la arquitectura de una red de profundidad L de salto
1 y el mapa de parametrizacion u. Sea k el tamano del filtro de la convolucion resultante
de componer las capas de la red, que se calcula a partir de las coordenadas de k como en
. Dado el vector de filtros 0 = (w', ..., wh) € RF x ... x R¥ consideramos
w = p(u(0)) € R*. Vale que 6 es un punto critico espurio si y solamente si existen
distintos i,j € {1,..., L} tales que w(w") y w(w?) tienen alguna raiz en comin.

Demostracion. Como concluimos en la Observacion (4.1.0.2), un punto critico 6 es
espurio si y solamente si el rango de la diferencial dgp no es maximo. En la Pro-
posicion , demostramos que esto sucede si y solamente si existen distintos
i,j € {1,...,L} tales que mcd(m(w?), 7(w’)) # 1, es decir, tales que los polinomios
m(w") y m(w’) tienen alguna raiz en comun. O

En el caso de tener una funciéon de pérdida convexa, este corolario nos permitira
concluir si un punto critico § = (w!, ..., w’) es un minimo global de la funcién objetivo

L a partir de las raices de los polinomios 7(w?), ..., m(w%).

Proposicién 4.1.0.2. Sea (d, k, s) la arquitectura de una red de profundidad L de salto
1. Sea k el tamano del filtro de la convolucion resultante de componer las capas de la
red, que se calcula a partir de las coordenadas de k como en (1.1.0.10). Consideramos

una funcion £ suave y convera en M (dyd.)k,1)-

Sea L = lopgps una funcién objetivo. Si 6 = (w', ... wk) € RF x -+ x R* un punto
critico de L, entonces vale alguna de las siguientes afirmaciones:

1. 0 es un minimo global de L, o

2. para algin i # j con 1,5 € {1,..., L}, los polinomios homogéneos m(w") y w(w’)
alguna raiz en comun.

Demostracion. Si € es un punto critico puro, la hipétesis de convexidad sobre ¢ nos
permite concluir que es un minimo global.

Si € no es un punto critico puro, a partir de la Observacién , sabemos que
resulta ser un punto critico espurio. A partir del Corolario , concluimos que
deben existir distintos 4,7 € {1,..., L} tales que m(w') y m(w’) tienen alguna raiz en
comun. ]

De la Proposicién (4.1.0.1]), podemos deducir que si tenemos un punto critico 6 de
la funcién objetivo en el espacio de parametros, todos los reescalamientos de # también
seran puntos criticos.

Lema 4.1.0.2. Sea (d,k, s) la arquitectura de una red de profundidad L de salto 1
y i el mapa de parametrizacion. Sea k el tamano del filtro de las convoluciones del
espacio de funciones Mgy s, que calculamos a partir de las coordenadas de k como en

(1.1.0.10). Sea £ = ¢ o p una funcion objetivo.
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Dada W € Mgy de filtro w € R*, la fibra u;’}c’s(W) consiste en una cantidad finita
de clases de equivalencia, dadas por la relacion de la Definicion |4.1.0.1].

Mds atn, vale que si 0 € R x --- x R es un punto critico de L, entonces todos los
pardametros de su clase de equivalencia también lo son.

Demostracion. Podemos comprender la fibra p=*(W) = {6 = (w',...,wl) : v’ €
RF=1 4 = 1,...,L} como las posibles maneras de describir al polinomio 7(w) como
un producto de factores 7(w?) de grado k; — 1. Como 7 (W) tiene una tnica factorizacién
en factores irreducibles, escribirlo como tal producto es equivalente a combinar estos fac-
tores irreducibles para formar los polinomios 7(w") de grado k; —1 coni=1,..., L. Hay
finitas combinaciones. Mds atin, si dos elementos # = (w',...,wl) y ¢ = (v!,...,v%)
son equivalentes, dan lugar al mismo polinomio:

L
Jk1,..., Kk tales que w; = K;v' y Hmi: 1,
i=1

Veamos ahora que si # y 6’ son equivalentes, entonces la imagen de la diferencial del
mapa de parametrizacion p coincide en ambos puntos. De esta manera,

dg,c = de o dng =0 < d(;/[ﬁ = de o dg/,u =0.
En efecto, a partir de la Proposicion (4.1.0.1)), basta ver que

i (20 T (Do

g
N——

m(wh) T w(wh) m(wh) w(oh)
Esto se deduce del hecho que los polinomios m(w?), ..., 7(w") y w(v?),..., 7(v?) estdn
conformados por los mismos factores irreducibles. O]

FEjemplo 4.1.0.3. Describimos las fibras correspondientes a distintos elementos del espa-
cio de funciones de la red del Ejemplo (3.1.0.2)) con k = (2,2).

Si identificamos las matrices convolucionales con sus filtros, tenemos el mapa de para-
metrizacion

p:R* x R? - R?
((a,b), (c,d)) — (ac,ad + be, bd).

En un punto 6 = ((a,b), (¢,d)), podemos calcular su diferencial como

c 0 a 0
dopp = |d ¢ b a
0 dO0 b
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Como vimos en el Capitulo 3] los elementos del interior del espacio de funciones se
identifican con polinomios cuadraticos con dos raices reales distintas

p(x,y) = (ax + by)(cz + dy).

Llamamos w' = (a,b) al filtro que se identifica con el polinomio p;(x,y) = ax + by y
w? = (c,d) al filtro que se identifica con el polinomio py(z,y) = cx + dy. Para que el
polinomio p tenga dos raices reales distintas, los filtros no pueden ser multiplos. Luego,

la fibra (7~ !(p)) tiene cuatro componentes:
{(kw', %uﬂ) k> 0}, {(kwt, %wQ) Kk < 0},
{(kw?, %wl) tk >0}, {(kw?, %wl) Kk < 0}.
En estos elementos, dgp tiene rango maximo.

Los elementos del borde del espacio de funciones se identifican con polinomios cuadrati-
cos con una raiz real doble p(z,y) = +(ex + fy)? con e, f no ambos nulos. Llamamos
w' = (e, f). Luego, la fibra u~'(7~!(p)) tiene dos componentes {(+rw’, tw') : k > 0}
y {(xrw', w') : £ < 0}. En este caso, los filtros son multiplos y dgu no tiene rango
maximo. Esto ilustra lo demostrado en la Proposicién .

Dada una particién A = (Aq,..., \,) de k — 1, recordamos la Definicién ([2.0.0.3)) del
conjunto Ay C R[z,y]|x—1. Un polinomio p es un elemento del conjunto A, si puede
escribirse como p = qi‘l ...q) con ¢ € Clx,y];.

Fijada una particién A de k — 1, nos interesa ademas analizar la existencia de puntos
criticos de la funcién de pérdida ¢ restringida a 7='(A,). Es decir, de la funcién de
pérdida restringida a convoluciones cuyo filtro se identifique con un polinomio de A,.
Debemos considerar entonces una estructura diferencial en Ay que desarrollaremos a
partir de [I7].

Definiciéon 4.1.0.3. Definimos el conjunto Cg,, como el conjunto de m-uplas de
nimeros complejos en el que identificamos dos elementos si solo difieren en una

permutacién de sus coordenadas. Denotamos (&1, ..., &) € Cf,, con &, ..., &, € C.
Podemos pensar a un elemento § = (&,...,&,) € Ciym como las raices, listadas

con multiplicidad, de un polinomio ménico 2™ + a;z™ ' + -+ - + a,, € C[z]. Como los
coeficientes de este polinomio pueden calcularse a partir de sus raices, definimos las
funciones simétricas como

o1(§) =ay, ..., om(&) = am.
Definimos la aplicacion
o:CL —C™

sym

§ (01(8), -+, om(8)),
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en la que (01(§),...,0,(€)) resulta ser la tira de coeficientes del polinomio mdnico
(x —&)...(x — &y). Esta aplicacién es inyectiva y como C es algebraicamente cerrado,
resulta biyectiva. Definimos la inversa de ¢ como

. C" — CT

sym
(@1, .. am) — &
con & = (&, ..., &n) las raices del polinomio ™ + a;x™ ! + - -+ + ay,.

En [17], se demuestra que o y 7 son homeomorfismos. Resultan difeomorfismos entre

los conjuntos de puntos regulares de C™ y de Ci7, |

Ejemplo 4.1.0.4. Podemos mirar a 7(R*~') dentro de C¥; 1.
Por ejemplo, el conjunto R[x], de polinomios con coeficientes reales de grado 2 se
identifica con el subconjunto propio de ngm

T(RQ) = {((11 +ib1,a2 —|—2b2> . bl = b2 =00 bl = —bQ,CLl = CLQ}.

Observacion 4.1.0.4. En lugar de tomar polinomios homogéneos en dos variables, con-
sideramos polinomios ménicos con coeficientes reales de grado k£ — 1 en una variable. Si
miramos las tiras de coeficientes, podemos identificar

R[-I]k—l ~ Rk_l C Ck—l ; Ck—l

sym*

Sea una particiéon X de k — 1. Como Ay C Rlz]g—1, 7(Ay) C CL}. Diremos que un
elemento p € A, es un punto regular si 7(p) es un punto regular de 7(A,). Si A =
(A1, ..., Ar), los puntos regulares de Ay son los polinomios p de este conjunto que pueden
escribirse como el producto p = qi\l ...q con ¢; € Clx]; linealmente independientes dos

a dos.

Ejemplo 4.1.0.5. Sea A(y1y el conjunto de polinomios de grado 3 que tienen una raiz
doble y una rafz simple, no necesariamente distintas. Los puntos regulares de A ;) son
los polinomios que tienen exactamente una raiz doble y una simple distintas. Es decir,
los polinomios que pueden escribirse como el producto p = (x—&;)?(z—&;) con &, & € C
distintos.

Los Teoremas (4.1.0.1]) y (4.1.0.2]) de esta seccién relacionan un punto critico 6 de £
tal que 7(u(6)) es un punto regular con los puntos criticos de ¢ restringida a 771(Ay).
Estos resultados se desprenderan de estudiar la relacion entre la imagen de la diferencial
del mapa de parametrizacién p en el punto 6 y el espacio Tk, 6))Ax tangente a Ay en
el punto regular 7(u(6)).

En efecto, como Im(dgpt) y Tr(ue))Ax se identifican con subconjuntos de Rz, y]p—1,
cabe preguntarse qué relacion existe entre ellos. En el caso en que 7(u(6)) sea un punto
regular, podemos dar una caracterizacion de Tx(,g))Ax en términos de su factorizacion.
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Lema 4.1.0.3. Sean k € N,k > 1 y un filtro w € R*. Consideramos la factorizacién de
(W) = [[i_, ¢ en formas lineales complejas no equivalentes ¢; € Clz,y),. Escribimos
A= (A, ..., \). El polinomio 7(w) es un punto reqular de Ay.

El espacio tangente a Ay en w(w) se describe como
TW(W)A)\ = {thZ)\Z_l the R[x7y]r} C R[:Ev y]k—l-
i=1

Demostracion. Identificamos al filtro @ con el polinomio 7(w@). Si @ = [[_, ¢ tiene
coeficientes reales, entonces [[;_, q?”l también. Esto vale pues si ¢; tiene coeficientes
complejos, entonces existe otro factor ¢; que tiene coeficientes conjugados a los de ¢; y
estdn elevados al mismo exponente A\; = \;. Entonces en el producto [];_, q;\i_l, tienen
también el mismo exponente \; — 1 = A; — 1.

De la factorizacion de w = q{\l ...q)r, distinguimos los factores ¢; segtin si tienen coefi-
cientes reales o complejos. Sin pérdida de generalidad, ¢;,, . .., q, € R[z,y];. Agrupamos
los factores restantes en pares conjugados para obtener formas reales cuadraticas irredu-
cibles t;,,...,t;,, € Rlx,yls. Es decir, si ¢;,,q;,,, € Clz,y]1 son conjugados, A, = A; .,
se obtiene la forma real cuadratica irreducible t;; = ¢;,q;;,,. Los enteros no negativos
n, m cumplen que r = n + 2m. Podemos entonces escribir

n A m
o ‘3 i
w=]1a" 114"
j=1 =1

En un entorno de w, A, es la imagen del morfismo

v Rlx,yly X - X Rz, y)i X Rlz,yla -+ X Rlz,yle = Rz, ylr_1

definido como

n m
~ o - i oy
r(/):(ql‘17"'7q7;n7-[;il7"'71(:'5"m)}_)H(]’L']‘JHZ(:’L'll'
=1 =1

Entonces TxA )\ = dg).

w w o w W
a T B T
las raices de los polinomios a los que les buscamos el maximo comun divisor, concluimos

~ -1 . -
que g =[[_, qz-’\’ . Con el mismo argumento que se utiliza para demostrar la caracte-
rizacién de la imagen de la diferencial del mapa de parametrizacién en la Proposicion

(4.1.0.3)), deducimos que

Consideramos ahora § = ged( ). A partir de un argumento sobre

TwA\ = Im(dgp) = {hg : h € Rlx,yl,} = {thi)‘ifl :h € Rz, yl,}.

i=1
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Corolario 4.1.0.2. Sea (d, k, s) la arquitectura de una red de profundidad L de salto 1
y i el mapa de parametrizacion. Calculamos k a partir de las coordenadas de k como en
(1.1.0.10). Sea 6 € R* x - .. x R* un vector de filtros y w = o(u(0)) € R* el filtro de

la convolucion resultante de componer las capas de la red. Consideramos el polinomio

(W) € Rz, ylr_1

Sea A = (A1,..., ) una particion de k — 1 tal que el polinomio m(W) es un punto
reqular de Ay. Entonces, vale que

T, (@)Ak Q Im(dgu).

Esta contencion se entiende identificando cada conjunto con los subconjuntos de

Rz, y]x—1 dados en el Lema (4.1.0.3) y la Proposicion (4.1.0.1)).

Demostracién. Escribimos § = (w!, ... w"). Identificamos a los filtros w® con los polino-

mios 7(w?), para cadai = 1,..., Ly al filtro w con el polinomio 7(w) = 7(w!) ... w(wl).
Por el Teorema (4.1.0.1]), la imagen de dppu se identifica con el conjunto

Je1(8) = {hg - h € Rz, Yi1—degio) Cong—gcd(_ . E).

wq wr

A su vez, por el Lema (4.1.0.3), el espacio tangente a A, en w se describe como el

conjunto

{hl_[qZ . h € Rz, y],}.

Queremos ver que g|[];_, ¢y ast conluir que TzAy C Jy_1(6). Por definicién, el
polinomio g = qlﬁ1 .. .qﬁL con f,...,0 € N. Supongamos que ¢;|w; para algin par
de indices 7, 7. Como ¢; aparece con maximo exponente \; en la factorizacion de w, y

¢ # q; Vi # j, entonces qz)‘ no divide a % Concluimos entonces que 3; < \; — 1V i=
1,...,Lyastg| [T ¢ " O

Lema 4.1.0.4. Sea (d,k,s) una red de profundidad L de salto 1 y el mapa de
parametrizacion . Calculamos k a partir de las coordenadas de k como en (|1.1.0.10)).
Sea w € R*¥ y X\ una particion de k — 1.

Si (W) es un punto regular de Ay, para cada 6 = (w', ..., wt) tal que o(u(0) = w,
vale que

Im(dgp) = Tr@yAr <> todo m(w') tiene raices simples. (4.1.0.5)

FEsta igualdad se entiende identificando cada conjunto con los subconjuntos de R|x, y|x—_1

dados en el Lema (4.1.0.3)) y la Proposicion (4.1.0.1]).
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Demostracidén. Identificamos a los filtros w’ con los polinomios 7(w'), para cada
i=1,...,Ly alfiltro @ con el polinomio 7(w) = 7(w')...7(w").

Consideramos la factorizacién de w = [[;_, q;\ en formas lineales complejas distintas
¢; € Clx,y];. Como vimos en el Lema (4.1.0.3)),

ToAy = {hl_[q;\"_1 :h € Rz, yl,}.

Ademds, del Teorema ([£.1.0.1), si g = ged(%, ..., %), la imagen de la diferencial dop
se identifica con el conjunto

Jk—1(9> = {hg th € ]R[xuy]k—l—deg(g)} - R[l‘ay}k—l

Como vimos en el Corolario (4.1.0.2), TzAx C Jix—1(0). Para demostrar lo pedido, alcanza

con ver que

Ji—1(0) C TraAx <= todo 7(w") tiene raices simples.

Observamos que w' tiene todas sus rafces simples si y solamente si []}_, @ E
sucede para todo i = 1,..., L si y solamente si [[/_, ¢ *|g.
Es decir, si Jy—1(0) € Tra)Ax. =

En el siguiente teorema, veremos que a todo punto critico del espacio de parametros
le corresponde un punto critico en el espacio de funciones.

Si ¢ es un punto critico de la funcién objetivo £, la matriz u(f) = W tiene filtro
w € R* y le corresponde el polinomio 7(w). Entonces, la matriz W resulta ser un punto
critico de la funcién de pérdida ¢ restringida al subconjunto del espacio de funciones
cuyos filtros se identifican con polinomios que tienen la misma estructura de raices que
7(w).

Teorema 4.1.0.1. Sean (d, k, s) la arquitectura de una red de profundidad L y de salto
1 y el mapa de parametrizacion p. Sea k el tamano del filtro de las convoluciones del
espacio de funciones Mgy s, que calculamos a partir de las coordenadas de k como en

(1.1.0.10). Sea £ = ¢ o p una funcion objetivo.

Sea 0 = (wh,...,wk) € RM x ... x R* un punto critico de L en el espacio de
pardmetros y W = u(f) € Mgps con filtro w € RF. Consideramos el polinomio
(W) = (@) € Rlz,ylp_1. Sea A = (A\i,...,\,) una particion de k — 1 tal que el
polinomio w(w) es un punto regular de Ay.

Entonces, W es un punto critico de Uz-1(a,)-

Demostracion. Si A = (1,...,1), entonces 7(w) tiene k — 1 raices distintas. Por el
Teorema (4.1.0.1), dgpu tiene rango maximo, por lo que € es un punto critico puro.
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Resulta entonces un punto critico de ¢ en Rz, y]—1 = A,.

Supongamos ahora que A = (Ay,..., \.) es un particién de k — 1 tal que, sin pérdida
de generalidad, A\; > 1.

Como f es un punto critico de L,
0= dgﬁ = du(g)g o dg,u
y deducimos entonces que (d,6)¢)|im(dyu) = 0.

Para poder comprender esta restriccién en el espacio de polinomios R|x, y]_1, consi-
deramos la funcién
(=lom ' :Rlz, yh1 — R

Identificamos a u(#) = W con el polinomio 7(W) y a Im(dgu) con el subconjunto
Jr—1(6) como consecuencia de la Proposicién (4.1.0.1)).

Por el Corolario (4.1.0.2), Tﬁ(W)AA C Jr_1(0). Luego, en el espacio de polinomios

y entonces 7(WW) es punto critico de ¢ restringida a Ay. Concluimos entonces que W =
u(#) es punto critico de £ restringida a 771 (Ay). O

El siguiente teorema nos permitirda comprender qué elementos de la preimagen por el
mapa de parametrizacion g de un punto critico de la funcién de pérdida en el espacio
de funciones resultan ser también puntos criticos de la funcién objetivo en el espacio de
parametros.

Teorema 4.1.0.2. Sean (d, k, s) la arquitectura de una red de profundidad L y de salto
1 y el mapa de parametrizacion p. Sea k el tamano del filtro de las convoluciones del
espacio de funciones Mgy s, que calculamos a partir de las coordenadas de k como en

(1.1.0.10). Sea £ =l o pgx s una funcion objetivo.

Sean A una particion de k — 1y W e Mars tal que el polinomio (W) es un punto
regular de Ay y W es un punto critico de {|z-1(a,).

Si existe § = (w', ..., wk) tal que u(@) = W y todos los polinomios w(w'), ..., m(wk)

tienen raices simples, entonces 6 es un punto critico de la funcion objetivo L.

Demostracion. Consideramos £ = £o7 ™! : Rlx,y]p—; — R. Como W?S un punto critico
de ¢ restringida a #71(A,), entonces (W) es un punto critico de ¢ restringida a A,.
Luego,

dﬁ(W)g|Tﬁ-(W)A/\ == 0
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Como para todo 7 = 1,...,L el polinomio m(w') tiene raices simples, por el Lema
(4.1.0.4), H(0) = T, 5 Ax- Luego, como Im(dppu) se identifica con H (), deducimos que

(o) 0) [tm(dgpy = O-
Por lo tanto, como
doL = dyg)l o dopt = (duo)l) | tm(dpp) = 0,
concluimos que # es un punto critico de L. n

Observacion 4.1.0.5. Del Teorema , se sigue que un punto critico de £|z-1(a,)
proviene de un punto critico de £ si y solamente si 7(w) puede escribirse como un
producto, cuya estructura estda determinada por la arquitectura de la red, en el que
ningin factor tiene raices multiples. Mas precisamente, la arquitectura determina la
cantidad de factores L y, con la particién (k; —1,...,k;, — 1) de k — 1, el grado de cada
factor. El hecho de que un polinomio con rrmp (p|7y) pueda escribirse como un producto
de polinomios de grado k; — 1,...,kr — 1 en el que ningun factor tenga raices multiples
es una propiedad puramente combinatoria. En efecto, hallar la escritura del polinomio
como producto es equivalente a repartir p; bolas de tamano 1y color i (1 <i <7)y v,
bolas de tamano 2 y color j (1 < j <c¢) en L cajas de tamanos k; — 1,...,k;, — 1 de tal
forma que no haya bolas del mismo color en cada canasta.

Definicién 4.1.0.4. Sea (y|p) un rrmp y una red de profundidad L con arquitectura
(d,k,s) de salto 1. Sea k el tamano del filtro de las matrices convolucionales que se
obtienen al componer las capas de la red, se calcula a partir de las coordenadas de k
como en . Diremos que (y|p) es compatible con la arquitectura de la red si
es posible escribir a un polinomio p de grado k y rrmp (v|p) como un producto de L
factores de grados k1 — 1,...,k;, — 1 en el que todos los factores tienen raices simples.

Ejemplo 4.1.0.6. Comparamos las redes cuyas arquitecturas tienen como tamanos
de filtros k = (3,2,2) y k> = (4,2). El espacio de funciones correspondiente a cada
arquitectura se identifica con el mismo espacio de polinomios R[z, yls.

Consideremos el polinomio 7(w) con rrmp (13]0). Su factorizacién es w(w) = pip3
con p1, ps € Rlz,y|; linealmente independientes. Podemos escribirlo como un producto
compatible con la arquitectura k = (3,2,2) como 7(w) = (pip2)pep2. En este caso,
ningun factor tiene raices multiples. Al contrario, cualquier escritura de m(w) acorde
a la arquitectura k’ = (4,2) tendra el factor cibico asociado al filtro de tamano 4 con
raices multiples.

Listamos para cada arquitectura los rrmp (p|vy) compatibles y proveemos una posible

escritura como producto del polinomio. Los factores p; € Rz, y]; linealmente indepen-
dientes dos a dos y ¢1 € Rz, yls:
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ol 111]0 112/0 22/0 13/0 4]0 111 2/1 02 | 0]11
(3,2,2) | (p1p2)pspa | (p1p2)(03)(3) | (1p2) (1) (02) | (p1p2)(p2)(p2) | - | (@) (p1)(p2) | (q1)(p1)(p1) | - -
(4,2) | (pip2ps)pa | (prpaps)ps - - - | (@) (p2) (pra1)m - -

4.2. Dinamicas de entrenamiento

Consideramos la arquitectura (d,k,s) de una red de profundidad L, su espacio de
funciones Mqks y su mapa de parametrizacién p. Sea el espacio de parametros W =
RFt x ... x R*: y una funcién objetivo £ : W — R, definida a partir de una funcién de
pérdida £ : Maxs — R, como en (4.0.0.1))

L="Vopu.

Una estrategia utilizada para aproximar minimos locales de la funcién objetivo es la
del descenso del gradiente. Es un algoritmo de optimizacion iterativo que, a partir de un
elemento inicial 8y € W, se desplazara hacia otro elemento en “la direcciéon” opuesta al
gradiente de la funcién objetivo una distancia a > 0:

91 = 90 - aVﬁ(Og)

Orir = 00 — AV L(0,).

Esto define una curva en el espacio de parametros. El objetivo es alcanzar un elemento
cercano a algin minimo local. Podemos también considerar una curva en el espacio de
funciones Mgy s como

W, = u6,).

Definicién 4.2.0.1. Sea la arquitectura (d,k,s) de una red de profundidad L, su
espacio de funciones Mgyks ¥y su mapa de parametrizaciéon p. Sea el espacio de
parametros WW = R¥ x ... x R y una funcién objetivo £ : YW — R como en la

Definicién 4.0.0.1} Sea I = [0, N] C R un intervalo.

Una curva integral en el espacio de parametros es una curva tal que
o(t): I — W; 9(75) = —V(L(O(1))).
Le corresponde una curva W : [ — Mgxks en el espacio de funciones de la forma

W(t) = u(6(1)).

Como vimos en la seccién anterior, un mismo elemento W & Ma ks puede ser para-
metrizado por distintos elementos del espacio de pardmetros. En la Definicién (4.1.0.2)),
llamamos a este conjunto la fibra de W o de su filtro @. Una pregunta que surge en
este marco es como se puede recuperar entonces una curva en el espacio de parametros
a partir de una curva definida en el espacio de funciones.
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Observacion 4.2.0.1. Sea el mapa de parametrizaciéon de la red p : W — Mgxs. El
espacio de funciones es un subconjunto de R%*%  conformado por matrices convolucio-
nales con tamaifio de filtro k que se calcula como en la Proposicién [I.1.0.1] Sea la funcién
objetivo L : W — R que se calcula a partir de la funcién de pérdida como

L="Vopu.

Recordamos que W = R¥t x .- x Rk;. En esta seccién, denotaremos VL € RKF1+--kr)x1
al gradiente de la funcién objetivo, V¢ € R%>! de pérdida y Jac, € Rdodex(kit-+ke)
a la matriz jacobiana del mapa de parametrizacion. Por la regla de la cadena, en un
elemento 6 € W vale que

VL) = Jac,(0)"VE(u(9)). (4.2.0.1)

Consideramos una curva integral §(t) en el espacio de pardmetros y la curva W(t) =
1(0(t)) que le corresponde en el espacio de funciones como en la Definicién (4.2.0.1)). Si
derivamos la curva en el espacio de funciones,

d—, d
ST(t) = u0()

—Jac,(0(1)) - —VL(O(t))

= — Jac, (0(t)) - Jac,(0(£))"VL(W (1))

Llamamos K (6(t)) := Jac,(0(t))Jac,(0(t))", conocida como neural tangent kernel en
el andlisis de las redes neuronales. Esta matriz depende del valor de los pardmetros 6(t)
y no del filtro correspondiente en el espacio de funciones p(6(t)). Por lo tanto, una curva
en el espacio de funciones no depende tinicamente del elemento W en que se inicia sino
también de como esta parametrizado este elemento. Una de las dificultades del problema
es entonces que los parametros de la misma fibra pueden dar lugar a distintos neural
tangent kernels y por lo tanto a distintas curvas que se inician en el mismo elemento del
espacio de funciones.

Los resultados demostrados a continuacion permitiran, en el caso de redes de salto 1,
recuperar la curva correspondiente en el espacio de parametros a partir de una curva
definida en el espacio de funciones.

En primer lugar, demostraremos la existencia de un invariante para una curva en el
espacio de parametros.

Proposicién 4.2.0.1. Sea la arquitectura (d, k, s) de una red de profundidad L de salto
1, su espacio de funciones Mgrs y Su mapa de parametrizacion ji. Sea el espacio de
pardmetros W = RF x .. x R 4 una funcién objetivo L : W — R como en .
Consideramos 0(t) = (wt(t),...,wl(t)) una curva integral en el espacio de pardmetros
definida como en . Entonces las cantidades

5i;(t) = | )| = |’ &), 4,5 € {1,...,L}

se mantienen constantes para todo valor det € I.
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Demostracion. Para cada i,j € {1,..., L} distintos, definimos la funcién

V@jlWXR%W,

vij(0,k) = (wl,...,/ﬁwi,...,gwj,...,wL).

Como el mapa de parametrizacién p es multilineal en los filtros, para cualquier k € R
p(vii(0,K5)) = p(0) = L(vi;(0, k) = L(H).
resulta que £(v; (0, k)) no depende de k. Luego,

diﬁ(lji?j(e, Ii)) =0.

Para poder calcular esta derivada, obtenemos primero

iy@j(Q,/{)(wl, o ,wL) =

dys
O s muts e St o, 0) € R

En particular, calculamos para x = 1, se tiene

0= {d%c(%(e, m))} (4.2.0.2)

k=1

=(0, ..., w', ..., —wl, ..., 0)-VL(). (4.2.0.3)

Queremos expresar a las cantidades ¢;; como funciones que dependen de los filtros

(wh, ..., wh). Definimos para cada i,j € {1,..., L} distintos,

ni; RF <o x RFE 5 R
(W', wP) e (o] = [l

De esta manera, 6;;(t) = n;; 06(t) : I C R — R. Para poder derivar estas funciones,
calculamos

Vg =2(0, ..., wi, ... —w, ..., 0)" e REFTRxL
Para cada eleccion de distintos 4,7 € {1,..., L}, derivamos
d d . : i

por lo calculado en (4.2.0.2]). Concluimos que d;; es constante para todo valor de t. [

Sea W € Mgy un elemento del espacio de funciones y un vector de filtros 6 que
lo parametriza. Como se discute en el Lema [4.1.0.2 la fibra x~'(W) es un conjunto
de finitas clases de equivalencia. Cada clase consiste en reescalamientos de un vector
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de filtros representante. Hay infinitos reescalamientos de este representante que se
corresponden con elecciones de valores k1, ...,k € R como en la Definicion 4.1.0.1| No
es posible saber a priori qué elemento de la clase de equivalencia parametriza a W.

Dada una curva integral W (t) en el espacio de funciones Mg ks, nos gustarfa compren-
der qué vectores de parametros en YV parametrizan cada punto de la curva. Si conocemos
el vector de filtros #(0) que parametriza al elemento W (0) en que se inicia la curva, la
Proposicién [4.2.0.1{nos permite determinar los valores k1, ..., Kz y asi recuperar la curva
integral 6(t) en el espacio de pardmetros.

Corolario 4.2.0.1. Sea la arquitectura (d, k, s) de una red de profundidad L de salto 1
y el mapa de parametrizacién p. Sea el espacio de pardmetros W = RFt x .. x RFz y

una funcion objetivo L : W — R como en (4.0.0.1)).

Sean 0 = (w',...,w"),0 = (v',...,vF) € W. Para cada par de indices distintos

1,7 =1,...,L, calculamos las cantidades

3 = ) - )]

!

5,0 = ol - ol
El conjunto de vectores de filtros 6 € W tales que p(0') = p(0) y 0541 = 07,41 para
todoi =1,...,L — 1 es finito. Es decir, hay finitos reescalamientos de 6 tales que las
cantidades 0; ;41 y 0; ;. coinciden para todoi=1,...,L —1

Demostracidn. Sean 6 y ' como en el enunciado y los polinomios ¢; = (w'), ¢ = w(v")
/

parai=1,..., L. Llamamos p=7(u(0)) =q1...q0 = ¢} ... q}.

Los vectores de filtros que estan en la misma fibra que 6 se identifican el polinomios

obtenidos al repartir las raices de p en L factores de grados k; — 1,...,k;, — 1. Esta
accién arroja finitos resultados posibles. Dentro de la fibra, hay infinitos pardmetros 6’
equivalentes a 6 que se corresponden con una elecciéon de valores kq,...,k; € R tales
que

L

Hﬁi = 17
i=1

¢ =riq, Yi=1,...,L.

Debemos ver que si 6;;41 = 0;,14 Vi = 1,...,L — 1, entonces hay finitas elecciones

posibles para k1,...,K.

En efecto, definimos 8; = ||kaw'||” = k2 ||w;i||* v obtenemos las siguientes ecuaciones
Bi-i—l - ﬁz = Oi+1,4 7, - 1, ey L - 1 (4204)

2 (4.2.0.5)

L L
15 =11
i=1 i=1
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En particular, todos los valores de (; estan determinados por (3;
Biv1 = P14+ 021+ + i

y esto nos permite reescribir la ecuacion (4.2.0.5)) como

L
Bi(By+ 021) .. (B + 630+ -+ op ) — [[ o] =0 (4.2.0.6)
=1

Como hay finitas soluciones para esta ecuacién, deducimos que hay finitas elecciones
posibles para kq,...,Kp. O

Veamos cémo aplicarlo en el siguiente ejemplo.

FEjemplo 4.2.0.1. Consideremos una arquitectura con k = (3,2). El espacio de funciones
se identifica con polinomios de grado 3 que se escriben como el producto de un polinomio
cuadratico y uno lineal

cor’ + 12’y + cory® + c3y” = (apr® + arry + asy) (box + bry).
Describimos al mapa de parametrizaciéon como
i ((ag, a1, a9), (b, b1)) — (co, 1, 2, c3) = (aobo, aoby + aiby, arby + asby, azbs).
Calculamos su matriz jacobiana

bo 0 0 Qo 0
bl bo 0 ay Qo
0 b1 b() o Q1
0 0 b1 0 a9

Jac,((ag, a1, a2), (b, b1)) = e R¥,

La matriz K = JaCMJaCZ puede escribirse como la suma de la matriz K4 que depende
unicamente de los coeficientes del polinomio cuadratico y de la matriz Kg que depende
unicamente de los coeficientes del polinomio lineal:

CL(Z) aiao apan 0 b(Q) bobl 0 0

KA _ a1Qp CL% + CL(2) aoG1 + a1ag apas _ bgbl b% + b% b()bl 0
Ao G201 + A1Qg a% + a% o071 B 0 bObl bg + b% bObl

0 agao Qo0 CL% 0 0 bobl b%

La matrix K depende claramente de los valores del punto considerado en el espacio de
pardametros. Podemos recuperar estos valores a partir del filtro (cq, ¢1, ¢o, ¢3) del espacio
de funciones y de la cantidad § = ||(ag, a1, as)||”> — ||(bo, b1)||> que queda fija desde el
inicio del recorrido de la curva de descenso del gradiente.
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Para esto, consideramos v(ag, ai,as) y %(bo,bl) para cualquier valor de v no nulo.
Entonces

12
K((a07 ay, a?)a (bOa bl)) == ’YQKA + ? KB (4207)
1 2
||7(a0,a1,a2)||2—H;(bo,lh) = 0. (4.2.0.8)
2
Como en la demostracion anterior, definimos [ = %(bo,bl)’ y H =

|(ag, a1, a2)||” || (bo, b1)||”. Si multiplicamos la ecuaciones (#.2.0.8) por /3, obtenemos las
siguientes restricciones para (3

B4+ -H=0,8>0, +5>0, H>D0.
Notamos que es la misma ecuacién que (4.2.0.6). Quedan las soluciones

=6+ VR HAH ,  2]|(bo, b))
2 SRR SR/

Con esto, se pueden recuperar los valores ((ao, ai, az), (b, b1)).

B

4.3. Optimizacion de la funciéon de error cuadratico

En esta seccién, estudiaremos la existencia de puntos criticos y minimos para la funcion
de error cuadratico.

4.3.1. La funcién de error cuadratico
A lo largo de esta subseccién, las matrices X € R%*N ¢ Y € R%*N representaran los

N datos del conjunto de entrenamiento.

Para poder definir la funcién de error cuadratico, daremos unas definiciones previas.
sobre productos internos y normas en el espacio de matrices.

Definicién 4.3.1.1. Sean n,m € N y las matrices A, B € R"*™ (' € R™*™. Se definen
(A, B) = Tr(AB")
(A, B)¢ = Tr(ACBT)
|A||Z = Tr(ACAT).

Definicién 4.3.1.2. Sea N € N la cantidad de muestras del conjunto de datos de
entrenamiento, sean X € RN Y ¢ R4“*N ]os datos de entrenamiento y W € R%*dr
Asumimos que X X7 tiene rango maximo.

La funcion de error cuadrdtico se define como

W) = lxy(W) = |[WX - Y.
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Lema 4.3.1.1. Consideramos una red de profundidad L de arquitectura (d, k, s).
Sean k,s el tamano de filtro y de salto de las matrices convolucionales del espacio de
funciones M = Mgys. Sea N € N la cantidad de muestras del conjunto de datos de
entrenamiento, sean X € RN Y € R“XN [os datos de entrenamiento.

Sea U € R¥*d [q solucidn al problema de optimizacidn sin restricciones

U= mih =|VX-Y|P=YvXxT(xx")

VERdLXdO
Entonces, vale que
min (W) = min [|[U = W|%r- (4.3.1.1)
WeM WeM

Demostracion. Para demostrar (4.3.1.1]), reescribimos la norma como un producto in-
terno

WX —Y|°= (WX -Y,WX —Y).
Lo desarrollamos linealmente
YY) = 2WX,)Y)+ (WX, WX) = (YY) = 2(W, Y XT) + (WX, WX)
Como (Y, Y) es constante y asumimos que X X7 tiene rango maximo,
YY) = 20WX,Y) + (WX, WX) = const + 2(W(XXT), Y XT(XXT)™") + (WX, WX)
= const + 2(W(XXT), Y XT(XXT)™ ") + WX XT W)

A partir de la definicién de U, reescribimos la expresién obtenida como

= const + 2(W(XXT),U) + (WXXT W)

= const + 2(W, U) xxr + (W, W) x xr

= const + |W — Ul xr -

O]

Observacion 4.3.1.1. Consideramos una red de profundidad L de arquitectura (d, k, s).
Sean k,s el tamano de filtro y de salto de las matrices convolucionales del espacio de
funciones M = Mgks.

Sea N € N la cantidad de muestras del conjunto de datos de entrenamiento, sean
X € RXN 'y € R4XN Jos datos de entrenamiento. Podemos hallar

U= min =|VX-Y|"=vXxT(xx")

VGRdL Xdg

En el Lema (4.3.1.1)), vimos que optimizar la funcién de error cuadratico sobre el espacio
de funciones Mg ks es equivalente a buscar

, —2
%161/{14 ”U - WHXXT :
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Si U € Mgkgs, entonces el minimo buscado es U. Si no, optimizamos la funcién de
pérdida sobre el borde del espacio de funciones:

“min 4(W).
WeoM

Como sera conveniente trabajar con matrices convolucionales, consideramos U la pro-
yeccién ortogonal de U con el producto interno (—, —) yxr al espacio Mgy 4,)ks- Vale
entonces
— 12 — =2
min ||U - W =V << min ||[U-W =V
i ([T i ([T T

Definicién 4.3.1.3. Consideramos una red de profundidad L de arquitectura (d, k,s).
Sean k, s el tamano de filtro y de salto de las matrices convolucionales del espacio de
funciones M = Mg ks.

Sea N € N la cantidad de muestras del conjunto de datos de entrenamiento, sean
X € RxN 'y ¢ R>N Jos datos de entrenamiento. Sea

U= min =|VX-Y|?=vxT(xx")

VERdL Xdg

Definimos la matriz U € M dy,dp) ks de filtro uw € R* como la proyeccién ortogonal de U
con el producto interno (—, —) xxr al espacio Mg, a,)k,s- Llamamos filtro objetivo a .

A partir de esta observacién, podemos dar una escritura equivalente de la funcién de
error cuadratico a partir de los filtros de las matrices convolucionales involucradas.

Lema 4.3.1.2. Sea una red de profundidad L de arquitectura (d, k,s). Sean k,s el
tamano de filtro y de salto de las matrices convolucionales del espacio de funciones

M = Md,k,s-

Sea N € N la cantidad de muestras del conjunto de datos de entrenamiento, sean
X € RN 'Y ¢ RUXN [os datos de entrenamiento. Sea U la matriz convolucional de
salto s vy filtrow € R* de la Definicion . Definimos el operador T, : Rl*do _ RFxk

como
dr—1

(7;)i,j = Z Mi-i—sm,j-l—sm'
m=0

Dada W € M. de filtro w € R¥ | la funcidn de error cuadrdtico puede escribirse en
funcion de los filtros como

(W) = (w—u)" T,(XXT)(w — 7).

Demostracion. Dada una matriz M, notaremos M, . a su m-ésima columna.
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Reescribimos la funcién de error cuadratico como

(W) =W =T r = T[(W = D) XXT(W —T)7]
= (W =10)pXX"(W-T)} ]

m=0

Como la m-ésima columna de W — U se obtiene desplazando sm posiciones a la derecha
el vector w — w, podemos reescribir

(W) = (W —u)" To(XXT)(w — ).
0

Si los datos de entrenamiento tienen una estructura particular, la expresién anterior
permite describir a la funcién de error cuadratico de forma simplificada como la distancia
entre filtros.

Lema 4.3.1.3. Sea una red de profundidad L de arquitectura (d, k, s). Sean k,s el
tamano de filtro y de salto de las matrices convolucionales del espacio de funciones

M = Md,k,s-

Sea N € N la cantidad de muestras del conjunto de datos de entrenamiento, sean
X € RN 'Y ¢ RUXN [os datos de entrenamiento. Sea U la matriz convolucional de

salto s y filtro uw € R* de la definicion .

Si XXT es un maltiplo de la matriz identidad, para cualquier salto s la funcién de
error cuadrdtico definida sobre los filtros W y u es equivalente a su distancia, es decir,

(@) o @ —ul|*.

Demostracién. Como X X7 es un multiplo de la matriz identidad I, podemos denotar
XXT = Xl con A € R. Luego, 7(XX7T) = d, XXT = dy\I. Por lo que concluimos, a
partir del lema |4.3.1.2

U(@) = (T — w)d A@ — u)T = d) [T — ul]?.

4.3.2. Puntos criticos

Como vimos en los resultados anteriores, el tipo de datos con el que contemos para
entrenar al modelo va a influenciar el comportamiento de la funcién de error cuadrati-
co. Bajo buenas hipotesis sobre estos datos, podremos garantizar que no haya puntos
criticos espurios. Es decir, que todo punto critico de una funcién objetivo genérica se
corresponda con un punto critico de la funcion genérica de pérdida correspondiente. Pa-
ra eso, veremos que si se tiene un punto critico 6 de la funcién objetivo genérica, su
identificacién polinomial 7(u(f)) puede escribirse como un producto, cuya estructura
esta determinada por la red, en el que todos los factores tienen raices simples.
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4.3. Optimizacién de la funcion de error cuadratico

Teorema 4.3.2.1. Dada una red de profundidad L de arquitectura (d, k,s) y el
mapa de parametrizacion . Sean k,s el tamano de filtro y de salto de las matrices
convolucionales del espacio de funciones M = Mgrs. Sea N € N la cantidad de
muestras del conjunto de datos de entrenamiento, sean X € R¥*N Y ¢ RIL*N datos
de entrenamiento genéricos y W € R%*4L Seq ¢ la funcién de error cuadrdtico de la

Definicion yL="0op.
Si XXT tiene rango mdzimo, entonces todo punto critico = (w!, ... wk) € R*¥ x
- x RF de L es puro.

Demostracion. En el Lema [4.3.1.2] vimos que la funcién de error cuadratico puede es-
cribirse como
(W) = (w—u)"7(XXT)(w — 1)

con u € R¥ el filtro objetivo definido en la Definicién (4.3.1.3)). En esta escritura, el
producto interno definido depende tinicamente de la matriz de datos de entrada X. La
matriz de datos de salida Y solo influye en el computo del filtro objetivo @. Luego, como
podemos combinar matrices de datos de entrada y de salida, cualquier combinacién de
un producto interno arbitrario que denotamos (-, -)s y de un filtro objetivo genérico w
da lugar a una funcién de pérdida fx 7. A su vez, esto da lugar a la funcién objetivo

Lsz=/{lszop (4.3.2.1)

Vamos a ver que para cualquier producto interno (-,-)s, arbitrario y cualquier filtro

objetivo U genérico, cualquier punto critico § = (w',...,w") de Lxy satisface que los

polinomios 7(w'), ..., m(w”) tienen raices simples. Por el Lemal4.1.0.4} esto quiere decir
que el punto critico es puro.

Fijamos un producto interno (-, -)s, para cada filtro objetivo u, se define L como en
(4.3.2.1)). Para cada i =1,..., L, definimos

Z; ={(0,w,7) : 6 € Crit(Ly), n(f) = w,w" tiene raices repetidas}.

Se trata de un conjunto algebraico. Vamos a demostrar que la proyeccién a la tercera
coordenada prs(Z;) tiene dimensién menor estricta que k para todo i = 1,..., L. Esto
quiere decir que el conjunto de filtros objetivo u para los cuales cualquier punto critico
correspondiente tiene algin filtro w® tal que el polinomio m(w?) tiene raices multiples es
un conjunto de codimensién positiva.

Mas atn, consideramos para cada A una particién de k — 1
Ziy=A{(0,w,n): (0, w,u) € Z;,w es un punto regular de A,}.

Tenemos que Z; = UyZ; .

Vamos a demostrar que 6 € Crit(£) <= u € w+ (Im(dgu)=. Para esto, veremos que
es equivalente que 6 sea un punto critico de £ a que u — w € (Im(dpp))*=. Denotamos
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4. Optimizacion

(dgp).; la j-ésima columna de la matriz dppu. Calculamos el gradiente de £ oy en un
punto 6. Como L(0) = (w — u,w — u)y,

VI(£)(0); = 2(w — T, (dgp)..;)-
Luego,

0 € Crit(L) <= w—u 1” (dgp).;Vj =1

Por el Lema (4.1.0.2), sabemos que la fibra p~(w) consiste en una cantidad de finita
de clases de equivalencia. Todos los elementos de la clase de [f] dan lugar al mismo
conjunto Im(dgp). Podemos definir entonces Ny z como la unién de los espacios afines
w + (Im(dgp))*= para cada clase [0] € p=t(w) tal que algiin polinomio 7(w?) tiene al
menos una raiz multiple. Como hay finitas clases de equivalencia, se trata de una unién
finita.

Luego, € pr3(Z; ) <= Jw € A, punto regular tal que @ € Ny 5. Como vale que
7(w') tiene alguna raiz multiple, por la proposicién (4.1.0.4)), Tz Ay € Im(dgpu). Por lo
tanto, podemos deducir que dim(Nx ) < dim((T5Ax)1=) = k — dim(A)).

Finalmente, dim(prs(Z;,)) < dim(Ay) + mix dim(Nygz) < k.
weReg(AN)

[]

A partir del Teorema y del Teorema anterior, podemos entonces deducir que
si la funcién de pérdida es la del error cuadrético, todo punto critico € de la funcién
objetivo £ cuya identificacién polinomial 7(u(f)) tenga un rrmp compatible con la red
se corresponde con un punto critico de la funcion de pérdida.

Corolario 4.3.2.1. Dada una red de profundidad L de arquitectura (d,k,s) y el
mapa de parametrizacion p. Sean k,s el tamano de filtro y de salto de las matrices
convolucionales del espacio de funciones M = Mgrs. Sea N € N la cantidad de
muestras del conjunto de datos de entrenamiento, sean X € RN Y ¢ RIXN datos

de entrenamiento genéricos tales que X X7 tiene rango mdximo. Sea ¢ una funcién

genérica de error cuadrdtico como en la Definicion yL="Lop.
Consideramos un rrmp (ply) y A una particién de k —1. Si (ply) es compatible con la
red, entonces para todo W € Mgy tal que 7(W) tiene rrmp (p|y), es punto regular de

A\ y W es punto critico de de {|z-1(a,), existe 0 tal que j1(0) = W y es un punto critico
de L.

4.3.3. Un ejemplo

Daremos un tultimo ejemplo para ilustrar los resultados sobre la optimizacién de la
funcion de error cuadratico.

90



4.3. Optimizacién de la funcion de error cuadratico

Generamos los datos con el filtro objetivo u = (2, 0, 5, 0, 2)T € R,
DN - {(x“yl) € ]RS XR:i= 17--'7N7yi :’LLTCEi}

y los datos x; son obtenidos con una distribucion Gaussiana estandar.

Estudiaremos el problema de optimizacion de la funciéon de error cuadratico para
distintas redes de dimension 1 y arquitecturas con dimensiones compatibles. Buscamos
que la red aproxime al filtro objetivo u.

Los datos de entrenamiento estan normalizados para cumplir con la hipdtesis que
XXT =1I. De esta manera, por el Lema |4.3.1.3] la funcién objetivo es

L0) = ||u(6) —ul®.

Las posibles arquitecturas con salto 1, dy = 5y d;, = 1 con tamanos de filtro 1 < k; < 5

o k = (4,2),(3,3),(3,2,2), (2,2,2,2). (4.3.3.1)

La unica arquitectura filling es k = (3,3). El filtro objetivo u se identifica con el poli-
nomio

m(u) = 2% 4 5%y + 2yt = (2 + 20°) (227 + o)
que no tiene raices reales. Por lo que vimos en el Ejemplo [3.2.2.5] w(u) ¢
T( M), T(Mz22), 7(Maz22).

A partir del Teorema [4.1.0.1] sabemos que todo punto critico # de L se corresponde
con un punto critico de £ restringida a 7~!(A,) para una particién A de 4 que describa la
estructura de raices complejas de 7(u(6)). Para buscar puntos criticos, consideraremos
las posibles particiones A de 4 y computaremos los puntos criticos de £|a, .

= A = (2,1,1) : hay diez puntos criticos complejos sobre A, de los cuales 4 son
racionales. Son

(L, 42, % 42 1) (0, 0, 5 0, 2)y(2 0, 5 0, 0).

5 5 59

= A = (3,1) : hay doce puntos criticos complejos sobre Ay, de los cuales cuatro son
reales y ninguno es racional.

= A = (2,2) : hay trece puntos criticos complejos sobre A,, de los cuales cinco son
reales y en particular tres son racionales. Son

(_17 O? 27 07 _1)7(07 07 57 07 07)y(§7 07 13_47 07 %)

= A = (4) : hay diez puntos criticos complejos sobre A, de los cuales cuatro son
reales y racionales. Son

(0, 0, 0, 0, 2),(2, 0, 0, 0, 0)y (i, +88 102 468 1T

91



4. Optimizacion

Para cualquier eleccion de las arquitecturas listadas en , se comprobé en [6]
que el algoritmo de descenso del gradiente converge a alguno de los diecisiete puntos
criticos reales listados. Mas atn, pareciera siempre converger a alguno de los puntos
criticos racionales.

Por ejemplo, para la arquitectura con k = (4,2), de todas las particiones posibles,
la inica que da un rrmp compatible con la arquitectura es A = (2,1,1). Por lo tanto,
esperamos que los puntos criticos sean los listados para esta particién. En efecto, el
algoritmo de descenso del gradiente converge a (0, 0, 5, O, 2) oa (2, 0, 5, 0, 0).

En la lista previa se describe a los puntos criticos como filtros de elementos del
espacio de funciones pero no se tienen los puntos criticos correspondientes en el espacio
de pardmetros. Como vimos en el Lema [£.1.0.2] la fibra de cada punto critico contiene
finitas clases de equivalencia. Es posible recuperar los parametros correspondientes al
punto critico a menos de un factor escalar al iniciar el descenso del gradiente a partir

del Corolario [4.2.0.1]

Por ejemplo, fijamos k = (4, 3) e iniciamos el algoritmo de descenso del gradiente en
el punto
o= ((1, 6, 11, 6),(4, 1)).

Esto fija una escritura como producto del polinomio inicial (23 +6x2%y+11xy*+6y>)(4x +
y). La curva p(6;) en el espacio de funciones converge a u(6) = (2, 0, 5, 0, 0) iden-
tificado con el polinomio p = 2z* + 522, Este polinomio tiene rafces {0, 0, z'\/g, —z\/g}
listadas con multiplicidad. En esta arquitectura, solo puede ser parametrizado por filtros

de la forma )

K

(

Con cuentas similares a las realizadas en la demostracién del Corolario 4.2.0.1}, podemos

(2, 0, 5, 0, 0),x(1, 0)).

recuperar K = i\/ % V31445 — 177. Se verificé numéricamente que converge al filtro con
Kk > 0.
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A. Teorema de Sturm

Las definiciones y los resultados de esta seccién pueden hallarse en [14] y en [15].

El teorema de Sturm es un resultado que permite contar la cantidad de raices reales
distintas de un polinomio no nulo en un determinado intervalo. A partir del algoritmo
de divisién de Euclides, se define una sucesion asociada al polinomio estudiado. Existe
una version més general que no utilizaremos en este trabajo.

Definicién A.0.0.1. Dados un polinomio p € R[z] no nulo, definimos su sucesidn de
Sturm como fO(x) = p(ZL‘), fl(x) = p’(m), f2($)7 R fs(m)

A partir de fy, cada término f;,; de la sucesion se obtiene cambiando el signo del resto
que se calcula al realizar la divisién euclidiana de los dos términos anteriores f; 1 y f;.
La sucesiéon termina de computarse cuando algin resto es nulo.

Se tiene entonces

fo(@) = qu(2) f1(x) — falz) deg(fa()) < deg(fi(x))
fira(z) = qi(x) fi(x) — fira(z) deg(fit1(z)) < deg(fi(z))
fs—l(x) = QS(aj)fs(m) (f3+1(x) = 0)

Definimos ademas el niimero de variaciones de signos.

Definicién A.0.0.2. Dada una sucesiéon finita de numeros reales no nulos
{c1,¢9,...,cn}, el nimero de variaciones de signo cuenta la cantidad de veces que cam-
bia el signo entre términos sucesivos de la sucesion. Es decir, es la cantidad de indices 14,
1 <i<m —1, que cumplen que ¢;c;11 < 0.

Por ejemplo, si consideramos la sucesién {1, -2, —3, 1,5}, el nimero de variaciones de
signo es 2.

Para un polinomio p € R[z] v fo(z) = p(z), filzr) = p'(z),..., fs(z) la suce-
siéon de Sturm asociada, definimos V, como el ntmero de variaciones de signo de
{fo(a), fi(a),..., fs(a)}, la sucesién obtenida al evaluar cada término de la sucesién
de Sturm en a.

Teorema A.0.0.1. Sea p(x) un polinomio de grado positivo en Rlz] y fo(x) =
p(z), fi(z) = p'(x),..., fs la sucesion de Sturm de p(x). Sea [a,b] un intervalo tal que
fla) #0 y f(b) # 0. Entonces, la cantidad de raices reales distintas en el intervalo (a,b)
es V, — V.
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A. Teorema de Sturm

Es importante observar que el teorema de Sturm no cuenta las raices reales con mul-
tiplicidad sino que indica la cantidad de raices reales distintas entre si.

Ejemplo A.0.0.1. Si p(z) = 23 +42% + 52 + 2 = (z + 1)*(z + 2) la sucesién de Sturm es

fo(x) = 2° + 42 + 52 + 2
fi(x) =322 + 8z +5

fol) = g(:c—i- ).

El polinomio tiene una raiz real doble y una simple en el intervalo (—3,0).

De {fo(—3), f1(=3), fa(—=3)} = {—4,8, —%} obtenemos que V_z = 2.

De {f0(0), f1(0), f2(0)} = {2, 5, %}, obtenemos que Vj = 0. Luego, a partir del teorema
de Sturm, deducimos que hay dos raices reales distintas en el intervalo elegido.

A partir del teorema de Sturm se puede contar la cantidad de raices reales que tiene
un polinomio dado en R. Para eso, se debe tomar el limite de cada término de la sucesion
a +00 y a —oo y contar el nimero de variaciones de signo.

Definimos V_,, como el niimero de variaciones de signo de

{in fole),., lm fu(2))
T—>—00 T——00
y Vi como el nimero de variaciones de signo de

{lim fo(x)...., lim fi(x)}

T—+00

Veamos este procedimiento con el ejemplo anterior.

Ejemplo A.0.0.2. Calculamos los respectivos limites

lim fo(z) = —oco, lim fo(x) = +o0,
r—>—00 r—+00

lim fi(z) = oo, lm fi(x) = +oo,
T——00 T——+00

lim fo(z) = —oc0, lim fo(z) = 400.
r—>—00 r——+00

Disponemos en una tabla el signo de cada limite: Observamos que V_, = 2 y que

Jo | fi] [
me—>—oo fz(x) - + -
iy o0 fi(2) | + | + | +

V.o = 0 por lo que deducimos que el polinomio tiene dos raices reales distintas en R.
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