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Introduccion

Ya en nuestro primer encuentro con las series, se nos menciona al pasar que una serie
de nameros reales es absolutamente convergente si y solo si es incondicionalmente con-
vergente, esto es, tras cualquier reordenamiento de los términos de la serie original, se
obtiene una nueva serie que converge (y al mismo limite que la serie original).

Histéricamente, se le atribuye a Dirichlet este descubrimiento. Notablemente, Dirichlet
lo observa en el mismo trabajo [Dir37] en el que demuestra que toda sucesion aritmética
an+b, con a,b € N coprimos, contiene infinitos primos... jque gente increible!

En verdad, parte de la crisis matematica que luego devino en una fundamentacion
mas rigurosa del analisis (llevada a cabo durante el siglo XIX), estuvo causada por la
manipulacién de series (jno siempre absolutamente!) convergentes como si fueran sumas,
en las cuales se pueden reordenar los términos a gusto sin modificar el resultado.

Varios anos después del resultado de Dirichlet, en 1854, Riemann demostr6 en su ha-
bilitacion para un cargo de profesor auxiliar en la Universidad de Gotinga que si una serie
numeérica convergente no es absolutamente convergente, entonces para cada «a € R existe
algin reordenamiento en los términos de la serie, de manera que la serie asi reordena-
da converja a a (notablemente, Riemann demuestra este hecho en el mismo trabajo en el

que explica que significado tiene y cuando existe fab f(x)dx, definiendo en verdad lo que
hoy conocemos como integral de Riemann... jsin palabras!). Este articulo seria publicado
postumamente, en 1867 [Rie67].

Asi las cosas, desde el mismo momento en que se conciben los espacios de Banach, es
natural preguntarse si se mantiene en dichos espacios la relacién que encontramos en R
entre la convergencia incondicional y la convergencia absoluta de series. Es decir, dada
una sucesion (x,),cn en un espacio de Banach X ;Es equivalente la convergencia absoluta
a la convergencia incondicional de la serie dada por la sucesion (x,,),en?

Como es de esperarse, es sencillo dar respuesta a esta pregunta en el caso finito-
dimensional: si.

Esto se debe a que, como la convergencia en R" con cualquier norma esta dada por
la convergencia escalar coordenada a coordenada, la convergencia incondicional de una
serie en R" es equivalente a la convergencia incondicional en cada una de las coordenadas,
lo cual es equivalente a la convergencia absoluta en cada coordenada. A su vez, por la
desigualdad triangular (aplicada a cualquier norma sobre la descomposiciéon candnica de
un vector), y la continuidad de las funciones coordenadas, tenemos que paracadal <j<n
existe una constante C; > 0 tal que CL] Ix/| < ||x|| < C(|x'|+... +|x"|), donde C = max; i<, le;ll,

siendo e, el n-ésimo vector de la base canoénica, de donde la convergencia absoluta de la

v
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serie es equivalente a la convergencia absoluta (escalar) coordenada a coordenada.

Ahora bien, considerando el caso infinito-dimensional, si bien por un lado sigue sien-
do cierto que la convergencia absoluta de una serie implica la convergencia incondicional
de la misma (y este hecho es, como en el caso escalar, equivalente a la completitud del
espacio normado), es facil ver que la equivalencia no es cierta en general. En efecto, por
ejemplo podemos considerar en /, la sucesion x,, = %en, que da lugar a una serie incon-
dicionalmente convergente, pero que no es absolutamente convergente. Ejemplos como
este pueden producirse con relativa sencillez en la mayoria de los espacios clasicos, pero
aun asi, quedaba abierta la pregunta de si existiria algin espacio de Banach de dimensién
infinita en el cual la convergencia absoluta y la convergencia incondicional de series sean
equivalentes.

El propio Banach planteaba esta cuestion en los comentarios del 9° capitulo de su
clasico y fundacional libro Théorie des opérations linéaires (1932) [Ban32]. Asimismo, esta
pregunta constituye el problema ntimero 122 del famoso Scottish Book, planteado alli por
Orlicz y Mazur.

Notablemente, esta pregunta se mantuvo abierta durante aproximadamente 30 anos
(teniendo en cuenta que “el nacimiento definitivo de los espacios de Banach” fue a ini-
cios de la segunda década del siglo XX). En 1950, Dvoretzky y Rogers [DR50] dan una
respuesta para el caso infinito-dimensional: No.

Dedicaremos el Capitulo 1 principalmente a este trabajo, que si bien responde una
pregunta muy importante e interesante, podria haber hecho simplemente eso, terminar
0 “zanjar” un problema abierto, y nada mas. Y si bien no es un trabajo fundacional o re-
volucionario en si mismo, es sorprendente como ejercera una influencia histoérica notable
sobre el desarrollo de la teoria de espacios de Banach en la segunda mitad del siglo XX.
Justamente, en esta tesis intentaremos recorrer tan solo una estrecha seccion de la basta
“catarata matematica” que encuentra a [DR50] como uno de sus afluentes principales (y
lo haremos de forma necesariamente incompleta).

Mas concretamente, en los Capitulos 2 y 3 nos concentraremos en el teorema de Dvo-
retzky, cuyas motivaciones originales podemos encontrar precisamente en [DR50].

El teorema de Dvoretzky dice que

Teorema 1 (teorema de Dvoretzky). Dados k € N y € > 0 podemos encontrar en todo espacio
normado de dimension suficientemente grande (es decir, de dimension mayor o igual a un

cierto n(k, €)) algiin subespacio (1 + €)-isomorfo al espacio euclideo (Rk, I ||2).

En términos geométricos, dados k e Ny € > 0, si || || es una norma en R" y B es la bola
unitaria de (R",|| ||), entonces, si la dimensién n es suficientemente grande, existe alguna
seccion k-dimensional de B, digamos BN'S con S subespacio de dimensiéon k en R”, tal
que para cierto elipsoide £ C S (ver pagina xiv) se cumple que £ CBNS C (1 +¢)€& (en
particular, BN'S es muy parecido a £).

Como consecuencia de este teorema, se tiene el siguiente hecho acerca de los subespa-
cios de dimensidn finita de un espacio de Banach infinito-dimensional.

Teorema 2. Si X es un espacio de Banach de dimension infinita, dado € > 0, se cumple que para
cada n € N existe un subespacio n-dimensional X,, C X tal que X,, es (1 + €)-isomorfo al espacio
euclideo (R", ]| ||,).
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Notemos que, en términos isométricos, la Gnica sucesion de espacios normados de
dimension finita (Y},),cn, siendo dim(Y,,) = n, que podria cumplir el Teorema 2 es la de los
espacios euclideos de dimension finita (R", || [|5),en-

En efecto, si tomamos como espacio de Banach de dimension infinita a un espacio de
Hilbert, entonces cada uno de sus subespacios es isométrico a un Hilbert. En particular,
todos sus subespacios de dimensién n son isométricos a R” con la norma euclidea. Por
lo que, fijado n € N, X tiene esencialmente un Gnico subespacio de dimension n, (R", || ||,),
al cual Y, sera (1 + ¢)-isomorfo para todo ¢ > 0. Asi, Y, sera necesariamente isométrico

(R [[112)-

Es algo notable el hecho de que, si bien quizas el enunciado del teorema de Dvoretzky
puede sonar puramente intrinseco a la teoria de espacios normados de dimension finita
(quizas excepto por el “de dimension suficientemente grande”), toda demostracion del mis-
mo (hasta donde sabemos) que dé alguna informacién cuantitativa sobre la dimension
n(k,e) mas alla de su existencia, requiere de alguna u otra forma, y siempre en forma
clave, de argumentos probabilisticos. Por otro lado, si hay argumentos que se enmarcan
enteramente dentro de la teoria de los espacios de Banach para demostrar el Teorema 2
(ver, por ejemplo, [AK16, Teorema 12.3.13]).

El teorema de Dvoretzky tiene una historia interesante, que podriamos iniciar con el
propio teorema (y lema) de Dvoretzky-Rogers. En su tesis doctoral [Gro55], dedicada
al desarrollo de la teoria de productos tensoriales entre espacios vectoriales topolégicos,
Grothendieck da una prueba del teorema de Dvoretzky-Rogers “en su version cualitativa”,
es decir, muestra que si X es un espacio de Banach tal que toda serie incondicionalmente
convergente es absolutamente convergente, entonces X es de dimension finita. Obviamen-
te, hace esto usando el lenguaje de los productos tensoriales, es decir, mediante técnicas
totalmente distintas a las de [DR50].

Luego, un ano mas tarde, en [Gro56], Grothendieck vuelve a analizar en mayor pro-
fundidad estos hechos, y esta vez mediante el uso del lema de Dvoretzky-Rogers (ver
Lema 1.1.7) y la teoria de normas en productos tensoriales de espacios de Banach, obtiene
resultados “cuantitativos” que extienden al teorema de Dvoretzky-Rogers (ver Teorema
1.1.13). En este mismo articulo, Grothendieck comenta en la seccion final, al pasar, que
como consecuencia del lema de Dvoretzky-Rogers, se tiene el siguiente teorema (que de-
mostraremos en la Seccion 2.1).

Teorema 3 (Factorizacion de Dvoretsky-Rogers). Dados € > 0 y k € N, existe n(k,e) € N
tal que en todo espacio normado E de dimension mayor o igual a n(k,e) se pueden encontrar
vectores x1,..., Xy de manera que, para cualesquiera o, ..., a; € R se cumple

k
@il < || aixi|| < sl
i=1

1+e¢

Luego, conjetura si la misma afirmacion sera valida cambiando la norma infinito por
la norma 2 en la cota inferior (esto es, exactamente, el teorema de Dvoretzky). Como el
mundo es un panuelo, el revisor de [Gro56] para su comentario en Mathematical Reviews



VIII INTRODUCCION

no era otro mas que Dvoretzky (esto es tan increible, que mas que un hecho digamos que
es un rumor), que evidentemente, se sinti6 ampliamente seducido por dicha conjetura.
Asi, en 1959, Dvoretzky publica un articulo [Dvo59] donde afirma que esto es cierto,
dando un esquema de la demostracion. En [Dvo61] de 1961, publicaria su demostracion
completa.

Sin embargo, la demostracion de Dvoretzky es considerada algo intrincada (de hecho,
11 anos mas tarde, en [Fig72], Figiel publicaria algunas aclaraciones y simplificaciones de
la misma). A partir de alli, se dieron diversas demostraciones del teorema de Dvoretzky,
buscando no solo exponerlo con mayor claridad, sino también con mayor precisioén en la
estimacion de n(k, ¢).

Concretamente, si definimos

n € N/ para todo espacio normado (E, || ||) con dim(E) =n
N(k, &) = min ) ) ) . 3 ,
1S C E subespacio k-dimensional y (1 + €)-isomorfo a (R",|| ||,)
(1)

entonces:

» Ensudemostracion original [Dvo61], Dvoretzky obtuvo que N (k, €) < exp (%k2 lnz(k))
€

con ¢ > 0 constante absoluta (c = 21°).

» En 1971, Milman [Mil71] dio una nueva (y extremadamente influyente) demostra-
|In(cy €)]

cién, donde obtuvo que N (k, ¢) < exp (cl 5
€

k), utilizando una interesante desi-

gualdad descubierta por P. Lévy, a partir de la cual surgiria el estudio de lo que el
mismo Milman dio en llamar “concentracion de la medida”.

Mas precisamente, esta desigualdad implica que existe una constante ¢ > 0 tal que
si f:S"! — R es una funcién Lipschitz de constante 1 sobre la esfera (n — 1)-
dimensional, y My es una mediana de f en S (e, A,(f = Mg) 2172y Au(f <
My) >1/2,donde A, es la medida de probabilidad invariante por rotaciones en sl
vale que

/\n(lf—Mfl > 5) <€

Como veremos en la Proposiciéon 2.5.1, la dependencia en k de esta estimacion es
optima, mostrando que en verdad N (k, ¢) = exp(7(¢)k), donde 7 es una funcién que
solo depende de ¢, definida en el intervalo (0,1) (o algtn intervalo (0,9) con ¢ <
1 de ser necesario) y cuyo comportamiento asintotico exacto es desconocido aun
actualmente.

» En 1976, Figiel [Fig76] daria una nueva demostracion (que él consideraria corta), en
la que dada una norma p en R”, se utiliza como medida de su distancia al espacio
euclideo (R", || ||,) la cantidad

Vp(x),v)|? n-1 ., qn-
v,(p) = J;” %dan donde ¥, = {(x,y) eS"lxs 1/(x,y> = 0}
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y 0, es la medida de probabilidad invariante por la acciéon del grupo ortogonal (o
unitario) en ¥,,.

Por este medio, solo se prueba la existencia de n(k, ¢), sin ninguna estimacion cuan-
titativa.

En 1977, Figiel, Lindenstrauss, y Milman publican un articulo [FLM77] donde dan
una prueba “mas limpia” que la de [Mil71], basandose en las mismas ideas. Lo no-
table de este articulo es que, dado un espacio normado X de dimensién #, se estudia

k(X, €)= méx{k eN/3S C X con dim(S) =k, S (1 + ¢)-isomorfo a (RX, | ||2)} (2)

en relacion a caracteristicas especificas del espacio X (como su tipo y cotipo, 6 su
distancia de Banach-Mazur a (R",|| ||,), entre otras).

En 1985, Gordon mostr6 en [Gor85], a través de ciertas desigualdades (establecidas
en el mismo trabajo) entre variables aleatorias gaussianas, que #(¢) < ¢/e?. Bs decir,
que se tiene

N(k,e)ﬁexp(i—f).

En 1986, Pisier exhibié una demostracion (que también puede encontrarse en el
Capitulo 4 de su libro [Pis89]) analoga a la de [FLM77] (y que obtiene la misma cota
que la obtenida alli para N(k,¢)), pero usando el espacio de medida (R",y,), donde
¥, es la medida gaussiana estandar en R". Reproduciremos esta demostracion en el
Capitulo 2.

En 1988, Schechtman publicé una “observacion” en [Sch89], donde nota que tam-
bién puede deducirse que #(¢) < ¢/e? con algunos argumentos adicionales a la misma
linea general que plantea la demostracion dada por Pisier en el item anterior.

1 2
En 2006 Schechtman probé en [Sch06] que 7(¢) < ¢; I, )"
resultado dado en [AM83], que indica condiciones bajo las cuales se puede encontrar

en un espacio normado X un subespacio (1 + ¢)-isomorfo a (R¥,|| ||.,) (ver Teorema
3.3.7).

. Para esto, utilizo un

|In(c; €]
&

mejor estimacién conocida para 7/(¢) hasta el momento. Para ello utilizaron princi-
palmente resultados de [AM83] (al igual Schechtman en [Sch06]) y una desigualdad
conocida como desigualdad L; — L, de Talagrand para la medida gaussiana.

En 2018, Paouris y Valettas demostraron en [PV18] que 7(¢) < ¢; . Estaesla

El Capitulo 3 estara dedicado a contextualizar tanto el trabajo de Paouris y Valettas
(mas alla de lo ya expuesto en esta Introduccién), como los resultados principales
de los que estos autores hacen uso (mencionados en el parrafo anterior). También
alli delinearemos las ideas principales seguidas en [PV18] para obtener su resultado
principal.
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Luego, en los apéndices finales de este trabajo, desarrollaremos con mayor detalle el
camino delineado en el Capitulo 3 acerca del trabajo de Paouris y Valettas.

Finalmente, mencionemos que en la Proposicion 2.5.2 veremos que k((R",]| ||), €) =
In(n)
L
|In(c; €)]
euclideo (y otros hechos que no mencionamos aqui...) se ha conjeturado en [Mil88] que

. A partir de esto, teniendo en cuenta que (R",|| ||,) es un espacio de lo mas no

In(n)

k(n,e) = min{k(X, ¢), X espacio normado de dim n} ~ Mn(ce)]

(3)

Esto es equivalente a
N (k,¢) = exp c1 |In(cy €) k)

para ciertas constantes cq,c; > 0. Es decir 7(¢) ~ [In(c; €).

En 1989 Bourgain y Lindenstrauss demostraron en [BL89] que esto efectivamente se
cumple si X es un espacio con una base simétrica, es decir, con una base vy,...,v, tal que
para toda permutaciéon o € S,

n

n
)il = ||t v
j=1

=1

Por altimo, comentemos que en 2023, Bo’az Klartag y Tomer Novikov publicaron en
arxiv un articulo [KN23] en el que demuestran que 7/(¢) < c|In(¢)|, bajo la restriccién mas
débil de que el subespacio de dimension k sea (1 + ¢)-isomorfo a un espacio normado con
base 1-incondicional (en vez de a un espacio euclideo). Esto es, a un espacio que posea
una base vy,..., v, tal que para cualesquiera a;,...,ar € R

k

k
ZO(]'U]' = Ziaﬂ/j .
j=1

j=1

'Dado un conjunto S y dos funciones f,g: S — R notamos f ~ g si existen constantes a,b > 0 tales que
af(s)<g(s)<bf(s)paratodoseS.



Notacion y preliminares

Si bien la mayoria de los topicos tratados en este trabajo se desarrollan de forma similar
tanto si el cuerpo a considerar es R como si es C, en general enunciaremos los resultados
en el caso real. De ser necesario, especificaremos cuando surja una diferencia entre el
caso real y el caso complejo. A su vez, utilizaremos K para referirnos a cualquiera de los
dos cuerpos indistintamente. Siempre consideraremos la topologia usual en K" (que es la
inducida por cualquier norma, por ejemplo la euclidea), y notaremos (ex);<x<, a la base
canoénica de K".

Dado un espacio normado (E, || ||), notaremos:

» Bg, ) = {x € E/ ||x]| < 1} ala bola unitaria de (E, || ||). Escribiremos Br = B(g || cuando
la norma en E quede clara por el contexto.

» Analogamente, si no hay confusion denotaremos Sg = Sy ={x € E/ [|x|| =1} ala
esfera unitaria de E.

Dados dos espacios normados E y F notaremos:
» L(E,F)={T :E — F tales que T es lineal y continuo}.

» E*=L(E,K) al conjunto de funcionales lineales y continuos en E.

C-isomorfismos y distancia de Banach-Mazur

Dada una constante C > 1, diremos que dos espacios normados E y F son C-isomorfos
si existe un isomorfismo T € L(E,F) tal que ||T|| ||T‘1|| < C. En este caso, para todo x € E
vale que

1
gy Plle < IT (e < [ITHIx]g -
I
Por lo que, definiendo en E la norma |x| = ”T‘1 || IT (x)||z se cumple que (E,| |) es isométri-

camente isomorfo a (F,|| ||¢), siendo u : (E,| |) — (F,|| ||p) definido por u(x) = HT‘ln T(x) el
isomorfismo isométrico. La relacion entre las normas || ||z y | |r en E esta dada por

Ixlle < |xle < Clixllg

de donde se ve claramente que en caso de ser C-isomorfos, las normas de E y F son “C-
equivalentes”, y en este caso ademas B(g ||y C B(g,||,) € CB(E,))-

XI
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Dados dos espacios normados E y F, isomorfos entre si, definimos su distancia de
Banach-Mazur como

dgy(E,F) = inf{||T|| HTfl |, T € L(E,F) isomorﬁsmo}
=inf{C>1/E y F son C-isomorfos}.

En caso de ser isométricamente isomorfos, vale que dgy,(E,F) = 1. La propiedad reciproca
solo es cierta entre espacios de dimension finita (por ejemplo, ver [Tom89, Capitulo 2]).
Notemos que dos espacios normados de dimension n son isométricos si y solo si existe
T € L(E,F) tal que T(Bg) = Bp.
Espacios clasicos
Para cada 1 < p < oo notaremos /; a K" dotado con la norma

n 1/p
||x||,,=[Z|xi|P] sip<oo y vl = méx|x
i=1

<i<

y By = Bjz ala bola unitaria de estos espacios.
También denotaremos

+00
lp:{(xn)neNgK/ len|p<+00} sil<p<oo

n=1

loo = {(xn)neN cK/ Suplxn| < +°°}
neN

con las normas

+00 1/p
1wl = [Dxnw] sil<p<oo y Il(xy)lle =suplx,l
n=1 neN

Convergencia débil y la propiedad de Schur

Recordemos que dado un espacio de Banach (X, || ||) podemos considerar en el mismo la
topologia débil, definida por ser la topologia “mas cruda” bajo la cual son continuos todos
los funcionales en X*. Esta topologia esta estrictamente incluida en la topologia fuerte
(aquella inducida por la norma en el espacio) siempre que X sea infinito dimensional.
Una base de abiertos para la misma esta dada por los conjuntos

|7

X0,P15-

P € = {x € X/ |§01(x) - (Pi(xo)l <e Y1<i< ”}

donde xy € X, ¢1,..., ¢, € X"y € > 0. Diremos que una sucesion (x,,),cn € X es débilmente
convergente a un elemento x € X si converge hacia x en la topologia débil, y escribiremos
x = w- lim x,, 0 x,, = x. Notemos que esto ocurre si y solo si ¢(x,) = ¢(x) en K para todo

n—0o0

peX.
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Decimos que un espacio de Banach (X, || ||) tiene la propiedad de Schur si toda sucesion
débilmente convergente en X es fuertemente convergente (es decir, converge con respecto
a la topologia inducida por la norma en X).

En 1921 (jhace mas de 100 anos!) Schur demostrd en [Sch21] que I; posee esta propie-
dad (de donde ésta lleva su nombre).

Normas y cuerpos convexos balanceados en K"
Dado un conjunto K € K" decimos que:
» es convexo si Ax+(1—-A)y € K siempre que x,y e K,y 1 €[0,1].
= es un cuerpo convexo si es convexo, compacto, y con interior no vacio.
» es balanceado si Ax € K siempre que x € K, y |A| < 1.

» es simétrico si —K = K (notemos que si K = R, entonces K es convexo y simétrico siy
solo si es convexo y balanceado).

Si K es un cuerpo convexo balanceado en K", entonces existe una Gnica norma en K",
que notaremos || ||g, tal que K es la bola unitaria con respecto a esa norma, es decir tal
que Bk ) = K. Esta norma esta dada por el funcional de Minkowski asociado a K,
pk : K" = R, definido por pg(x) = inf{t > 0 tales que x € tK}.

A su vez, cada norma || || en K" tiene un cuerpo convexo balanceado asociado, que
es su bola unitaria, es decir podemos tomar como K a B[ ) de manera que la norma
inducida por este cuerpo K es la norma original || || considerada en K".

Por lo tanto, es equivalente hablar sobre normas o cuerpos convexos balanceados en
K". Notemos que si || || es una norma en R" cuya bola unitaria es el cuerpo K, entonces
dK = {x e R"/ ||x|| = 1} es la “esfera unitaria” asociada a dicha norma.

Por altimo, observemos que si K es un cuerpo convexo y simétrico, entonces para cada
0<A<1valeque
K=AK-(1-2A)K. (4)

En efecto, K=AK+(1-A)K=AK+(1-1)(-K)=AK - (1-X)K.

Norma dual y cuerpo polar

Dado un cuerpo convexo balanceado K € K", a cada u € K" podemos asociarle el fun-
cional ¢, : (K", || ||x) = K dado por ¢,(x) = (x,u) = ;’:1 x;u;. Asignandole a u la norma
de este funcional definimos || ||,, la norma dual a || || en K".

Mas concretamente, definimos |[u]|, = ||1,bu (K ) — K” De esta manera nos queda
que, para cualesquiera u,v € K"

[{v, )| < [l Ml

Llamamos cuerpo polar de K a la bola unitaria K* C K" asociada a la norma dual || ||,.
Concretamente, tenemos

K'={ueK"/ |lull, <1} ={ueK"/|{x,u)| <1 YxeK}.
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Elipsoides en K"

Un elipsoide en K" es un conjunto dado por

_ 2 _ 2
EZ{XGK”/KX p;”l)l +.“+|<X P;V;q)l Sl}

aj ap
donde {vy,...,v,} es una base ortonormal de K", ay,...,a,, € Ry, y p € K" es el centro del
elipsoide. En tal caso Vol(€) = Vol(B§)IT"  a;.2
Si u: K" — K" es un isomorfismo lineal, entonces u(B}) es un elipsoide simétrico
(cuyo centro esta en el origen). Esto puede observarse al tomar la descomposiciéon polar
del isomorfismo lineal u. En efecto, escribiendo a u como u = PJ, donde P es un operador
autoadjunto y positivo, y ] es una isometria de IJ en [}, vemos que

[CAD N X 1}

2 2 -

(B2 = PJ(BY) = P(BY) = { cK"/
donde los vy,...,v, forman una base ortonormal de autovectores de P, y los ay,...,a, son
los correspondientes autovalores de P.

A su vez, se ve de la ultima igualdad que todo elipsoide simétrico puede obtenerse
como la imagen de la bola euclidea por un isomorfismo (que puede tomarse positivo y
autoadjunto) en K".

Mas en general, si (E,|| ||) es un espacio normado de dimensién #, decimos que un
elipsoide en E es un conjunto de la forma £ = p+u(B)) dondep € E,y u : IJ — (E,|| ||) es
un isomorfismo lineal.

Capsula convexa

Dado un conjunto S € K", notamos co(S) a la capsula convexa de S, definida como el
menor conjunto convexo que contiene al conjunto S (en el sentido de la inclusion). Mas
concretamente

n
co(S) = ﬂ C:{a1x1+---+anxnconxl,...,xneS,aiZO,Za,-:l,neN
sccC i=1

C convexo

Por altimo, se puede ver que si S y T son conjuntos convexos en K", entonces

co(SUT)={as+pt/seS,teT,0<a,p<1, a+p=1}. (5)

’Dado A C R" medible, denotamos con Vol(A) a la medida de Lebesgue n-dimensional de A.



Capitulo 1

Convergencia incondicional en espacios
de Banach

1.1. Teorema de Dvoretzky-Rogers

1.1.1. El elipsoide de John

En 1948 Fritz John publica, como regalo de los 60 para Courant, su articulo Extremum
problems with inequalities as subsidiary conditions [Joh48] sobre el método de multiplica-
dores de Lagrange para una funcion de varias variables restringida a una regiéon dada por
inecuaciones. Este trabajo se enmarcaria en optimizacion, dentro del area de la programa-
cién no lineal (area cuyo nacimiento definitivo seria 3 anos después, en 1951). Como una
aplicacion de este método, John demuestra ciertas propiedades del elipsoide de volumen
minimo que contiene un cierto cuerpo S en R". Asi, pone sobre la escena matematica del
momento los elipsoides extremales en relacion a un cuerpo, objeto que usaran Dvoretzky
y Rogers dos anos mas tarde (aunque en forma elemental, sin uso de las propiedades de-
mostradas por John) para demostrar su celebrado lema.

Comenzamos entonces mostrando la existencia y unicidad del elipsoide de John! (aun-
que solo utilizaremos la existencia para demostrar la Proposicién 1.1.7).

Para esto, veremos primero un lema, del cual quizas podriamos convencernos con el
siguiente grafico.

'Notemos que si bien John trabajo con el elipsoide de volumen minimo que contiene un cierto cuerpo en
[Joh48], suele llamarse (y llamaremos) elipsoide de John al elipsoide de volumen maximo contenido en un
cuerpo dado.
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Lema 1.1.1. Sea £ C R" un elipsoide con centro p # 0. Entonces existe un elipsoide simétrico
Eg Cco(EU=E) con Vol(&y) > Vol(€).

Demostracién. Podemos escribir £ = p+u(BY), con u : R” — R" isomorfismo. Por otro lado,
al ser tanto £ como —€ convexos, tenemos que

CO(EU-E)={As+ (1= A)(=t)/s,t€E 0<A<1)

por lo observado en los preliminares (ver (5)). Es decir, dado z € co(£ U-E) existen A €
[0,1],x,v € B tales que

z=AMp+ux)+(1-A)(-p—uy)=2A-1)p+u(Ax—(1-2A)p).

Ahora, como B, es convexa y simétrica, AB) — (1 — A)B} = B] para cada A € [0,1] por la
propiedad (4). De esta manera podemos escribir

co(EU-E) = U (2A=1)p +u(BY).
A€l0,1]

Si ahora tomamos g € R" tal que u(g) = p, entonces

co(€U-6)= | J @A-Du@)+uBy= [ ] u(2A-1)q+BY)
Ae[0,1] A€[0,1]

—u U (2/\—1)q+B’21]—u[ U (2A—1)q+AB§—(1—A)B§]

A€[0,1] A€[0,1]

=u| A<q+B3>+<1—A)(—q—BS)]—u(co(<q+B§>u<—q+B§>)).
A€[0,1]

Asi, basta con ver que si g € R"”, g # 0, entonces existe un elipsoide simétrico £ C
co((q +BY)U(—q +B§)) tal que Vol(&;) > Vol(BY}), ya que en ese caso tomariamos &, = u(&),
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de manera que &) es un elipsoide simétrico, y Vol(&y) = |det(u)| Vol(&;) > |det(u)| Vol(BY) =
Vol(&)2.

Para esto, como los tiinicos objetos involucrados en este problema son g+ B),—g+ B} y
BY, podemos hacer una rotacién de manera que sea g = (q;,0,...,0), con g; > 0, a fin de
facilitar la escritura.

Afirmamos entonces que el elipsoide

X

E i —— x4+ +x2<1
(g 7 "

esta incluido en la capsula convexa de —g,e; + B} y g1e; + B). En efecto, si (x,...,x,) € &,
2 5 1/2 2 2 1/2
entonces |x;| < (1 +q1)(1 - (x5 +---+xn)) < (1 — (x5 4+ +xn)) +4q1-
Por lo que existe A € [0,1] tal que

*1 :/\(_(1—(x§+---+x,3))1/2—q1)+(1—/\)((1—(x§+...+x%))1/z+q1)

(ya que un intervalo [a,b] es la capsula convexa de sus puntos extremos). Asi, tomando
Y= (91X %) con yy =—(1=(x3+ - +x))"* ~qu,
z=1(21,%X2,...,%Xy) conz; =(1- (x% + ---+x,%))1/2 +q1,

tenemos que y € —qiey + B}, zeqre; + By x=Ay+(1 - 1)z

Como Vol(&;) = (1 + q1)Vol(BY) > Vol(B%), tenemos lo buscado.

Observacion 1.1.2.

(1) Dados £ C R" elipsoide simétrico y u : R” — R" isomorfismo tal que u(B%) = &,
notemos que cualquier otro isomorfismo u : R" — R" tal que u(B}) = £ cumple que
u = u oG, donde la matriz candnica de G es ortogonal, es decir: G : IJ — ] es una
isometria. En efecto G(By) = u~! o u(B}) = u~1(€) = B}.

(1) Dados K un cuerpo convexo simétrico en R”, y £ un elipsoide simétrico incluido
en K, si tomamos u : R" — R" tal que u(B)}) = £ , entonces u considerado como
un isomorfismo entre los espacios normados I y (R",|| [[x), u : I7 — (R ]| ||x), es
un operador de norma menor o igual a 1. En efecto, tenemos que u(B}) = £ C K =
B(gn,| i), POr lo que si [|x[|, < 1, entonces |Ju(x)||x < 1.

Recordemos previo a la demostracion del siguiente teorema que si u: R" — R" es una
transformacion lineal, se define la traza de u como tr(u) = tr([u]r) con I una base de R".
Ademas, si g(t) = det(Id + t u), entonces se tiene que g’(0) = tr(u).

2Recordemos que si u: R" — R" es una transformacion lineal, entonces det(«) = det ([u]r) donde I’ es una
base de R". Ademas, si A CR" es medible, entonces u(A) C R" es medible, con Vol,,(1#(A)) = |det(u)| Vol,,(A).
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Teorema 1.1.3. Sea K un cuerpo convexo y simétrico en R". Entonces existe un tinico elipsoide
E C K (llamado el elipsoide de John de K) tal que

Vol(€)= sup Vol(E).
ECK
& elipsoide

Ademds, £ resulta ser simétrico. Mds ain, si ugy : 15 — (R",|| |[x) es tal que uy(B))=E,
entonces vale que
-1
tr(ug v)<nlp|| Yv:I§— @R k)

Demostracion. Notemos primero que, de existir un elipsoide £ de volumen maximo conte-
nido en K, este debe ser simétrico. En efecto, si £ no fuera simétrico, tendriamos que como
K es simétrico EU—-E C K, y al ser K convexo valdria co(£ U—-E€) C K, pero entonces, por el
Lema 1.1.1, tendriamos un elipsoide simétrico & C co(€ U—-E€) C K de volumen mayor al
de &, lo cual seria un absurdo.

Sabiendo entonces que nuestro elipsoide debe ser simétrico, consideremos en B =
BL(I;,(R”,H ) la funcion determinante.

Al ser B compacto (pues £ (1’21, (R™ | ||K)) es un espacio normado de dimension finita) y
la funcién det : B — R continua, tenemos que det alcanza su maximo (y minimo) absoluto
en B. Digamos que este maximo se alcanza en u, € B.

Notemos que u, debe ser inversible, ya que sino det(uy) = 0 (y existen v € B tales
que det(v) > 0, jhay isomorfismos!). Mas aun, por el mismo motivo debe ser det(ug) > 0.

Ademas, claramente debe ser ||uy|| = 1, pues sino det(m”o) = W det(ug) > det(uy).
U U

Entonces, por la Observacion 1.1.2 (1), es claro que £ = uy(B}) es un elipsoide conteni-
do en K de volumen maximo, ya que Vol(£) = ¢, |det(u)| = ¢, det(uy), donde ¢, = Vol ,(BY)
(notemos que el maximo absoluto en B de la funcién |det| es el mismo que el de det, ya
que la imagen de la funcién det en B es un intervalo simétrico, puesv e B < voU € B,
con U ortogonal de determinante -1).

Asi, tenemos la existencia. Veamos ahora que, siv € £ (1’21, (R™ | ||K)), entonces tr(u1v) <
nvll.

Para esto claramente podemos suponer que v # 0. Entonces notemos que para t peque-
no (digamos |t| < 1/||v||), tenemos que uy + tv = 0, por lo que podemos escribir

1/[0+t7}

de (Idn +tug'y
lluo + tv|]

=det(u;! det( )Sdet uzVdet(ug) = 1.

De donde vemos que
det(Id,, + tug'v) < |lug + tv||" < ([luoll + |tl[[wl)" = (1 + [t [[vl)"

Luego, det(Id, + tualv) < (L +t]jv]|)" paratodot € [0,¢) con e =1/]v].
Definiendo g:[0,&) > R como g(t) = det(Idn+tu51v) yh:[0,&) > R como h(t) = (1 +t|v|])",
tenemos que g(t) < h(t) para todo t € [0,¢) y que g(0) = h(0) = 1, por lo que debe ser (de la

misma definicién de derivada) g’(0) < 1’(0), es decir tr(uy'v) < n|v|| .
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Veamos ahora la unicidad de £. Supongamos que & es un elipsoide simétrico contenido
en K de volumen maximo, y sea vy € B tal que vy(B}) = £. Entonces sabemos que en
v se alcanza el maximo absoluto de |det|, y podemos asumir, precomponiendo con una
transformacién ortogonal de determinante -1 de ser necesario, que en v, se alcanza el
maximo de det. Queremos ver que entonces uy vy : I§ — 15 es una isometria.

Notemos que, de la misma manera que ug, vy debe satisfacer que tr(valw) < n||lw|| para
todo w: I — (R", | |g)-

Ahora, para ver que ualvo es una isometria en [}, escribAmoslo en forma polar: ualvo =
PU, donde U es una isometria y P es un operador positivo (ya que uy' v, es inversible) y
autoadjunto. Veremos que P es la identidad! Para esto, como P es diagonalizable, basta
con ver que todos sus autovalores son 1. Sean entonces A4,..., A, > 0 los autovalores de P
contados con multiplicidad. Tenemos que

n
Z/\i =tr(P)=tr(PUU™) = tr(ualvoU_l) <n ||v0U_1|| =nllvol|| = n,
i=1
n
z)\;l =tr(P™Y) = te(UU ' PY) = tr(U vy ) = tr(vy ' ugU) < n|[ugU]| = n|Jugl| = n.
i=1

Sumando ambas desigualdades obtenemos

n
Y A+ At <on
i=1

Ahora bien, como cada término de esta suma es mayor o igual a 2, necesariamente debe
ser A; + /\1._1 =2 paratodo 1l <i <mn, porloque A; =1 para todo 1 <i < n. En conclusion,
P =1d, y, en consecuencia, vy = uoU, con U unitario en [}. Luego,

€ = vo(B}) = up(U(B}) = ug(B) = €. O

Observacion 1.1.4.

(1) Sibien la demostracion de la unicidad del elipsoide de John puede darse utilizando
argumentos “mas geométricos” (ver, por ejemplo, [AGM15]), seguimos los argumen-
tos usados arriba por nuestra devocion a [DJT95].

(11) Notemos que si £ es el elipsoide de John de K C R", entonces necesariamente debe
existir algin punto de contacto entre dK y Jd€, ya que de lo contrario, tendriamos
€ C K, por lo que seria d(€,dK) > 0, y existiria un 6 > 0 tal que (1 + )€ C K, lo cual
es absurdo. Mas atin, como veremos en instantes, deben existir al menos 2n puntos
de contacto entre J€ y JK.

Definicion 1.1.5. Decimos que un cuerpo convexo y simétrico K C R" estd en posicion de
John si el elipsoide de John de K coincide con la bola euclidea BY.

Observacion 1.1.6.
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Si K esta en posicién de John, podemos tomar como ug : I — (R”,|| ||x) cualquier
isomorfismo que cumpla uy(B)) = B} C K (es decir, cualquier isometria de I7), en
particular podemos tomar a la identidad de R", Id,, : I7 — (R",]| ||x). Asi, tenemos
que tr(v) < nl|jy|| para todo v : IJ — (R",|| [|x)-

En particular, notemos que si K esta en posicion de John, entonces ||x||x < ||x||, para
todo x € R" (ya que ||Id,1 1Y — (R ] ||K)ﬁ = 1). Comentemos que ademas se cumple
que ||x||, £ Vn||x||x (para una demostracién de insuperable elegancia sobre este he-
cho, ver [AGM15, Teorema 2.1.3]). Es decir, si K esta en posicion de John entonces
vale que B} CK C /nBj.

En particular, dada una norma cualquiera || || en R", se tiene que dgp((R" ]| [|),1%) <

N

Si K € R" es un cuerpo convexo y simétrico, y £ es su elipsoide de John, entonces
podemos tomar un isomorfismo v : R” — R” tal que v(£) = B). De esta manera, el
cuerpo v(K) esta en posicion John (ya que ECK v(g) C v(K), y v preserva
relaciones de volumen), y v : (R, || ||x) — (R”, I Hv(K)) es una isometria.

Asi, dada una norma || [, en R" con bola unitaria K;, podemos tomar una norma
|| llx, con bola unitaria K3, de manera que K, esta en posicion de John y los espacios

(R llx, ) ¥ (R llx, ) resulten isométricos.

En general, si K es un cuerpo convexo y simétrico en R” y T: R” — R" es un isomor-
fismo lineal, decimos que T(K) es una posicion del cuerpo K. Ademas de la posicion
de John, existen distintas posiciones clasicas de un cuerpo convexo K (ver [AGM15]).
En general, estas estan definidas en términos de que se satisfaga alguna condicién
extremal, como ocurre por ejemplo con la posiciéon de John.

1.1.2. Lema de Dvoretzky-Rogers

Para la prueba del lema de Dvoretzky-Rogers, seguiremos los pasos de la demostraciéon
original en [DR50], que solo hara uso de la existencia del elipsoide de John.

Proposicion 1.1.7 (lema de Dvoretzky-Rogers). Sea K C R" un cuerpo convexo y simétrico en
posicion de John. Entonces existen una base ortonormal {z,...z,} de Iy vy una base {A4,...,A,}
de R" tal que ||A]||K = ”AJ-”2 =1 para todo 1 < j < n, de manera que:

i

i—1 .
(a) A; = Zal-]-z]-, con afi >1- — paracada 1l <i<n.

(b) lA; —zillg <llA;—zill5 <

=1

paracadal <i<n.

2(i-1)
n

(c) Si 1l <r<mn,paracualesquiera escalares ay,...,a, € R vale que

(@1, )il

.
E a;A;
im1

S[l-l- r(r—1)
n
K
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Demostracion. Veamos por induccién que existen {zy,...,z,} y {Ay,...,A,} como en el enun-
ciado, que cumplen (a). Luego deduciremos (b) y (c).

Para i = 1, tomamos (con permiso de la Observacion 1.1.4 (1) de la seccion anterior)
como z; = A; algtn punto de contacto entre JK y 9B = S"° 1.

Supongamos ahora que para algin 1 < k < ntenemos zy,..., 2z, ortonormales y Ay,..., Ay €
JdK N dB} li. que satisfacen (a). Entonces completamos zj,...,z; a una base ortonormal de
15 con Zy,q,...,Z,, y notamos f(x),..., B,(x) alas coordenadas de un vector x € R" respecto
de esta base (es decir, 8;(x) es el producto interno entre x y el i—ésimo elemento de la base
ortonormal).

Consideremos ahora, para cada 6 > 0 el elipsoide

LB B B P
R T T e T I T b S
entonces
Vol(€;) = Vol (B (1 + 6>kz”)k ((1+6+67%) F ooy L) T sy,
(1+06) 2

Por lo tanto, debe ser &5 ¢ K, por lo que existird ps € dK N ;. Como JK es compacto,
tomando 9,, = 1/m y una subsucesion adecuada, obtenemos una sucesion convergente
(91)ien en JK, donde q; = p,,, para todo I € N, de manera que 6,, —> 0. Sea Ay, € JK

I—+00

el limite de (q;)jen. Entonces 1 = ||Ag,1llx < ||Ak+1ll,. Por otro lado, como para cada l € N
tenemos que q; € €5ml, tomando limite en (1.1) resulta

Br(Ags1)? + -+ Bu(Ar1)* < 1

Es decir ||[Ag,q|l, <1, de donde Ag,q € S"1.
Ahora bien, como para cada | € Nes 1 = ||gq/llx < |lg1ll, , a partir de (1.1) podemos
escribir

(14 8" = 1) (Br(@) -+ Brlan)?) + (1 + Oy, + 03 ) F = 1) (Brsr (@)> + -+ + Buldn)?) < 0.
Dividiendo por 9,,, y tomando limite con [ — +oco tenemos
(=) (B1(Ars1)® + -+ Be(Ae1)?) =k (Be1 (Ake1)” + -+ BulArs1)?) 0. (1.2)

Llamemos

1/2
Ak+1k+1 = (/3k+l(Ak+1)2 Tt ﬁn(AkH)z) (de (1.2) se ve que debe ser ag,1x41 > 0),y
1

Ak+1k+1

Zke1 = (Bks1 (Aks1)Zke1 + -+ Bu(Aks1)Z0) € (215 21) ™

Entonces, si paracadal < j <k tomamos ay,; = Bj(Axs1), tenemos que Ay, 1 = Z;‘Ill Ak41j 2
con {zy,...,2;,1} ortonormal, de manera que a partir de (1.2) escribimos
k
(n—k)y a2, .<ka? = (n—k)(1-a? ) < ka? =
k+1j =" "k+1k+1 k+1k+1/ = ™ "k+1k+1

J=1

k
2 2
n-k< N 1ke1 < 1_Z Sak+1k+1'
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Que es lo que deseabamos. Asi, por induccion tenemos que existen {zy,...,z,} y {A1,..., A,}
como en el enunciado, que satisfacen (a).
Veamos que se cumplen (b) y (c). Para (b) basta con ver que,sil <i <n,como0<a;; <1

i—1

A = zllk N4 =zl =)l + (1-a;)’ = (1-a) +1-2a;; +a}; =
j=1

2(i-1)

2(1—aii)S2(1_611'1')(1"'aii):z(l_aizi)S n

r

Veamos (c). Sean 1 <r<nyay,...,a, €R, entonces
r
Y oin| <|Swa] <|¥ x| oS o
i=1 i=1 = i=1

K 2
. 12 ; 1/2
2 2
L) il -zl < [ ] ( ] Y llA; —zz-||z]
i=1 i=1 i=1

r 1/2 ¢ ) 1/2 r 1/2 1/2
) PR ) ()

i=1 =1

. 1/2 .
e e yHes >]. =

=1

IA
[
R

IA

-~

Observacion 1.1.8.

(1) En [DR50] obtienen en el item (c) una constante ligeramente distinta. Mas precisa-
mente, obtienen que paracada 1 <r<mn

.
E a;A;
i=1 K

llevando a cabo ciertos artilugios indexatorios que hemos evitado en esta ocasion.

r(r—1)
<+[2+ - (ar, . )l

(11) Notemos que ||A]~|L = 1 para cada uno de los A; del lema anterior. Es decir que los
Aj también viven en el borde del cuerpo polar a K. Esto se debe a que si K esta en
posicion de John, entonces dK N dB) C JK*.

En efecto, si A € KN BB’;, como K es convexo, por la version geomeétrica del teorema
de Hahn-Banach, debe existir algtn hiperplano H, , = {x € R"/{x,v) = a} que pase

por Ay que separe a K (el interior de K) de A, es decir tal que (x,v) < @ = (A, v) para
todo x € K . Ahora bien, como B} C K, este hiperplano realizara el mismo trabajo

para B y A € dBJ. Pero como existe un Gnico hiperplano que separa a B” de A, a
saber, H = {x € R”/(x A) = 1}, tenemos que debe ser H, , = H, de donde (x Ay <1
para todo x € K. Luego, ||A]l. =1 (ya que (A,A)=1).
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(1i1) Teniendo en cuenta la Observacion 1.1.6 (111), dado un cuerpo convexo simétrico K C
R" y £ su elipsoide de John, tomando la isometria correspondiente entre (R”, || ||x)
y (R% | |lz), donde K esta en posicion de John, aplicando lo visto en la Proposicion
1.1.7 sobre E, y “volviendo” a K, arribamos a que existen Ay,...,A, € JK N JE tales

que
r
r(r—1)
) aiA; s[1+ . ]n(al,...,ar)nz
i=1 K

paral <r<n,yay,...,a, eR.

(1v) En particular, obtenemos que, como {A;,...,A,} es l.i., si K es un cuerpo convexo
simétrico y £ es su elipsoide de John, entonces debe haber como minimo 2n puntos
de contacto entre dK y d€. A saber: {+A4,...,+A,}.

Pasando de un espacio normado (E,|| ||g) de dimensiéon n a R” por medio de un iso-
morfismo T : E — R", y considerando en R"” la norma (isométrica a || ||g) inducida por T,
llegamos entonces a la siguiente proposicion.

Proposicion 1.1.9. Si (E,|| ||g) es un espacio normado de dimension n, entonces existe una base
de vectores unitarios xq,...,x, de E tal que paracada 1 <r <ny ay,...,a, € Rvale que

. r(r—1)
Zaixi <|1+ — (@1, ),
i=1 E

A partir de lo obtenido en la Proposicién 1.1.7, conseguimos el siguiente corolario.

Corolario 1.1.10. Sea (E,|| ||g) un espacio normado de dimension n, entonces existe una base
de vectores x1,...,x, € Bg tales que:

n
(a) Zaixi <||(ay,...an)ll, para cualesquiera ay,...,a, € R.
i=1 E

-1
(b) 1/1_r—5||xr||E§1 paracadal <r <n.
n

Demostracion. Considerando una norma isométrica ala de (E,|| ||g) en R”, cuya bola unita-
ria K este en posicion de John, basta con tomar en la Proposicion 1.1.7 a x; = z;. Entonces,

dados ay,...,a, €R
n n n 172
Zoc,-xl- < Zaizi :[Z(Xlz] .
i=1 k li=1 2 \i=l
De aqui, en particular, tenemos que cada x; € Bg. Por otro lado, tenemos que

arr = (2p A =[x A) | < Ixellg 1AL = 11k - 1

y como a,, > /1 — %, se obtiene (b). ]
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En relacion a la Proposicion 1.1.9 el corolario anterior nos dice que podemos obtener
una base de E cuyos vectores no necesariamente son unitarios, sino que viven dentro de
Bg, satisfaciendo la cota (b) sobre sus normas, y como contrapartida de esta “relajacion”,
tenemos que se satisface (a).

1.1.3. Teorema de Dvoretzky-Rogers

Recordemos la nocidon de sumabilidad incondicional de una sucesion.

Definicion 1.1.11. Decimos que una sucesion (x,,) en un espacio de Banach X es incondi-
cionalmente sumable si para toda biyeccion o : N — N la serie Z;r;xl’ Xs(j) €8 convergente.
Para demostrar el Teorema 1.1.13 utilizaremos el lema de Dvoretzky-Rogers “en su
version del Corolario 1.1.10”, aunque podriamos igualmente usarlo “en su version origi-
nal” (Proposicion 1.1.7).
Maés precisamente, usaremos el siguiente lema, que se obtiene al tomar los primeros n
vectores que nos entrega el Corolario 1.1.10 en un espacio de dimensién 2n.

Lema 1.1.12. Si (E,|| ||g) es un espacio normado de dimension 2n, entonces existen xq,...,x, €

. . 1/2
Bg Li. tales que ||x;||g > 1/\/§pam todo1 <i<mn,y ”Z?Zl a; xi”E < ( 1 |ai|2) para cuales-
quiera escalares aq,..., a,,.

Teorema 1.1.13 (teorema de Dvoretzky-Rogers). Sea X un espacio de Banach de dimen-
sion infinita. Dada una sucesion (A,),ecn € lp, existe una sucesion incondicionalmente sumable
(Xp)nen en X tal que ||x,|| = |A,| para todo n € N.

Demostracién. Como (A,)uen € Lo, tenemos que Y 1% |1,|> < +co, por lo que la sucesion
de sumas parciales de dicha serie es de Cauchy. Asi, podemos armar una sucesiéon de
naturales estrictamente creciente (7;)rcy de manera que para cada k € N tenemos que
o Aal? <1722 si N > ny.

Ahora bien, como X es de dimension infinita, usando el Lema 1.1.12, podemos tomar

una sucesion de vectores Li. (v,),en en X de manera que ||yn|| > 1/V2 paratodon €N,y
1/2

Hzﬁ'\ink a; y]-H < ( ;\Lnk |a]-|2) / para todo np < N < ny, ;.

En efecto, inicialmente escogemos Vis+-sYn—1 € X unitarios y li., y notamos Ej =
(Y1,+-+»Yn,-1)- Luego, para k = 1, tomamos en X un subespacio E; en suma directa con Ey,
y de dimension finita 2(n, — n;) , donde podemos encontrar vectores 1.i y,,,...,¥,,-1 € Bx

712—1

- 1/2
de norma mayor o igual a 1/V?2 tales que ”Z;anl a; y]-H < (Z |a]-|2) . Prosiguiendo de

J=m
igual manera, inductivamente obtenemos la sucesiéon (y,),cn con las propiedades enun-
ciadas.

Ahora, para cada n € N, definimos x,, = /\n”y—””. Entonces es claro que ||x,|| =|A,| para
Yn
cada neN.

Veamos que la sucesion (x,,),cy es incondicionalmente sumable. Dados una biyeccién
0:N—Nye>0,seakyeNtal que 1/257! < ¢ para todo k > k. Tomemos a, € N de manera
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que {1,2,...,nx,.1 =1} Co({1,2,...,a0}). Entonces, si b > a > a(, definimos para cada n € N

1 sineoc({a,a+1,...,b})

ay = .
0 sin¢o({a,a+1,...,b}).

De esta manera, tenemos que

b +00 +oo  ||nip1—1 +o0  ||niz1-1 v
Xo(r)|| = ApXy|| < AnXn|| = Op /\nH
r=a n=Mp)+1 i=ko+1 |l n=n; i=ko+1 [[ n=n; In

+oo (i~ /

la |2|/\ |2 12 +oo  (Mip—1 1/2 o 1
SZ ﬁy—H; S\/EZ(ZMHP] <ZZ§:W<€
n

i:k0+1 n=mn; i:ko-i—l n=n; i:k0+1
Por lo que, al ser X completo, resulta ser (x,),cy incondicionalmente sumable. ]

En particular podemos extraer, dada su importancia, el siguiente resultado “cualitati-

vo”.
Teorema 1.1.14. Sea X un espacio de Banach de dimension infinita. Entonces existe una suce-
sion incondicionalmente sumable (x,,),en € X , que no es absolutamente sumable.

Demostracion. Tomando cualquier sucesion (A,),en € I \ [; (por ejemplo A, = 1/n), me-
diante el Teorema 1.1.13 obtenemos la existencia de una sucesion incondicionalmente
sumable en X, que no es absolutamente sumable. O

1.2. Convergencia incondicional de series

Notemos que, con respecto al hecho asentado en el teorema de Dvoretzky-Rogers, sur-
gen varias cuestiones:

(a) Nos insinua que todo espacio de Banach X de dimension infinita contiene “cierto aire
euclideo”. Algo similar podriamos decir acerca de los lemas de Dvoretzky-Rogers, con
respecto a los espacios normados de dimension finita. En 1961 (once anos después
del teorema anterior) Dvoretzky mostraria que, como veremos en el Capitulo 2, esto
efectivamente es asi.

(b) Hace que nos preguntemos si existira algn r > 2 de manera que, dada (A,),en € [,
exista en todo espacio de Banach X de dimension infinita alguna sucesion incondicio-
nalmente sumable (x,),cy tal que ||x,|| =|A,| para todo n € N.

Para justificar la “insinuacién” mencionada en (a) y responder a la pregunta realizada en
(b), enunciamos la siguiente proposicion.

Proposicion 1.2.1. Sean H un espacio de Hilbert y (x,),en Una sucesion incondicionalmente

sumable en H. Entonces Z||Xn||2 < 4o00.
neN
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Observacion. En verdad, esta propiedad no es Gnicamente caracteristica de los espacios
(isomorfos a espacios) de Hilbert. Mas adelante, comentaremos en qué tipos de espacios
podemos encontrarla.

Para poder demostrar la anterior proposicion, sin embargo, requeriremos de una no-
cioén equivalente a la convergencia incondicional de una serie. Aprovechando la ocasion,
enunciamos y demostramos diversas formulaciones que admite la convergencia incondi-
cional de series.

Teorema 1.2.2 (Teorema de la convergencia incondicional 1). Sean X un espacio de Banach
Y (X,,)nen una sucesion en X. Son equivalentes:

(I) (x,,),en es incondicionalmente sumable.

(II) Dado € > 0, existe n, > 0 tal que para todo F C N finito, con min(F) > n,, vale que

Y x,

neF

<E.

(III) Si consideramos al conjunto A = {F C N/F es finito} como un conjunto dirigido con la

relacion de orden dada por la inclusion. Entonces la red > xn] es convergente en X.
neF FeA

(IV) lim sup Z|(p(x]~)|:o.

n—+oo
PEBx* =n

+00

(V) Dada (b,),eN € loo, la serie b, x, es convergente.

n=1

(VI) El operador T, : 1., — X dado por Ty(b,) = an X, estd bien definido y es acotado.

neN
Llamamos constante de incondicionalidad de la sucesion (x,) ey a la norma de T,, v la

notamos Cj ..

+00
(VII) Dada una sucesion (&,),en con €, € {—1,1} para todo n € N, la serie Zen X, es conver-
n=1
gente ((x,,) ey €s signo sumable).

+00
(VIII) Dada una sucesion estrictamente creciente de niimeros naturales (ny)ren, la serie ank
k=1
es convergente ((x,),en s subserie sumable).

Demostracion. Veremos por un lado que (I), (II), (III) son equivalentes, y otro lado que (II),
(IV), (V), (VI), (VII), (VIII) son equivalentes.
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(I) = (II) y (VIII) = (II). Supongamos que no vale lo afirmado en (II). Entonces, existiria
un € > 0 (“el epsilon maldito”) tal que, para cada n € N tendriamos un F,, C N finito con

min(F,)>ny Zxk > .
keF,

En particular, tenemos un F; C N finito con min(F;) > 1y Z x|l = €.
kEFl

De igual manera, tenemos un F, C N finito con min(F,) > max(F;)y Zxk > €.
kEFZ
Asi, inductivamente, nos formamos una sucesion de conjuntos finitos Fy C N tales que

min(F,) > max(F,1) y || ) x| >
keF,
Notemos a,, = min(F,), b, = max(F,) y r, = |F,|.>

Para (VIII) = (II), tomamos la sucesion estrictamente creciente de naturales (7 )y de
n

manera que {ng, k € N} = U F,, siendo ésta union disjunta. Notemos s, = Zr,- paran>0,

neN i=1
y 5o = 0, entonces (sn)neN0 es estrictamente creciente y para cada n € N tenemos que

{ng/s,_.1+1<k<s,}=F, porloque

Sn

IR B

k=s, 1+1 keF,

lo cual es absurdo.
Para (I) = (II), observemos que (a,,),cn €S estrictamente creciente. Mas precisamente

a,<a,+r,—1<b,<a,..
Dados dos naturales a < b notaremos I(a,b) = {a,...,b}. Definiremos entonces una bi-
yeccion o : N — N de manera que para cada n € N, 0,, = 0|14, ,0,.,-1) : [(@p, 41 — 1) =
I(ay,,a,1 —1) sea una biyeccion.
Comenzamos tomando a ¢ como la identidad en I(1,a; — 1). Luego, para cada n € N,
tomamos o, de manera que

Gn(I(anran+rn_ 1)) =F, y On(l(an+rn:an+1 - 1)) = I(awanﬂ - 1)\Fn-

Entonces tenemos que la serie ),y X, (n) NO es de Cauchy, ya que para cada n € N vale que

a,+r,—1
Z XU(]') = ZX] > €.
j:an jan

3Dado un conjunto finito A, denotamos |A| al cardinal de A.
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(II) = (III). Dado ¢ > 0, basta con tomar el n, € N del cual nos provee (II), y Fy =
{1,...,n.}, de manera que, por (II), si F;, F, C N son finitos y Fy C F; N F,, entonces

Y x| -

neF; nek,

< an-i- anS%-

}’ZEFI \FO HEF2\F0

neF; n=1 nekr, n=1

Asi, lared (}_,cpXn)pcp €5 de Cauchy en X, por lo que es convergente.

(II) = (I). Seanx = lilgn an y 0 : N — N una biyeccion. Dado ¢ > 0, tenemos que existe
neFr
Fy C N finito tal que, si F C N es finito con Fy C F, entonces ||x — Y eF xn” <Ee.
Sea ny € N tal que Fy C o({1,...,np}). Entonces, es claro que si n > n, tenemos que

Hx— Y xa(j)” < ée. Por lo que Z;ﬁ Xg(j) = X

Tenemos asi que (I), (II), (III) son equivalentes. Veamos ahora la equivalencia entre (II)
y los items restantes, teniendo en cuenta que ya probamos que (VIII) = (II).

(II) = (IV). Dado ¢ > 0 sea n, > 0 tal que si F C N es finito con min(F) > n,, entonces

Y x,

< ¢/2. Fijemos ¢ € Bx- y N, > N; > n.. Notemos

neF
F* ={neNtalesque N <n <N,y ¢(x,) >0}
F~ ={neNtales que Ny <n <N,y ¢(x,) <0}.
Entonces

N,

Y lpal= ) et -Y el =e| ) x —<p[ an]

n=N; neF* neF- neF+ nerF-

< an + an <e
neF+t neF-

Asi, ZL\ZNI lp(x,)| < € para cualesquiera ¢ € Bx- y Ny > Ny > n, porloque ) iy, l@(x;)| < &
para toda ¢ € Bx- y todo N; > n,. Luego, tenemos que

lim sup Zl(p(xj)l =0.

n—+oo
(PEBX* jZTl
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(IV)= (V). Sea (b,),en € loo- Veamos que Y % b,x,, es de Cauchy. Dados N; < N, € N,
aplicando (IV) se tiene que

N, N, No
Y buxf| = sup |p| Y byxa|[< sup Y bl lp(x,)
n=N; peBx n=N; PEBx n=N,

N
<lBwlle sup Y Il < bl sup Y ()| ——— 0.

@EBx+ =N, @EBx» SN, Nj—+o0

Luego, la serie Y % b,x,, es de Cauchy, y por lo tanto es convergente.

+00
(V) = (VI). Por (V), tenemos que el operador T, : I, — X dado por T,(b) = }_ b;x; es-
j=1

ta bien definido para cada b € I,. Por otro lado, es claro que T, es lineal, veamos que es
acotado. Para esto, basta con ver que T, es limite puntual de una sucesion de operadores
n
lineales y acotados u,, : I, — X. En efecto, si consideramos u,(b) = }_ b; x;, entonces cla-
j=1
+00
ramente u, es lineal y acotado (y de rango finito), y el hecho de que la serie Zl bjx;j sea
]:
convergente nos dice que lim u,(b) = T,(b) para cada b € [,. Luego T, es acotado.
n—-oo

(VI) = (VII). Esto es claro ya que, dada una sucesion (¢,),ey con ¢, € {—1,1} para todo
n €N, se tiene que (&,,),en € leo-

(VII) = (VII). Sea (nj)ren una sucesion estrictamente creciente de nimeros naturales.
Sea M = {ny, k € N}, y definamos

. 1 sineM
"T)1-1 sineM.

k
€,X, €s convergente, pero S, = 2 anj. Por lo que
n=1 j=1

1=

Entonces, por (VII), Sy = X, +

g®

+00
E X,; es convergente. ]
j=1

Ahora si, demostremos la Proposicion 1.2.1.

Dem (Proposicion 1.2.1): Sea (x,),eny € H una sucesion incondicionalmente sumable. Para
+00

ver que la serie E x| es convergente, basta con ver que la sucesion de sumas parciales

n=1
es acotada.
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Partamos pues de la ley del paralelogramo: Dados x,y € H, tenemos que

1
Sl ol =2l ) = 1 +

Como cambiando x por —x las cantidades de ambos lados de la igualdad no se modifican,
podemos escribir:

2
’

1
2l sl =gl el + =1 = e+

0 mas concisamente:

5 Y levrenlf =R+l

(61,82)6{—1,1}2

Veamos por induccion que, en general, el promedio de las cantidades ||e;xq +--- + e %1%,
con g; = +1, es ||x; ||>+- - -+]||x,||>. Para n = 1 esto es claro. Para n = 2, es lo observado anterior-
mente. Supongamos que es cierto para n—1, donde n > 1. Entonces, dados xy,...,x, € H,y
usando nuevamente la ley del paralelogramo, tenemos que

2
ﬁ Z ||€1x1+"'+€nxn”
(&1,0r€0)E{-1,1}"

= 2111—1 Z

(61,...,8,171 )E{—l,l}n_l

2 2
(||€1x1 +o X X7 e Xy + o+ e X - X )

N | =

1 2 2
=sr ) lemreranxmalP bl
(€1 ..... en,l)e{—l,l}”‘l
1 2 2 2 2
=l ) e remmnall [+l = lbalP o

(El ..... sn,l)e{—l,l}”‘l

Ahora bien, usando (VI) del Teorema de la convergencia incondicional 1, dado n € N,
tenemos que

- 2 1
an]” - ﬁ Z ||€1x1+"'+€nxn”2
j=1

(€1,evEy)E{-1,1}"

2 2 2
Cinc ”(61,- €y 0,. .. )”oo = Cinc'

Por lo que la serie es convergente, y mas aun, nos queda

+00 )
Y Il <ch O
j=1
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Observacion 1.2.3.

(I) Vimos en la anterior demostracion que H es Hilbert si y solo si para cadan e Ny
X1,...,X, € H vale que

1

2 2 2
5 2 et el = P+t el
(¢j)ef-1,1)"

(II) Para realizar la misma cuenta de la demostracion en un espacio de Banach X, nos
bastaria con tener que exista alguna constante C(X) > 0 tal que para todone Ny
X1,...,X%, € X valga que

1
bl 4+l <CX) 5 ) llerx ++ enl
(¢/)l=L,1)m

Los espacios X que satisfacen esta propiedad se llaman espacios de cotipo 2 (con cons-
tante C(X)). Ejemplo de tales espacios son los espacios L,((2,%, 1), donde 1 <p <2
y (1), %, u) es un espacio de medida (ver, por ejemplo, [DJT95, Capitulo 11]).

(IIT) Dado un espacio de Banach X, en general, la convergencia incondicional de una serie
de términos (x,),cy No implica nada (mas alla de la necesaria condicién de que
||x,]l = 0) sobre el decaimiento de las normas ||x,,||. Por ejemplo, si X = ¢j, dada a =
(a,)nen € ¢ cualquiera, tenemos que la serie de término general x,, = a,.e, converge
incondicionalmente (jhacia la misma a!), mientras que ||x,|| = |4,| para todo n € N.

Para finalizar, asentemos otras formas de establecer la convergencia incondicional de
series.

Teorema 1.2.4 (Teorema de la convergencia incondicional 2). Sean X un espacio de Banach
Y (X,,)nen una sucesion en X. Son equivalentes:

(I) (x,,),en es incondicionalmente sumable.

(II) (b, x,)nen es débilmente sumable para cada (b,),eN € lo. Es decir, para cada (b,,) e € loo,

+00
la serie anxn es convergente para la topologia débil.
k=1
(II1) (x,)uen es débilmente signo sumable. Es decir, dada una sucesion (&,,),en con €, € {—1,1}
+00
para todo n € N, la serie Zen x,, es convergente para la topologia débil.
n=1
(IV) (x,)nen €s débilmente subserie sumable. Es decir, dada sucesion estrictamente creciente
+00
de naturales (ny)ien, la serie ank es convergente para la topologia débil.
k=1

(V) El operador Ty : X* — I} dado por Ty (@) = (@(x,)),en estd bien definido y es compacto.
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(V1) El operador T, : 1, — X dado por T»(b,,) = an x,, estd bien definido y es compacto.
neN

(VII) El operador Ty :cy — X dado por T3(a,) = Zan x,, estd bien definido y es compacto.
neN

Ademads, en caso de valer alguna (y por lo tanto todas) de las afirmaciones anteriores, se cumple
que | Tillzx 1) = 1 T2l 2, x) = T3l 2o, x)-

Demostracion. Veremos primero que (I), (II), (III), (IV), (V) son equivalentes. Luego ve-
remos la equivalencia de (VI) y (VII) con los items anteriores. Notemos que, como (I),
podemos tomar como equivalente cualquiera de los items vistos en el Teorema 1.2.2.

(I) = (II). Como para cada (b,),en € I la serie Z;fl’ bjx; converge en norma, entonces es
convergente para la topologia débil.

(II) = (III). Basta con notar que (&;),en € I Si €, € {—1,1} para todo n e N.

(III) = (IV). Es similar a la demostracion de (VII) = (VIII) en el Teorema 1.2.2, solo que
en este caso la convergencia es con respecto a la topologia débil en X.

(IV)= (V). Sea$ = @%N. Veremos que T : S* — [} dado por T(#) = ((x,))qen esta bien
definido y es compacto. Luego, notando r : X* — S* a la restriccion r(¢) = ¢|s, tendremos
que Ty =T or: X* — I; dado por Ti (@) = (@ls(x,,))nen = (@(x,,))nen esta bien definido y es
compacto.

Dada 7 € §%, teniendo en cuenta que # es la restriccion de algtn funcional definido en

X*, tenemos que para cada sucesion de naturales estrictamente creciente (1 )iy la serie
+00 T

Zq(xnk) es convergente, por lo que la serie Zﬁ(xn) es incondicionalmente convergente,

k=1 n=1
y por lo tanto absolutamente convergente, ya que es una serie de escalares. Asi, con tran-

quilidad podemos definir al operador T : S* — [; dado por T (1) = (#(x;,))nen. Como este
operador es limite puntual de los operadores lineales y acotados u; : S* — I; dados por
ur(r7) = ((n(x,,))1<n<k (esto no es mas que la convergencia de la serie ), y|#7(x,)|), entonces
T es acotado. Veamos que es compacto.

Para eso, tomemos una sucesion (#,),en en Bg-, y veamos que (T(7,)),cy tiene alguna
subsucesion convergente en [;. Ahora bien, como S es separable, tenemos que (Bg-, w*) es
un compacto metrizable, por lo que existe una subsucesion (77, )reny @*—convergente a un
1 € Bg+. Veremos que T(1,,) — T(n) en ;. Para esto, como /; tiene la propiedad de Schur,
basta con ver que T(1,,) — T (1) en ;.

Dados b el yacl;, notemos b-a alaacciéon de b como un funcional en /. Queremos

entonces ver que b-T(1,,) = b-T(r) para cada b € [,,. Como (T(an)) es acotada (pues

keN
T es acotado y 11,,, € Bs: Yk € N) alcanza con ver que b-T(1,,, ) > b- T(eq) para todo b € D

donde D es algin subespacio denso (en la topologia fuerte) de [,.
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En efecto, en tal caso, dados ¢ > 0y b € [, tendriamos un b € D con |@— bl <€, por lo
que, para todo k mayor o igual a un cierto ky € N nos quedaria

b+ T (1) = TP < (b =DB)(T (11, ) = T+ [B( T (1) — T())| < 2| Tl + &

Afirmamos que D = (bg)pcy, donde para cada F C N

1 sikeF
br(k) =
F(K) {0 sikeF

es denso en [,,. Veremos esto tras finalizar el argumento de la demostracion.
Ahora, dado F C N escribamos F = {my, con k e Ny 1 <k < |F|} donde (my) es estricta-

mente creciente, y notemos
!

Zr = w- lim Xpppoe
| >00 & ]
=1
Observemos que si F es finito, nos queda simplemente zp = E X

meF
Entonces tenemos que

l
br - T(an) = ank X)) = hm Z”"k xm = hm nnk[me]]

meF j=1

=1l (2F) — n(zﬂ—mn[z ] D) = be - T(n).

meF

Asi, tenemos que T es compacto, lo que implica lo enunciado en (V) por lo comentado al
inicio de la demostracion.

Veamos ahora que el subespacio D = (bg)pcy definido anteriormente es denso en [,. En
efecto, dados a € I, y € > 0, existe L € N tal que a; € [-Le,Le) Vk € N. Si para cada l € Z
definimos M; = {k e N/ le <ap < (I+1)e}y b = Z leby, € D, entonces es claro que

-L<I<L
lla—blle, <&

(V)= (). Como T;: X" —I; es compacto, tenemos que T;(Bx+) C I; es compacto. Ahora,
dado € > 0 consideramos en [; los abiertos

V(e)=lael,/ Zla]-|<e .

j=n

Notemos que V,(¢) C V,,1(e) vy 1 = U V,(€), por lo que debe ser Ty (By-) C V,, (¢) para

i neN
algan ny € N.
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Es decir que Zl(p )| < € para toda ¢ € By« y todo n > ngy. Luego

jzn

lim sup Zl(p(x]-)|:0.

n—+o00
(pEBX’r jZTl

Por lo que (x,,),cn es incondicionalmente sumable.

(I-V) = (VI). Teniendo que Ty : X* — I}, Ti (@) = (@(x,,)),en, €8 compacto, sabemos que
T; : I, = X™ es compacto. Ahora bien, dadas b € I, y ¢ € X*, como sabemos que (b,,x,),en
es sumable (pues asumimos que (x,),cn es incondicionalmente sumable) podemos escribir

Ty (b)) =b-Ti(p) = ) buplx,) = (Zb xn] ()%

neN neN
donde x =) ,.nb,, x, € X. Luego podemos considerar T, = Tle 1, — X, la correstriccion
de T} a X, dada por T,(b) =} ,cn by X, y tenemos que T, es un operador lineal compacto.

(VI)= (VII). Simplemente notamos que T3 = T,

(VII) = (I-V). Chequeemos que tomando adjunto nos queda 75 = T; : X* — [;.
En efecto, dadas p € X" ya e

T5(p)(a) = ¢(T5(a)) = @(Zanxn] =) ang(x,) = (@(xy) - a.

neN neN

Luego T} : X* — I; dado por T; (@) = (¢(x,)).en esta bien definido y es compacto.

Por altimo, observemos que en caso de cumplirse las afirmaciones anteriores, vale que
ITy|| = |T2|| = || T5]|- Esto es claroya que T; = T, y T, = Tf|X O

Notemos que, como consecuencia del teorema anterior, tenemos la siguiente proposi-
cion:
Proposicion 1.2.5. Sean X un espacio de Banach y T : ¢ — X un operador lineal compacto.
Entonces T se extiende a un operador compacto T en I, con ||T|| =||T||.

Demostracion. En efecto, si T : ¢y — X es un operador compacto, entonces, definiendo
x, = T(e,) tenemos, por lo visto en el teorema anterior, que (X,),cy €S una sucesion incon-
dicionalmente sumable en X, por lo que el operador T : [, — X dado por T(a,) = > a, Xy,

neN
resulta estar bien definido y ser compacto. Ademas, T|., = T y [Tl = |T]l. O

Este hecho puede verse a la luz del Teorema 6.1 en [Lin64] (observando en particular
la equivalencia entre los items (2) y (8) alli expresados).

4Aqui J : X — X* es la inclusién canénica de X en su bidual.
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Observacion 1.2.6.

(1) Vimos que si (x,),eny € X es incondicionalmente sumable, entonces el operador T :
co — X dado por T(e,) = x,, es compacto. Surge entonces la siguiente pregunta: En el
caso en el que la sucesion (x,,),cn es absolutamente sumable, ;que mas podemos decir
acerca del operador T?

(1) Mirando nuevamente el item (VII) del Teorema 1.2.4, notamos que al estar cada su-
cesion incondicionalmente sumable (x,,),cy en X asociada a un tnico operador com-
pacto Tiy,) € L(co, X), y viceversa, podemos dotar al espacio de sucesiones incondicio-
nalmente sumables en X de una norma, de manera que resulte un espacio de Banach,

digamos (S(X),|| |linc), donde S(X) = {(x;)nen € X/ (x,,) ey €s incondicionalmente sumable}

Y 1(x) nenlline = ”T(xn) = Cj,c. Este espacio resulta claramente isométrico a K(cy, X),
el espacio de los operadores compactos de ¢y en X.

Comentario

Vimos como, si X es un espacio de dimension infinita, entonces la convergencia abso-
luta y la convergencia incondicional de series no son equivalentes en X. Por otro lado, si
estamos en R, dada una serie de términos (a,),cn absolutamente (6 incondicionalmente)

convergente, podemos pensar
+00
Zan = J ay d,”c(n)f
n=1 N

donde . es la medida de contar en (N,P(N)). Notemos que la expresion de la izquierda
estd entendida como un limite de sumas parciales, mientras que la expresion de la derecha
no, sino que mas bien esta dada como... bueno, como una integral de Lebesgue sobre N. Es
decir, podemos considerar la expresion de la derecha sin dar ningtn orden en particular
en N. Notemos que esa es la sutil diferencia entre escribir

+0o0
Yo v Y
n=1 neN

Ahora bien, en R, para que una funciéon medible f sea Lebesgue integrable, requerimos
(necesitamos) que se cumpla jR |f (x)|dx < +00 de manera que JRf(x) dx sea un numero real
de forma totalmente irreprochable.

Por otro lado, en un espacio de Banach de dimensién infinita X tenemos la integral de
Bochner (ver [DU77]), que nos pide que f : (QQ, X, u) — X sea fuertemente medible y “ab-
solutamente integrable”, es decir que se cumpla JQ If (w)llx dpu(w) < +oo0 para poder tener

ij(a))d,u(cu) como un elemento de X. Ahora, poniendo por ejemplo (N, P(N), u.) como
espacio de medida, dada una sucesion (x,),cy en X, queda claro que este requerimiento
es excesivo para la impecable existencia del elemento IN x,dpu.(n) en X (en forma fuerte).
Esto es, para que la serie converja incondicionalmente (que es lo que entendemos que nos
da la indudable existencia del elemento ), .y X, en X), es excesivo requerir que la serie de
término general (x,),cn converja absolutamente. Vale recordar aqui la Observacion 1.2.3
(I11).
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Asi, podemos preguntarnos si habra alguna nocion de “integral incondicional”, distinta
a la de integral de Bochner, de manera que para una f : ((,%, 4) — X integrable en este
sentido, se tenga la existencia (o convergencia) en norma, o en un sentido fuerte, de la
integral fo(cu)dy(a)) € X, mas alla de que la funcién f sea o no Bochner integrable.

Pues bien, aunque no es tan conocida como la integral de Bochner, existe una nocién
(entre varias otras en verdad...) de integral en espacios de Banach que refleja los aspectos
mencionados anteriormente, la llamada integral de Birkhoff, introducida por Birkhoff en
[Bir35]. Para un estudio completo de la misma, y de su relacién con otras nociones de
integrales vectoriales, puede verse [Rui06].



Capitulo 2

El teorema de Dvoretzky

Enla Seccion 2.4 de este capitulo daremos una demostracion del teorema de Dvoretzky
siguiendo a [Pis89].

La misma hara uso del teorema de Factorizacion de Dvoretsky-Rogers, que veremos
en la Seccién 2.1. También tendra como uno de sus ingredientes principales a la medida
gaussiana en R”, que introduciremos en la Seccién 2.2. En dicha seccion veremos el Teo-
rema 2.2.11, de particular importancia para la demostraciéon del teorema de Dvoretzky.
Este teorema consiste en una desigualdad que acota la medida gaussiana del conjunto de
puntos en los que una funcién Lipschitz en R” se desvia de su media.

Por altimo, necesitaremos ciertos lemas geométricos (Lema 2.3.1 y Lema 2.3.2), que
veremos en la Seccioén 2.3. Estos lemas nos dicen a grandes rasgos que, dado ¢ > 0, si
dos normas || ||; y || ||, en R" “estan lo suficientemente cerca” sobre un conjunto finito de
puntos (cuyo cardinal estara controlado), entonces los espacios (R%,|| ||;) y (R",]| ||,) seran
(1 + €)-isomorfos.

Luego, mostraremos en la Secciéon 2.5 dos hechos comentados en la Introduccién: El
primero es que N(k, ¢), definido en la Introduccién, pagina vii, tiene un comportamiento

asintodtico exponencial en la dimension k (Proposicion 2.5.1). El segundo es que si k(X ¢)

, . . In(n
se define como en la Introduccién, pagina 1x, entonces k(I,¢) > ¢; (n)

2.5.2).

(Proposicion
In(ce) P

2.1. Factorizacion de Dvoretzky-Rogers

Como mencionamos en la Introduccién, Grothendieck comenta en [Gro56] que a partir
del lema de Dvoretzky-Rogers puede obtenerse el teorema de Factorizacion de Dvoretsky-
Rogers. Este teorema suele llamarse factorizacion de Dvoretzky-Rogers, ya que podriamos
enunciarlo de la siguiente manera

Dados € > 0 y k € N, existe n(k,¢) € N tal que si E es un espacio normado de dimension
mayor o igual a n(k,e), entonces existen un subespacio k-dimensional Ex C E y operadores
u: l’z‘ — Ei, v: Ex — 1K de manera que v o u es la identidad (formal) I : llz< — 15, con |ju|| <1,

23
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V|| <1+e.

Por lo que estamos factorizando la identidad I : llz‘ — 1k pasando a través del subespa-
cio E; C E, con apenas una pequena distorsion en la norma de I.

Veamos entonces como, a partir del lema de Dvoretzky-Rogers, en efecto puede obte-
nerse el teorema de Factorizacion de Dvoretsky-Rogers. Mas precisamente, obtendremos
el siguiente resultado.

Teorema 2.1.1. Sean € > 0y n € N. Entonces, existe A(¢) > 0 tal que si E es un espacio normado
de dimension n y k < 1+ AM(e)vn, se pueden encontrar vectores x1,...,x; € E de manera que,
para cualesquiera ay,...,a € R se cumple

1+e¢

k
el < || asxil| <lIl(@)ll,.
j=1 E

&

Mas atin, alcanza con tomar A(e) = ————.
2(1+¢)

Demostracion. Tomando un isomorfismo lineal T : E — R" de manera que T(Bg) = K esté
en posicion de John, podemos trabajar con el espacio (R”, || [|x) (ya que es isométrico a E).
Sean zy,...,z, los vectores ortonormales que nos son provistos por el lema de Dvoretzky-
Rogers. Tomando los primeros k elementos de esta base, obtendremos los vectores con las
propiedades deseadas.
Desde ya, tenemos que si ay,...,a, € R son escalares cualesquiera, entonces

n
) a3
=1

Lo que nos requerira cierto trabajo es ver que, restringiéndonos a combinaciones li-
neales de zy,...,z;, vale la cota inferior del enunciado.

Comenzaremos mostrando por inducciéon que ||zj||* <l+eparatodol <j<kl

Para j = 1, seguin lo visto en el lema de Dvoretzky-Rogers, tenemos que z; = A;. Por lo
que, segun lo mencionado en la observacién 1.1.8 (11), tenemos que ||z;]|, = 1.

Supongamos entonces que ||z]-||* <l+eparatodol <j<r,conr<k-1<A(e)Vn.

Entonces, siguiendo las notaciones de los elementos en el lema de Dvoretzky-Rogers

" 1/2

n

Y

<) ez =)
=1

K 2 \j=l

2
r

r r r 1/
. . 2
Y izl <) laajl|zl, <0+ e)) laa i<+ Vr| Y la
j=1

=1 . =

1
1
=(1 +€)\/;(1 _a3+1r+1)1/2 < (1 +€)‘/;\/g: (—FTij)r

IRecordemos que cada elemento zj, con 1 < j < n, induce un funcional en R" dado por @;(x) = (x,z;) y

notamos ”zj L= ”(pj”(]R,,‘|| oy @ la norma de este funcional en (R”, || ||x)".
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Usando que ||A;||, = 1 paratodo 1 <i < ny la desigualdad triangular, nos queda que

HAr+1 - iz i Zj n (1+
j= . e)r
ool = N e (R

Ar+1r+1 n- \/E
1 1
< (111 +e)Me) = 1+(1+e)— )< (1+f)
n—r 1-I 2(1+¢) 1_ Ao 2
" Vi
1 € 1 € 2(1+¢) (2+¢
1+-]< 1+ =1+e.
1 M( 2)_1—/\(6)( 2) 24+2¢—¢ ( 2 ) ¢
Vi
De esta manera, llegamos a que si ay,...,ax € R, para cada 1 <i <k vale que
r
)3 = <Za] 220)|= Tgle
j=1 K
.
Por lo que 1rrgliagiloci|§(1+e) ;ajzj . O
J= K

Observacion 2.1.2.

(I) Este resultado nos dice que, dados ¢ >0y k € N, el n(k, ¢) del teorema de Factoriza-
cion de Dvoretsky-Rogers puede tomarse como

4(1 +¢)?
2

n(k, €) :l (k—1)2]+ 1.

En particular, la dimensién necesaria para el espacio E de manera de poder en-
contrar k vectores que satisfagan lo enunciado en el teorema de Factorizacion de
Dvoretsky-Rogers es (a lo sumo) cuadratica en k.

(II) Notablemente, en 1988 Bourgain y Szarek demostraron en [BS88] que es posible
tomar la dimensién k proporcional a n = dim(E) para lograr una factorizacién de la
identidad formal I : llz‘ — Ik pasando a través de un subespacio de dimensién k en
E. Eso si, esta factorizacion no produce distorsiones tan pequefias como sean deseadas
enlanormadel: 112‘ — Ik

Mas precisamente, demostraron que dado 0 < 6 <1 y n € N existe M(9) > 1 tal que
si k < (1 —9)n entonces existen xy,...,x; que satisfacen

k
—(n W_Z - <|| iz
=1

La dependencia de M(0) en ¢ fue estudiada posteriormente, y ain siendo descono-
cido su comportamiento asintético preciso, se ha demostrado que puede tomarse
M(5) ~ 1/6. Por otro lado, se sabe que debe satisfacerse M(5) > c6~1/19,
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(III) Mencionemos por ultimo una lectura geométrica del resultado obtenido: Si K C
R" es un cuerpo convexo simétrico en posicion de John y k < A(e)+/n + 1, entonces
existen una seccion k-dimensional de K (dada por K N Ej, con E; C R" subespacio
de dimensioén k), y un cubo (de lado 2) Qi k-dimensional en Ej, de manera que

BINE CK C(1+¢€)Qx

2.2. Preliminares gaussianos

Denotaremos con M,, a los conjuntos medibles Lebesgue de R". Dado A € M, no-
taremos con m(A) o m,(A) a la medida de Lebesgue de A. Trabajaremos con la medida
gaussiana estandar en (R", M,,), que hace del mismo un espacio de probabilidad. Esta me-
dida es absolutamente continua con respecto a la medida de Lebesgue, y esta definida

por
A 1 ﬁd 1 ﬁd
= — 2 = — 2
Py = s [ 7 )= s | 7 s
para Ae M,,.

1 (P2
Notemos que si n = 1, en particular nos queda y,([a,b]) = FJ e 2 dx,y que
T Ja

7n([abb1]x x [a, b l_[7/1 aj, b

Es decir y, = y1 X+ x Y1 = ¥k X Yk paracada 1l <k <n.

Por su definicion, es claro que y, es invariante por isometrias lineales en R". Mas
concretamente, si u : R" — R" es ortogonal, y A C R" es medible, entonces, por el teorema
de cambio de variables

1 ool blf
yn<u<A>>=f( dx = | det(u |f LT dy = 1, (A).

Luego, dadas g : R" — [0,+0c0] medible y absolutamente integrable respecto de y,, y u :
R" — R" una transformacion ortogonal, vale que

J goudynzf gdy,.
R" R~

Recordemos que si (€2, %, p) es un espacio de probabilidad, y g: (2 — R es una variable
aleatoria, decimos que g es gaussiana estandar (o que tiene distribucién gaussiana estan-
dar) si dado A C R abierto vale que p(g € A) = y1(A).

En general, si G: () — R" es un vector de variables aleatorias, decimos que G es gaus-
siano estandar (o tiene distribuciéon gaussiana estandar) si u(G € A) = y,(A) para todo
A C R” boreliano. Si G = (gy,...,4,), esto es equivalente a que las variables aleatorias
g1,..., 8y sean independientes y tengan distribucion gaussiana estandar en R.
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En particular observemos que las funciones coordenadas p; : (R",y,) — R, pi(x) = x;
con 1 < j < n, satisfacen trivialmente lo anterior, por lo que conforman un vector gaus-
siano estandar. Mas adn, para nunca caer en falta de variables aleatorias gaussianas es-
tandar independientes, podemos tomar el producto de espacios de probabilidad de nu-
merables copias de (R, B, ;) (donde B son los borelianos en R) para obtener (RY, B.., V),
donde B, son los borelianos de RN con la topologia producto. De esta manera, las pro-
yecciones (o funciones coordenadas) p; : RN - R, pj(x) = xj con j € N, constituyen una
sucesion de variables aleatorias gaussianas estandar independientes.

Como consecuencia de la invariancia por rotaciones de la medida gaussiana en R”,
tenemos el siguiente lema.

Lema 2.2.1. Sean (Q, X, u) un espacio de probabilidad, G : (3 — R" un vector aleatorio gaus-
siano estandar y U € R™" una matriz ortogonal. Entonces U.G : (O — R" es un vector aleatorio
con distribucion gaussiana estandar.

Es decir, si gq,...,8, : QO — R son variables aleatorias gaussianas estandar independientes,
entonces, dada (a;;) € R"" ortogonal, las variables aleatorias g; : () — R definidas por

n

gi= Zaijgj

j=1

son gaussianas estandar independientes entre si.
. . n 2 ~ n g . . ., . ,
En particular, si ijl a; = 1 entonces g = ijl ajg; tiene distribucion gaussiana estandar.

Demostracion. En efecto, dado A C R" boreliano, basta con notar que
wU.GeA)=p(Ge U A)=y, (U A) =y,(A). O

Mas que con vectores gaussianos estandar en R”, trabajaremos con la siguiente ligera
generalizacion:

Definicion 2.2.2. Sean ((2,%, ) un espacio de probabilidad y E un espacio normado de
dimensioén n. Decimos que una variable aleatoria E-valuada X : (3 — E es n-gaussiana
(o gaussiana a secas) si existen una base {xi,...,x,} de E, y g,...,%, : 2 — R variables
aleatorias gaussianas estandar independientes tales que para cada w € (),

X(w) = Zgj(w)xj.
j=1

Por otro lado, si Y : O — E es una variable aleatoria E-valuada, notaremos dist(Y) a
la medida que Y induce en los borelianos de E, definida por dist(Y)(A) = y(Y‘l(A)) para
cada A C E boreliano. A esta medida la llamaremos la distribucion de Y.

Observacion 2.2.3. Supongamos que E es un espacio normado de dimension ny {xy,...,x,} C
E es una base de E. Supongamos ademas que (21,21, 1) y (Q5,%,, yp) son dos espacios
de probabilidad, en los cuales tenemos definidas a las funciones g; : 2; — R gaussia-
nas estandar independientes y h; : (3, — R gaussianas estandar independientes (donde



28 CAPITULO 2. EL TEOREMA DE DVORETZKY

1 <i <n). Notemos entonces que las variables aleatorias gaussianas E-valuadas definidas
por

n n
Xi:01=E Xij(@)=) gl@x y X:0—E X(w)=) hlw)x
i=1 i=1

tienen la misma distribucion.
En efecto, dado A C E abierto, si definimos T : E — R" por T(x;) = ¢; (donde ey,...,e,
son los vectores de la base candnica de R"), entonces

dist(Xq)(A) = p1(Xy € A) = i (T(Xq) € T(A)) = p1((81,---,8n) € T(A)) = yu(T(A))
= pa((h1,..., hy) € T(A)) = pa(T(X3) € T(A)) = pa(X; € A) = dist(X5)(A).

Es decir, la distribucion de una variable aleatoria gaussiana E-valuada depende tnica-
mente de los vectores xy,...,X,,.

De forma andloga a las variables aleatorias escalares, decimos que las variables alea-
torias E-valuadas Xi,..., Xy : Q — E son independientes entre si, si dados Ay,...,Ax C E
borelianos, vale que

k
w(Xy €A, Xk € Ap) = ]_[y(x,- cA,).

=1

Observacion 2.2.4. En particular, si E = R”, tomando cada A; como un producto carte-
siano de intervalos en R

A; = Iij Iij C R intervalo

n
j=1

puede verse que Gy,...,Gy : (3 — R” son vectores aleatorios independientes y con distri-
bucion gaussiana estandar si y solo si para cada 1 <i < k vale que G; = (gj1,...,in) donde
las variables aleatorias (escalares) g;; : 3 - R con 1 <i <k, 1<) <n son gaussianas
estandar independientes entre si.

Al igual que con las funciones borelianas escalares 2

posicion.

veamos que vale la siguiente pro-

Proposicion 2.2.5. Dados un espacio de probabilidad (Q),%, u) , E y F espacios normados de
dimension finita, ¢ : F — E boreliana y X,..., Xy : QO — F variables aleatorias F-valuadas,
vale que

(a) Si Xq,..., X tienen la misma distribucion, entonces @(Xy),..., p(X) tienen la misma dis-
tribucion.

(b) SiXy,..., Xy son independientes, entonces ¢(Xy),...,@(Xy) son independientes entre si.

2Recordemos que si X,Y son dos espacios topolégicos, ¢ : X — Y es boreliana (o medible Borel), si
@~1(A) € Bx para todo A C Y abierto, siendo By la c—algebra generada por los abiertos en X.
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Demostracion. Por simplicidad en la escritura, veamos ambos items para k = 2. Los mis-
mos argumentos aplican para cualquier k € N.

(a)

(b)

Dado A C E abierto, tenemos que
He(X)) € A) = p(X; € 971 (A)) = p(X2 € 971 (4)) = W(p(Xa) € A).
De manera similar, si A, B C E son abiertos, entonces

H(@(X1) € A, p(X5) € B) = u(Xy € 97! (A), Xp € 97'(B))
= (X1 € 97 (A)) (X2 € 97 (B)) = plp(X1) € A) p(p(X3) € B). O

En la demostracion del teorema de Dvoretzky utilizaremos el siguiente lema.

Lema 2.2.6. Sean F un espacio normado de dimension r y {zy,...,2,} C F una base de F. Dados

(€,

¥, p) un espacio de probabilidad y g;; : (3 — R variables aleatorias gaussianas estandar

independientes entre si, con 1 <i <k (donde k e N) y 1 <j<r. Siparacadal <i <k

X; : QQ — F es la variable aleatoria F-valuada gaussiana definida por X;(w) = Z]r.:lg,-]-(a))z]-
entonces

(a) Las variables aleatorias X; son independientes e igualmente distribuidas.

(b) Si ay,...,ar € R son tales que Zle aiz = 1, entonces la variable F-valuada X : Q — F

definida por X = Zle a; X; es gaussiana, y dist(X) = dist(X;) para cada 1 <i <k.

Demostracion. (a) Que las variables aleatorias X; tienen la misma distribucion se deduce

de la Observacion 2.2.3, y que son independientes se deduce de la Proposicion 2.2.5
aplicada a la transformacion lineal ¢ : R" — F definida por ¢(e;) = z;, y a los vectores
gaussianos estandar G; : Q —» R’, G; = (gj1,-.-,4ir), que por la Observacion 2.2.4 son
independientes entre si.

Basta con escribir

i=1 i=1

donde para cada 1 < j < r la variable aleatoria g; : (J — R viene dada por g; =
Z;‘:l a; gij- En efecto, tenemos que gj,..., g, son gaussianas estandar por el Lema 2.2.1
y son independientes por la Proposicion 2.2.5, ya que g; = (p(a;) donde ¢ : R¥ - R
esta dada por @(xq,...,x;) = Zi-‘zl a;x; y los vectores aleatorios Ej = (81js---&j)» con

1 <j <r,son vectores gaussianos estandar independientes entre si.
O

Si (Q, %, p) es un espacio de probabilidad y f € L;(Q, ), notaremos a la esperanza de

f como E(f) = IQ f(w)du(w). A veces, para remarcar cual es la medida (o el espacio) con
respecto a la cual tomamos la esperanza, notaremos E(f) = E,(f).
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Utilizaremos mas adelante el siguiente resultado
Lema 2.2.7. Sean v e R", y g : R" — R dada por g(x) = e\ %) Entonces

2
lIvll2

B (9)= | P ayn=et

Demostracion. Sea u : R" — R" ortogonal tal que u*(v) = ||v||, e;. Entonces

[ omapior= [ eoed o= [ o0 ay, 0 [ oo
1 _ Il
- (271)”/2Jne“v“2x1 > dx

1 Ivll, x _x 1 J _ I ~)
=[— | "N T 2dx || ———5 e 2 dx
( V27t \fR ! (271)(”_1)/2 Rn-1
|

G lvlln)® el
2 e2 dxy=e2. O

1 J‘ -
=— | e
V2m Jr
Veamos ahora como se comporta asintdticamente ;.
Lema 2.2.8. Para cada x > 0

! X X2 Y1((x, +00)) < L le"‘z/z.

— e
V2 1+x2 V27 X

Demostracion. Veamos primero la cota superior, para eso, basta integrar por partes

+00 teo 2 1 _,»2
_J —ze_t/zdt<—eX/2.
x X t X

+00 +00

224, (L ey (Y —en
Je dt_j?(te )dt_(?(—e ))

X X

De donde obtenemos la cota superior. Por otro lado, para la cota inferior basta con notar

que la funciéon
+00

o) = | e 2dr- ¥/
1+ x?
X
—Ze_xz/ 2
tiene derivada negativa en [0,+00), ya que al derivarla encontramos h’(x) = ISk y
X

que su limite cuando x tiende a +co es cero, por lo que debe ser h(x) > 0 paratodox > 0. [J

Utilizaremos también el siguiente lema (para una justificaciéon acerca del namero 22
millones en el enunciado del lema, ver la observacién posterior a su demostracion).

Lema 2.2.9. Sean (Q, X, u) un espacio de probabilidad v gy,...,g, : Q0 — Rvariables aleatorias

gaussianas estandar independientes, con n > 2,2. 107. Entonces

E(méx |gi|) > Z In(n).

1<i<n
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Demostracion. Dado a> 0

(maxlsl>a) =1 p{maxlal sa) =1 -] Jntsd<a =1 plil <o

1<i<n

=1-(1-pla1l>a) =1-(1-71(x>0) = 1-(1-2y1 (x> )"

Luego, usando la desigualdad de Markov y el lema anterior tenemos que

E(max |g1|) > ay(max lgi| > a) =a (1 —(1 -2y1(x > a))n)

1<i<n 1<i<n

2 a

a(l—-exp(—2ny,(x>a))) > a.[l —exp[— ;nme—g2/2]].

Tomando a = c¢+/In(n), con ¢ > 0, nos queda

E(max|g1|)>c ln ( —exp[ c_ln 62/2]]. (2.1)

1<i< 7 1+c21In(n) In(n

Si bien no usaremos esto para el hecho que queremos demostrar, puede observarse
numéricamente que para cada n € N existe un ¢,, “Optimo” que maximiza la expresion que

acompana a +/In(n),
VIn(

1+c21n

cn:\/2_<1+an>_lnl<;g;>>

donde a,, es decreciente y tiende (muy lentamente) a cero.
Reemplazando la expresion de ¢, en (2.1), llagamos a la desigualdad

1 n
E(lrgix |gl|) >, ln(n)[l _eXp[_\/%%l(nn()n) In2 (n))]

Es interesante notar que mas alla de la validez de esta observacion numérica, tomando
un valor de « fijo y positivo (por ejemplo a = 1) y la sucesién ¢, que le corresponde,
podemos ver que

Este c, tiene la forma

(max|g1)>d VIn con d, —— V2.

1<i<n n—+o0o

Ahora bien, volviendo al hecho que queremos demostrar, observemos que para a y ¢ > 0
cln(n)

a , :
— > In2(n) es monotona creciente en n. En efecto, esto puede
1+ c¢?In(n)

cln(x) @ .
T3 @) In2(x), por ejemplo.

fijos, la expresion

verse mediante el calculo de la derivada de ¢(x) =



32 CAPITULO 2. EL TEOREMA DE DVORETZKY

Asi, para obtener la cota concreta del enunciado, tomamos a = 1,47. Entonces vemos
que para n = 2,2.107 la expresién que acompana a 4/In(n) es mayor a 5/4 (usando ¢ =
€3,2.107), de donde tenemos que

E(max |gl|) Z In(n)

1<i<

para todo n > 2,2. 107,

Observacion 2.2.10.

(I) Con una cuenta similar (y un tanto menos rebuscada), podriamos haber visto que
existe una constante C > 0 tal que para todo n > 2 se tiene

(max |gi| )> C yIn(n

1<i<

Esto vale, por ejemplo, para C = 2/5. Nos permitimos la “incomodidad” de obtener
una desigualdad valida para n mayor a 22 millones, ya que esto nos permitira obte-
ner mejores cotas para la dimensiéon N (k, €) en el teorema de Dvoretzky, siendo que
las dimensiones involucradas en dicho teorema son intrinsecamente mucho mayo-
res a la restriccién de que n > 2,2.107 (por lo que esta hipétesis se cumpliria més
adelante aunque no la tomaramos).

(IT) Por otro lado, usando que si g es una variable aleatoria gaussiana estandar E (et|g|) =

et/ 2, puede verse aplicando logaritmo a la cadena de desigualdades

Z tlgz) ZE tlgz ) = net t2/2

i=

1<i<n

tE t
. (113%1|gz|)éE(e 1rr<1?<X|g1|):E(méX€t|gil)

y tomando t = /2In(n), que si las variables aleatorias (g;);cy Son gaussianas estandar

independientes entonces E(lméx Igil) < V2+/In(n) para todo n > 2.
<i<n

Por lo que

E( méx|gi)

1<i<n

ln(n) n—00

(III) Notemos que, bajo las condiciones enunciadas en el lema, ]E(lméx |g1~|) E,, (lIx[lc0)-
<i<n

2.2.1. Concentracion de la medida gaussiana

Como mencionamos anteriormente, seguiremos el camino dado en [Pis89]. Asi como
la prueba dada por Milman, esta demostracion usa la concentracion de la medida (o mas
precisamente, cierta inecuacioén que limita la desviaciéon de una funcién Lipschitz de su
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media), pero en R"” con la medida gaussiana estandar, en vez de utilizar la esfera unitaria
con la medida de probabilidad invariante por rotaciones.

En la demostracion del siguiente teorema, utilizaremos el teorema de Rademacher, que
nos dice que dados A CR" abiertoy f : A — R Lipschitz se tiene que f es diferenciable en
casi todo punto de A (para una demostracion ver [Eval5, Capitulo 3]).

Teorema 2.2.11. Si f : R" — R es Lipschitz® con constante L > 0 (con respecto a la norma
euclidea), entonces para cada t > 0 vale que

2
vl IF =y, ()] > 1) < Zexp(—%%).

Demostracion. Fijemos dos puntos x,y € R" y definamos la curva ¢, , = ¢ : [0,71/2] — R"
dada por ¢(0) = xsin(0) + y cos(0). Observemos que c es C!, con ¢’(6) = xcos(0) — ysin(0).
A su vez, tenemos que como f es Lipschitz es diferenciable en casi todo punto de R”
(tanto para la medida de Lebesgue como para y,,)y f oc:[0,7/2] — R es Lipschitz, por lo
que es absolutamente continua.
Asumamos momentaneamente que f es diferenciable en ¢(6) para casi todo 0 € [0, 1t/2].
Entonces tenemos que

/2

77/2
F0) =)= Fler/2)) = f(e0) = [ (Foey@)d0 = | (vsieion. oo

0

Ahora bien, considerando el espacio de probabilidad I = ([0, 7t/2], M([0, 1t/2]), % m), pode-

mos escribir la anterior igualdad como

£ = () = Er SV F(cl0).c'(0).

Ahora, si dado A € R notamos @, : R — Ry a @,(t) = ¢

por la desigualdad de Jensen tenemos que

!, entonces @, es convexa, y

P2 ([ - £ < B (2 (SOF (O 0))) = = fom oa(SevFieon.con)de. (22)

TC

Veamos que la expresion de la derecha se puede integrar en (R” xRR", y,, x ;). Para eso,
nos basta con ver que para casi todo (x,y) € R" xR", f es diferenciable en ¢, ,(0) para casi
todo 6 € [0, 7t/2].

A tal fin, notemos Z = {z € R"/ f no es dif. en z} (sabemos que m,(Z)=0)y

N = {(x,y,@) € R"xR" x [0, 7/2] tales que ¢, (0) € Z}.

Basta con ver entonces que N es un conjunto de medida cero.

3Recordemos que una funcién f : (R",]| |l,) = (R™,|| ||l,) es Lipschitz con constante L > 0 si para todo
x,p € R" vale quechf(x) —f(y)”2 < L”x—y”z.
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Para eso, definamos la funcion T : R" x R" x [0,7t/2] — R" x R" x [0,7t/2] dada por
T(x,9,0) = (cy,y(0), c;,y(e),e) Puede verse que T diferenciable, con |det(DT(x,y,0))| = 1
para todo (x,,0) € R" xR" x [0,71/2], y es inversible, con T~ I = T. Entonces, de nuestro

curso de analisis real tenemos que si A C R"” xR" x [0, 7t/2] es medible, entonces T(A) lo es
y m(T(A)) = m(A). Luego

Mps1 (N) = Moy (T7HZ,R",[0,70/2])) = M1 (Z,R",[0,7/2]) = m,(Z) = 0.
Ahora si, integrando (2.2) como habiamos anunciado, y usando Fubini, tenemos

ﬂ oA (F ()~ F2) dynx 7a(x,9)

R7xR"

nf 2[ [ er(5tvrteu@n.ciy@)) dvax yuty

R7xR"

ao

Notemos que, como para cada 6 € [0,7/2] fijo la transformaciéon u : R" x R" — R” x R”
dada por u(x,y) = (cy,,(0),c; ,(6)) es ortogonal, y a su vez la medida gaussiana y,, = y, x
¥, es invariante por transformaciones ortogonales, tenemos que el ultimo término de la
inecuacion anterior es igual a

/2
j[ ﬂ (PA(%Wf(x),W)dnxyn(x,y)]de— ﬂ @A(%(Vf(x),y))dynxyn(x,y)
0

R7xR" R7xR"

I

r

[

U go,\(sz(x),y))dyn(y))dyn(x) (usando el Lema 2.2.7)
Rn Rn 2

r 2.2V 2 2.2
_ exp[/\ usdl f;x)llz)dyn(X)Sexp(A;; LZ).

Rn 22

[

Ya que si f es diferenciable en x, [|[Vf(x)||, < L, puesto que para todo y € B}

flx+ty) - f(x)
t

<L

KVf(x).p)l = lim

O+

Hasta aqui, obtuvimos entonces que

/\2712 )
[ oatreo-somar,in <exp(*502).
Rann

Por otro lado, usando la desigualdad de Jensen nuevamente (notando E,, , a la espe-
ranza con respecto a la medida gaussiana en la variable )

oa{ 1= [ 10100) = 0a(Ey £ 7 00) <y 2050~ 1 00)
- [ oatrea-£onarno
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E integrando esta altima desigualdad respecto a x

[ %(f(x)—f f<y>dyn<y>)dyn<x>
R” R”

2,2
< Jf (P/\(f(x)_f(}’))anXVn(x;y)Sexp(A ? Lz).

2
R*xR"

Luego, como para A > 0 vale que ¢, es creciente, por la desigualdad de Markov tenemos
que,si A, t>0

By (027 =By, ()
Palt)

2.2
< exp(/\273Z L? —/'\t).

Vo x €RY F(2) =y, () > ) <

Para cada t > 0 fijo, podemos buscar el A > 0 que minimice esta expresion (que es, en

esencia, una cuadratica en 1), encontrando A = de donde obtenemos que

2L?’

o 42
)/n(xe]R”/f(x)—E%l(f)>t)Sexp( 2! )

2 L2

Repitiendo el procedimiento, pero integrando primero respecto de x y después respecto a
v (o aplicando lo visto para —f), también tenemos que

yn(xeR”/ —f(x)+E,, (f)> t)Sexp(_2 a )

2 L2

De donde ﬁllallllellte pOdemOS (Ied]]cir
7/ (|f Vrz(f)| > t) Zexp — .

Observemos que la cota para la medida de y, (|f —Eyn(f)| > t) es independiente de la
dimensién.

2.3. Lemas geométricos

Durante esta seccion, si || || es una norma en R", notaremos B = B(g»| ) @ la bola unita-
ria, y S = Srn | |)) @ la esfera unitaria de la norma correspondiente.

Lema 2.3.1. Sea || || una norma en R". Dado 6 > 0, existe un conjunto finito A C S con a lo
SUmMo (1 + %)n puntos, tal que d(x,A) <o Vx€S.

Demostracion. Sea A ={yy,...,y,} € S un conjunto maximal con respecto a la propiedad de
que d(y,y)>06 Yy =y en A.
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Para construir un tal conjunto, tomamos y; € S. Si existe y, € S con d(y;,y1) > 0, agrega-
mos ¥, a nuestro conjunto. Si existe y3 € S con d(y3,7;) > 6 para todo 1 <j <2, agregamos
y3 al conjunto. Continuamos de esta manera hasta no poder mas (por la compacidad de S,
debemos no poder mas en algiin momento).

Sea r € N el cardinal de A. Por la maximalidad de A, se cumple que d(x,A) <6 Vx€S.
Por otro lado, como d(y,y) > 6 Vy #y en A, las bolas (y; + 6/2 B)<j<, son disjuntas, y estan
todas incluidas en (1 + 6/2)B, por lo que

5\" 5 5 5\"
r(z) Vol, (B) = Vol, 1;;]-+§B SVoln((1+§)B):(1+§) Vol, (B),

J

r

de donde
2 n
r<\t+ 1) O
¢
Por brevedad (y también por convencion) dado un espacio métrico M, diremos que
un conjunto finito A C M es una o-red en M si d(x,A) < 0 para todo x € M. Asi, el lema
anterior nos dice que existe una o-red en S cuyo cardinal “esta controlado”.

Lema 2.3.2. Para cada € > 0, existe 0 < o(¢) < 1/3 tal que:
Dados n €N, || || una norma en R", y una o-red A en la esfera unitaria S = Spn ), si E es
un espacio de Banach y x1,...,x, € Bg son tales que para todo a = (ay,...,a,) € A vale que

n
i=1 E
entonces
1 n
(7o lall= ) aixi| <(1+e)?fall VaeR"
i=1 E

En particular, si F = (xy,...,x,) C E, entonces F es (1 + €)-isomorfo a (R", || ||).

Demostracién. Sea u : (R",|| ||) — E dada por u(e;) = x;. Veamos que |[u]| < (1 + &)"/? si
escogemos o de manera que se satisfaga (2.3) de forma adecuada.
Tomemos a € S, entonces existe a € A tal que ||a — a]| < 6. De donde podemos escribir

lu(@)llg = llu(@) —u(a - a)llp < |lu(@)llp +llu(@-a)llp <1+ +[|ullo.

1+0
Luego tenemos que ||u]| < 1+ 0+ ||u||0, y por lo tanto ||u|| < -5 Mas adelante diremos

0 <(1+e)2

Por otro lado, dado a € S, y escogiendo a € A como antes

como tomar 6 de manera que

(@)l = [lu(@) —u(a - a)llp 2 lu(a@)llg - llu(a-a)ll

1+6 1-20+6%2-6-6% 1-36
> — 0 — > — 0 — = = .
>1-0—||ul|6>1-6 1_56 T3 =
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Por lo que, exigiendo o < 1/3, tenemos que u : R" — u(R") es inversible y [|u(a)||p >
1-36

1-96
Ahora, queremos escoger 6 de manera que

|la|| para todo a € R".

1+6 1/2
<
1_6_(1+5) y

1-36 1
> .
1-6 ~ (1+¢)l/2

Si bien la demostraciéon no nos entra en el margen de esta hoja, afirmamos que esto equi-
vale a tomar

b ————— 'y 6% < .
(1+VI+e) (3VI+e-1)(Vite+1)

Por lo que en general, bastara con tomar d(¢) como el minimo de estas dos cotas. Ahora,
para rescatar una expresion mas amigable, si consideramos 0 < ¢ < 1, entonces ambas
desigualdades se cumplen tomando o(¢) = ¢/8. O

Observacion. Los lemas que enunciamos en esta seccion pueden utilizarse para demos-
trar el teorema de Dvoretzky a partir de la concentracion de la medida en la esfera de I}
(o mas precisamente, a partir de una inecuacion que, al igual que la del Teorema 2.2.11,
limite la medida en la que una funcién Lipschitz en la esfera se desvia de su media, o su
mediana).

2.4. Demostracion del teorema de Dvoretzky

Demostraremos la siguiente version, un poco mas precisa, y mucho menos elegante,
del teorema de Dvoretzky enunciado en la Introduccion.

Teorema 2.4.1. Sea || || una norma en R". Entonces, dado € > 0, para cada k € N que satisfaga

9
2
k< 4007

9In(50
In(n)e? - 20(()7_(2) €2 —1In(2)

In(1 + 16/¢)

existe un subespacio k-dimensional S CR" tal que (S, || ||) es (1 + €)-isomorfo a l’zc.

Demostracion. Podemos asumir que 0 < ¢ <1, y tomar entonces (¢) = ¢/8 < 1/3, de mane-
ra que se satisface lo enunciado en el Lema 2.3.2.

2/9

En este caso, la cota para k es negativa si n < 2400m%/9° _ 1.1.10132, ya que resulta

2 __In(n)e? —1In(2) < 0. Asi, podemos asumir n > 1032,

40072

Sear = [\/E/SO + 1] > 2,2.107. Entonces, por el teorema de factorizacion de Dvoretzky-
Rogers 2.1.1 con € = 1/24, podemos tomar r vectores zi,...,z, € R" de manera que se
cumpla

r

2 )l < ) aizi < ail 2.4)
£

para cualesquiera escalares a;,...,a, € R. Llamemos F = (zy,...,z,).
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Proveamonos ahora de un espacio de probabilidad (€2, %, y) junto con variables alea-
torias gaussianas estandar independientes g;; : 2 —> R, con 1 <i < k (donde k es como
en el enunciado) y 1 < j < r. Consideremos entonces las variables aleatorias F-valuadas
X;:Q — F,con1<i<k,dadas por

r
Xi = Zgl] Z]'.
j=1

Entonces, por el Lema 2.2.6 las variables aleatorias F—valuadas X; son independientes e
igualmente distribuidas.

Ahora, sea A C 8B]§ una o(¢)-red, de manera que se satisfaga lo enunciado en el Lema
2.3.1, es decir tal que |A| < (1 +2/6), donde |A| es el cardinal de A.

Paracada a = (ay,...,a;) € A, consideremos la variable aleatoria F-valuada G, = Zle a; X;.

Entonces, nuevamente por el Lema 2.2.6, para cada a € A, G, tiene la misma distribu-
cién que las X; (pues a € IBE).

Queremos ver que para algun w € (2, y algin M > 0 vale que

k

Zai Xi(w)

i=1

—1|1<6(e) VYaceA,

‘M
ya que entonces, tomando y; = X;(w)/M para 1 <i <k, tendriamos por el Lema 2.3.2 que

S=W1,..,vk) CR" es (1 + ¢)-isomorfo a l’2<.
Veremos que, en efecto, si M = E(||X;]|)

k
1
plocQ/Vaeh | ;aiXi(w) -1 sé(e)]>0.
i=
De donde obtendremos lo buscado.
Para esto, notemos que
1 k
plwoeQ/VaeA i ;aiXi(w) -1|< 6(6)]
1=
1 k
=1-plweQ/daecAcon Vi ZaiXi(w) -1 >6(s)].
i=1

(+)

Basta con ver entonces que (*) < 1.
Comencemos notando que si f : (I3, 7,) = R esta dada por

.
f(x1,...,x,) = ijz]- .
j=1



2.4. DEMOSTRACION DEL TEOREMA DE DVORETZKY 39

Entonces, por (2.4), f es Lipschitz con constante L = 1, y como variable aleatoria, por la
Observacion 2.2.3, f tiene la misma distribucion que ||X;||. Por lo que, usando el Teorema
2.2.11 con t =E,, (f)o(¢), nos queda

Hw e Q/ IX1(@)I-MI> Mo(e)) =y (x € BV |f(x)=E,, (1] > E, ()5(e))

< Zexp( 2 (Eyr(f)é(e))z).

24
Ahora bien, de vuelta por (2.4), tenemos que 5% llx|loo < f(x) para cada x € R’, por lo que,

Lema 2.2.9 mediante

)2 355, ) 2 35 V0 > £in( 35 (25)

y(w e )/ % | X1 (w)]|—1] > 5(8)) < 2e><p(2_577{22 ln(ﬂ)éz(e)).

Asi, llegamos a que

50
Luego
k
plweQ/daeAcon |— Z —1|>96(¢ )]
i=1
<X weQ/ |— Z X;(w)|| -1 >5(5)]
acA =1
= 1Al {we O/ ]MnXl(w)n—l > 5(c)
k
2 —72 () .,
<21+—— _—
= ( +5(€)) eXp(zan n(50)5 (5))
16 9 , 9 5
:exp(ln(2)+kln(l+?)+W1n(50)€ —Wln(n)s )<1
si k es como en el enunciado. O

Observacion 2.4.2. Esto nos dice que, dados k € Ny ¢ > 0 alcanza con tomar

40072 4007r fin(1+16/e)
n(k,e) >2500.2 9% e 2 (2.6)

Por ejemplo, si buscamos un subespacio de dimensién 4 a distancia 1 de I3, en general
debemos buscar en un espacio de dimensién n > 2,4.1022%4, y si buscamos un subespacio
de dimension 100 a distancia 0,1 de Z%OO, debemos buscar en general en un espacio de
dimension n > 102693430,
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Notemos que, para llegar a una expresion mas sencilla, de (2.6) podemos decir que,
segln la definiciéon de N (k, ¢) dada en la pagina viir de la Introduccién,

kln(17/£))

N(k,e) < exp(549 >

€
si0<e<1lyk2>1 (este es el mismo tipo de comportamiento asintético obtenido por
Milman en [Mil71]). Escrito de otra forma, tenemos que, si k(#, ) es definido como en la
pagina x de la Introduccién,

82

k. €) 2 o Tn7/e)

In(n).

Por altimo, como también mencionamos en la Introduccién, el comportamiento asin-
totico con respecto a € de N(k, €) 6 k(n, €) obtenido en esta demostracion no es 6ptimo (asi
como tampoco las constantes obtenidas).

2.5. Algunas observaciones acerca de k(X ¢)

82

Vimos que para todo espacio de Banach X de dimensién n, k(X, ¢) > 5491n(17/2) In(n).

Veremos en esta seccion dos resultados, ambos mencionados en la Introduccion.
El primer resultado nos dira que el comportamiento logaritmico en n de k(n, ¢) obteni-
do en la demostracion anterior del teorema de Dvoretzky es 6ptimo.

Proposicion 2.5.1. Si 0 < ¢ < 1, entonces se cumple k(n, &) < k(1 ¢) < 8me In(n).
El segundo resultado nos indica con mayor precision el comportamiento de k(IZ, €).
Proposicion 2.5.2. Para todo 0 < & <1 vale que

1 1

Moo )2 S+ 270) ™ 2 21n(5/2)

In(n).

2.5.1. Comportamiento Optimo con respecto a n

Para lo que sigue, utilizaremos la funcién gamma, I : (0, +o0) — (0, +0), dada por

De las tantas cosas que podrian decirse respecto a esta funcién, mencionemos que satisface
la ecuacion funcional I'(x+ 1) = xI'(x) para todo x > 0 (como deberia toda buena extension
holomorfa de (n —1)!), lo cual puede verse facilmente integrando por partes.

Por otro lado, gracias a la Proposiciéon 2.5.3 tendremos que I' es dos veces derivable, y
que

+00
I(x) = J t*1In%(t)e tdt >0,
0

por lo que I' es convexa.
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Proposicion 2.5.3. Sean (C),%, u) un espacio de medida, A C R abierto, y f : QA xA — R una
funcion tal que:

» Para cada x € A la funcion f(-,x) € L1(Q, p).
» Para casi todo w € Q) f(w,-) es derivable en A.

» Para cada xy € A existen un entorno compacto K C A de xq y una funcion gg € L1(Q, p)
tal que
of

dx
para casi todo w € Q, y para todo x € K.

(w,x)| < gx(w)

Entonces la funcion h: A — R dada por

)= [ Fwmdpto)
Q
es derivable en A, y vale que

)
h(x) = J;) a—i(w, x)dp(w).

Demostracion. Sea D = {w € Q) / f(w,-) es derivable en A}. Dado x; € A, sean r > 0 tal que
K=[xg—1,xg+r] CAy gk € L{(Q, u) como en el enunciado. Entonces, si 0 < |[s| <r

oy )b _ [ florrs) - flors),
S Q S

pw).

Si w € D, entonces existe t,, entre xo + s y x tal que

‘f(w,xo+5)—f(w,xO) 9f(

—(w, t
s ox o)

< gx(w),

donde la tltima desigualdad vale para casi todo w € D (y por lo tanto para casi todo
w € Q). Luego, por el teorema de convergencia dominada, existe

e = tim "I Ty,

Observacion 2.5.4. En verdad vale que I' es logaritmicamente convexa, es decir
T(ax+(1-a)y) <T%x)T'"%(y)

paratodo0<a <1yuxy>0.

Lema 2.5.5. Para todo x > 0 vale que

T(x+1)Y*< g+1.
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Demostracion. Comencemos notando que I'(x) <1 para todo x € [1,2] yaque I'(1) =T'(2) =
1 y I' es convexa. Por estos mismos hechos (teorema de Rolle mediante) tenemos que I' es
creciente y mayor o igual a 1 en [2,+00).

Ahora, si 0 < x <1, por lo observado arriba tenemos que I'(x+1) <1 <1 +x/2.

Por otro lado, si x > 1, notemos con n = [x] a la parte entera de x, y a = {x} a la parte
fraccionaria de x. Asi, x =n+a,conneNy 0 < a < 1. Entonces

n-1 n-1
F(x+1):F(n+a+1):[]_[nj+a]P(1+a)s[l_[nj+a].
j=0 j=0

Luego,six>1

e = 1 (n(n+1)
Ix < I/n o —j < —ita=-
Fx+1)""<T'(x+1) _l_[n jta Sl n—-j+a n( > +na)
j=0 =0
_n+1+a_n+1+2oc_x+l+a<x+1 -
-2 2 2 T2
a1 . o Tx+DY* 1
Observacion. Sin bien no utilizaremos esto, se puede ver que lim ————~—— = —, por el

L. X—+00 X e ’
teorema de Stirling.

En lo que sigue, dados un espacio de probabilidad (€2,%, 4), una variable aleatoria
gaussiana estandar g: (QQ >Ry p > 1, notaremos

1/p
)= el = [ sl dpta)

al p-ésimo momento de g.

Lema 2.5.6. Sean (Q, %, ) un espacio de probabilidad, g : () — R una variable aleatoria gaus-
siana estandar y p > 1. Entonces y(p) < v/2p.

Demostracion. Usando la medida gaussiana estandar en R, podemos escribir mediante la
sustitucion s = t2/2

+00 +00
1 —12/2 2 122 2 (p-1)/2 s
V(p)”=—J|tl”e” dt:\/—Jtl’e dt=[= | (25)P "V 2eds
V2 /8 e
T JR 5 J

+
2 2
— 2p/ S(p+1)/2—l e—S dS — &r(p-’_ 1)

_ﬁo =55

2

De donde vemos que

(2.7)
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Usando el lema anterior, nos queda que
\/E p—l 1/p p—l (p-1)/2p p+3 1/2
V(p)‘nmzp)r( 2 H) Sﬁ(” 4 ) S\5( z ) <2

Recordemos que una variable aleatoria g : ((2,%, 4) — R tiene distribucién gaussiana
con media m y varianza o (lo cual notamos g ~ N (m,c?)) si

b
uge(ab)= ! Je‘“"”)%(’zdt.
21o

En tal caso tenemos que E(g) = m y E((g —m)?) = 02. Ademas vale que g, = %m tiene
distribucion gaussiana estandar. Por lo que podemos escribir g = o g;+m, con g gaussiana
estandar.

Proposicion 2.5.7. Sean n > 2, (),%, u) un espacio de probabilidad y gi,...,g, : QQ — R va-

riables aleatorias gaussianas (no necesariamente independientes) con media cero y varianzas

012, ceey 03 respectivamente. Entonces

E(méx |gi|) < 2¢2\/In(n) max o;.
1<i<n 1<i<n

Demostracion. Podemos escribir a cada g; como g; = 0;g;, donde g; es una variable aleatoria
gaussiana estandar.
En particular, ||g1-||Lp(Q) =0;y(p) paracada p > 1.

n 1/p
X=|) lgl
i=1

entonces por la desigualdad de Holder resulta [|X[|; ) < ”X”LP(Q)' Es decir

n 1/p
Z]&W] ]s
i=1

En particular tenemos que

Ahora bien, si notamos

’

1/p

1/p
<n max oj.
7(p) max

n

n 1/p
}:Eugwﬂ =(§:ofyww
i=1

i=1

E(max |gil )<E

1<i<n 1<i<n

Z|gz|p] ]< ”l/pV(P) max o; < \/Enl/p\/_ max o;

para todo p > 1. Tomando p = 2In(n) > 1 para todo n > 2, nos queda

(max |g|)<2el/2\/ ) max o;.

1<i< 1<i<n

Definicion 2.5.8. Sean ((),%, ) un espacio de probabilidad y g; : () - R, con j € N, una
sucesion de variables aleatorias gaussianas estandar e independientes. Dado un espacio
normado E de dimensién n, definimos

2

k
]] ,conk<n,u: 112‘ — E inyectiva y ||ul| =1

) giule)

i=1

O(E) =sup<|E

E
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Observacion 2.5.9.

(I) Por lo mencionado en la Observacion 2.2.3, 6(E) no depende del espacio de proba-
bilidad o las variables aleatorias escogidas, siempre que satisfagan lo enunciado en
la definicién.

(II) Durante la demostracion del teorema de Dvoretzky, vimos en (2.5) que si E es un
espacio normado de dimensién n, con n tal que \Vn/50>2,2. 107, entonces

S(E) > %ln(\/ﬁ/SO).

(III) Mas atn, en la demostracion del teorema de Dvoretzky se ve (mutatis mutandis) que

S1

52

L < m (S(E) — ln(2)
In(1+16/¢)

entonces existe un subespacio k-dimensional (1 + ¢)-isomorfo a l’z‘ en E.
La cantidad 6(E) nos es de interés por la siguiente proposicion.

Proposicion 2.5.10. Sea E un espacio normado, entonces para todo 0 < ¢ <1 vale que

k(E, ) < 21 5(E).

Demostracion. Sean k = k(E, ), u : l’z‘ — E inyectiva con |ju|| =1, ||u_1|| < 1+ ¢. Notemos
S =u(l¥) = (u(ey),..., u(ey)y CE.

Tomemos un espacio de probabilidad (€, X, #) junto con variables aleatorias gaussianas
estandar independientes g;,..., g : 2 — R. Definamos la variable aleatoria gaussiana S-

valuada X : O — S dada por

k
X(@)=)_giw)u(e)

i=1

Entonces, usando la desigualdad de Jensen (que en este caso es la desigualdad triangular

integral) y que y(1) = V2/m,

[ | EQX1E) =B (|[u [ 1X1E) = E(||l« " X]|,) = B8], IgDIl) (2.8)

2 2
‘\/;(1,...,1) 2:\/;\/% (2.9)

k< %E(nxng)?u +e)2 <21 8(E). O

> |E(Ig1]---» g, =

Luego

Para terminar con la demostracion de la Proposicion 2.5.1, veamos que (%) < 4eln(n).
Para esto, utilizaremos el siguiente lema acerca de la norma de un operador u : llz‘ — 7.
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Lema 2.5.11. Sea u : l’2‘ — 1 un operador lineal. Entonces ||u|| = 1rn'élx 17 (ei)ll5-
<i<n

Es decir, si la matriz de u en las bases canonicas de l§ y 1 es

entonces
y 2
u|l = max as;
” ” 1<i<n Z 1

j=1

Demostracion. Podemos asumir u = 0. Sea (tq,...,1) € Sé‘ = aB’;, entonces, usando la des-
igualdad de Holder

P P 1/2
u(ty,...,t = max Za t:| < max Zaz
” (l: k)” l<i<n | ijtj 1<i<n| £ ij
]:1 ]:1
Por lo que
P 1/2
u|| £ max Zaz
lul 1<i<n| =1
j=1
Por otro lado, si 1 <iy <nes tal que
K 1/2 k 1/2
2 — A 2
j=1 j=1
1
tomando (tq,...,t) = (@iy1,---»aiyk), tenemos que
(@1, a0
k K 1/2 k 1/2
2 2
> = > =
ol 2 oo )l = max iyt 2| ) af | =max| ) af
De donde obtenemos la igualdad deseada. O

Proposicion 2.5.12. Para cada n € N vale que 6(1}) < 4e In(n).

Demostracion. Sean k <ny u: llz‘ — [ lineal e inyectiva con ||u|| = 1, cuya matriz cano-
nica es [u] = (a;;) € Rk, Dados un espacio de probabilidad (Q, ¥, #) junto con variables
aleatorias g,...,gx : 2 — R gaussianas independientes estandar, observemos que si

k 1/2

_ § 2

=1
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entonces para cada 1 <i <n la variable aleatoria

es gaussiana (por el Lema 2.2.1) con media cero y varianza o; (notemos que las X; pue-
den no ser independientes entre si). Asi, usando la Proposicién 2.5.7 y el lema anterior,
1<i<n |4 1<i<n

tenemos que
k
E[ Zgi u(e;)
i=1 j=1

= 261/2\/111(11) |[u]| = 261/2\/111(11).

De donde obtenemos lo buscado. O

k
= E[méx Zai]- g ] < 2e1/2\/1n(n) max oj

(o]

La demostracion de la Proposicion 2.5.1 se sigue de combinar la anterior proposicion
con la Proposicion 2.5.10.

2.5.2. Comportamiento de k(IZ,¢)

La demostracion de la Proposicion 2.5.2 estara basada en el siguiente resultado.

Proposicion 2.5.13. Sean F un espacio normado de dimension k y 0 < 6 < 1. Entonces existen
neN, conn<(1+2/8)% v FCI" condim(F) =k tal que dgy(F,F) < (1 -06)7".

Demostracion. Tomemos, con permiso del Lema 2.3.1, una o-red (¢;)1<j<, en Sg+, con
n < (1+2/5)k.

Ahora, dado x € F, sabemos que existe ¢ € Sg- tal que @(x) =||x||. Sea 1 < iy < n tal que
H(p - (Pio“ < 6. Entonces

Il = i (x) + (@ = i )(x) < max |op;(x)[ + 5 I,

1<i
de donde
(1= 0)|lxll < méx |¢; (x)] < [Ix]].
1<i<n
Por lo que si consideramos T : F — I, dado por T(x) = (¢;(x))1<i<n, entonces T es inyecti-
va,ysi F = T(F), tenemos que dgy(F,F) <1/(1-0). O

Observacion 2.5.14. La anterior proposicion tiene varias consecuencias:

(I) Si F es un espacio de dimension finita k, entonces dado ¢ > 0 existe un subespacio
k-dimensional F C ¢y, tal que dgy(F,F)<1+e¢.

(IT) Si F = 112‘ y0<e<1,tomandon=[(1+2/6)]y0<o6<1talque(1-05)"! <1+e (mas
precisamente, podemos tomar 6 = ¢/2 < ¢/(1+¢), siendo esta altima cantiﬁlad el valor
exacto para el cual (1-9)7! = 1+¢), tenemos que existe F C I”, con dgy;(F, l]2<) <l+e.
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A partir de esta tltima observacion podemos demostrar la Proposiciéon 2.5.2.

Demostracion de la Proposicion 2.5.2. Fijemos n € Ny 0 < ¢ < 1. Sea k € N el tnico natural
tal que
[(1+4/e)f] <n < [(1+4/¢)].

Entonces, por el punto (II) observado anteriormente, podemos encontrar un subespacio
(1 + ¢)-isomorfo a llz‘ en IL. Luego

In(n) < (k+ 1) In(1 + 4/¢) < 2kIn(1 + 4/¢).

De donde |

Ml &) 2 k> S 270

[ele24

In(n). O

Comentario

Mencionemos por ultimo una forma interesante, aunque quizas poco util (al menos en
el presente trabajo), de “leer” el teorema de Dvoretzky, a través del compacto de Banach-
Mazur, que introducimos a continuacion.

En los preliminares definimos la distancia de Banach-Mazur entre dos espacios nor-
mados isomorfos entre si, E 'y F, como

dpy(E, F) = inf{||T|| | T~

, T : E — F isomorfismo }

No es dificil ver que la distancia de Banach-Mazur satisface lo siguiente: Dados E,F y G
espacios normados de dimension n, vale que

» dpm(E, F) = dppm(F, E).
» dpm(E,G) < dpy(E, F)dpy (F, G).
» dgpm(E,F)=1siysolosiEy F sonisométricos.

Como cada espacio normado E de dimensién n es isométrico a R"” con alguna norma
adecuada, podemos considerar inicamente distintas normas en R", fijando asi el espacio
vectorial subyacente. Entonces, los tres items mencionados anteriormente nos dicen que el
logaritmo natural (o el logaritmo en cualquier base mayor a 1) de la distancia de Banach-
Mazur define una pseudo-métrica en el conjunto de normas en R” (o, mejor dicho, en el
conjunto de espacios normados que tienen como espacio vectorial subyacente a R"). Si en
este conjunto tomamos la relaciéon de equivalencia dada por

X ~Y < Xesisométricoa Y,

entonces puede definirse (con cierto abuso de notacion) dgp; ([X],[Y]) = dppm(X,Y). Asi
obtenemos un espacio métrico, (Q(n), Inodgy,), llamado el compacto de Banach-Mazur.
Como lo indica su nombre, este espacio métrico resulta compacto. Los puntos de Q(n) son
clases de isometria de espacios normados de dimensién #, y la distancia entre dos puntos
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es el logaritmo natural de la distancia de Banach-Mazur entre cualesquiera de sus respec-
tivos representantes (este numero nos indica que tan no isométricos son los espacios entre
si). Este espacio a sido objeto de estudio por distintos autores, y en los tltimos 25 anos se
han realizado importantes avances en el entendimiento de su topologia (ver [SBR02]).

Asi, una primera lectura del teorema de Dvoretzky en términos del compacto de Banach-
Mazur es la siguiente.

Dados € > 0 v k € N, existe n(k,¢) € N tal que para todo n > n(k, ) se tiene que si E es un
espacio de dimension n, entonces existe algiin subespacio k-dimensional L C E tal que la clase de
isometria de L esta en la bola centrada en [112‘] de radio €. Es decir, tal que [L] € B([l§], €) C Q(k).

Ahora, si notamos
Gr(k,E) ={L CE, L subespacio k-dimensional }

a la k-grassmaniana de E (que resulta ser una variedad diferenciable compacta y de di-
mension k(n — k), siendo n = dim(E)), podemos pensar en la traza, o en la imagen, de
Gr(k,E) en Q(k) mediante la aplicacion

Gr(k,E) — Q(k)
L — [L].

Sinotamos Q(k, E) a la imagen de esta aplicacion (al conjunto de los puntos en Q(k) asocia-
dos a todos los subespacios k—dimensionales de E), entonces tenemos que Q(k, E) interseca
a la bola B([I%], &) si dim(E) > n(k, e).

Aun mas, dado un espacio de Banach de dimensién infinita X, podemos considerar
igualmente al conjunto Gr(k,X) (que en tal caso ya no sera una variedad diferenciable
compacta y de dimension finita) y su traza Q(k, X) sobre Q(k). Asi, lo que nos dice el
Teorema 2 enunciado en la Introduccion, es que [112‘] esta en la clausura de Q(k, X) C Q(k),
para cada k e N.



Capitulo 3

Bajando un ¢

3.1. Menuy entrada

En este capitulo veremos que k(n,¢) > e In(n), siguiendo el trabajo de Grigoris

~ |In(cpe
Paouris y Petros Valettas [PV18]. Esto mejolra (er21 11|n ¢ la estimacion asintética para k(n, ¢)
obtenida en el capitulo anterior. AGn asi, podriamos decir que ese no es el resultado mas
importante del trabajo que seguiremos.

Para explicar un poco esto, recordemos que para la demostraciéon del teorema de Dvo-
retzky dada en el capitulo anterior, fue clave el uso de la desigualdad del Teorema 2.2.11.
Esto es, dada f : R” — R Lipschitz con |[f(x) - f(p)| < b ||x —y”z se tiene que

2
vl [F =By (D] > 1) < Zexp(—%%).

Dada una norma || || en R”, usando esta desigualdad para la funcién f(x) = ||x||, se tiene la
siguiente proposicion. !

Proposicion 3.1.1. Sea E = (R",|| ||) un espacio normado con b > 0 tal que ||x|| < b||x||, para
todo x € R". Entonces para cada t > 0 vale que

il 1= 25, (D] > £, (11D) < 2exp (-5 12k(B)),

(E,,.(Ixl))”
b2 '

Notemos que el k(E) definido en la proposicion anterior satisface k(E) < 0(E), con o(E)
como en la Definicién 2.5.8.

Podriamos decir que en la demostracion del teorema de Dvoretzky del capitulo ante-
rior, dado un espacio normado E = (R",|| ||), buscamos en E un subespacio F con “k(F)
grande”, o mas precisamente, buscamos vectores zy,...,z, € E tales que si b es la constante

donde k(E) =

Notemos que si b es la constante Lipschitz con respecto a la norma euclidea de f(x) = ||x||, entonces b
coincide con la norma de la identidad formal HId 1Y = (R ” Es decir ||x|| < b ||x]|,.

49
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: (E,, (1)

Lipschitz de f: I} = R, f(x) = X;z;||, entonces 2

, i=1
(Ey, (1)
b2
servacion 2.5.9, un o(E) “grande” nos permite encontrar subespacios casi euclideos en E
de dimension “grande”, mediante el uso de la inecuacién de concentracion de la Proposi-
cion 3.1.1.
Y en efecto, asumiendo que n = dim(E) es suficientemente grande, en dicha demostra-
cién encontramos un subespacio (muchos en verdad) F =< z;,...,z, >, con r = dim(F) >

“sea grande”. Nuevamente,

notemos que < O(E). Esta basqueda es porque, como fue mencionado en la Ob-

2
C+/n, en el que se tiene M > Cln(r) > Cln(n), siendo este el contenido de la Obser-
vacién 2.5.9 (IT)2.

Ahora bien, en verdad puede verse (...y veremos en la Proposicion 3.1.6) que dado un
espacio normado E = (R", || ||g), existe un isomorfismo T: R" — R" tal que si notamos E al
espacio isométrico a E cuya norma esta dada por ||x||z = || T(x)||, entonces k (E) > Cln(n),
donde C > 0 es una constante absoluta. A partir de esto y la Proposicion 3.1.1, se obtiene
la siguiente proposicion.

Proposicion 3.1.2. Sea E = (R",|| ||) un espacio normado. Entonces existe un isomorfismo T :
R" — R" de manera que se cumple

ol [IT GOl =, (IT D> £, (IT(0)) < 2exp (e In(n))

para todo t > 0, donde ¢ > 0 es una constante absoluta.

El isomorfismo T de la proposicion anterior no es mas que alguno que ponga a Bg en
posicion de John, como veremos mas adelante.

Si bien no fue el enfoque dado en el capitulo anterior, podriamos pensar que la de-
mostracion del teorema de Dvoretzky alli dada esta, sino basada, al menos ligada a esta
desigualdad. Para explicitar esto, y a riesgo de ser densos o demasiado repetitivos, demos-
tremos el teorema de Dvoretzky explicitamente basandonos en la misma.

En efecto veremos que una gran parte de los argumentos se repiten tal cual segun lo
realizado en la Seccién 2.4, en particular el uso de los lemas geométricos de la Seccién 2.3.

Demostracion del Teorema de Dvoretzky usando la Proposicion 3.1.2. Tenemos dados un es-
pacio normado E = (R",]| ||) y un € > 0. En este caso tomaremos 1 < k < n a determinar
mas adelante. Buscamos la existencia de un subespacio S C E, con k =dim(S),y S (1 +¢)-
isomorfo a l;f .

Sean T : R" — R" el isomorfismo lineal de la Proposicion 3.1.2, y para cada 1 <i <
n, u; = T(e;), donde (e;)1<i<, es la base canénica de R". Nuevamente, nos munimos de
un espacio de probabilidad (€2,%, u) junto con variables aleatorias gaussianas estandar
independientes g;; : () > R, donde 1 <i <ky1<j<n. Paracadal<i<k consideramos

2Durante esta discusién més cualitativa, notamos indistintamente como C (o similares) a constantes
absolutas, que en cada inecuacidon pueden representar nimeros distintos.
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ahora las variables aleatorias R"-valuadas (o simplemente, los vectores aleatorios) X; :
Q) — R", dados por
n
Xi = Zgl] Izl]'.
j=1

De idéntica manera a lo realizado en la Seccion 2.4, tomemos ahora o(¢) = ¢/8 como en el
Lema 2.3.2, y una o(¢)-red A C aB’g (con respecto a la norma euclidea en R¥) como en el
Lema 2.3.1, de manera que |A| < (1 + 2/6)k. Para cada @ = (ay,..., a;) € A consideramos el
vector aleatorio G,: ) —» R"
k
Ga = Zal-Xi.

i=1
Por el Lema 2.2.6, los vectores aleatorios X;, para 1 <i < k son igualmente distribuidos
e independientes, mientras que los vectores aleatorios G,, con a € A, son igualmente
distribuidos a cualquiera de los X;, 1 <i <k. A su vez, notemos que los X; tienen la misma
distribucién que T: (R",y,) —» R", ya que T(x) = Z?:l Xjuj.
Nuevamente, nos basta con ver que para algan M > 0

,u(w cQ/VacA '%HGa(a))H—l

< 5(5))> 0,

para entonces poder asegurar, segun el Lema 2.3.2, que existe w € () para el que S =
(X1(w),..., Xi(w)) es (1 + €)-isomorfo a llz‘.
Para eso, vemos nuevamente que

k
y(a)eQ/ElaEAcon E(X.0) th >6(€)]<1.
Y ahora si, por la Proposicién 3.1.2, podemos escribir
1 k
plweQ/da €A con m ;aiXi(w) -1|> 5(6)]
k
<0; (a) e )/ ||X1||) ZaiXi(a)) 1> 6(5)]

=141y, (I (Ol =By, (T > o), (1T 0
<(1+2/5(¢))* 2 exp (—cd°(¢)In(n))
=exp(kIn(1+16/¢) +1n(2) - c’In(n)) <1

c1e%In(n) —1In(2)
In(1+16/¢)

tomando k <
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De aqui se ve que el orden para la dimensién k del subespacio (1+¢)-isomorfo obtenido

In(n), siendo que el &2 proviene del orden cuadrético en t en la Proposicién

€
es k ~
|In(e)|
3.1.2, mientras que el |In(¢)| proviene de la técnica utilizada en la demostracion, que in-
volucra una red cuyo cardinal esta acotado por (1 + 16/¢)) .

Finalmente, podemos enunciar el resultado principal de [PV18], y por lo tanto de este

mismo capitulo.

Teorema 3.1.3. Sea E = (R", || ||) un espacio normado. Entonces existe un isomorfismo T : R" —
R" de manera que se cumple

ol [IT G- E,, (IT D] > £y, (IT (D) < €1 exp(-ca t 1n)
para todo 0 <t <1, donde cy,c, > 0 son constantes absolutas.

De lo realizado anteriormente, se ve que, usando el Teorema 3.1.3, obtendriamos en
la demostracion del teorema de Dvoretzky recién realizada un subespacio S C (R", || ||) de
dimensién k, (1 + ¢)-isomorfo a llz‘, cuya dimension se comportaria asintéticamente como

k~ In(n), que es lo que enunciamos a continuacion.
Iln e)l

Teorema 3.1.4. Existen cq,cy > 0 tales que si E = (R",|| ||) es un espacio normado, dados € > 0

&
|In(c; €]

pk<c In(n), existe en E un subespacio S k-dimensional que es (1 + €)-isomorfo a ZIZ‘.

Veamos ahora, como prometimos, el ingrediente necesario para la demostracion de la
Proposicién 3.1.2. Para ello requeriremos de una ligera pero notable variacion del lema de
Dvoretzky-Rogers.

Lema 3.1.5. Sea E = (R",|| ||) un espacio normado cuya bola B esta en posicion de John.

Entonces existe una base ortonormal {uy,...,u,} de Iy de manera que ”u]” >1/(2+V2)>1/4
para todo 1 <j <n.

Demostracion. Comenzamos tomando la base ortonormal zi,...,z, de IJ de la que nos

provee el lema de Dvoretzky-Rogers. Sabemos entonces que ||z]|| > 4/1- % para cada
1 <j <mn,segun lo visto en la Demostraciéon del Corolario 1.1.10.

Esto nos asegura que los vectores zy,..., Z[(,+1)/2) cumplen con la condicion ||Z]” > 1/V2 >
1/(2+V2).

Ahora bien, para los i entre 1 y [(n—1)/2], si z,_; tiene norma mayor a 1/(V2 + 2),
tomamos u; = z; y u,_; = z,_;. Por otro lado, si z,_; tiene norma menor a 1/(2 + V2), en-

_ZitZy _Zi— Zp
tonces reemplazamos el par (z;,z,_;) por el par u; = ——— y u,,_; = ———. Notemos que

V2 V2

{u;,u,_;} es base ortonormal del espacio generado por {z;,z,_;}. Por otro lado, usando la
desigualdad triangular, tenemos que

1 1 1
min (g 1)) > _( (lzill~ llzaill) > T(sz‘zwz):zﬂrz'

Asi, por construccion, tenemos que los vectores uy,...,u, cumplen lo enunciado. ]
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Con el Lema 3.1.5 y recordando, segin lo comentamos en la Observacion 2.2.10, que
existe C > 0 tal que E,, (||x[|o,) > Cy/In(n) para cada n > 2 (donde puede tomarse C = 2/5),
demostremos ahora lo afirmado previamente a la Proposicién 3.1.2.

Proposicion 3.1.6. Sea E = (R",|| ||g) un espacio normado. Entonces existe un isomorfismo
lineal T : R" — R" tal que si E = (R”,ll ||§) es el espacio isométrico a E con norma ||x||z =

IT()llg, entonces k(E) = thsIn(n).

Demostracion. Tomamos como isomorfismo T: R” — R" aquel que coloque al cuerpo con-
vexo B en su posicion de John, es decir, de manera que T(Bg) = Bz esté en posicion de
John.

Asi, segln el lema anterior tenemos una base ortonormal {uy,...,u,} de I} que cumple

~>1/4 para todo 1 < j < n. Por otro lado, al estar E en posicién de John tenemos que

|lx||z < ||x]|, para todo x € R", por lo que la constante Lipschitz de la funcion f : R" - R,
f(x)=|x|lz esb=1.

Ahora, notando ey, ..., e, a los vectores de la base canénica de R”, por la invariancia de
la medida gaussiana por transformaciones ortogonales tenemos que

] dyn(x)

n n
By, (Il = [ (1Y x| = [ |13 s dyato
R™|[7=1 B "1 i
o1 n-1 -1
:JRWE[ ‘ X;U; +xnun Z xnun dy,(x)
=1 =1
~ n-1
> méx[ uifl ”xnun”E] dyn(x)
\JRH 1:1 E
~ n-2 -2
= E[méx XiUj + Xy Up_1 ”xn n”E]"’maX[ Z ~ Xp-1Up-1 Jllxnun”E]
JRn - —_
i=1 i=1 E
~ 1 n—-2 -2
2 max 2 Xilhj + Xy Up—1 Z —Xp-1Up-1 l”xnunllf dyn(x)
JR” ~
i=1 i=1 E
~ n-2
> | max||[) xu, ,||xn_1un_1||g,||xnun||g] dyu(x)> ...
\JRH 121 E
> | max (lellullp) dyal) 2 3 [ vl ) 2 < yin)
X — .
_anl ! HIE YnlX) = 4 R” YniX) = 10
Luego,
2
— (B, (k7)) 1
By UIXIE
k(E) = 7 > Togn(m). O

Teniendo presente entonces que el resultado principal de [PV18] es el Teorema 3.1.3,
mencionemos que alli se utilizan para demostrar este teorema dos resultados “fuertes”.
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Uno es la desigualdad L —L, de Talagrand para la medida gaussiana, y otro es un resultado
de Alon y Milman en [AM83], aunque en verdad utilizaremos una versién mejorada de
este ultimo resultado, demostrada por Talagrand en [Tal95].

La segunda seccion de este capitulo estara dedicada a hablar con mas detalle de la
desigualdad L; — L, de Talagrand. En la tercera seccioén de este capitulo hablaremos con
mas detalle de los trabajos de Alon-Milman [AM83] y Talagrand [Tal95]. Finalmente, en
la cuarta seccién de este capitulo discutiremos el camino llevado a cabo en [PV18] para
demostrar el Teorema 3.1.3, dejando las demostraciones y detalles pendientes para los
tres apéndices finales de este trabajo.

3.2. Ladesigualdad L, — L, de Talagrand

Esta desigualdad nace en el trabajo [Tal94] de Talagrand, en el area de la teoria de
probabilidades, cuyo interés residia en dar ciertas aplicaciones a la teoria de percolacién
y grafos aleatorios.

Veamos un poco mejor el contexto en el que surge. Consideremos el n-cubo {0,1}" =
{(x1,...,x,)/ x; = £1}. Se dice que un subconjunto A C {0, 1}"" es mondtono si vale que para
todo x € A se cumple que, si y € {0,1}" satisface x <y (es decir, x; <y; paracada 1 <i<n),
entonces y € A.

Ahora, para cada 0 < p < 1, consideramos en {0,1}" la medida de probabilidad pro-
ducto de las medidas p-Bernoulli en {0,1}. Es decir, para cada x € {0,1}" es p,({x}) =
pk(1 = p)"*, donde k = |{1 <i<n/x;=1}|. En tal caso se tiene que si @ C A C {0,1}" es
un subconjunto mondtono, entonces la funcion p,(A) es creciente en p, con pg(A) =0y
p1(A) = 1. Mas aun, para ciertos conjuntos mondtonos, se observa un comportamiento de
“cambio de fase” o “efecto umbral”, en el que la funcion p,(A) es casi constantemente 0
y casi constantemente 1 en ciertos intervalos, siendo que en un intervalo muy pequeno,
centrado alrededor de algin punto o valor critico p, en el que p, (A) = 1/2, la funcion
#p(A) crece muy abruptamente.

En 1982 Russo [Rus82] muestra que esto ocurre para un conjunto monétono A, si este
“no depende mucho de ninguna coordenada en particular”, con esto queremos decir algo
del siguiente estilo: Para cada 1 < i < n tenemos la funcion U; : {0,1}" — {0,1}" dada
por (Uj(x)); = x;j sij =i,y (Uj(x)); =1 —x;. Es decir, U;(x) deja todas las coordenadas de
x intactas, excepto la i-ésima. Ahora, dado un conjunto monétono A C {0,1}" podemos
definir para cada 1 <i <n las cantidades

() = pp(x € 10,1)"/ Ly(x) = Ly(Us (),

entonces podemos pensar que [;(p) mide que tan “no invariante” por cambios en la i-
coordenada es el conjunto A, o que tanto depende que un punto esté o no en A de la
i-ésima coordenada, respecto de p,. Por lo que podriamos pensar que A “no depende
mucho de ninguna coordenada en particular” si las cantidades I;(p) son pequenas.

En [Tal94], Talagrand simplifica y mejora los resultados obtenidos por Russo, utilizan-
do en forma clave para esto una desigualdad, que demuestra en el mismo trabajo utilizan-
do desarrollos de Fourier en el n-cubo.

3Notamos aqui con 14 a la funcién indicadora de A.
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Teorema 3.2.1 (Desigualdad L, — L, de Talagrand). Existe C > 0 tal que para toda f :
{0,1}" — R se tiene

2
) o AL )
Varﬂp(f)ﬁcm( )_Zl 1 (PP o) |
=1L n(_uAif‘nLl(,,,,))

donde Aif =(1-p)(f—foU)sixi=1yA;f =p(f —foU)six;=0.

En particular, si consideramos la medida de probabilidad uniforme en {0,1}", que es
la medida que nos queda al tomar p = 1/2, tenemos la siguiente proposicion.

Proposicion 3.2.2. Existe C > 0 tal que para toda f:{0,1}" — R se tiene que

[|A
Var(f <CZ AR

(B
1+In IAzfllf)

donde A;jf = f — f o U,.

Dado que en un espacio de probabilidad (Q,%, ) las normas p de una funcién h:
() — R son crecientes en p (es decir, ||A;f|l, > ||A;fll;), la desigualdad de la Proposicion
3.2.2 puede verse como una mejora, salvo constantes, de la siguiente desigualdad (ver
[BLM13, pagina 119]), valida para toda f: {0,1}" — R, tomando nuevamente en {0,1}" la

probabilidad uniforme
1 n
Var(f) < 4 ;IIAJH%-
1=

Ahora bien, la desigualdad anterior tiene una bien conocida y clasica versiéon continua
en R"” con la medida de probabilidad gaussiana, llamada la desigualdad gaussiana de
Poincaré.

Teorema 3.2.3 (Desigualdad gaussiana de Poincaré). Sea f: R" — R una funcién C', tal que
f € L*(y,). Entonces

Var,, (f) < ) 110:flIf2,,) = Ey, (IVFI3).
i=1

Uno podria preguntarse si en el caso de la medida gaussiana en R”, vale una mejora
analoga a la de la desigualdad L — L, de Talagrand en el hipercubo... y efectivamente, la
hay, y es la desigualdad en la que estamos interesados.

Si bien, segtn indican Cordero-Erausquin y Ledoux en [CL12], una versioén continua
de la desigualdad L, — L, de Talagrand para la medida gaussiana en R"” ha sido conocida
como parte del “folklore probabilistico” (al menos desde 1999), ellos mismos dan una
demostracion del siguiente teorema en dicho trabajo (en verdad, en [CL12] se demuestra
la validez de desigualdades tipo Ly — L, de Talagrand para una clase mucho mas amplia
de espacios de probabilidad).
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Teorema 3.2.4. . Sea f: R" — R una funcion C! tal que f € L,(R",y,) v d;f € L,(R",y,)
para todo 1 <i < n. Entonces
= l9ifl

: 12:f1l, |’
i=1 1+ ln(na,-fuf)

Varyn(f) <Cr

donde Ct > 0 es una constante absoluta.

En [Chal4, pagina 48] se da una demostracion de esta ultima desigualdad a partir de
la cual puede verse (si bien eso no se observa explicitamente en [Chal4]) que es posible
tomar Ct = V3.

Por altimo, la aplicacion de la desigualdad L; — L, de Talagrand para la medida gaus-
siana en [PV18] no se da en la forma directa que tiene esta desigualdad en el Teorema
3.2.4, sino que se utiliza la siguiente consecuencia de la misma.

Proposicién 3.2.5. Sea f € C! tal que f € L,(R",y,) v ;f € L,(R",y,) para todo 1 <i < n.
Entonces

n 0: 2 (1: d; 2
Z ” lf”Lz(;/n)  donde R(f) _ i 1 H ]f”I;(Vn),
= 1+In(VR(f)) i 193 £1

y Cr > 0 es la constante del Teorema 3.2.4 (en particular, podemos tomar Cp = v3).

Var,, (f)<Cr

Para una demostracion de esta altima desigualdad se puede ver [Chal4, Teorema 5.4].
Aclaremos que alli se demuestran dos desigualdades, y para poder ver una de esas dos
desigualdades se asume que f es monoétona en cada coordenada. Sin embargo, la desi-
gualdad de la Proposicién 3.2.5 (que es en la que estamos interesados) no requiere de tal
hipétesis.

3.3. Alon, Milman y subespacios no tan lejanos a I¥

En 1976, Maurey y Pisier demuestran en [MP76] que si X es un espacio de Banach
de dimension infinita entonces para todo k € N se pueden encontrar en X subespacios
de dimensi6n finita k tan cercanos como se quiera a IX (con respecto a la distancia de
Banach-Mazur), si y solo si X no tiene cotipo finito*.

Ahora bien... aclaremos que significa la nocion de cotipo.

Definicion 3.3.1. Se dice que X tiene cotipo g € [2,+0) si existe C > 0 tal que para cuales-
quieran e Ny xq,...,x, € X se cumple que

n 1/q 1
[aninq] <Cs )
i=1

eef{-1,1}

n

E & X

i=1

donde ¢ = (&q,...,&,).°

“En verdad, el trabajo de Maurey y Pisier contiene resultados atin méas profundos sobre la teoria de
espacios de Banach de dimension infinita. Ademas de [MP76], ver [MS86].

>Esta definicién se realiza solo para g € [2,+c0) ya que puede verse que si 1 < § < 2 entonces ningin
espacio normado no trivial puede cumplir esta propiedad para un tal 4.
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El espacio X tiene cotipo finito, si tiene cotipo g para algun g € [2, +o0).

Con respecto a esta definicion, si consideramos en {-1,1}" la probabilidad uniforme y
definimos h: {-1,1}" — R por

n

h(é) = Z{:‘i X; con € = (51;-“;871);

i=1

entonces vemos que la expresion tras la constante C en la Definicién 3.3.1 es la esperanza
de h, que notaremos E, (h).

Observacion 3.3.2. Notemos que, teniendo en cuenta la Proposicién 2.5.13, el resultado
obtenido por Maurey y Pisier nos dice que si X es un espacio de Banach de dimensién
infinita que no tiene cotipo finito, entonces dado cualquier espacio normado E de dimen-
sion finita, existen en X subespacios tan cercanos a E como se quiera. Por ejemplo, como
lo mencionamos en la Observacion 2.5.14 (I), ¢y es un espacio con tales condiciones.

El resultado de Maurey y Pisier sin embargo deja pendiente, de alguna manera, la cues-
tion de bajo qué condiciones podemos encontrar en un espacio normado de dimension n
subespacios cercanos a IX (o0, equivalentemente, para qué valores de k es posible encontrar
estos subespacios). Esta pregunta fue la que motivo el trabajo de Alon y Milman [AM83]
de 1983. Obviamente, no podemos esperar encontrar en cualquier espacio normado de di-
mension n subespacios de una dimension “apreciable” k (digamos, jmayor a 1!) cercanos
a l!fo, como nos lo muestra la inigualable familia de espacios euclideos IJ. En efecto, todo

subespacio de dimension k de I es isométrico a ZIZ‘, y es sabido que dBM(llz‘, 1¥) = Vk.

Asentemos entonces los resultados que nos son de interés para el presente trabajo, ob-
tenidos por Alon y Milman en [AM83]. Antes, aclaremos que dados n vectores xi,...,x,
en un espacio normado X, notaremos

M, = Mn((xi)lsiSn) = Ee

ieixi ] (31)

i=1

Teorema 3.3.3 (Teorema 4.1 de [AMS83]). Sea X un espacio normado y sean xy,...,x, vectores

Vi
2’M,, |

unitarios en X. Entonces existe A C{1,...,n}, con k = |A| > [ tal que para cualesquiera

(;)icp se tiene
L .
—max|a;| < E a; x;|| < 8M,, méx|«;].
2 ieA : i€A
icA
En particular, el subespacio generado por {x;, i € A} es 16M,,-isomorfo a IX..

El Teorema 3.3.3 se obtiene en [AM83] a partir de una serie de proposiciones de natura-
leza combinatoria, que omitimos por completo. De hecho, en un trabajo de 1995 ([Tal95]),
Talagrand mejora el resultado enunciado en el Teorema 3.3.3, mediante una demostra-
cién relativamente mas sencilla, que omite completamente las cuestiones combinatorias
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mencionadas anteriormente, y que hace uso de ciertas propiedades que satisfacen un con-
junto de variables aleatorias independientes con distribuciéon de Bernoulli, demostradas
por él mismo en otro trabajo ([Tal93]). Esta version del Teorema 3.3.3, que enunciamos a
continuacidn, sera la que utilizaremos mas adelante.

Teorema 3.3.4. Sean X un espacio de Banach y xq,...,x, € X tales que ||x;|| > 1 para cada
1 <i < n. Notemos

T=1((x;)1<i<n) =IT: 12, — X||, con T definido por T (e;) = x;, (3.2)

donde (e;)1<i<y €s la base candnica de R".

. n . .
Entonces existe A C{1,...,n} con k =|A| > 377 tal que para cualesquiera (a;);ca Se tiene
T

E a; X;

1

— méx|a;| <
2 ieA .
€A

< 4M, méx|a;|.
i€eA

En particular, el subespacio generado por {x;, i € A} es 8 M, -isomorfo a 1k .

Mas alla de las mejoras en las constantes, el Teorema 3.3.4 es capaz de dar en ciertas
situaciones una mejora en el orden sobre el cardinal del conjunto A. En efecto, esto se
. 1
basa en la desigualdad — >

o . toN2aM,
Khinchin, que enunciamos a continuacion.

. Para ver este hecho, utilizaremos la desigualdad de

Teorema 3.3.5 (Desigualdad de Khinchin, caso p=1). Para cualesquieran € Nyay,...,a, € R

vale que
[Zag] <VIE, Z]
i=1

i=1
Para (el enunciado completo y) la demostracion de las desigualdades de Khinchin ver,
por ejemplo, [DJT95, Capitulo 1].
Con esto, veamos la relacion entre T y M,, afirmada mas arriba.

Proposicion 3.3.6. Sean X espacio normado y xy,...,x, € X tales que ||x;|| > 1 para cada 1 <
i < n. Entonces, si M,, y T son como en (3.1) y (3.2) respectivamente, se tiene que T < V2nM,,.

Demostracion. Comencemos notando que como 7 =||T: [, — X||, con T definido como en
(3.2), entonces T = ||T*: X — lﬂi con T* dado por T*(¢) = (@(x;)1<i<n)- Asi,

ifp(xi)z
i=1 !
ZEZ'XI'
i=1

n

T = sup Zl(p(xi)ls sup Vn
peBx {7 peBx:

i=1

n

Zeifl)(xi)

1/2
< V2n sup Eg[
i=1

PpEBx~

=V2n sup E,
@By~

%

]sx/ﬁﬂ-«:g

]:@Mn. O
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Ahora bien, en [AM83], utilizando el Teorema 3.3.3, se demuestra el siguiente teorema,
que si bien no nos sera necesario en lo que sigue, resulta de interés en términos de la
discusion dada al inicio de esta seccion.

Teorema 3.3.7. Existen constantes ci,c, > 0 tales que cada todo 0 < &€ <1, si X es un espacio

normado cualquiera, n € Ny x1,...,x, € X son vectores unitarios, entonces X contiene un subes-
¢y In(n) In(1+¢) )

pacio de dimensién k (1 + ¢)-isomorfo a IX, para todo k que satisfaga k < ¢, exp( In(M, )

Esto nos dice que si queremos encontrar subespacios “de una dimension apreciable” k
cercanos a IX en X, entonces debemos encontrar vectores unitarios x;,...,x, € X para los
cuales In(M,,) sea mucho menor a In(n). Para dar un ejemplo, si tomamos como espacio
normado a X = li,\’ (j0 incluso [,!), con 1 < p < oo, entonces puede verse que dados cua-
lesquiera vectores unitarios xi,...,x, € X se tiene que M, > C, n'/7, con r = min(2,p) y
C, > 0 una constante que solo depende de p (como podria imaginarse por su notacion...).
De manera que en este caso tendriamos In(n)/In(M,,) < 6p/r, que es una constante si p esta
fijo. Es decir, en este caso no lograremos encontrar (al menos no por el Teorema 3.3.7°)
subespacios “de una dimensién apreciable” k cercanos a IX .

Por otro lado, como se observa en [AM83], si encontraramos n vectores unitarios xy,..., X,
en un espacio normado X tales que In(M,,) < In(n)® para algin 0 < 6 < 1, entonces podria-
mos encontrar en X un subespacio de dimension k = [cl exp(62 lnl_b(n)ln(l +£))]. Esta
observacion llevo a los autores al siguiente teorema, que plantea una interesante dicoto-
mia para los subespacios de un espacio normado X.

Teorema 3.3.8 (Teorema 4.3 de [AMS83]). Dado € > 0, existe una constante c(e) > 0 tal que si
X es un espacio normado de dimension n, con n suficientemente grande, y k = exp (c(e)xlln(n)),

entonces o bien existe en X un subespacio F k-dimensional tal que dgy,(F, l'z‘) <1+¢, 0 bien
existe en en X un subespacio F k-dimensional tal que dgy(F,15) <1 + €.

Para una demostracién mas detallada que la del trabajo original en la que se encuentra
este resultado, ver [AGM21, Capitulo 6].

3.4. Divisando el camino de Paouris y Valettas

Como dijimos en la Seccion 3.1, en esta seccion describiremos el camino llevado a
cabo en [PV18] para demostrar el Teorema 3.1.3. Para una mejor lectura, derivaremos
la mayor parte de las demostraciones de los resultados que discutiremos a continuacién
(asi como de los enunciados y demostraciones de los lemas utilizados para hacer tales
demostraciones) a los apéndices finales de este trabajo.

Podemos identificar en [PV 18] tres pasos claves que llevan finalmente a obtener el Teo-
rema 3.1.3. Organizamos la presentacién de manera que queden, en lo posible, lo mas
claramente distinguidos.

®Ni deberiamos poder encontrar por cualquier otro, dado que I, tiene cotipo finito para todo p < co.
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3.4.1. Primer paso clave - Uso de la desigualdad L, — L, de Talagrand

Para comenzar, asentemos un poco de notacion, asi como algunas observaciones, que
utilizaremos en lo que sigue.

Dada una funcién Lipschitz f: R” — R, consideraremos las constantes de Lipschitz
de f respecto a la norma euclidea y la norma infinito. Notaremos b = b(f) a la constante
respecto a la norma euclidea, de manera que

f)-f@l<b|x-y|, YxpeR”,

y a =a(f) a la constante Lipschitz de f respecto de la norma infinito, de manera que

[f(x)-f(p)l<a ||x—y||c>o Vx,peR"

Observemos que en tal caso, las inecuaciones

f )=l <a(f) x=yll, <ath)x=vll, v F@-FOI<b() [x=5], < Vab() x|
nos dicen que

b(f) < a(f) < Vnb(f). (3.3)

Por otro lado, notemos que si || || es una norma en R", dados f Lipschitz con constante

L respecto de dicha norma, y p € R" tal que f es diferenciable en p, para todo v € R" vale
que

t —
(V£ (p), ) = lim [ LI gy (3.4
De donde vemos, segiin lo mencionado en la Seccion Norma dual y cuerpo polar de los
Preliminares, que ||[Vf(p)||, < L.

En particular nos queda que

IVf (D)l sa(f) vy IVF(Pll, < b(f).

Pues bien, estamos listos para enunciar el primero de los tres pasos claves mencionados
anteriormente, que es la Proposicion 3.4.1. En su demostracion, dada en el Apéndice A,
se utiliza la desigualdad L, — L, de Talagrand (o mas precisamente la Proposicion 3.2.5), y
sera esta la iinica instancia en la que se haga uso de la misma. Por lo que podriamos decir
que es aqui donde inyectaremos dicha desigualdad a lo que sigue de aqui en adelante. No-
tar como, en vistas del Teorema 3.1.3, que es a lo que buscamos llegar en forma altima en
este capitulo, nace aqui un término lineal en t en la cota (3.5) para la medida del conjunto
en el que una funcién Lipschitz se desvia de su media en mas de t.

Proposicién 3.4.1. Sean f:R" — R una funcién Lipschitz C' y A > 0 tal que Haif”Ll(yn) <A
para todo 1 < i < n. Supongamos que a(f)A < e*b(f)?, entonces

1.Sif=f —E,, (f)y Cr es la constante de la desigualad L\ — L, de Talagrand, entonces se
tiene que

Var,,| (e’\f) < CrAb(/)° E,, (ez’\f) para cada A > 0.
m[ b(f) )
a(f)A
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2. Paracada t >0

Vn(|fEyn(f)|>t)<5exp[\/1+ln( ZE;;A]é . (3.5)

Considerando a la desigualdad (3.5) como nuestro punto de partida, veamos como
continuamos a partir de alli.

3.4.2. Segundo paso clave - Concentracion para ciertos espacios

El siguiente paso clave en [PV18] consiste en obtener el Teorema 3.1.3 para cierto
tipo de espacios normados en particular. Para entender la idea de como se logra esto,
notemos que en la Proposicién 3.4.1 aparece la preocupante condicion de que se satisfaga
a(f)A < e?b(f)? como hipétesis. Veamos, a modo de observacién, que esto en efecto ocurre
si la funcién Lipschitz f fuese invariante por permutaciones.

Definicion 3.4.2. Decimos que una funcién f: R” — R es invariante por permutaciones
si para toda biyeccion o: {1,...,m} — {1,...,m} se cumple que

f(xo(l):xa(z);-'-;xg(m)) = f(x1, X000 Xp).

Proposicion 3.4.3. Sea f: R™ — R Lipschitz e invariante por permutaciones. Entonces

1. Para cada 1 < p < oo se tiene que ||8if||LP(7/ )= ||8]~f||L ” )Si 1<i<j<m.
m p\Vm

2 4=
m

satisface max ||d; < A. En particular >1.
face max [10,f 5, < A. En p >

b(f)
Valpa
Demostracion.

1. Dados 1 <i <j < m, sea 0 la permutaciéon de {1,...,m} que intercambia i con j y
deja fijos todos los demas elementos de {1,...,m}. Notemos P, a la transformacion
ortogonal dada por P;(x) = (xc,(l), xg(z),...,xa(m)).

Si f es diferenciable en un punto z € R"”, entonces

dJ d(f o dJ
(2= A2 ) = (B, (@) Py = VI (B (2)hes = a,{ (Bo(2). (36

Al ser f diferenciable en casi todo punto, (3.6) nos da la igualdad de las normas
infinito de d;f y d;f. A su vez, al ser P, una transformaci6én ortogonal, por la in-
variancia bajo tales transformaciones de la medida gaussiana tenemos de (3.6) que
19:f 1, 7,0 = |9 1], ) Para todo 1 <p <.

2. Por el item anterior, basta con notar que, si 1 <j <m,

1 & 1 1
19 £, = 7 ;||9jf||mym> = VA, ) < 500
]:
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Con lo que, si A = a(f)/m, recordando (3.3) nos queda

b(f) b(f)
a(f)A ZMa(f) =1

A partir de lo visto en la proposicion anterior, la siguiente observacion, aunque senci-
lla, resulta fundamental.

Observacion 3.4.4. Notemos que el item 2 de la Proposicion 3.4.3 se cumple si f es una
funcion Lipschitz en R™ para la cual se cumple la tesis del item 1 en dicha proposicién
(mas alld de que f sea o no invariante por permutaciones).

Ahora bien, es claro que no toda funcion Lipschitz con la que trabajemos (normas en
R™) sera invariante por permutaciones... Sin embargo, como lo declara el importante lema
que enunciamos a continuacion, si f es suave, podremos lograr “ajustarla” de manera que
se satisfaga el item 1 de la Proposicion 3.4.3.

Para enunciarlo, aclaremos que dado A € S”~! notaremos también por A = A al ope-
rador diagonal definido por A(x) = (A;xq,..., A;uX,).

Lema 3.4.5. Sean f:R™ — R una funcién Lipschitz, C! salvo quizds en un subconjunto dis-
creto D CR™, y p > 1. Entonces existe A = (Ay,..., Ay,) con ”;\“2 =1, tal que si A: R — R" es

el operador diagonal dado por K(x) = (lel,...,xmxm), se tiene que

|9:(f o K)”Lp(ym) =||9;(f o K)”L,,wm) para todo 1 <i<j<m.

Mas aiin, si f no es constante en ningiin subespacio de dimension positiva generado por algiin
subconjunto de los vectores candnicos en R™, entonces se puede tomar A € S"~! de manera que
A;>0paratodo1l <i<m.

Interesantemente, en la demostracion del anterior lema (que damos en el Apéndice B),
se utiliza el Teorema de Borsuk-Ulam para conseguir la existencia del operador diagonal
A.

A partir del Lema 3.4.5, que nos permite “ajustar” una norma suave || || en R de manera
que se cumpla el item 1 de la Proposicién 3.4.3, llegamos a obtener el Teorema 3.1.3 para
“cierta clase de espacios”. Mas concretamente, obtenemos la siguiente proposicion, que
también demostraremos en el Apéndice B.

Proposicion 3.4.6. Sea X = (R™,|| ||) un espacio normado. Entonces existe un isomorfismo
lineal T: R™ — R™, tal que para cada t >0

7/m(| IT(x)-E,, (||T(x)||)| > tIEym(||T(x)||)) < 5exp (—K ln( e\m ) t),

dia(X)

con K > 0 constante absoluta (que podemos tomar como K =1/31).
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Donde dia(X) es una constante dependiente del espacio normado X = (R™,]| ||) que de-
finiremos en el Apéndice B. Por ahora, mencionemos que dia(X) satisface que 1 < dia(X) <
ydim(X), y que, por ejemplo, los espacios X = [ con 1 < p < oo (y sus sumas directas)
cumplen que dia(X) = 1.

Asi, la proposicion 3.4.6 nos da el Teorema 3.1.3 para todos aquellos espacios con
dia(X) < 2 (por ejemplo), o incluso para aquellas familias de espacios para las cuales se
cumple que dia(X) < dim(X)"?79, para algtin 0 < 6 < 1/2 fijo.

Algo notable de la Proposicion 3.4.6, que constituye nuestro segundo paso clave hacia
el Teorema 3.1.3, es que para obtenerla se hara uso de una posicion “no clasica”, a diferen-
cia de, por ejemplo, el uso de la posicion de John en la Proposicion 3.1.2 (ver Observaciéon
1.1.6 (1v)). En efecto, Lema 3.4.5 mediante, pondremos a la bola unitaria de nuestro espa-
cio normado en una posicion cuya existencia estara dada por el teorema de Borsuk-Ulam,
y que no necesariamente se encuentra caracterizada por alguna condicién extremal (como
ocurre en general con las posiciones mas clasicas).

3.4.3. Tercer paso clave - Concentracion para todos los espacios

Finalmente discutiremos aqui los dos altimos resultados, la Proposicion 3.4.7 y el Teo-
rema 3.4.8, relevantes en el divisamiento del camino seguido en [PV18] para demostrar el
Teorema 3.1.3.

Podriamos decir que el ultimo paso clave de este camino consiste en separar en casos
(notar la similaridad con el Teorema 3.3.8 demostrado por Alon-Milman).

Por un lado, si el k(X) de nuestro espacio normado (donde k(X) es como en la Proposi-
cion 3.1.1) es grande, veremos en la demostracion del Teorema 3.4.8 (dada en el Apéndice
C) que no hay mucho por hacer para obtener el resultado buscado en este capitulo. Por
otro lado, en caso de que nuestro espacio normado no posea un k(X) grande, la Propo-
sicion 3.4.7 (que sigue a continuacién) nos dira que existe entonces en X un subespacio
de dimensién “apreciable” donde si valdra la desigualdad de concentraciéon que estamos
buscando (aquella que se enuncia en el Teorema 3.1.3). Para la demostracién de la Propo-
sicion 3.4.7 (también dada en el Apéndice C) se utilizan la Proposicion 3.4.6 enunciada en
la seccién anterior, junto con el Teorema 3.3.4, demostrado por Talagrand, que constituye
una mejora sobre el Teorema 3.3.3 obtenido por Alon y Milman.

Proposicion 3.4.7. Sean X = (R",|| ||) un espacio normado tal que By estd en posicion de John
y 0 <0< 1/2. Entonces al menos una de las siguientes condiciones se satisface:

1. k(X)>nl/2-9,

2. Existen un subespacio F C R" con dim(F) = m tal que \'n/128 < m < n/2 y una base
{v1,...,v,,} de F tal que si (QQ, X, p) es un espacio de probabilidad v gy,...,8,: Q2 — R son
variables aleatorias gaussianas estandar e independientes, entonces la variable aleatoria
gaussiana F-valuada ®: () — F dada por

O(w) = Zgi(w)vi
o1
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satisface que
u(|loll-E, (I®))] > tE,,(||cD||)) <6exp(-Cétln(n)) VO<t<l1,

donde C > 0 es una constante absoluta, que podemos tomar como C = 1/62.

Si bien el enunciado del Teorema 3.4.8 que sigue a continuacion constituye el resul-
tado principal de este capitulo, ya que es el Teorema 3.1.3 enunciado con las constantes
concretas obtenidas durante la demostracion, remarcamos que la importancia del mismo
dentro del camino reside en su demostracion. En efecto, alli se ve que, en caso de que el
espacio X no posea un k(X) grande, podremos obtener la desigualdad de concentracién
buscada, valiéndonos de que dicha desigualdad es cierta en un subespacio de dimension
“apreciable” (que es lo que nos dice la Proposicion 3.4.7).

Teorema 3.4.8. Sea X = (R", || ||) un espacio normado. Entonces existe un isomorfismo S : R" —
R" tal que para cada 0 <t <1 se tiene que

7 (1SN =By, (S| > 1By, (IS(D) < 14 exp( 5= ().

Ahora, usando el Teorema 3.4.8 (en lugar de la Proposicion 3.1.2) en la demostracion del
teorema de Dvoretzky dada en la pagina 50, llegamos a la siguiente version del teorema
de Dvoretzky.

Teorema 3.4.9 (Teorema de Dvoretzky, version [PV18]). Sean X = (R",|| ||) un espacio nor-

mado y 0 < € < 1. Entonces, si
€
In(n) —In(14)
k < 2480

In(1+16/¢)

existe en X un subespacio F C X de dimension k tal que dgy(F, l’zc) <l+e.

Una vez enunciado el Teorema 3.4.9, hagamos algunas observaciones y consideracio-
nes finales acerca de este resultado.

Observacion 3.4.10.

(I) Notemos que para que el anterior enunciado “nos diga algo” (en el sentido de que la
cota superior para k pueda ser un nimero positivo), debe ser n > 14?480 ~ 2, 5,102842,

(II) A su vez, podemos expresar el Teorema 3.4.9 diciendo que basta con tomar

2480
€

n(k,€) > exp( (kIn(1+16/e)+ 1n(14))). (3.8)
Esto representa una mejora sobre la cota obtenida para n(k,¢) en (2.6) si € S 0,1.
Por ejemplo, si buscamos un subespacio de dimensién 100 a distancia 0,1 de 1,°°, en
general encontraremos un tal subespacio en cualquier espacio normado de dimen-
sion n > 1,41.10°°01352 (comparar con la cota obtenida en la Observacion 2.4.2 del
Capitulo 2).
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Rescatando una expresion mas sencilla de (3.8), nos queda que si N (k, ¢) es como en
la pagina viir de la Introduccion, entonces

N(k,e) <exp (3720%).

Equivalentemente, si k(n, ¢) esta definido como en la pagina x de la Introduccion,

entonces e

k. €) 2 5 0 n(17/e)

In(n).
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Apeéndice A

Uso de la desigualdad L, — L,

En este Apéndice demostraremos la Proposicion 3.4.1 de la Seccion 3.4.1 Comencemos
enunciado un lema que utilizaremos para la demostraciéon de la Proposicion 3.4.1.

Lema A.0.1. Sea ¢: (0,1) — (0, +c0) una funcion tal que para todo 0 < s <1 se tiene que

(1-2ts) <p?(3).

Si ademas

=0, (A.1)

entonces vale que

P(s) <
s) < (1_52) (1_(%)2)4

La demostracion del anterior lema puede darse siguiendo las mismas técnicas y pasos
que en [BLM13, Lema 3.19], aplicando una pequena variacién en dicha cuenta.
Ahora si, demostremos la Proposicion 3.4.1, que volvemos a enunciar

Proposicién 3.4.1. Sean f:R" — R una funcién Lipschitz C' y A > 0 tal que ”aif”Ll(yn) <A
para todo 1 < i < n. Supongamos que a(f)A < e*b(f)?, entonces

1. Si f: f—E, (f)y Cr es la constante de la desigualad L, — L, de Talagrand, entonces se
tiene que

Var,, (e’\f) < C;T/[\zbb({f))z )]E%1 (62/\7) para cada A > 0.
n
a(f)A

7/”(|fE)/n(f)|>t)§5e><p[\/1+ln( b(f) ]é

2. Paracada t >0

a(f)A

67
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Demostracion.

1. Fijemos A > 0 y notemos h(x) = ¢A(¥) Entonces, al ser f Lipschitz, es facil ver que
h € W?'(y,). En efecto, por un lado tenemos que |f(x)| < |f(0)| + b]x||,, de donde
|h(x)| < C el ¢ Ly(y,). Por otro lado, al ser

Vh=eMVf

en cada punto en el que f es diferenciable (lo cual ocurre en casi todo punto, por el
teorema de Rademacher), resulta que

IVR()ll, < AR(x) b(f) (A.2)

en tales puntos, por lo que también tenemos ||[Vh(x)||, € Ly ().

Asi, podemos aplicar la Proposicion 3.2.5 para h, obteniendo

IVhZ,
1 ?:1 ||a]h||1242(yn)

;'1=1 ||9jh||im)

Var,, (h) < Cr

Ahora bien, dado r > 0 fijo, observemos que la funcion

s
1+11 (f)
+21'1r

es creciente para s > re~!. En efecto, derivando encontramos que

&(s) =

1 +In(s/r)

1 |
2 (1+In(s/m))

2>O sis/r>e .

&'(s) =

Como para cada 1 < j < n se tiene ||8]-h||i2(y ) 2 ”8]'}1“124(7/ » estamos bajo dichas

n

condiciones en la expresion (A.3). Por lo que si aplicamos la cota que nos queda para
||Vh||%2(yn) tras elevar al cuadrado e integrar en (A.2), nos queda

A2b(f)E,, (euf )
Vb(f)*E,, (M)

?=1 ”81'}1“12,1(

Var,, (h) < Cr

(A.4)

1+51n

Vn)

. p ., . 2
A partir de aqui, notemos que la expresion en (A.4) es creciente en Z?:l ||8jh||L )’
1\/n

Acotemos superiormente entonces esta cantidad.
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Para 1 < j < n, tenemos que d;h = /\e"fﬁjf, por lo que, usando la desigualdad de
Holder

5 ~ 2 ~ 2
9581, ,,, = A2y, (10,1) = A2y, (719,511219,£1172)
<A°E, (210,£1)B,, (19;11) < 12 AR, (¢ 10;1).

Sumando sobre j nos queda

n ) . .
1015 ., < 22 AEy, (U971, ) < A2 Aa(f) By, ().
7j=1

De esta manera, llegamos a que

A2b(f)2E,, (2M
Var,, (h) < Cr ol ).

m( b()
a(f)A
. Vimos en el anterior item que

A2b(f)?Ey, ()

- —\2
E,, (euf)—Eyn (e/\f) <Cr para cada A > 0. (A.5)

o]
a(f)A

Notemos como p al nimero positivo tal que

. Cr b(f)? '
1+ln(Lf)]
a(f)A

De manera que (A.5) se exprese como

—~ ~\ 2 —
E,, (e”f) -E,, (e’\f) < pZ/\2IE),n (euf).

Entonces, realizando el cambio de variables s = p A, y considerando la funcion

$(o) =By, ()

vemos que 1 satisface la desigualdad funcional

(1-5%)(s) < p? (%) para s € (0,1) (ie. A € (0,1/p)).
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Usando el Lema A.0.1 enunciado anteriormente, tendremos que entonces

P(s) < — ! Vse(0,1). (A.6)

)

Para esto, solo nos resta chequear que se cumpla sobre ¢ la condicion

lim —gb(s) -1

s—0* S

=0 requeridaen el Lema A.0.1.

Para ver esto, a su vez, chequeemos que se cumplen las condiciones de la Proposicion
2.5.3, de manera que podamos escribir

lim Y7L _ g PO 9O (esz(z/p)f)) ) :E%(Ef) —0.

s—0* S s—0* S s=0 e

En efecto, sabemos que para todo s € [0,1) vale que 20 f ¢ Li(y,). También tene-

mos que para todo x € R” se cumple que e2*/P)f es derivable con respecto a s (solo
necesitariamos tener que esto ocurre para casi todo x € R"). Por altimo, si s € [0,1/2],
usando que u < e para todou e R

9(62<s/p>7 )

——|= '62<s/p>f(2/p)ﬂ < 2@@‘79 <27P e Ly(y,).

Asi, podemos continuar a partir de (A.6).

Usando la desigualdad de Markov llegamos a que si t > 0, entonces
By (ezgf) 1
<
eZ(s/p)t - s\2 4
(1‘52)(1‘(5) )

Tomando Cp = 3/2 (ver Teorema 3.2.4), y evaluando esta altima expresién en s =
%\/g llegamos a que

5 bif) |t
E -E >t)< —exp|— /1 +In -1
Aplicando esto mismo para —f, y juntando ambos resultados, obtenemos
b(f) |t
-E >t)<5exp|—[l+In -
F=Enlfl> p[ \/ ( a(f)A]b

que es lo que queriamos demostrar. O]

e—2(s/p)t.

ValF> )= (ez<s/p>f S ez<s/p>t) <

By, (

J
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Observacion A.0.2.

(I)

En el enunciado de la Proposicion 3.4.1, notemos que a(f) satisface la condicion
requerida sobre el namero A > 0, ya que

E,,(9;f)) <E,,(IVfl,) <a(f) paratodol<i<n.

Sin embargo, de utilizar a(f) en forma directa en lugar de una cota mas cuidadosa
para maxj<j<, ||9if||L1(yn), nos quedaria en el resultado la expresion

1+1n(%),

que en vistas de lo observado en (3.3), no es muy alentadora.

Comparando con la demostracion realizada en el Capitulo 2 del Teorema 2.2.11,
puede verse una similaridad en la técnica empleada en ambos casos, esto es, la
acotacion (obtenida de forma diferente en cada caso, eso si) de la funcion M(A) =

]E%1 (e/\(f_EVn(f)) )1 , para luego, mediante la desigualdad de Markov, obtener una cota
sobre E,, (f -E, (f)> t) escribiendo

E,, (f -E,,(f)>t) < M(A)e ™",

A su vez, una diferencia intrigante surge entre estas dos demostraciones. En la
demostracion del Teorema 2.2.11, buscamos el A; > 0 que minimizara (para cada
t > 0) la expresion obtenida tras aplicar la desigualdad de Markov, C(A)e~*!, donde

C(A) representa la cota obtenida en aquella ocasion para M(A) = E,, (e”\(f_EVn (f))).

Esto, que resulta lo mas natural y sensato, es conocido como el método de Cra-
mér—Chernoff, el cual es muy fructifero en diversas situaciones (ver [BLM13]).

Ahora bien, por otro lado, en la demostraciéon de la Proposicion 3.4.1 no hicimos
esto, sino que elegimos el valor de s (ya que hicimos un cambio de variables de A
por s en esta demostracion) de forma ciertamente arbitraria o caprichosa, buscando
relativa sencillez en la expresion de la cota obtenida. ;Por qué no buscar el s que
nos de la mejor cota? Pues bien, ain mas curioso puede resultar el hecho de que si
buscaramos el s que minimice la expresion

4
(1-5%)

e—z(s/p)t’

(donde por cuestiones cardiacas acotamos previamente 1/(1 —s2/4)* por 4 en (0, 1))
encontrariamos a la siguiente expresién como la mejor cota superior

2(1+V1+9)exp(—ﬁ), con O:E—jz—i(l—kln(\/%)). (A.7)

'En lenguaje probabilistico, M () es la funcién generadora de momentos de f=f- E, (f)-
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Es decir, para t pequesio jnos volveria a aparecer una dependencia de orden cuadra-
tico en t en el exponente!

Sin embargo, debe notarse que, para t grande, el orden de ¢ en el exponente de
(A.7) seria lineal. Pues bien, asi como lo hicimos en el Capitulo 2, mas adelante
utilizaremos estas desigualdades aplicadas no a t (con 0 <t < 1), sino a E,, (||x[))z,
donde || || es la norma de un espacio normado X = (R",|| ||), con la esperanza de que
k(X) = IE%l(llxll)Z/b2 sea grande. En tal caso, para 0 <t <1 fijo, podemos esperar que
el orden en t sea lineal en el exponente de (A.7), con lo cual el resultado obtenido
en la Proposicion 3.4.1 “en busca de una expresion mas sencilla” coincidiria asin-
toticamente con el de la mejor cota posible que nos hubiese sido posible conseguir
tras los argumentos dados en la demostraciéon de esa proposicion.



Apeéendice B
Concentracion para ciertos espacios

En este Apéndice veremos la demostracion de la Proposicion 3.4.6 de la Seccion 3.4.2
(asi como las definiciones y los lemas necesarios para ello). Mencionemos que de los tres
pasos claves mencionados en la Seccion 3.4, este es el paso que requiere mas trabajo.

B.1. L,(y.)-invariancia por permutaciones

Comenzamos dando una demostracion del Lema 3.4.5, que enunciamos nuevamente

Lema 3.4.5. Sean f: R™ — R una funcién Lipschitz, C! salvo quizds en un subconjunto dis-
creto D CR™, y p > 1. Entonces existe A = (Ay,..., A,,) con ||1H2 =1, tal que si A: R — R" es

el operador diagonal dado por A(x) = (A1x1,..., AyX,), se tiene que

|9:(f o K)”Lp(ym) =||9;(f o K)”L,,(ym) para todo 1 <i<j<m.

Mas atin, si f no es constante en ningiin subespacio de dimension positiva generado por algiin
subconjunto de los vectores candnicos en R™, entonces se puede tomar A € S™! de manera que
A; >0 paratodo1l <i<m.

Previo a la demostracion, recordemos el teorema de Borsuk-Ulam, el cual nos dice que
si h:S™ ! — R"™ ! es una funcién continua sobre la esfera (m — 1) dimensional, entonces
existe A = (1,...,A,,) € S"! tal que h(A) = h(=1A).

Demostracion del Lema 3.4.5. Para cada 1 <j<mseah;: S"™=1 — R dada por
hi(A) = 4; [|9;f o A“Lp(ym) = Ajir [[9je1f o A”L,,(ym)-

Notemos que por la invariancia de la medida gaussiana bajo transformaciones ortogona-
les, en particular bajo la transformacion —Id : z > -z, tenemos que hj(-A) = —h;(A). Es
decir, h; es una funcion impar paracada 1 <j<m-1.

Veamos ahora que cada h; es continua. Para esto, nos basta con ver que si g (que haria
las veces de |0; f|P para algn 1 <i < m) es una funcién continua en R”\ D, con D C R™
discreto, y acotada en R", entonces la funcién & : S™-1 R dada por

(E(/\) = J mg(/\lxlf---t /\mxm)dym(x)

73
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es continua. Pero en efecto, si A — 1 en S”!, entonces g(Ak(x)) — g(A(x)) para cada x €
R™\ D al ser g continua alli, y como por otro lado tenemos que [g(A;x1,..., A, x,)| < |Igll, €
Li(y), entonces por el teorema de convergencia dominada se cumple que E(AR) = &E().
De esta manera, la funcién h: S"! — Rm:_l resulta continua, y por lo tanto, por el
teorema de Borsuk-Ulam, tenemos que existe A € S"~! tal que h(A) = h(-A). Pero como h

es impar, esto implica que h(A) = 0. Es decir
Y S T v 2 < 1
para todo 1 < j < m—1. Tomando mddulo en esta altima igualdad obtenemos que

[9jf e My, 5, =51 (F oA,

V)

paratodol <j<m-—1.

Con respecto a la afirmacion realizada al final del enunciado, comencemos notando
que bajo la hipétesis alli realizada el A obtenido no puede tener ninguna coordenada
nula. . .

En efecto, si notamos | = {1 <jsm/A;= 0}, entonces al ser A € S debe ser J = 0.

Ahora, si A tuviera alguna coordenada nula (es decir, si fuese J° # (), entonces para cada j €
J tendriamos que ||a]-f o A”L,,(ym) = 0. Es decir, si V = (e;);¢, usando la continuidad de las

derivadas parciales, tendriamos que d;f = 0 en V, para cada j € J. Es decir, tendriamos que
f es constante en un subespacio formado por un subconjunto de los vectores candnicos.
Asi bajo la hipo6tesis de que esto Gltimo no ocurre, debe ser /¢ = 0. N

De esta manera, teniendo en cuenta nuevamente (B.1), todas las coordenadas de A

deben tener el mismo signo, que podemos tomar positivo (ya que h(A) = h(=X) = 0). ]

Teniendo en cuenta la Observacion 3.4.4 y el Lema 3.4.5, obtenemos el siguiente lema.

Lema B.1.1. Sea f: R™ — R una funcién Lipschitz, C' salvo quizds en un conjunto discreto
de R™, tal que no existe ningiin subconjunto no vacio I C {1,...,m} para el que se cumpla que
f es constante en {e;);cr, siendo e; el i-ésimo vector de la base canonica de R™. Entonces existe
AeS" 1 talque ;>0 paratodol <i<my ||a]-(f OA)HLl(V )< La(foA)paratodo1 <j<m.

B.2. Constantes de incondicionalidad y divergencia incon-
dicional aleatoria

La Proposicién 3.4.6, que es la que buscamos demostrar en este Apéndice, esta for-
mulada en términos de la constante de divergencia incondicional aleatoria de un espacio
normado X = (R™,|| ||). Esta constante es “una version mas débil” que la de constante de
incondicionalidad de un espacio X, inc(X), siendo esta tltima una nocién mas clasica. Co-
mencemos entonces definiendo la constante de incondicionalidad de un espacio normado
de dimension finita.

Definicion B.2.1. Sea X = (R™,|| ||) un espacio normado.
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1. Dada una base B = {by,...,b,,} de X, definimos inc(B), la constante de incondiciona-
lidad de la base B, como

: X7y e i b

inc(B)=max sup ——.
gi=+1 m b
=2 (aq ey )20 ”Zizl a; 1”

Es decir, inc(B) es la menor constante tal que, para cualesquiera escalares ay,...,a,, €

R se tiene que
m

& a; b;|| <inc(B) Z&i b;

1= 121

max
(€1,0erEm)E{=1,1}M

s

2. Definimos inc(X), la constante de incondicionalidad de X, como

inc(X) = Bbaisrel%exinc([a’). (B.2)

Notemos que dada una base cualquiera B de X, inc(B) > 1. Por lo que a su vez tenemos
inc(X)>1.

Si bien debe ser algo conocido, en el breve tiempo en el que nos lo planteamos, no
logramos encontrar en la literatura o vislumbrar por cuenta propia si el infimo en (B.2)
se alcanza'. Es decir, si para cada norma || || en R™ efectivamente existe una base B =
{by,...,b,} en X tal que dados a;,..., a,, escalares cualesquiera valga

m

m
max > g a;b;|| <inc(X) > a; b;
(e1,rem)El=1,1)m || £ [
i=1 i=1

Por otro lado, decimos que X es 1-incondicional si existe una base B = {by,...,b,,} en
X =(R™,|| ||) tal que inc(B) =1, de manera que dados cualesquiera escalares a;,...,a,, € R
y cualesquiera signos ¢y,..., &, € {—=1,1} se cumpla que

m

ieiaibi = Zaibi 2, (B.3)

Asi, en principio tenemos que
{ || || norma en R™ 1-incondicional } - { || || norma en R™ tal que inc(X) = 1}.

Ejemplos de espacios (o normas) 1-incondicionales son los espacios ', con 1 <p < oo,y
sus sumas directas.

Es interesante notar que la cantidad inc(X) tiene una interpretacion geométrica, que
demostramos a continuacion.

!Tenemos razones para pensar tanto que esto ocurre, como que no. Por lo que seguramente estamos
equivocados.
2y, i i6 1 io final de la Introduccié
a mencionamos esta nocién en el comentario final de la Introduccion.
Notemos a su vez que podriamos interpretar esto diciendo que la norma || || posee al menos las 2™ isome-
trias dadas por b; — +b;.
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Proposicion B.2.2. Sea X = (R™,|| ||) un espacio normado. Entonces

inc(X) = Ylng dgym(X,Y), donde I, = {Y =(R™,|| |ly) tal que Y es 1-incondicional }

Es decir, inc(X) (o su logaritmo natural) es la distancia en Q,, al espacio de todas las normas
1-incondicionales en R™.

Demostracion. Sea B = {by,...,b,,} una base de R". Definamos en R la norma || ||; dada

por
m

E g a;b;
I i=1

Es claro que || ||; es una norma 1-incondicional, y que para todo x € R" se tiene

m

Zai b;

i=1

= max
ee{-1,1}m

[lxll < llxlly < inc(B)||«]|.
Luego, dgy (X, (R™, || |I;)) < inc(B). Y por lo tanto tenemos que

. <i '
Yl?ffm dpym (X, Y) <inc(B)

Asi, tomando infimo sobre todas las bases en R™ llegamos a que

inf dpp(X,Y) <inc(X).

Ylgzm Bm( ) < inc(X)
Por otro lado, sea Y = (R™, || ||y) un espacio normado 1-incondicional. Tomemos entonces
una base 1-incondicional de Y, By = {y1,...,¥;;}, Yy un isomorfismo T : Y — X tal que
IIT| ||T‘1|| = dppi(X, Y)3. Consideremos la base By = {x; = T(y;),1 < i < m} de X. Entonces
tenemos que, dados ay,...,a,, €R,

m m m
maéx Zeiaixi = max T(Zeiaiyi) <||IT|| max Zeiaiy,-
ee{-1,1)m || ee{-1,1)m : ee{-1,1)m || 4
1=1 X 1=1 X 1=1 Y
m m m
-1
=ITH|Y el <NTU|TH|D aixi]| =doaa(XY)|) " aix
i=1 Y i=1 X i=1 X

Por lo que inc(X) <inc(Bx) < dpp(X, Y). De donde obtenemos inc(X) < infycr, dpu(X,Y).
0

Observacion B.2.3.

(I) Como I}’ es un espacio 1-incondicional y para todo espacio normado X = (R, || ||) se
satisface dgp (X, 15') < v/m (ver Observacion 1.1.6 (11)), tenemos segtn la proposicién
anterior que inc(X) < v/m para todo espacio normado X = (R™, || |]).

(II) Las constantes de incondicionalidad de espacios normados de dimension finita sur-
gen en el estudio de espacios de Banach infinito-dimensionales, ver [DJT95, Capi-
tulo 17].

3Usamos aqui el hecho de que el infimo en la definicién de la distancia de Banach-Mazur si se alcanza
(en el caso finito dimensional), aunque podriamos obviar esto para la presente demostracion.
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En [LT16] Lopez-Abad y Tradacete introducen, interesados en el estudio de espacios de
Banach infinito-dimensionales, una nocion mas débil (en el contexto infinito dimensional)
a la de incondicionalidad, que utilizaremos mas adelante, y definimos a continuacién en
el contexto finito-dimensional.

Definicion B.2.4. Sea X = (R", || ||) un espacio normado.

1. Dada una base B = {by,...,b,,} de X, definimos dia(B), la constante de divergencia
incondicional aleatoria de la base B, como

m . .
GaB) = sup N4t
(a1yer)20 E (”Z’l 1 €i Ollb “)

Es decir, dia(B) es la menor constante tal que, para cualesquiera escalares a4, ..., a,, €
R se tiene que

Zal b;|| < dia(B) E, Zei a;b; ] (B.4)
i=1 i=1
2. Definimos dia(X), la constante de divergencia incondicional aleatoria de X, como
dia(X)= inf dia(B). B.5
ia(X) B base de X ia(B) (B.5)

Notemos que para cada base B de R™ se tiene que dia(53) > 1, ya que de (B.4) vemos

ue
m
ZEi o
i=1
Por lo que resulta dia(X) > 1.
Por otro lado, mencionemos que al igual que con inc(X), ignoramos si el infimo en la
definicion de dia(X) se alcanza en general.

m

Zri a; b;

i=1

m

x| L_ue

i=1

max <dia(B)E
T;=+1

b; ]S dia(B rnax

Veamos como se relacionan las constantes inc(X) y dia(X) de un espacio normado de
dimensioén finita.
Proposicion B.2.5. Sea X = (R™,|| ||) un espacio normado. Entonces dia(X) < inc(X).
En particular dia(X) < m.

Demostracion. Dada una base B ={by,...,b,,} de X, para cada ¢ = (¢y,...,¢,,) € {-1, 1} fijo,
se tiene que dados «ay,...,a,, € R cualesquiera

m

max E T,’(X
=+1

i=1

m

E T € a;b

i=1

m

)2 ce

i=1

= max < 1nc

Ti=+1

Por lo que tomando esperanza respecto de ¢ € {—1,1}" a ambos miembros obtenemos

m
ZTZ a; bi bi ]

m

E & a

i=1

max <inc(B)E
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].

Por lo que dia(X) < dia(B) < inc(B). A partir de aqui, tomando infimo sobre todas las bases
en X obtenemos el enunciado. O]

En particular
m

Zai bi

i=1

m

Z€i a; bi

i=1

<inc(B)E,

B.3. Concentracion para espacios con dia no muy grande

Para demostrar la Proposicién 3.4.6 utilizaremos, ademas de lo ya visto en este apén-
dice, tres lemas que enunciamos a continuaciéon. Cada uno de ellos nos proveera de una
desigualdad (que en algunos casos utilizaremos en mas de una ocasion). Sus demostracio-
nes resultan de interés en tanto muestran como pueden “ponerse en acciéon” varios de los
conceptos vistos en la Seccion 2.2.

Lema B.3.1. Sean (Q),%, u) espacio de probabilidad y gy,...,8y: 2 — R variables aleatorias
gaussianas estandar e independientes. Dados vy,...,v,, vectores en un espacio normado X, se

tiene que
- m
<47 B Zgﬂ/i ]
i=1

Demostracion. Comencemos notando que si b: (1, 1) — R es una variable aleatoria con
distribucion Bernoulli 1/2 tomando los valores 1 y -1,y g: (Q;, 45) — R es una variable
aleatoria gaussiana estandar, entonces la variable aleatoria b - |g|: (QQ1, y1) X (QQp, 42) = R,
dada por b -|g|(w1, w;y) = b(wq)|g(w,)] tiene distribucién gaussiana estandar.

En efecto, dado a € R

m

Bl L e

i=1

Mm(( 1<1<m

1
(mixpa)(b-lgl> ) = (b = 1) (1] > @)+ pr (b = =1) pua(-g] > @) = = (pea(lg] > @)+ pa((g] < ~a) ).
De donde, si a > 0, usando la simetria en la distribucion de g, tenemos

(11 X p2)(b-1gl > a) = pa(g > a) = y1((a, +00)).

Por otro lado, si a < 0, nos queda

(p1xH2)(b-1g] > @) = %(1+ﬂ2(3 € (a,—a))) = pa(8 = 0)+1i2(8 € (a,0)) = pa(g > a) = y1 ((a,+0)).

A partir de esta observacion, teniendo en cuenta la Proposicion 2.2.5, y que E,(|g]) = 2
m
Z&' |gi|vi]

ER 2o |

Zgi Vi ] [
i=1

(ver (2.7) en el Lema 2.5.6), podemos escribir

m
|- 3.
i=1
- m
<\ /E]ES E,

ZEi |gilvi

i=1

m

Z ullgilv

=1

By
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Veremos ahora que k(X) esta acotado inferiormente para todo espacio normado X =
(R™,]111)-

Lema B.3.2. Sea X = (R™,|| ||) un espacio normado. Entonces

2
XFJEMSMW >%
donde b =||1d: 13" — ®R™,|| [})||
Demostracién. Comencemos observando que
b= &) 1 12

Mas concretamente, si ¢ € X* esta dada por ¢(x) = (x,v,), con v, € R" y (, ) el producto
interno de I3’, entonces tenemos que Id*(¢) = v,,, por lo que

b= sup |Id*(p)ll, = sup ||V(p||2-
@EBx~ PEBx>

Ahora, para cada ¢ € By, usando el Lema 2.2.1, y que si g es una variable aleatoria gaus-

siana estandar entonces E(|g|) = V2/7t, tenemos que
o | T Y E

Asi, tomando supremo sobre ¢ € Bx+, nos queda el enunciado. O

E,, (1) > E,, () =Ey, (K vp)l) = [[ve]l, By, | [x

Observacion B.3.3. También se cumple que k(X) < dim(X) (ver [Pis89, pagina 43]).

El siguiente lema resulta de interés, en tanto que nos dice que la cota vista en la Pro-
posicion 3.1.1 (que a su vez se desprende del Teorema 2.2.11) es “de un orden asintotico
correcto” (salvo constantes en el exponente) para valores grandes de t.

Lema B.3.4. Sea X = (R™,|| ||) un espacio normado. Entonces

Yo (Il = (14 ), (Il)) > exp(~4k(X)£) Ve 1.

Demostracion. Usando la misma notacion y argumentos que en la demostracion del Lema
B.3.2, tenemos que si ¢ € By, entonces

Vo (16112 (1 + B, (1x1D) 2 ¥ (I ()] = (14 OE,, (1x1)) = i (5000 = (14 OE,, (Ix]]))

:Vm( M :7/1[|x1|>(1+t)]E7/’”—(”x”) .

vl vl
Tomando supremo en ¢ € By en la Gltima expresion, llegamos a que

(x, —2 ) > (1+1)

(Il = (1L + ) By, (I1xlD)) = 71 (11l > (1 + )vk(X)).
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Valiéndonos ahora de las cotas para la distribuciéon gaussiana vistas en el Lema 2.2.8,
tenemos que

Vo (Il = (1 +OE,,, (Ixl) = 71 (Berl > (1 + )VE(X)) = 291 (31 > (1 + £)vk(X)

. \F (1 + )yk(X) p( %)zexp(—(l+ﬂ2k(x>)

1+(1+ )2k(X)
>exp( X)) ex (4tk ))

Donde hemos usado que (1 + t)\/k(X) > 2v2/7 > V2, y la desigualdad

2
‘/ 1:Sz_exp( 2/2) VSZ\/E,

la cual puede deducirse viendo que la funcion

2 s exp(s?/2)
¢ = \/; Ties

es creciente en Ry es mayor a 1 en s = V2. [

Ahora si, veremos a continuacion la demostracion de la Proposicion 3.4.6. Para un me-
jor entendimiento de la misma, es conveniente realizar algunas observaciones previas a la
demostracion. La primera, es que para poder utilizar tanto el Lema 3.4.5 como la Proposi-
cién 3.4.1, supondremos inicialmente que la norma con la que trabajamos es suave. Luego
de haber visto lo deseado para normas suaves, para poder obtener el resultado en general,
necesitaremos aproximar normas arbitrarias por normas suaves. En [Sch13, Seccién 3.4]
se muestra como esto es posible (aclaramos ante la posible duda, que donde dice funcion
soporte en dicha fuente, podemos leer sin escrapulos la palabra norma). Mas precisamente
usaremos que dados 0 < 6 <1 y una norma || || en R, existe una norma || || C* en R™\ {0}
tal que [lxll; < [lxl| < (1 +6)|ix]l; para todo x € R™.

La segunda observacion, es que esta demostracion es larga y un tanto tediosa, pero
también esta aqui uno de los tres puntos claves mencionados en la Secciéon 3.4 para “des-
bloquear” el Teorema 3.1.3.

Proposicion 3.4.6. Sea X = (R™,|| ||) un espacio normado. Entonces existe un isomorfismo
lineal T: R™ — R™, tal que para cada t > 0

Vi ([IT O =By, TG |> £y, (IT(2)])) < 5exp( -K 1n( del;/(;)) t), (37)

con K > 0 constante absoluta (que podemos tomar como K =1/31).

Demostracién. Supondremos inicialmente que la norma || || es C! en R™ \ {0}.
Sea ¢ > 1 fijo (a determinar mas adelante), y tomemos una base B = {by,...,b,,} de X tal
que dia(B) < cdia(X). De manera que

m
) b
i=1

m

Bl L e

i=1

<cdia(X

; ] para cualesquiera ay,...,a,, € R.
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Dada la naturaleza del enunciado (“dada una norma || || en R™ existe un isomorfismo T
en R™ tal que ||T(x)|| satisface...”), podemos considerar un isomorfismo T; : R™ — R™ tal
que Ti(e;) = b; para cada 1 <i < m (donde ¢; es el i-ésimo vector de la base canonica), y
buscar demostrar lo afirmado para la norma p: R” — R, isométrica a || ||, dada por

play,...,a =Ty (ay,...,an)ll.

M§

i=1

Ya que, de ver lo afirmado en el enunciado para la norma p, tendremos lo afirmado para
|| |, con Ty o T como el isomorfismo que cumple lo dicho en el enunciado.

Sin riesgo de confusidn, tras lo observado anteriormente, en lo que sigue notaremos
nuevamente por || || a la norma p (gajes del oficio).

Entonces tenemos que

(..., am)ll < cdia(X)E, (l(e1ay,..., eman)l)  Y(ay,...,a,) €R™.

Sea ahora A el operador diagonal del que nos provee el Lema 3.4.5 con respecto a la
funcion Lipschitz f(x) = ||x|| (notemos que A depende de ¢, que igualmente dejaremos
fijo). Sean

an=|A 12Xy ba=|A > X||

las constantes Lipschitz de la funcion ||A(x)|| respecto de la norma infinito y la norma eu-
clidea respectivamente. Notemos que al ser A un operador positivo, ||A(x)|| es una norma

E,, (IAx)])?

en R"”. De esta manera, como le corresponde, ponemos kp =

bp2
Queremos llegar a ver que
Vor([IA G =Ey,, IAGD] > ¢Ey, (IAR)]) < 5exp(—1< 1n(cjfa@)) t). (B.6)

Usando, como no podia ser de otra manera, la Proposicion 3.4.1 junto con el Lema
B.1.1, tenemos que

V([ IAGOI = E,,, (A | > ¢E,, (IA)])) < 5 exp[— ln(NZbA)M t]. (B.7)

Ahora bien, si fuese vk > V2/7 Vi
cdia(X

\/E evim >\/zln eyim
I cd1a 7 e cdia(X . \cdia(X))

in[ V20>

% entonces, usando que In(s) < s/e, tendriamos

Vka >

y como

an
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tendriamos (B.6) con K = \/%

Veamos ahora como obtener (B.6) si se cumple

Vm

A ) B.8
En tal caso, podemos acotar superiormente a,, mediante el uso del Lema B.3.1 (recordan-
do que las funciones coordenadas x,...,x,, son variables aleatorias gaussianas estandar e

independientes en (R",y,,)), de la siguiente manera.*
. 4
]S Cdla(X)\/; 7o A
Luego, a partir de (B.7) nos queda

N
ym(l||A<x>||—Ey,,,<||A<x>||>|>tEVm<||A<x>||>)s5exp[—\/ ( NV j_c R )\/m]

ka

m

Zg /\i €;

i=1

m

Zslz\ e;

i=1

a, = max <cdia(X

=+1

(B.9)
Para obtener (B.6), queremos ver entonces que

e\2m ~ o eym
kAln(\/%\/chia(X )ZCIn (cdia(X)) (B.10)

para alguna constante C > 0 (y en tal caso sera K = \/E) Para eso, haremos muchas cuen-
tas.
Usando (B.9) y el Lema B.3.4 para la norma |[|A(x)||, si t > 1 podemos escribir

exp =4k 12) < ¥ (1A - By, (AR > tE,, (IA()]))
<Y ([ 1IN =E,,, (A | 2 £E,, (IA)]))

_\/ln(fx/_cdla )rt

De donde, tomando logaritmo a ambos miembros y evaluando en t =1

eV2m
—4kASln(S)—\/ln(ﬁmcdia(X))\/K,

< 5exp

o equivalentemente

eV2m
\/ln(\/E\/Hcdia(X)) kn <1n(5)+ 4kn.

“Donde usamos también que por el teorema de Krein-Milman, la norma de un operador saliendo de 1"
siempre se alcanza en alguno de los puntos extremales de la bola BZ.. Es decir, en alguna “de las esquinas”
del hipercubo [-1,1]™.
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Usando el Lema B.3.2, nos queda

6\/% 11’1(5) TC e ~
\/ln(ﬁvacdiam)s o AV =1 4 < SO ¢ 49 = RV
(B.11)

siendo R = (In(5)7t/2 + 4).
Elevando al cuadrado en (B.11), y usando nuevamente que In(s) < s/e, tenemos que

In eyam )SRZkA
Vrvkp cdia(X)
eym 1 T 2
——In|—= <
In cdia(X)) 2ln(2kA)‘R ka
e\ym 2 1 (n ) 2 T ( 2 n)
< —In{— < — = — . 1
In Cdla(X))_R kA+2 n 2kA <R kA+4€kA R +4e kA (B 2)

Supongamos ahora que

/71 1 evm
ln( EkA)<§ln(Cd1a(X))
Entonces, usando (B.12)

e\2m B e\m T 1 e\'m ~ o[ eym
b tveai) et ) (5403 it O i

2e

7+ 4eR?2
Por otro lado, si

con C =

T 1 e\m
l“(\/ EkA) =) ln(cdia(X))'

entonces, exponenciando a ambos miembros tenemos que

i (el )+l

zkA > — : : = n ;
2 cdia(X) cdia(X cdia(X) 4 cdia(X)

|-l

Y como, por (B.8)

ln( ev2m )> 1
Viivka cdia(X))

2

~ e
también llegamos a (B.10) en este caso, con C = 5
Luego, tenemos (B.6), con

2 2
K =min — ¢

1/2
: ABE > 1/10.
n n+4e(ln(5)n/2+4) V2
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Asi, tenemos por ahora que si || || es una norma suave, dado ¢ > 1, existe un isomor-
fismo lineal T = T, en R™ tal que

ym(|||T<x>||—Eym<llT<x>ll>|>tEym<llT<X>”>)<5€XP( 101“( o )t)

cdia(X)

Aplicando lo anterior para ¢ = e!/!!

1 [ eym 1 (10 N 1 Vi W\, 1 [ eym
ﬁln(cdia(;{))t 10( +in (da( )))t>ﬁ(“ln(dia(;<)))t T (da( ))t

llegamos a que, dada una norma suave en R™, existe un isomorfismo lineal T: R" — R™
tal que

y notando que

ym(|||T(x)||—]E7,m(||T(x)||)|>tEym(llT(X)||))<5eXp(__l ( o )t)

dia(X)

Sea ahora || || una norma cualquiera en R"”. Entonces, como lo mencionamos previo
a esta demostracion, dado 0 < 0 < 1 tenemos que existe una norma || ||s C* en R™ \ {0} tal
que
lIxlls < llxlI < (T +0)Ixlls  ¥xeR™

Notemos X5 = (R™,]| ||5)- Veamos que dia(Xs) < (1 + 0)dia(X). Tomando una base B =
{by,...,b,,} de R™, vemos que en efecto
5]

e (e

De donde dia(B, Xs) < (1 + 9)dia(B, X). Tomando infimo sobre las bases en R vemos que
dia(Xs) < (1 + o) dia(X).

m

$an

i=1

m

||

=1

<dia(B,X)E

] (1+9)dia(B,X)E

1
3 +In(y/m/dia(X))

tonces, por lo visto anteriormente, tenemos que existe un isomorfismo lineal T = Ty en
R™ tal que, para todo t >0

Fijemos entonces 0 < 6 < (jlo mantendremos fijo siempre!). En-

Y| ||T<x>||5—Eym(nT(x)né)l>tEym(||T<x>||5))<5exp( —In (delf)) )

Delegamos en quien lee el redescubrimiento de que si t > 36 (y al cumplirse por definicion
que 0 < 1/3), se tiene que

1T =By, T > 1B, (T = [IT@, ~E,, (IT@,)]> 5 By, (T,
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Asi, si t > 30 podemos escribir

V(| ITGN=E,, (ITGI| > tEy, (IT(x)))
sym(| IT @)l ~Ey, IT)l5) | > %EM <||T<x>||(>))

e\m 1 e\m
SSQXP(—ZI (d (XO)))SSGXP(_ZIH(m)f).

Y como
1 e\'m 1 e\'m 1 \m
Zln(—(1 +6)dia(X)) > Zln(—(él/?))dia(X)) = Z(l _ln(4/3)+ln(dia(X)))

(1-1In(4/3)) N ! N
ST (1 ”“(dia<><>))> 3_1(1 ”“(dia(X)))’

tenemos que, si t > 30, entonces

V([ ITEN=E,, AT |> E,,, (IT@ID) < 5exp(—3—ln( ey ) )

dia(X)

. 3
Por otrolado,si 0 <t <36 < , entonces

3 +In(y/m/dia(X))
5exp (—31—1(1 +ln(di\i(EX))) t) > 5exp(-3/31) > 1

por lo que la desigualdad (3.7) se cumple trivialmente. ]

Observacion B.3.5. Tras una necesaria pausa y respiracion, es interesante observar lo si-
guiente. Como mencionamos en la Introduccion, Bourgain y Lindenstrauss demostraron
en [BL89] que si un espacio X = (R",|| ||) tiene una norma simétrica, esto es, una norma
para la cual existe una base by,...,b,, tal que

2: ii  Voes,,
=1

j=1

entonces se pueden encontrar en dicho espacio subespacios (1 + ¢)-isomorfos al espacio

euclideo de dimension k = [61 “n Cze Tl

Ahora bien, el hecho de tener una base simétrica es, como se ve, la conjuncién de tener
una base que sea tanto 1-incondicional como “invariante por permutaciones” (nocién que
no hemos definido en verdad, pero creemos se adivina con facilidad). Resulta interesante
notar entonces que en los argumentos de la Proposicion 3.4.6, el Lema 3.4.5 nos da “la in-
variancia por permutaciones” (al menos en el sentido en el que la necesitamos, o en que la
usamos), y la constante de divergencia incondicional aleatoria nos da la incondicionalidad

(al menos en el sentido en que la necesitamos, o en que la usamos).
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Apéndice C
Concentracion (para todos los espacios)

En este apéndice demostraremos los resultados asentados en la Seccion 3.4.3.
Comencemos entonces enunciando nuevamente y demostrando la Proposicion 3.4.7

Proposicion 3.4.7. Sean X = (R",|| ||) un espacio normado tal que By estd en posicion de John
y 0 <6 < 1/2. Entonces al menos una de las siguientes condiciones se satisface:

1. k(X)>nl/279,

2. Existen un subespacio F C R" con dim(F) = m tal que \n/128 < m < n/2 y una base
{v1,..., vy} de F tal que si (QQ, X, p) es un espacio de probabilidad v g,...,8,,: Q2 — R son
variables aleatorias gaussianas estandar e independientes, entonces la variable aleatoria
gaussiana F-valuada ©: () — F dada por

O(w)=) gilw),
i=1

satisface que
,u(| D]~ E,, (|P])| > tE, (I®]) < 6exp(-CtIn(n)) YO<t<1,

donde C > 0 es una constante absoluta, que podemos tomar como C = 1/62.

Demostracién. Fijemos 0 < 6 < 1/2,y supongamos que k(X) < n'/27. Como By esta en po-
sicion de John, podemos tomar la base ortonormal {uy,...,u,} de R" de la cual nos provee
el Lema 3.1.5. Entonces, teniendo en cuenta que ||4u;|| > 1 para todo 1 < i < n, por el
Teorema 3.3.4 tenemos que existe A C{1,...,n}, con |A| > n/(327) tal que

Zaiélui

i€A

1 —
—max|a;| < <4M, méx|a;
2 ieA i " ieA il

donde t = ||T; : IZ, — X||, con T; definido por Tj(e;) = 4u; (siendo e; el i-ésimo vector de la
base candnica de R"),y M, =E, (“Z?:l & 4ui”). Por lo que, sinotamos M,, = E, (HZ?zl € U;

tenemos que
E a;u;
i€A

)

1
—maéx|a;| < <4M, max|q;l|.
8ieA|l| nieAlll

87
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Asi, en caso de ser |A| < /2, tomamos F = (u;);ca y m = |A|, de manera que dgy(F,I2) <
32M,,. Por otro lado, en caso de ser |A| > n/2, tomamos B C A con m = |B| = [n/2] y defini-
mos F = (u;);cp, de manera que se sigue satisfaciendo dgy(F,I}) < 32M,,.

Veamos ahora que 7 < 44/n, con lo que serd m = |A| > 4/n/128. En efecto, al estar By en
posicion de John tenemos que b =1 (es decir ||x|| < ||x||, para todo x € R"), y por lo tanto

n
E a; 41/11'
i=1 2

Por otro lado, usando el Lema B.3.1 y la invariancia de la medida gaussiana por trans-

formaciones ortogonales, tenemos que
Tt - Tt
o o[l
1=

TC
]SVEEm

De aqui, al ser I} un espacio 1-incondicional, tenemos que

dia(F) < inc(F) < dgy(F, 1) < 32 M, < 32\/§ VE(X).

Ahora supongamos, por facilidad en la escritura y sin perdida de generalidad, que A =
{1,...,m} (en efecto, podemos lograr esto tras un reindexamiento de los vectores (1;)<i<;)-
Consideremos entonces en R la norma

n

Zal- 461'

i=1

< 4\/5 ||(0(11- v an)”oo

2

1Ty (.., an)ll < 1T (... an)lly =

n

E € Uj

i=1

n

E XiUj

i=1

M, =E, Xi e

m

)

i=1

I(ar, .. am)lly =

Entonces (R™, || ||;) resulta un espacio isométrico a (F, || ||), mediante la isometria H: (R", || ||;) —

(F,|| ||) dada por H(e;) = u; para 1 <i < m. Asi, aplicando la Proposiciéon 3.4.6 vista en la
seccion anterior a (R™, || ||;), tenemos que existe un isomorfismo T: R™ — R tal que

ym(|||T<x>||I—Eym<||T<x>||1>|>tEym<||T<x>||I>)<5exp( In (del;/(_)) )

Llamando v; = H(T(¢;)) € F para cada 1 < i < m, tenemos que la base {vy,...,v,,} de F
cumple con que dados un espacio de probabilidad (QQ, %, p) y g1,...,8m: Q — R Varlables
aleatorias gaussianas estandar e independientes, la variable aleatoria &; : (2 — R, dada por

Zgi(w)vi

i=1

&i(w) =

tiene la misma distribucién que la variable aleatoria &, : (R™,y,,) = R, dada por

m
E Xi Vi

i=1

éZ(xll“'!xm) =
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m

Luego,
ﬂ[ igivi —Ey[ Zgivi ] >Ey[ Zgivi
i=1 i=1 i=1

1
— 1/2 _ )
<5 exp(3—i(1 + %ln(%)) t) <5 exp(3—1(l + %ln(2?6n)) t)
=5 exp(;—; (1 - %ln(216n) + gln(n)) t) =5 exp(i (%ln(Zlén) - 1) t) exp(_—é In(n) t)

S6exp(éln(n)t) YOo<t<l. ]

m

>

Comentemos que, si bien la cota superior sobre la dimensién m en la anterior proposi-
cién puede parecer un tanto “artificial”, la realizamos en vistas de que nos sera necesaria
para la demostracion del procurado Teorema 3.1.3.

Veamos ahora un altimo lema antes de demostrar dicho teorema.

Lema C.0.1. Sea || || una norma en R". Entonces vale que

(Ey, (1)’ = -, (Il?).

En particular, se tiene que

k() = (y, (1)) > 5.

Demostracion. Por homogeneidad, podemos suponer que E,, (||x||) = 1. Observemos que

en tal caso, como sabemos por el Lema B.3.2 que k(X) > 2/, debera ser b < V1t/2, donde
b es la menor constante tal que ||x|| < b||x||,. Asi, escribamos

+00

+00
£y, (I417) = [ 200 (sl> 0 dt <1+ [ 20> 1) ds
0 1

+00

:1+j2(s+1)7/n(||x||—E7,n(||x||)>s)ds. (C.1)
0

Donde usamos la sustituciéon ¢ = s + 1. Recordemos ahora que en la demostraciéon del
Teorema 2.2.11 vimos que, si f : R" — R es Lipschitz con constante b (respecto de la
norma euclidea), entonces

-2 52
Vn(f_E)/n(f) >s) Sexp(pﬁ). (C.2)

Por lo que, usando esto junto con que b < V7/2 (segin lo observado mas arriba) en (C.1),
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nos queda
+0o0 +00 +00
2 [ —4 5 -4, —4 5
Eyn(llxll )§1+ 2(s+1)exp($s )ds:1+2 exp(;s )ds+ 2sexp($s )ds
0 0 0
5 2 .3
1 —4
:1+2§ %7{+J exp(ﬁv)dv:1+%+%§14.
0

Luego, si || || es una norma cualquiera en R”,

Ey, (1) < 14(E,, (<)),

que es lo que queriamos ver.
En particular, si consideramos la norma euclidea en R", usando la notacién previa al

enunciado del Lema 2.5.6, y el calculo para y(p) realizado en la demostracién de dicho
lema, nos queda que

. 2 1 2\ 1 2 1
K(13) = (Ey, (Ixll))” 2 7By, (Il3) = 75172 = 77 n—=T(3/2)
Observacion C.0.2.

(I) Mediante un calculo directo, y usando el teorema de Stirling, puede verse que

iy (B, (k)

= — 1.
n n n—+oo

(II) De forma analoga a la expuesta en el Lema C.0.1 puede verse que en general, para
cada 1 < p < oo existe una constante K(p) > 0 tal que

E,, (1%l < (E,, (1%17)) < K(p)E,, (Ixl)-

Notar que dicha constante es independiente de la norma || ||. Ver, por ejemplo,
[Pis89, Capitulo 4].

Demostremos ahora el Teorema 3.4.8, cuyo enunciado no es mas que el Teorema
3.1.3, con las constantes concretas obtenidas en la demostracion.

Teorema 3.4.8. Sea X = (R", || ||) un espacio normado. Entonces existe un isomorfismo S : R" —

R" tal que para cada 0 <t <1 se tiene que

7 (1SN =By, (S| > 1By, (IS(D) < 14 exp( 52 ().
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Demostracion. Dada la naturaleza del enunciado, podemos suponer que By esta en posi-
cion de John.

Supongamos primero que k(X) < n!/19, de manera que considerando 6 = 2/5 en la Pro-
posicion 3.4.7, tenemos que existen un subespacio F C X de dimension m, con y/n/128 <
m < n/2y una base {vy,...,v,,} de F tal que

Pl[ igﬂ/i igivi >]E,4[ igﬂ/i
in1 io1 in1

donde (€),%, u) es un espacio de probabilidad, y g;,...,¢,: Q2 — R son variables aleatorias
gaussianas estandar e independientes.

Sea ahora {uy,...,u,} la base ortonormal de [ utilizada en la Proposicién 3.4.7, arre-
glada de manera tal que F = (u;)1<j<p-

Afirmamos entonces que el isomorfismo S: R" — R" dado por S(u;) =v; paral <i<m
y S(u;) = au; para m <i < n, con

-E,

] t] < 6exp (—é % t ln(n)) (C.3)

1
= —t1 Y <1
6exp( 1551‘ n(n)) 0<t<1,

_ EP‘(”szzlgi Vi”)
EM (HZ:’I:HHI 8i ui“z) In(n)

satisface lo enunciado.
Notemos que, llamando T : F — F al isomorfismo que cumple T(u;) = v; para cada
1 <i<m, tenemos que

S(f+fH=T()+af*
paracada f € F,f+ e FL.

Veamos ahora que

m

Zgis(”i)

i=1

m

Zgi S(u;)

i=1

E

p <E,

- 1
;giS(ui) ]S (1 + M)Ey

En efecto, usando la invariancia de la medida gaussiana en R" por transformaciones
ortogonales, vemos que

]. (C.4)

m m n

1 m n
Euf[) & S(u) sEEy[ ) &S+ ) @S|+ &S+ ) —giS(u) ]
i=1 i=1 i=m+1 i=1 i=m+1
1 m n m n
:E ]E%z ZX,‘S(MI')+ Z XiS(I/li) ]+E7/n inS(ui)+ Z —xiS(ui) ]]
i=1 i=m+1 i=1 i=m+1
=By, [[)_xiStu)+ ) xiS(uy) ]=Eﬂ ) &iS(u) ]
=1 i=m+1 i=1
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Por otro lado, usando la desigualdad triangular y que ||z|| <||z||, para todo z € R", al estar

By en posicion de John, tenemos que
n
]+aEH( Z giu; ]

n
1z Zgis(uz)

i=1 i=m+1

- E (”Z?:mﬂgi”zH 7
=k g; S(u;)

s & gl )< 155

i=1
Asi, tenemos (C.4).

S(u;)

o 1+

Para acotar y,, (| ISl - E,, (||S(x)||)| >tE,, (||S(x)||)), supondremos primero que t > 6/1n(n),
y acotaremos por separado

Va (IS =By, (IS > tEy, (IS@D) vy 7 (IS@I-E,, (IS < ~tE,, (ISE))-

(i) (i)
Comencemos acotando (7). Por brevedad en la notacién, dado un punto x € R" escribimos
f € Fy f+ e F+ por Pp(x), la proyeccion ortogonal de x sobre F, y Pri(x), la proyeccion
ortogonal de x sobre F*, respectivamente.

(i) =yn(||s< ) > (1+ 6B, (1SG) < 7 (ITAON+ || f 1] > (1 +4)E,, (ITF)D)
ITAN+a|fH], > (1 +DE,, ITAI))

<
_yn( TGN (14 0y, AT = |4} 0 (], <285, (1]}
ol (1T > 408, O - @ [£4(]) o {I1F4], > 285, (1£4],)} )
o))+ vl > 22

(+) ()
Acotemos (*) y (++) por separado. Notemos para eso que mediante el Lema 2.2.1 tenemos
que &;: (R, y,) > Ry &: (Q, u) — R dadas por
S st

Z ()
i=m+1

i=m+1

<yu(IT(AI> (1 +DE,, (IT(F)l) - 2aE,, (

)

x) =|lf ], = y &l

tienen la misma distribucion, y que ; : (R”, yn) >Ry C:(Qu)—-R dadas por

[Dx U >u1] - i@c,u»vi Zgz
i=1

son igualmente distribuidas. Asi, usando que t > 6/1In(n) y (C.3) nos queda que

0 =pu (T (14 = o BT G) < v (1T (143 )5, 0 )

Ci(x) =T (NIl = y Clw (C.5)

n(n)

<6exp(—11§ %t In(n )) = 6exp(—étln( ))
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(o) =y (141, > 28,

> ZIE;,

Y gl

Por otro lado, usando que m < n/2, la desigualdad (C.2), el Lema C.0.1 y notando como
i=m+1

z=(zy...,2,_p) a los puntos de R"™" tenemos que
=V (112l > 2B, (12]12)) = Ve (ll2ll yn,m<||z||z> >E,, . (ll2ll,))

L) [ Y glwn
Sexp(—%k(lg_m)12)§exp(—inl_4m)§exp(— ! n)gexp(—itln(n)),

i=m+1
702 1472 465

donde la ultima desigualdad vale si t < 248652 1n7(1 - Pero como esta ultima expresion es
mayor a 1 para todo n > 2, tenemos que

(%) = yn(“fLHZ > ZE%Z(”fl”Z)) < exp(—%tln(n)) VO0<t<l,n>2.

Luego, llegamos a que

(i) = yu(ISE > (1+ OE,, (IS(x)]D) < 7exp(—% tIn(n ))

Ahora acotemos (i1).

(i) =y (ISl < (1= OB, (ISED) < yu (ITAON-a||[f4]| < (1 =By, (ISE)))

<y [ITAN = a|f 4], < 1—t(1+ n) IIT(f)II))

. 1 I

=y ITH < (1= 1) ( = )Eyn (n)Eyn(ﬁfl”z)Eyn<||T<f>||>)

< {IIT(f)II < ((1 - t>(1 + hjn))+ ﬁ) Ey, <||T<f>||>}ﬂ{||f M, < 2B ”2)})

(17411, > 28, (1F41,))
<V (||T(f)|| < ((1 - t)(l + lnin) ) + ln:(zn)) E,, (||T(f)||))+7/n (”]u”z > 2Eyn(

(%)

)

(%)

Ya acotamos anteriormente (**) (que en su momento supo ser (*+)), por lo que solo nos
resta por acotar (*).

Para esto, notemos que al ser t > 6/1In(n) > 6/(In(n) + 2), entonces vale que

(1—t)(1+ )+ 2 <1—£.
In(n)) In(n) 2

Por lo que, usando nuevamente (C.3) y que C; y C, definidas en (C.5) son igualmente
distribuidas, vemos que

00 < 7 (IT < (1= 2 By, (IT(HD) < 6exp(~ 5 5 # In(m) = Sexp 57 #In).
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De esta manera, llegamos a que

(i1) = 7 (ISl < (1= O, (IS(D) < 6exp (5=t In(m)) + exp (7= ¢ In(n)
_7exp(3_T10tln(n))
Finalmente, tenemos que si t > 6/In(n), entonces
Vu([ISGH=Ey, (IS@IN|> tE,y, (IS@)) < (1) + (i)
S7exp(—4—§5tln( ))+7exp(%tln(n))g14exp(%tln(n)).

Ahora bien, si t < 6/In(n), entonces

14 exp(3_T1()tln(n)) > 14 exp(3160) >1,

por lo que la desigualdad buscada vale trivialmente.

Supongamos ahora que k(X) > n'/10, En tal caso, tomamos como isomorfismo S :
R" — R" a la identidad, y usando la Proposicién 3.1.1 vemos que

2 2 1
ol [l = By, (| > £, (1)) < 2exp (- —512k(X)) < 2exp - 542110 < 1exp (55 ¢ In(n)),

donde la Gltima desigualdad vale si

1 2
0<In(7) = o5 tIn(n) + = t2n'/10,

A su vez, esta tltima desigualdad vale si

1 2 2 1/10 7 In(n)
OS—mtln(n)+Ft n @nl/logt.

2 . ., .
Ahora, sit < 6”20 h}ﬂlg, entonces la desigualdad buscada también vale trivialmente, ya que

-1 -1 7% In(n) -1 1% 400
ldexp(—t1 )>14 1 > ldexp|—— —|>13>1,
exP(310 n(n)) > eXp(310 620 11/10 n(”))— exp(310 620 2
donde usamos que In 1/(10) < 400/e*sin>1. O]

Observacion C.0.3. Sobre la demostracion anterior, destaquemos que en el caso “k(X)
grande” (o0 un poco mas precisamente, en el caso en que k(X) sea del orden de dim(X)?
para algin 6 > 0 fijo) podemos tomar como posicion de By para que se cumpla el Teorema
3.1.3 a la posicion de John. Sin embargo, en el caso k(X) chico (digamos por ejemplo,
k(X) del orden de In(dim(X))) utilizamos una posiciéon de By que, en ultima instancia,
esta ligada al Lema 3.4.5 y no esta caracterizada, en principio, por ninguna condicién
extremal (comparar con la Proposicion 3.1.2, la cual siempre puede obtenerse poniendo a
By en posicién de John).
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