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Introducción

Ya en nuestro primer encuentro con las series, se nos menciona al pasar que una serie
de números reales es absolutamente convergente si y solo si es incondicionalmente con-
vergente, esto es, tras cualquier reordenamiento de los términos de la serie original, se
obtiene una nueva serie que converge (y al mismo límite que la serie original).

Históricamente, se le atribuye a Dirichlet este descubrimiento. Notablemente, Dirichlet
lo observa en el mismo trabajo [Dir37] en el que demuestra que toda sucesión aritmética
an+ b, con a,b ∈ N coprimos, contiene infinitos primos... ¡que gente increíble!

En verdad, parte de la crisis matemática que luego devino en una fundamentación
más rigurosa del análisis (llevada a cabo durante el siglo XIX), estuvo causada por la
manipulación de series (¡no siempre absolutamente!) convergentes como si fueran sumas,
en las cuales se pueden reordenar los términos a gusto sin modificar el resultado.

Varios años después del resultado de Dirichlet, en 1854, Riemann demostró en su ha-
bilitación para un cargo de profesor auxiliar en la Universidad de Gotinga que si una serie
numérica convergente no es absolutamente convergente, entonces para cada α ∈ R existe
algún reordenamiento en los términos de la serie, de manera que la serie así reordena-
da converja a α (notablemente, Riemann demuestra este hecho en el mismo trabajo en el

que explica que significado tiene y cuando existe
∫ b
a
f (x)dx, definiendo en verdad lo que

hoy conocemos como integral de Riemann... ¡sin palabras!). Este artículo sería publicado
póstumamente, en 1867 [Rie67].

Así las cosas, desde el mismo momento en que se conciben los espacios de Banach, es
natural preguntarse si se mantiene en dichos espacios la relación que encontramos en R
entre la convergencia incondicional y la convergencia absoluta de series. Es decir, dada
una sucesión (xn)n∈N en un espacio de Banach X ¿Es equivalente la convergencia absoluta
a la convergencia incondicional de la serie dada por la sucesión (xn)n∈N?

Como es de esperarse, es sencillo dar respuesta a esta pregunta en el caso finito-
dimensional: sí.

Esto se debe a que, como la convergencia en Rn con cualquier norma esta dada por
la convergencia escalar coordenada a coordenada, la convergencia incondicional de una
serie en Rn es equivalente a la convergencia incondicional en cada una de las coordenadas,
lo cual es equivalente a la convergencia absoluta en cada coordenada. A su vez, por la
desigualdad triangular (aplicada a cualquier norma sobre la descomposición canónica de
un vector), y la continuidad de las funciones coordenadas, tenemos que para cada 1 ≤ j ≤ n
existe una constante Cj > 0 tal que 1

Cj
|xj | ≤ ||x|| ≤ C(|x1|+ ...+ |xn|), donde C = máx1≤i≤n ||ei ||,

siendo en el n-ésimo vector de la base canónica, de donde la convergencia absoluta de la
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vi INTRODUCCIÓN

serie es equivalente a la convergencia absoluta (escalar) coordenada a coordenada.
Ahora bien, considerando el caso infinito-dimensional, si bien por un lado sigue sien-

do cierto que la convergencia absoluta de una serie implica la convergencia incondicional
de la misma (y este hecho es, como en el caso escalar, equivalente a la completitud del
espacio normado), es fácil ver que la equivalencia no es cierta en general. En efecto, por
ejemplo podemos considerar en l2 la sucesión xn = 1

n en, que da lugar a una serie incon-
dicionalmente convergente, pero que no es absolutamente convergente. Ejemplos como
este pueden producirse con relativa sencillez en la mayoría de los espacios clásicos, pero
aún así, quedaba abierta la pregunta de si existiría algún espacio de Banach de dimensión
infinita en el cual la convergencia absoluta y la convergencia incondicional de series sean
equivalentes.

El propio Banach planteaba esta cuestión en los comentarios del 9° capítulo de su
clásico y fundacional libro Théorie des opérations linéaires (1932) [Ban32]. Asimismo, esta
pregunta constituye el problema número 122 del famoso Scottish Book, planteado allí por
Orlicz y Mazur.

Notablemente, esta pregunta se mantuvo abierta durante aproximadamente 30 años
(teniendo en cuenta que “el nacimiento definitivo de los espacios de Banach” fue a ini-
cios de la segunda década del siglo XX). En 1950, Dvoretzky y Rogers [DR50] dan una
respuesta para el caso infinito-dimensional: No.

Dedicaremos el Capítulo 1 principalmente a este trabajo, que si bien responde una
pregunta muy importante e interesante, podría haber hecho simplemente eso, terminar
o “zanjar” un problema abierto, y nada más. Y si bien no es un trabajo fundacional o re-
volucionario en sí mismo, es sorprendente como ejercerá una influencia histórica notable
sobre el desarrollo de la teoría de espacios de Banach en la segunda mitad del siglo XX.
Justamente, en esta tesis intentaremos recorrer tan solo una estrecha sección de la basta
“catarata matemática” que encuentra a [DR50] como uno de sus afluentes principales (y
lo haremos de forma necesariamente incompleta).

Más concretamente, en los Capítulos 2 y 3 nos concentraremos en el teorema de Dvo-
retzky, cuyas motivaciones originales podemos encontrar precisamente en [DR50].

El teorema de Dvoretzky dice que

Teorema 1 (teorema de Dvoretzky). Dados k ∈ N y ε > 0 podemos encontrar en todo espacio
normado de dimensión suficientemente grande (es decir, de dimensión mayor o igual a un
cierto n(k,ε)) algún subespacio (1 + ε)-isomorfo al espacio euclídeo

(
Rk ,∥ ∥2

)
.

En términos geométricos, dados k ∈ N y ε > 0, si ∥ ∥ es una norma en Rn y B es la bola
unitaria de (Rn,∥ ∥), entonces, si la dimensión n es suficientemente grande, existe alguna
sección k-dimensional de B, digamos B ∩ S con S subespacio de dimensión k en Rn, tal
que para cierto elipsoide E ⊆ S (ver página xiv) se cumple que E ⊆ B ∩ S ⊆ (1 + ε)E (en
particular, B∩ S es muy parecido a E).

Como consecuencia de este teorema, se tiene el siguiente hecho acerca de los subespa-
cios de dimensión finita de un espacio de Banach infinito-dimensional.

Teorema 2. Si X es un espacio de Banach de dimensión infinita, dado ε > 0, se cumple que para
cada n ∈ N existe un subespacio n-dimensional Xn ⊆ X tal que Xn es (1 + ε)-isomorfo al espacio
euclídeo (Rn,∥ ∥2).
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Notemos que, en términos isométricos, la única sucesión de espacios normados de
dimensión finita (Yn)n∈N, siendo dim(Yn) = n, que podría cumplir el Teorema 2 es la de los
espacios euclídeos de dimensión finita (Rn,∥ ∥2)n∈N.

En efecto, si tomamos como espacio de Banach de dimensión infinita a un espacio de
Hilbert, entonces cada uno de sus subespacios es isométrico a un Hilbert. En particular,
todos sus subespacios de dimensión n son isométricos a Rn con la norma euclídea. Por
lo que, fijado n ∈ N, X tiene esencialmente un único subespacio de dimensión n, (Rn,∥ ∥2),
al cual Yn será (1 + ε)-isomorfo para todo ε > 0. Así, Yn será necesariamente isométrico
(Rn,∥ ∥2).

Es algo notable el hecho de que, si bien quizás el enunciado del teorema de Dvoretzky
puede sonar puramente intrínseco a la teoría de espacios normados de dimensión finita
(quizás excepto por el “de dimensión suficientemente grande”), toda demostración del mis-
mo (hasta donde sabemos) que dé alguna información cuantitativa sobre la dimensión
n(k,ε) más allá de su existencia, requiere de alguna u otra forma, y siempre en forma
clave, de argumentos probabilísticos. Por otro lado, sí hay argumentos que se enmarcan
enteramente dentro de la teoría de los espacios de Banach para demostrar el Teorema 2
(ver, por ejemplo, [AK16, Teorema 12.3.13]).

El teorema de Dvoretzky tiene una historia interesante, que podríamos iniciar con el
propio teorema (y lema) de Dvoretzky-Rogers. En su tesis doctoral [Gro55], dedicada
al desarrollo de la teoría de productos tensoriales entre espacios vectoriales topológicos,
Grothendieck da una prueba del teorema de Dvoretzky-Rogers “en su versión cualitativa”,
es decir, muestra que si X es un espacio de Banach tal que toda serie incondicionalmente
convergente es absolutamente convergente, entonces X es de dimensión finita. Obviamen-
te, hace esto usando el lenguaje de los productos tensoriales, es decir, mediante técnicas
totalmente distintas a las de [DR50].

Luego, un año más tarde, en [Gro56], Grothendieck vuelve a analizar en mayor pro-
fundidad estos hechos, y esta vez mediante el uso del lema de Dvoretzky-Rogers (ver
Lema 1.1.7) y la teoría de normas en productos tensoriales de espacios de Banach, obtiene
resultados “cuantitativos” que extienden al teorema de Dvoretzky-Rogers (ver Teorema
1.1.13). En este mismo artículo, Grothendieck comenta en la sección final, al pasar, que
como consecuencia del lema de Dvoretzky-Rogers, se tiene el siguiente teorema (que de-
mostraremos en la Sección 2.1).

Teorema 3 (Factorización de Dvoretsky-Rogers). Dados ε > 0 y k ∈ N, existe n(k,ε) ∈ N
tal que en todo espacio normado E de dimensión mayor o igual a n(k,ε) se pueden encontrar
vectores x1, . . . ,xk de manera que, para cualesquiera α1, . . . ,αk ∈ R se cumple

1
1 + ε

∥(αi)∥∞ ≤

∥∥∥∥∥∥∥
k∑
i=1

αixi

∥∥∥∥∥∥∥ ≤ ∥(αi)∥2
Luego, conjetura si la misma afirmación será válida cambiando la norma infinito por

la norma 2 en la cota inferior (esto es, exactamente, el teorema de Dvoretzky). Como el
mundo es un pañuelo, el revisor de [Gro56] para su comentario en Mathematical Reviews
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no era otro más que Dvoretzky (esto es tan increíble, que más que un hecho digamos que
es un rumor), que evidentemente, se sintió ampliamente seducido por dicha conjetura.
Así, en 1959, Dvoretzky publica un artículo [Dvo59] donde afirma que esto es cierto,
dando un esquema de la demostración. En [Dvo61] de 1961, publicaría su demostración
completa.

Sin embargo, la demostración de Dvoretzky es considerada algo intrincada (de hecho,
11 años más tarde, en [Fig72], Figiel publicaría algunas aclaraciones y simplificaciones de
la misma). A partir de allí, se dieron diversas demostraciones del teorema de Dvoretzky,
buscando no solo exponerlo con mayor claridad, sino también con mayor precisión en la
estimación de n(k,ε).

Concretamente, si definimos

N (k,ε) = mı́n

n ∈ N / para todo espacio normado (E,∥ ∥) con dim(E) = n

∃S ⊆ E subespacio k-dimensional y (1 + ε)-isomorfo a (Rk ,∥ ∥2)

 ,
(1)

entonces:

En su demostración original [Dvo61], Dvoretzky obtuvo queN (k,ε) ≤ exp
( c
ε2k

2 ln2(k)
)

con c > 0 constante absoluta (c = 215).

En 1971, Milman [Mil71] dio una nueva (y extremadamente influyente) demostra-

ción, donde obtuvo que N (k,ε) ≤ exp
(
c1
| ln(c2 ε)|
ε2 k

)
, utilizando una interesante desi-

gualdad descubierta por P. Lévy, a partir de la cual surgiría el estudio de lo que el
mismo Milman dio en llamar “concentración de la medida”.

Más precisamente, esta desigualdad implica que existe una constante c > 0 tal que
si f : Sn−1 → R es una función Lipschitz de constante 1 sobre la esfera (n − 1)-
dimensional, y Mf es una mediana de f en Sn−1 (i.e. λn(f ≥ Mf ) ≥ 1/2 y λn(f ≤
Mf ) ≥ 1/2, donde λn es la medida de probabilidad invariante por rotaciones en Sn−1)
vale que

λn
(
|f −Mf | > δ

)
< 2e−cδ

2n.

Como veremos en la Proposición 2.5.1, la dependencia en k de esta estimación es
óptima, mostrando que en verdad N (k,ε) = exp(η(ε)k), donde η es una función que
solo depende de ε, definida en el intervalo (0,1) (o algún intervalo (0,δ) con δ <
1 de ser necesario) y cuyo comportamiento asintótico exacto es desconocido aún
actualmente.

En 1976, Figiel [Fig76] daría una nueva demostración (que él consideraría corta), en
la que dada una norma p en Rn, se utiliza como medida de su distancia al espacio
euclídeo (Rn,∥ ∥2) la cantidad

vn(p) =
∫
Σn

|⟨∇p(x), y⟩|2

p2(x)
dσn donde Σn =

{
(x,y) ∈ Sn−1 ×Sn−1/⟨x,y⟩ = 0

}



ix

y σn es la medida de probabilidad invariante por la acción del grupo ortogonal (o
unitario) en Σn.

Por este medio, solo se prueba la existencia de n(k,ε), sin ninguna estimación cuan-
titativa.

En 1977, Figiel, Lindenstrauss, y Milman publican un artículo [FLM77] donde dan
una prueba “más limpia” que la de [Mil71], basándose en las mismas ideas. Lo no-
table de este artículo es que, dado un espacio normado X de dimensión n, se estudia

k(X,ε) = máx
{
k ∈ N / ∃S ⊆ X con dim(S) = k,S (1 + ε)-isomorfo a (Rk ,∥ ∥2)

}
(2)

en relación a características específicas del espacio X (como su tipo y cotipo, ó su
distancia de Banach-Mazur a (Rn,∥ ∥2), entre otras).

En 1985, Gordon mostró en [Gor85], a través de ciertas desigualdades (establecidas
en el mismo trabajo) entre variables aleatorias gaussianas, que η(ε) ≤ c/ε2. Es decir,
que se tiene

N (k,ε) ≤ exp
(
ck

ε2

)
.

En 1986, Pisier exhibió una demostración (que también puede encontrarse en el
Capítulo 4 de su libro [Pis89]) análoga a la de [FLM77] (y que obtiene la misma cota
que la obtenida allí para N (k,ε)), pero usando el espacio de medida (Rn,γn), donde
γn es la medida gaussiana estándar en Rn. Reproduciremos esta demostración en el
Capítulo 2.

En 1988, Schechtman publicó una “observación” en [Sch89], donde nota que tam-
bién puede deducirse que η(ε) ≤ c/ε2 con algunos argumentos adicionales a la misma
línea general que plantea la demostración dada por Pisier en el ítem anterior.

En 2006 Schechtman probó en [Sch06] que η(ε) ≤ c1
| ln(c2 ε)|2

ε
. Para esto, utilizo un

resultado dado en [AM83], que indica condiciones bajo las cuales se puede encontrar
en un espacio normado X un subespacio (1 + ε)-isomorfo a (Rk ,∥ ∥∞) (ver Teorema
3.3.7).

En 2018, Paouris y Valettas demostraron en [PV18] que η(ε) ≤ c1
| ln(c2 ε)|

ε
. Esta es la

mejor estimación conocida para η(ε) hasta el momento. Para ello utilizaron princi-
palmente resultados de [AM83] (al igual Schechtman en [Sch06]) y una desigualdad
conocida como desigualdad L1 −L2 de Talagrand para la medida gaussiana.

El Capítulo 3 estará dedicado a contextualizar tanto el trabajo de Paouris y Valettas
(más allá de lo ya expuesto en esta Introducción), como los resultados principales
de los que estos autores hacen uso (mencionados en el párrafo anterior). También
allí delinearemos las ideas principales seguidas en [PV18] para obtener su resultado
principal.
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Luego, en los apéndices finales de este trabajo, desarrollaremos con mayor detalle el
camino delineado en el Capitulo 3 acerca del trabajo de Paouris y Valettas.

Finalmente, mencionemos que en la Proposición 2.5.2 veremos que k((Rn,∥ ∥∞), ε) ≥

c1
ln(n)
| ln(c2 ε)|

. A partir de esto, teniendo en cuenta que (Rn,∥ ∥∞) es un espacio de lo más no

euclídeo (y otros hechos que no mencionamos aquí...) se ha conjeturado en [Mil88] que

k(n,ε) = mı́n
{
k(X,ε), X espacio normado de dim n

}
∼ ln(n)
| ln(cε)|

1. (3)

Esto es equivalente a
N (k,ε) = exp

(
c1 | ln(c2 ε)|k

)
para ciertas constantes c1, c2 > 0. Es decir η(ε) ∼ | ln(c2 ε)|.

En 1989 Bourgain y Lindenstrauss demostraron en [BL89] que esto efectivamente se
cumple si X es un espacio con una base simétrica, es decir, con una base v1, . . . , vn tal que
para toda permutación σ ∈ Sn ∥∥∥∥∥∥∥∥

n∑
j=1

aj vj

∥∥∥∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥∥∥∥
n∑
j=1

±aσ (j) vj

∥∥∥∥∥∥∥∥ .
Por último, comentemos que en 2023, Bo’az Klartag y Tomer Novikov publicaron en

arxiv un artículo [KN23] en el que demuestran que η(ε) ≤ c| ln(ε)|, bajo la restricción más
débil de que el subespacio de dimensión k sea (1 + ε)-isomorfo a un espacio normado con
base 1-incondicional (en vez de a un espacio euclídeo). Esto es, a un espacio que posea
una base v1, . . . , vk tal que para cualesquiera α1, . . . ,αk ∈ R∥∥∥∥∥∥∥∥

k∑
j=1

αjvj

∥∥∥∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥∥∥∥
k∑
j=1

±αjvj

∥∥∥∥∥∥∥∥ .

1Dado un conjunto S y dos funciones f ,g : S → R notamos f ∼ g si existen constantes a,b > 0 tales que
af (s) ≤ g(s) ≤ bf (s) para todo s ∈ S.



Notación y preliminares

Si bien la mayoría de los tópicos tratados en este trabajo se desarrollan de forma similar
tanto si el cuerpo a considerar es R como si es C, en general enunciaremos los resultados
en el caso real. De ser necesario, especificaremos cuando surja una diferencia entre el
caso real y el caso complejo. A su vez, utilizaremos K para referirnos a cualquiera de los
dos cuerpos indistintamente. Siempre consideraremos la topología usual en Kn (que es la
inducida por cualquier norma, por ejemplo la euclídea), y notaremos (ek)1≤k≤n a la base
canónica de Kn.

Dado un espacio normado (E,∥ ∥), notaremos:

B(E,∥ ∥) = {x ∈ E/ ∥x∥ ≤ 1} a la bola unitaria de (E,∥ ∥). Escribiremos BE = B(E,∥ ∥) cuando
la norma en E quede clara por el contexto.

Análogamente, si no hay confusión denotaremos SE = S(E,∥ ∥) = {x ∈ E / ∥x∥ = 1} a la
esfera unitaria de E.

Dados dos espacios normados E y F notaremos:

L (E,F) = {T : E→ F tales que T es lineal y continuo}.

E∗ = L (E,K) al conjunto de funcionales lineales y continuos en E.

C-isomorfismos y distancia de Banach-Mazur

Dada una constante C ≥ 1, diremos que dos espacios normados E y F son C-isomorfos
si existe un isomorfismo T ∈ L (E,F) tal que ∥T ∥

∥∥∥T −1
∥∥∥ ≤ C. En este caso, para todo x ∈ E

vale que
1∥∥∥T −1

∥∥∥ ∥x∥E ≤ ∥T (x)∥F ≤ ∥T ∥∥x∥E .

Por lo que, definiendo en E la norma |x| =
∥∥∥T −1

∥∥∥∥T (x)∥F se cumple que (E, | |) es isométri-
camente isomorfo a (F,∥ ∥F), siendo u : (E, | |)→ (F,∥ ∥F) definido por u(x) =

∥∥∥T −1
∥∥∥T (x) el

isomorfismo isométrico. La relación entre las normas ∥ ∥E y | |E en E esta dada por

∥x∥E ≤ |x|E ≤ C ∥x∥E

de donde se ve claramente que en caso de ser C-isomorfos, las normas de E y F son “C-
equivalentes”, y en este caso además B(E,| |) ⊆ B(E,∥ ∥E) ⊆ CB(E,| |).

xi



xii NOTACIÓN Y PRELIMINARES

Dados dos espacios normados E y F, isomorfos entre sí, definimos su distancia de
Banach-Mazur como

dBM(E,F) = ı́nf
{
∥T ∥

∥∥∥T −1
∥∥∥ ,T ∈ L (E,F) isomorfismo

}
= ı́nf{C ≥ 1 / E y F son C-isomorfos}.

En caso de ser isométricamente isomorfos, vale que dBM(E,F) = 1. La propiedad recíproca
solo es cierta entre espacios de dimensión finita (por ejemplo, ver [Tom89, Capítulo 2]).

Notemos que dos espacios normados de dimensión n son isométricos si y solo si existe
T ∈ L (E,F) tal que T (BE) = BF .

Espacios clásicos

Para cada 1 ≤ p ≤∞ notaremos lnp a Kn dotado con la norma

∥x∥p =

 n∑
i=1

|xi |p
1/p

si p <∞ y ∥x∥∞ = máx
1≤i≤n

|xi |

y Bnp = Blnp a la bola unitaria de estos espacios.
También denotaremos

lp =

(xn)n∈N ⊆K /
+∞∑
n=1

|xn|p < +∞

 si 1 ≤ p <∞

l∞ =
{

(xn)n∈N ⊆K / sup
n∈N
|xn| < +∞

}
con las normas

∥(xn)∥p =

+∞∑
n=1

|xn|p
1/p

si 1 ≤ p <∞ y ∥(xn)∥∞ = sup
n∈N
|xn|.

Convergencia débil y la propiedad de Schur

Recordemos que dado un espacio de Banach (X,∥ ∥) podemos considerar en el mismo la
topología débil, definida por ser la topología “más cruda” bajo la cual son continuos todos
los funcionales en X∗. Esta topología está estrictamente incluida en la topología fuerte
(aquella inducida por la norma en el espacio) siempre que X sea infinito dimensional.
Una base de abiertos para la misma está dada por los conjuntos

Vx0,ϕ1,...,ϕn,ε = {x ∈ X / |ϕi(x)−ϕi(x0)| < ε ∀ 1 ≤ i ≤ n}

donde x0 ∈ X, ϕ1, . . . ,ϕn ∈ X∗ y ε > 0. Diremos que una sucesión (xn)n∈N ⊆ X es débilmente
convergente a un elemento x ∈ X si converge hacia x en la topología débil, y escribiremos
x = ω- lı́m

n→∞
xn o xn⇀ x. Notemos que esto ocurre si y solo si ϕ(xn)→ ϕ(x) en K para todo

ϕ ∈ X∗.
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Decimos que un espacio de Banach (X,∥ ∥) tiene la propiedad de Schur si toda sucesión
débilmente convergente en X es fuertemente convergente (es decir, converge con respecto
a la topología inducida por la norma en X).

En 1921 (¡hace más de 100 años!) Schur demostró en [Sch21] que l1 posee esta propie-
dad (de donde ésta lleva su nombre).

Normas y cuerpos convexos balanceados en Kn

Dado un conjunto K ⊆Kn decimos que:

es convexo si λx+ (1−λ)y ∈ K siempre que x,y ∈ K , y λ ∈ [0,1] .

es un cuerpo convexo si es convexo, compacto, y con interior no vacío.

es balanceado si λx ∈ K siempre que x ∈ K , y |λ| ≤ 1.

es simétrico si −K = K (notemos que si K = R, entonces K es convexo y simétrico si y
solo si es convexo y balanceado).

Si K es un cuerpo convexo balanceado en Kn, entonces existe una única norma en Kn,
que notaremos ∥ ∥K , tal que K es la bola unitaria con respecto a esa norma, es decir tal
que B(Kn,∥ ∥K ) = K . Esta norma está dada por el funcional de Minkowski asociado a K ,
µK : Kn→ R, definido por µK (x) = ı́nf {t > 0 tales que x ∈ tK}.

A su vez, cada norma ∥ ∥ en Kn tiene un cuerpo convexo balanceado asociado, que
es su bola unitaria, es decir podemos tomar como K a B(Kn,∥ ∥), de manera que la norma
inducida por este cuerpo K es la norma original ∥ ∥ considerada en Kn.

Por lo tanto, es equivalente hablar sobre normas o cuerpos convexos balanceados en
Kn. Notemos que si ∥ ∥ es una norma en Rn cuya bola unitaria es el cuerpo K , entonces
∂K = {x ∈ Rn / ∥x∥ = 1} es la “esfera unitaria” asociada a dicha norma.

Por último, observemos que si K es un cuerpo convexo y simétrico, entonces para cada
0 ≤ λ ≤ 1 vale que

K = λK − (1−λ)K. (4)

En efecto, K = λK + (1−λ)K = λK + (1−λ)(−K) = λK − (1−λ)K.

Norma dual y cuerpo polar

Dado un cuerpo convexo balanceado K ⊆ Kn, a cada u ∈ Kn podemos asociarle el fun-
cional ψu : (Kn,∥ ∥K )→ K dado por ψu(x) = ⟨x,u⟩ =

∑n
j=1xj uj . Asignándole a u la norma

de este funcional definimos ∥ ∥∗, la norma dual a ∥ ∥K en Kn.
Más concretamente, definimos ∥u∥∗ =

∥∥∥ψu : (Kn,∥ ∥K )→K
∥∥∥. De esta manera nos queda

que, para cualesquiera u,v ∈Kn

| ⟨v,u⟩ | ≤ ∥v∥K ∥u∥∗ .

Llamamos cuerpo polar de K a la bola unitaria K∗ ⊆ Kn asociada a la norma dual ∥ ∥∗.
Concretamente, tenemos

K∗ = {u ∈Kn / ∥u∥∗ ≤ 1} = {u ∈Kn / | ⟨x,u⟩ | ≤ 1 ∀x ∈ K}.
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Elipsoides en Kn

Un elipsoide en Kn es un conjunto dado por

E =
{
x ∈Kn /

|⟨x − p,v1⟩|2

a2
1

+ · · ·+
|⟨x − p,vn⟩|2

a2
n

≤ 1
}

donde {v1, . . . ,vn} es una base ortonormal de Kn, a1, . . . , an ∈ R>0, y p ∈ Kn es el centro del
elipsoide. En tal caso Vol(E) = Vol(Bn2)Πn

i=1ai .
2

Si u : Kn → Kn es un isomorfismo lineal, entonces u(Bn2) es un elipsoide simétrico
(cuyo centro está en el origen). Esto puede observarse al tomar la descomposición polar
del isomorfismo lineal u. En efecto, escribiendo a u como u = P J , donde P es un operador
autoadjunto y positivo, y J es una isometría de ln2 en ln2 , vemos que

u(Bn2) = P J(Bn2) = P (Bn2) =
{
x ∈Kn /

|⟨x,v1⟩|2

a2
1

+ · · ·+ |⟨x,vn⟩|
2

a2
n

≤ 1
}

donde los v1, . . . , vn forman una base ortonormal de autovectores de P , y los a1, . . . , an son
los correspondientes autovalores de P .

A su vez, se ve de la última igualdad que todo elipsoide simétrico puede obtenerse
como la imagen de la bola euclídea por un isomorfismo (que puede tomarse positivo y
autoadjunto) en Kn.

Más en general, si (E,∥ ∥) es un espacio normado de dimensión n, decimos que un
elipsoide en E es un conjunto de la forma E = p + u(Bn2) donde p ∈ E, y u : ln2 → (E,∥ ∥) es
un isomorfismo lineal.

Cápsula convexa

Dado un conjunto S ⊆ Kn, notamos co(S) a la cápsula convexa de S, definida como el
menor conjunto convexo que contiene al conjunto S (en el sentido de la inclusión). Más
concretamente

co(S) =
⋂
S⊆C

C convexo

C =

α1x1 + · · ·+αnxn con x1, . . . ,xn ∈ S, αi ≥ 0,
n∑
i=1

αi = 1, n ∈ N

 .
Por último, se puede ver que si S y T son conjuntos convexos en Kn, entonces

co(S ∪ T ) = {αs+ βt / s ∈ S, t ∈ T , 0 ≤ α,β ≤ 1, α + β = 1}. (5)

2Dado A ⊆ Rn medible, denotamos con Vol(A) a la medida de Lebesgue n-dimensional de A.



Capítulo 1

Convergencia incondicional en espacios
de Banach

1.1. Teorema de Dvoretzky-Rogers

1.1.1. El elipsoide de John

En 1948 Fritz John publica, como regalo de los 60 para Courant, su artículo Extremum
problems with inequalities as subsidiary conditions [Joh48] sobre el método de multiplica-
dores de Lagrange para una función de varias variables restringida a una región dada por
inecuaciones. Este trabajo se enmarcaría en optimización, dentro del área de la programa-
ción no lineal (área cuyo nacimiento definitivo sería 3 años después, en 1951). Como una
aplicación de este método, John demuestra ciertas propiedades del elipsoide de volumen
mínimo que contiene un cierto cuerpo S en Rn. Así, pone sobre la escena matemática del
momento los elipsoides extremales en relación a un cuerpo, objeto que usarán Dvoretzky
y Rogers dos años más tarde (aunque en forma elemental, sin uso de las propiedades de-
mostradas por John) para demostrar su celebrado lema.

Comenzamos entonces mostrando la existencia y unicidad del elipsoide de John1 (aun-
que solo utilizaremos la existencia para demostrar la Proposición 1.1.7).

Para esto, veremos primero un lema, del cual quizás podríamos convencernos con el
siguiente gráfico.

1Notemos que si bien John trabajo con el elipsoide de volumen mínimo que contiene un cierto cuerpo en
[Joh48], suele llamarse (y llamaremos) elipsoide de John al elipsoide de volumen máximo contenido en un
cuerpo dado.

1
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Lema 1.1.1. Sea E ⊆ Rn un elipsoide con centro p , 0. Entonces existe un elipsoide simétrico
E0 ⊆ co(E ∪−E) con Vol(E0) > Vol(E).

Demostración. Podemos escribir E = p+u(Bn2), con u : Rn→ Rn isomorfismo. Por otro lado,
al ser tanto E como −E convexos, tenemos que

co(E ∪−E) = {λs+ (1−λ)(−t) / s, t ∈ E , 0 ≤ λ ≤ 1}

por lo observado en los preliminares (ver (5)). Es decir, dado z ∈ co(E ∪−E) existen λ ∈
[0,1],x,y ∈ Bn2 tales que

z = λ(p+ux) + (1−λ)(−p −uy) = (2λ− 1)p+u(λx − (1−λ)y).

Ahora, como Bn2 es convexa y simétrica, λBn2 − (1 − λ)Bn2 = Bn2 para cada λ ∈ [0,1] por la
propiedad (4). De esta manera podemos escribir

co(E ∪−E) =
⋃

λ∈[0,1]

(2λ− 1)p+u(Bn2).

Si ahora tomamos q ∈ Rn tal que u(q) = p, entonces

co(E ∪−E) =
⋃

λ∈[0,1]

(2λ− 1)u(q) +u(Bn2) =
⋃

λ∈[0,1]

u((2λ− 1)q+Bn2)

= u

 ⋃
λ∈[0,1]

(2λ− 1)q+Bn2

 = u

 ⋃
λ∈[0,1]

(2λ− 1)q+λBn2 − (1−λ)Bn2


= u

 ⋃
λ∈[0,1]

λ(q+Bn2) + (1−λ)(−q −Bn2)

 = u
(
co

(
(q+Bn2)∪ (−q+Bn2)

))
.

Así, basta con ver que si q ∈ Rn, q , 0, entonces existe un elipsoide simétrico E1 ⊆
co

(
(q+Bn2)∪ (−q+Bn2)

)
tal que Vol(E1) > Vol(Bn2), ya que en ese caso tomaríamos E0 = u(E1),
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de manera que E0 es un elipsoide simétrico, y Vol(E0) = |det(u)|Vol(E1) > |det(u)|Vol(Bn2) =
Vol(E)2.

Para esto, como los únicos objetos involucrados en este problema son q +Bn2,−q +Bn2 y
Bn2, podemos hacer una rotación de manera que sea q = (q1,0, . . . ,0), con q1 > 0, a fin de
facilitar la escritura.

Afirmamos entonces que el elipsoide

E1 :
x2

1

(1 + q1)2 + x2
2 + · · ·+ x2

n ≤ 1

está incluido en la cápsula convexa de −q1e1 +Bn2 y q1e1 +Bn2. En efecto, si (x1, . . . ,xn) ∈ E1,

entonces |x1| ≤ (1 + q1)
(
1− (x2

2 + · · ·+ x2
n)
)1/2
≤

(
1− (x2

2 + · · ·+ x2
n)
)1/2

+ q1.
Por lo que existe λ ∈ [0,1] tal que

x1 = λ
(
−(1− (x2

2 + · · ·+ x2
n))1/2 − q1

)
+ (1−λ)

(
(1− (x2

2 + · · ·+ x2
n))1/2 + q1

)
(ya que un intervalo [a,b] es la cápsula convexa de sus puntos extremos). Así, tomando

y = (y1,x2, . . . ,xn) con y1 = −(1− (x2
2 + · · ·+ x2

n))1/2 − q1,

z = (z1,x2, . . . ,xn) con z1 = (1− (x2
2 + · · ·+ x2

n))1/2 + q1,

tenemos que y ∈ −q1e1 +Bn2, z ∈ q1e1 +Bn2 y x = λy + (1−λ)z.
Como Vol(E1) = (1 + q1)Vol(Bn2) > Vol(Bn2), tenemos lo buscado.

Observación 1.1.2.

(i) Dados E ⊆ Rn elipsoide simétrico y u : Rn → Rn isomorfismo tal que u(Bn2) = E,
notemos que cualquier otro isomorfismo ũ : Rn → Rn tal que ũ(Bn2) = E cumple que
ũ = u ◦G, donde la matriz canónica de G es ortogonal, es decir: G : ln2 → ln2 es una
isometría. En efecto G(Bn2) = u−1 ◦ ũ(Bn2) = u−1(E) = Bn2.

(ii) Dados K un cuerpo convexo simétrico en Rn, y E un elipsoide simétrico incluido
en K , si tomamos u : Rn → Rn tal que u(Bn2) = E , entonces u considerado como
un isomorfismo entre los espacios normados ln2 y (Rn,∥ ∥K ), u : ln2 → (Rn,∥ ∥K ), es
un operador de norma menor o igual a 1. En efecto, tenemos que u(Bn2) = E ⊆ K =
B(Rn,∥ ∥K ), por lo que si ∥x∥2 ≤ 1, entonces ∥u(x)∥K ≤ 1.

Recordemos previo a la demostración del siguiente teorema que si u : Rn→ Rn es una
transformación lineal, se define la traza de u como tr(u) = tr([u]Γ ) con Γ una base de Rn.
Además, si g(t) = det(Id + t u), entonces se tiene que g ′(0) = tr(u).

2Recordemos que si u : Rn→ Rn es una transformación lineal, entonces det(u) = det([u]Γ ) donde Γ es una
base de Rn. Además, si A ⊆ Rn es medible, entonces u(A) ⊆ Rn es medible, con Voln(u(A)) = |det(u)|Voln(A).
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Teorema 1.1.3. Sea K un cuerpo convexo y simétrico en Rn. Entonces existe un único elipsoide
E ⊆ K (llamado el elipsoide de John de K) tal que

Vol(E) = sup
Ẽ⊆K

Ẽ elipsoide

Vol(Ẽ).

Además, E resulta ser simétrico. Más aún, si u0 : ln2 → (Rn,∥ ∥K ) es tal que u0(Bn2) = E,
entonces vale que

tr(u−1
0 v) ≤ n ∥v∥ ∀ v : ln2 → (Rn,∥ ∥K ).

Demostración. Notemos primero que, de existir un elipsoide E de volumen máximo conte-
nido en K , este debe ser simétrico. En efecto, si E no fuera simétrico, tendríamos que como
K es simétrico E ∪−E ⊆ K , y al ser K convexo valdría co(E ∪−E) ⊆ K , pero entonces, por el
Lema 1.1.1, tendríamos un elipsoide simétrico E1 ⊆ co(E ∪ −E) ⊆ K de volumen mayor al
de E, lo cual sería un absurdo.

Sabiendo entonces que nuestro elipsoide debe ser simétrico, consideremos en B =
BL(ln2 ,(Rn,∥ ∥K )) la función determinante.

Al ser B compacto (pues L
(
ln2 , (R

n,∥ ∥K )
)

es un espacio normado de dimensión finita) y
la función det : B → R continua, tenemos que det alcanza su máximo (y mínimo) absoluto
en B. Digamos que este máximo se alcanza en u0 ∈ B.

Notemos que u0 debe ser inversible, ya que sino det(u0) = 0 (y existen v ∈ B tales
que det(v) > 0, ¡hay isomorfismos!). Más aún, por el mismo motivo debe ser det(u0) > 0.

Además, claramente debe ser ∥u0∥ = 1, pues sino det
(

1
∥u0∥

u0

)
=

1
∥u0∥n

det(u0) > det(u0).

Entonces, por la Observación 1.1.2 (ii), es claro que E = u0(Bn2) es un elipsoide conteni-
do en K de volumen máximo, ya que Vol(E) = cn |det(u0)| = cn det(u0), donde cn = Voln(Bn2)
(notemos que el máximo absoluto en B de la función |det | es el mismo que el de det, ya
que la imagen de la función det en B es un intervalo simétrico, pues v ∈ B ⇐⇒ v ◦U ∈ B,
con U ortogonal de determinante -1).

Así, tenemos la existencia. Veamos ahora que, si v ∈ L
(
ln2 , (R

n,∥ ∥K )
)
, entonces tr(u−1v) ≤

n ∥v∥.
Para esto claramente podemos suponer que v , 0. Entonces notemos que para t peque-

ño (digamos |t| < 1/ ∥v∥), tenemos que u0 + tv , 0, por lo que podemos escribir

det
(
Idn + tu−1

0 v

∥u0 + tv∥

)
= det(u−1

0 ) det
(
u0 + tv
∥u0 + tv∥

)
≤ det(u−1

0 )det(u0) = 1.

De donde vemos que

det(Idn + tu−1
0 v) ≤ ∥u0 + tv∥n ≤ (∥u0∥+ |t| ∥v∥)n = (1 + |t| ∥v∥)n .

Luego, det(Idn + tu−1
0 v) ≤ (1 + t ∥v∥)n para todo t ∈ [0, ε) con ε = 1/ ∥v∥ .

Definiendo g : [0, ε)→ R como g(t) = det(Idn+tu−1
0 v) y h : [0, ε)→ R como h(t) = (1 + t ∥v∥)n,

tenemos que g(t) ≤ h(t) para todo t ∈ [0, ε) y que g(0) = h(0) = 1, por lo que debe ser (de la
misma definición de derivada) g ′(0) ≤ h′(0), es decir tr(u−1

0 v) ≤ n∥v∥ .
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Veamos ahora la unicidad de E. Supongamos que Ẽ es un elipsoide simétrico contenido
en K de volumen máximo, y sea v0 ∈ B tal que v0(Bn2) = Ẽ. Entonces sabemos que en
v0 se alcanza el máximo absoluto de |det |, y podemos asumir, precomponiendo con una
transformación ortogonal de determinante -1 de ser necesario, que en v0 se alcanza el
máximo de det. Queremos ver que entonces u−1

0 v0 : ln2 → ln2 es una isometría.
Notemos que, de la misma manera que u0, v0 debe satisfacer que tr(v−1

0 w) ≤ n∥w∥ para
todo w : ln2 → (Rn,∥ ∥K ).

Ahora, para ver que u−1
0 v0 es una isometría en ln2 , escribámoslo en forma polar: u−1

0 v0 =
PU , donde U es una isometría y P es un operador positivo (ya que u−1

0 v0 es inversible) y
autoadjunto. ¡Veremos que P es la identidad! Para esto, como P es diagonalizable, basta
con ver que todos sus autovalores son 1. Sean entonces λ1, . . . ,λn > 0 los autovalores de P
contados con multiplicidad. Tenemos que

n∑
i=1

λi = tr(P ) = tr(PU U−1) = tr(u−1
0 v0U

−1) ≤ n
∥∥∥v0U

−1
∥∥∥ = n∥v0∥ = n,

n∑
i=1

λ−1
i = tr(P −1) = tr(UU−1P −1) = tr(U v−1

0 u0) = tr(v−1
0 u0U ) ≤ n∥u0U∥ = n∥u0∥ = n.

Sumando ambas desigualdades obtenemos

n∑
i=1

λi +λ−1
i ≤ 2n.

Ahora bien, como cada término de esta suma es mayor o igual a 2, necesariamente debe
ser λi +λ−1

i = 2 para todo 1 ≤ i ≤ n, por lo que λi = 1 para todo 1 ≤ i ≤ n. En conclusión,
P = Idn y, en consecuencia, v0 = u0U , con U unitario en ln2 . Luego,

Ẽ = v0(Bn2) = u0(U (Bn2)) = u0(Bn2) = E .

Observación 1.1.4.

(i) Si bien la demostración de la unicidad del elipsoide de John puede darse utilizando
argumentos “más geométricos” (ver, por ejemplo, [AGM15]), seguimos los argumen-
tos usados arriba por nuestra devoción a [DJT95].

(ii) Notemos que si E es el elipsoide de John de K ⊆ Rn, entonces necesariamente debe
existir algún punto de contacto entre ∂K y ∂E, ya que de lo contrario, tendríamos
E ⊊ K , por lo que sería d(E ,∂K) > 0, y existiría un δ > 0 tal que (1 + δ)E ⊆ K , lo cual
es absurdo. Más aún, como veremos en instantes, deben existir al menos 2n puntos
de contacto entre ∂E y ∂K .

Definición 1.1.5. Decimos que un cuerpo convexo y simétrico K ⊆ Rn está en posición de
John si el elipsoide de John de K coincide con la bola euclídea Bn2.

Observación 1.1.6.
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(i) Si K está en posición de John, podemos tomar como u0 : ln2 → (Rn,∥ ∥K ) cualquier
isomorfismo que cumpla u0(Bn2) = Bn2 ⊆ K (es decir, cualquier isometría de ln2 ), en
particular podemos tomar a la identidad de Rn, Idn : ln2 → (Rn,∥ ∥K ). Así, tenemos
que tr(v) ≤ n∥v∥ para todo v : ln2 → (Rn,∥ ∥K ).

(ii) En particular, notemos que si K está en posición de John, entonces ∥x∥K ≤ ∥x∥2 para
todo x ∈ Rn (ya que

∥∥∥Idn : ln2 → (Rn,∥ ∥K )
∥∥∥ = 1). Comentemos que además se cumple

que ∥x∥2 ≤
√
n ∥x∥K (para una demostración de insuperable elegancia sobre este he-

cho, ver [AGM15, Teorema 2.1.3]). Es decir, si K esta en posición de John entonces
vale que Bn2 ⊆ K ⊆

√
nBn2.

En particular, dada una norma cualquiera ∥ ∥ en Rn, se tiene que dBM((Rn,∥ ∥), ln2 ) ≤√
n.

(iii) Si K ⊆ Rn es un cuerpo convexo y simétrico, y E es su elipsoide de John, entonces
podemos tomar un isomorfismo v : Rn → Rn tal que v(E) = Bn2. De esta manera, el
cuerpo v(K) está en posición John (ya que Ẽ ⊆ K ⇐⇒ v(Ẽ) ⊆ v(K), y v preserva
relaciones de volumen), y v : (Rn,∥ ∥K )→

(
Rn,∥ ∥v(K)

)
es una isometría.

Así, dada una norma ∥ ∥K1
en Rn con bola unitaria K1, podemos tomar una norma

∥ ∥K2
con bola unitaria K2, de manera que K2 está en posición de John y los espacios(

Rn,∥ ∥K1

)
y
(
Rn,∥ ∥K2

)
resulten isométricos.

(iv) En general, si K es un cuerpo convexo y simétrico en Rn y T : Rn→ Rn es un isomor-
fismo lineal, decimos que T (K) es una posición del cuerpo K . Además de la posición
de John, existen distintas posiciones clásicas de un cuerpo convexo K (ver [AGM15]).
En general, estas están definidas en términos de que se satisfaga alguna condición
extremal, como ocurre por ejemplo con la posición de John.

1.1.2. Lema de Dvoretzky-Rogers

Para la prueba del lema de Dvoretzky-Rogers, seguiremos los pasos de la demostración
original en [DR50], que solo hará uso de la existencia del elipsoide de John.

Proposición 1.1.7 (lema de Dvoretzky-Rogers). SeaK ⊆ Rn un cuerpo convexo y simétrico en
posición de John. Entonces existen una base ortonormal {z1, . . . zn} de ln2 y una base {A1, . . . ,An}
de Rn tal que

∥∥∥Aj∥∥∥K =
∥∥∥Aj∥∥∥2

= 1 para todo 1 ≤ j ≤ n, de manera que:

(a) Ai =
i∑
j=1

aijzj , con a2
ii ≥ 1− i − 1

n
para cada 1 ≤ i ≤ n.

(b) ∥Ai − zi∥2K ≤ ∥Ai − zi∥
2
2 ≤

2(i − 1)
n

para cada 1 ≤ i ≤ n.

(c) Si 1 ≤ r ≤ n, para cualesquiera escalares α1, . . . ,αr ∈ R vale que∥∥∥∥∥∥∥
r∑
i=1

αiAi

∥∥∥∥∥∥∥
K

≤

1 +

√
r(r − 1)
n

 ∥(α1, ...,αr)∥2 .
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Demostración. Veamos por inducción que existen {z1, . . . , zn} y {A1, . . . ,An} como en el enun-
ciado, que cumplen (a). Luego deduciremos (b) y (c).

Para i = 1, tomamos (con permiso de la Observación 1.1.4 (ii) de la sección anterior)
como z1 = A1 algún punto de contacto entre ∂K y ∂Bn2 = Sn−1.

Supongamos ahora que para algún 1 ≤ k < n tenemos z1, . . . , zk ortonormales yA1, . . . ,Ak ∈
∂K ∩∂Bn2 l.i. que satisfacen (a). Entonces completamos z1, . . . , zk a una base ortonormal de
ln2 con z̃k+1, . . . , z̃n, y notamos β1(x), . . . ,βn(x) a las coordenadas de un vector x ∈ Rn respecto
de esta base (es decir, βi(x) es el producto interno entre x y el i−ésimo elemento de la base
ortonormal).

Consideremos ahora, para cada δ > 0 el elipsoide

Eδ :
β1(x)2

(1 + δ)k−n
+ · · ·+

βk(x)2

(1 + δ)k−n
+

βk+1(x)2

(1 + δ+ δ2)k
+ · · ·+

βn(x)2

(1 + δ+ δ2)k
≤ 1, (1.1)

entonces

Vol(Eδ) = Vol(Bn2)
(
(1 + δ)

k−n
2

)k (
(1 + δ+ δ2)

k
2

)n−k
= Vol(Bn2)

(1 + δ+ δ2)
k(n−k)

2

(1 + δ)
k(n−k)

2

> Vol(Bn2).

Por lo tanto, debe ser Eδ ⊈ K , por lo que existirá pδ ∈ ∂K ∩ Eδ. Como ∂K es compacto,
tomando δm = 1/m y una subsucesión adecuada, obtenemos una sucesión convergente
(ql)l∈N en ∂K , donde ql = pml para todo l ∈ N, de manera que δml −→l→+∞

0. Sea Ak+1 ∈ ∂K
el límite de (ql)l∈N. Entonces 1 = ∥Ak+1∥K ≤ ∥Ak+1∥2. Por otro lado, como para cada l ∈ N
tenemos que ql ∈ Eδml , tomando límite en (1.1) resulta

β1(Ak+1)2 + · · ·+ βn(Ak+1)2 ≤ 1.

Es decir ∥Ak+1∥2 ≤ 1, de donde Ak+1 ∈ Sn−1.
Ahora bien, como para cada l ∈ N es 1 = ∥ql∥K ≤ ∥ql∥2 , a partir de (1.1) podemos

escribir(
(1 + δml )

n−k − 1
)(
β1(ql)

2 · · ·+ βk(ql)2
)

+
(
(1 + δml + δ2

ml )
−k − 1

)(
βk+1(ql)

2 + · · ·+ βn(ql)
2
)
≤ 0.

Dividiendo por δml y tomando límite con l→ +∞ tenemos

(n− k)
(
β1(Ak+1)2 + · · ·+ βk(Ak+1)2

)
− k

(
βk+1(Ak+1)2 + · · ·+ βn(Ak+1)2

)
≤ 0. (1.2)

Llamemos

ak+1k+1 =
(
βk+1(Ak+1)2 + · · ·+ βn(Ak+1)2

)1/2
(de (1.2) se ve que debe ser ak+1k+1 > 0), y

zk+1 =
1

ak+1k+1
(βk+1(Ak+1)z̃k+1 + · · ·+ βn(Ak+1)z̃n) ∈ ⟨z1, . . . , zk⟩⊥.

Entonces, si para cada 1 ≤ j ≤ k tomamos ak+1 j = βj(Ak+1), tenemos queAk+1 =
∑k+1
j=1 ak+1 j zj ,

con {z1, . . . , zk+1} ortonormal, de manera que a partir de (1.2) escribimos

(n− k)
k∑
j=1

a2
k+1 j ≤ k a

2
k+1k+1 ⇐⇒ (n− k)(1− a2

k+1k+1) ≤ k a2
k+1k+1 ⇐⇒

n− k ≤ na2
k+1k+1 ⇐⇒ 1− k

n
≤ a2

k+1k+1.
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Que es lo que deseábamos. Así, por inducción tenemos que existen {z1, . . . , zn} y {A1, . . . ,An}
como en el enunciado, que satisfacen (a).

Veamos que se cumplen (b) y (c). Para (b) basta con ver que, si 1 ≤ i ≤ n, como 0 < aii ≤ 1

∥Ai − zi∥2K ≤ ∥Ai − zi∥
2
2 =

i−1∑
j=1

a2
ij + (1− aii)2 = (1− a2

ii) + 1− 2aii + a2
ii =

2(1− aii) ≤ 2(1− aii)(1 + aii) = 2(1− a2
ii) ≤

2(i − 1)
n

.

Veamos (c). Sean 1 ≤ r ≤ n y α1, . . . ,αr ∈ R, entonces∥∥∥∥∥∥∥
r∑
i=1

αiAi

∥∥∥∥∥∥∥
K

≤

∥∥∥∥∥∥∥
r∑
i=1

αiAi

∥∥∥∥∥∥∥
2

≤

∥∥∥∥∥∥∥
r∑
i=1

αi zi

∥∥∥∥∥∥∥
2

+

∥∥∥∥∥∥∥
r∑
i=1

αi(Ai − zi)

∥∥∥∥∥∥∥
2

≤

 r∑
i=1

α2
i

1/2

+
r∑
i=1

|αi | ∥Ai − zi∥2 ≤

 r∑
i=1

α2
i

1/2

+

 r∑
i=1

α2
i

1/2  r∑
i=1

∥Ai − zi∥22

1/2

≤

 r∑
i=1

α2
i

1/2 1 +

 r∑
i=1

2(i − 1)
n

1/2 =

 r∑
i=1

α2
i

1/2 1 +
(

2
n

r(r − 1)
2

)1/2
=

 r∑
i=1

α2
i

1/2 1 +

√
r(r − 1)
n

 .
Observación 1.1.8.

(i) En [DR50] obtienen en el item (c) una constante ligeramente distinta. Más precisa-
mente, obtienen que para cada 1 ≤ r ≤ n∥∥∥∥∥∥∥

r∑
i=1

αiAi

∥∥∥∥∥∥∥
K

≤
√

2 +
r(r − 1)
n

∥(α1, ...,αr)∥2 ,

llevando a cabo ciertos artilugios indexatorios que hemos evitado en esta ocasión.

(ii) Notemos que
∥∥∥Aj∥∥∥∗ = 1 para cada uno de los Aj del lema anterior. Es decir que los

Aj también viven en el borde del cuerpo polar a K . Esto se debe a que si K está en
posición de John, entonces ∂K ∩∂Bn2 ⊆ ∂K∗.
En efecto, si A ∈ ∂K∩∂Bn2, como K es convexo, por la versión geométrica del teorema
de Hahn-Banach, debe existir algún hiperplano Hv,α = {x ∈ Rn/ ⟨x,v⟩ = α} que pase

por A y que separe a
◦
K (el interior de K) de A, es decir tal que ⟨x,v⟩ < α = ⟨A,v⟩ para

todo x ∈
◦
K . Ahora bien, como Bn2 ⊆ K , este hiperplano realizará el mismo trabajo

para
◦
Bn2 y A ∈ ∂Bn2. Pero como existe un único hiperplano que separa a

◦
Bn2 de A, a

saber, H = {x ∈ Rn/ ⟨x,A⟩ = 1}, tenemos que debe ser Hv,α = H , de donde ⟨x,A⟩ ≤ 1
para todo x ∈ K . Luego, ∥A∥∗ = 1 (ya que ⟨A,A⟩ = 1) .
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(iii) Teniendo en cuenta la Observación 1.1.6 (iii), dado un cuerpo convexo simétrico K ⊆
Rn y E su elipsoide de John, tomando la isometría correspondiente entre (Rn,∥ ∥K )
y (Rn,∥ ∥K̃ ), donde K̃ está en posición de John, aplicando lo visto en la Proposición
1.1.7 sobre K̃ , y “volviendo” a K , arribamos a que existen A1, . . . ,An ∈ ∂K ∩ ∂E tales
que ∥∥∥∥∥∥∥

r∑
i=1

αiAi

∥∥∥∥∥∥∥
K

≤

1 +

√
r(r − 1)
n

 ∥(α1, ...,αr)∥2

para 1 ≤ r ≤ n, y α1, . . . ,αr ∈ R.

(iv) En particular, obtenemos que, como {A1, . . . ,An} es l.i., si K es un cuerpo convexo
simétrico y E es su elipsoide de John, entonces debe haber como mínimo 2n puntos
de contacto entre ∂K y ∂E. A saber: {±A1, . . . ,±An}.

Pasando de un espacio normado (E,∥ ∥E) de dimensión n a Rn por medio de un iso-
morfismo T : E→ Rn, y considerando en Rn la norma (isométrica a ∥ ∥E) inducida por T ,
llegamos entonces a la siguiente proposición.

Proposición 1.1.9. Si (E,∥ ∥E) es un espacio normado de dimensión n, entonces existe una base
de vectores unitarios x1, . . . ,xn de E tal que para cada 1 ≤ r ≤ n y α1, . . . ,αr ∈ R vale que∥∥∥∥∥∥∥

r∑
i=1

αixi

∥∥∥∥∥∥∥
E

≤

1 +

√
r(r − 1)
n

 ∥(α1, ...,αr)∥2 .

A partir de lo obtenido en la Proposición 1.1.7, conseguimos el siguiente corolario.

Corolario 1.1.10. Sea (E,∥ ∥E) un espacio normado de dimensión n, entonces existe una base
de vectores x1, . . . ,xn ∈ BE tales que:

(a)

∥∥∥∥∥∥∥
n∑
i=1

αi xi

∥∥∥∥∥∥∥
E

≤ ∥(α1, ...,αn)∥2 para cualesquiera α1, . . . ,αn ∈ R.

(b)

√
1− r − 1

n
≤ ∥xr∥E ≤ 1 para cada 1 ≤ r ≤ n.

Demostración. Considerando una norma isométrica a la de (E,∥ ∥E) en Rn, cuya bola unita-
ria K este en posición de John, basta con tomar en la Proposición 1.1.7 a xi = zi . Entonces,
dados α1, . . . ,αn ∈ R ∥∥∥∥∥∥∥

n∑
i=1

αixi

∥∥∥∥∥∥∥
K

≤

∥∥∥∥∥∥∥
n∑
i=1

αi zi

∥∥∥∥∥∥∥
2

=

 n∑
i=1

α2
i

1/2

.

De aquí, en particular, tenemos que cada xi ∈ BE . Por otro lado, tenemos que

arr = | ⟨zr ,Ar⟩ | = | ⟨xr ,Ar⟩ | ≤ ∥xr∥K ∥Ar∥∗ = ∥xr∥K .1

y como arr ≥
√

1− r−1
n , se obtiene (b).
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En relación a la Proposición 1.1.9 el corolario anterior nos dice que podemos obtener
una base de E cuyos vectores no necesariamente son unitarios, sino que viven dentro de
BE , satisfaciendo la cota (b) sobre sus normas, y como contrapartida de esta “relajación”,
tenemos que se satisface (a).

1.1.3. Teorema de Dvoretzky-Rogers

Recordemos la noción de sumabilidad incondicional de una sucesión.

Definición 1.1.11. Decimos que una sucesión (xn) en un espacio de Banach X es incondi-
cionalmente sumable si para toda biyección σ : N→ N la serie

∑+∞
j=1xσ (j) es convergente.

Para demostrar el Teorema 1.1.13 utilizaremos el lema de Dvoretzky-Rogers “en su
versión del Corolario 1.1.10”, aunque podríamos igualmente usarlo “en su versión origi-
nal” (Proposición 1.1.7).

Más precisamente, usaremos el siguiente lema, que se obtiene al tomar los primeros n
vectores que nos entrega el Corolario 1.1.10 en un espacio de dimensión 2n.

Lema 1.1.12. Si (E,∥ ∥E) es un espacio normado de dimensión 2n, entonces existen x1, . . . ,xn ∈
BE l.i. tales que ∥xi∥E ≥ 1/

√
2 para todo 1 ≤ i ≤ n, y

∥∥∥∑n
i=1αi xi

∥∥∥
E
≤

(∑n
i=1 |αi |2

)1/2
para cuales-

quiera escalares α1, . . . ,αn.

Teorema 1.1.13 (teorema de Dvoretzky-Rogers). Sea X un espacio de Banach de dimen-
sión infinita. Dada una sucesión (λn)n∈N ∈ l2, existe una sucesión incondicionalmente sumable
(xn)n∈N en X tal que ∥xn∥ = |λn| para todo n ∈ N.

Demostración. Como (λn)n∈N ∈ l2, tenemos que
∑+∞
n=1 |λn|2 < +∞, por lo que la sucesión

de sumas parciales de dicha serie es de Cauchy. Así, podemos armar una sucesión de
naturales estrictamente creciente (nk)k∈N de manera que para cada k ∈ N tenemos que∑N
n=nk |λn|

2 < 1/22k si N > nk.
Ahora bien, como X es de dimensión infinita, usando el Lema 1.1.12, podemos tomar

una sucesión de vectores l.i. (yn)n∈N en X de manera que
∥∥∥yn∥∥∥ ≥ 1/

√
2 para todo n ∈ N, y∥∥∥∑N

j=nk
αj yj

∥∥∥ ≤ (∑N
j=nk
|αj |2

)1/2
para todo nk ≤N < nk+1.

En efecto, inicialmente escogemos y1, . . . , yn1−1 ∈ X unitarios y l.i., y notamos E0 =
⟨y1, . . . , yn1−1⟩. Luego, para k = 1, tomamos en X un subespacio E1 en suma directa con E0,
y de dimensión finita 2(n2 − n1) , donde podemos encontrar vectores l.i yn1

, . . . , yn2−1 ∈ BX
de norma mayor o igual a 1/

√
2 tales que

∥∥∥∥∑n2−1
j=n1

αj yj

∥∥∥∥ ≤ (∑n2−1
j=n1
|αj |2

)1/2
. Prosiguiendo de

igual manera, inductivamente obtenemos la sucesión (yn)n∈N con las propiedades enun-
ciadas.

Ahora, para cada n ∈ N, definimos xn = λn
yn∥∥∥yn∥∥∥ . Entonces es claro que ∥xn∥ = |λn| para

cada n ∈ N.
Veamos que la sucesión (xn)n∈N es incondicionalmente sumable. Dados una biyección

σ : N→ N y ε > 0, sea k0 ∈ N tal que 1/2k−1 < ε para todo k ≥ k0. Tomemos a0 ∈ N de manera
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que {1,2, . . . ,nk0+1 − 1} ⊆ σ ({1,2, . . . , a0}). Entonces, si b ≥ a > a0, definimos para cada n ∈ N

αn =

1 si n ∈ σ ({a,a+ 1, . . . , b})
0 si n < σ ({a,a+ 1, . . . , b}).

De esta manera, tenemos que∥∥∥∥∥∥∥
b∑
r=a

xσ (r)

∥∥∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥∥∥∥
+∞∑

n=nk0+1

αnxn

∥∥∥∥∥∥∥∥ ≤
+∞∑

i=k0+1

∥∥∥∥∥∥∥
ni+1−1∑
n=ni

αnxn

∥∥∥∥∥∥∥ =
+∞∑

i=k0+1

∥∥∥∥∥∥∥
ni+1−1∑
n=ni

αnλn
yn∥∥∥yn∥∥∥

∥∥∥∥∥∥∥
≤

+∞∑
i=k0+1

ni+1−1∑
n=ni

|αn|2 |λn|2∥∥∥yn∥∥∥2


1/2

≤
√

2
+∞∑

i=k0+1

ni+1−1∑
n=ni

|λn|2


1/2

< 2
+∞∑

i=k0+1

1
2i

=
1

2k0−1
< ε.

Por lo que, al ser X completo, resulta ser (xn)n∈N incondicionalmente sumable.

En particular podemos extraer, dada su importancia, el siguiente resultado “cualitati-
vo”.

Teorema 1.1.14. Sea X un espacio de Banach de dimensión infinita. Entonces existe una suce-
sión incondicionalmente sumable (xn)n∈N ⊆ X , que no es absolutamente sumable.

Demostración. Tomando cualquier sucesión (λn)n∈N ∈ l2 \ l1 (por ejemplo λn = 1/n), me-
diante el Teorema 1.1.13 obtenemos la existencia de una sucesión incondicionalmente
sumable en X, que no es absolutamente sumable.

1.2. Convergencia incondicional de series

Notemos que, con respecto al hecho asentado en el teorema de Dvoretzky-Rogers, sur-
gen varias cuestiones:

(a) Nos insinuá que todo espacio de Banach X de dimensión infinita contiene “cierto aire
euclídeo”. Algo similar podríamos decir acerca de los lemas de Dvoretzky-Rogers, con
respecto a los espacios normados de dimensión finita. En 1961 (once años después
del teorema anterior) Dvoretzky mostraría que, como veremos en el Capítulo 2, esto
efectivamente es así.

(b) Hace que nos preguntemos si existirá algún r > 2 de manera que, dada (λn)n∈N ∈ lr ,
exista en todo espacio de Banach X de dimensión infinita alguna sucesión incondicio-
nalmente sumable (xn)n∈N tal que ∥xn∥ = |λn| para todo n ∈ N.

Para justificar la “insinuación” mencionada en (a) y responder a la pregunta realizada en
(b), enunciamos la siguiente proposición.

Proposición 1.2.1. Sean H un espacio de Hilbert y (xn)n∈N una sucesión incondicionalmente
sumable en H . Entonces

∑
n∈N
∥xn∥2 < +∞.
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Observación. En verdad, esta propiedad no es únicamente característica de los espacios
(isomorfos a espacios) de Hilbert. Más adelante, comentaremos en qué tipos de espacios
podemos encontrarla.

Para poder demostrar la anterior proposición, sin embargo, requeriremos de una no-
ción equivalente a la convergencia incondicional de una serie. Aprovechando la ocasión,
enunciamos y demostramos diversas formulaciones que admite la convergencia incondi-
cional de series.

Teorema 1.2.2 (Teorema de la convergencia incondicional 1). Sean X un espacio de Banach
y (xn)n∈N una sucesión en X. Son equivalentes:

(I) (xn)n∈N es incondicionalmente sumable.

(II) Dado ε > 0, existe nε > 0 tal que para todo F ⊆ N finito, con min(F) > nε, vale que∥∥∥∥∥∥∥∑n∈F xn
∥∥∥∥∥∥∥ < ε.

(III) Si consideramos al conjunto Λ = {F ⊆ N / F es finito} como un conjunto dirigido con la

relación de orden dada por la inclusión. Entonces la red

∑
n∈F

xn


F∈Λ

es convergente en X.

(IV) lı́m
n→+∞

sup
ϕ∈BX∗

∑
j≥n
|ϕ(xj)| = 0.

(V) Dada (bn)n∈N ∈ l∞, la serie
+∞∑
n=1

bnxn es convergente.

(VI) El operador T2 : l∞ → X dado por T2(bn) =
∑
n∈N

bnxn está bien definido y es acotado.

Llamamos constante de incondicionalidad de la sucesión (xn)n∈N a la norma de T2, y la
notamos Cinc.

(VII) Dada una sucesión (εn)n∈N con εn ∈ {−1,1} para todo n ∈ N, la serie
+∞∑
n=1

εnxn es conver-

gente ((xn)n∈N es signo sumable).

(VIII) Dada una sucesión estrictamente creciente de números naturales (nk)k∈N, la serie
+∞∑
k=1

xnk

es convergente ((xn)n∈N es subserie sumable).

Demostración. Veremos por un lado que (I), (II), (III) son equivalentes, y otro lado que (II),
(IV), (V), (VI), (VII), (VIII) son equivalentes.
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(I)⇒ (II) y (VIII)⇒ (II). Supongamos que no vale lo afirmado en (II). Entonces, existiría
un ε̃ > 0 (“el epsilon maldito”) tal que, para cada n ∈ N tendríamos un F̃n ⊆ N finito con

mı́n(F̃n) > n y

∥∥∥∥∥∥∥∥
∑
k∈F̃n

xk

∥∥∥∥∥∥∥∥ ≥ ε̃.

En particular, tenemos un F1 ⊆ N finito con mı́n(F1) > 1 y

∥∥∥∥∥∥∥∥
∑
k∈F1

xk

∥∥∥∥∥∥∥∥ ≥ ε̃.

De igual manera, tenemos un F2 ⊆ N finito con mı́n(F2) >máx(F1) y

∥∥∥∥∥∥∥∥
∑
k∈F2

xk

∥∥∥∥∥∥∥∥ ≥ ε̃.

Así, inductivamente, nos formamos una sucesión de conjuntos finitos Fk ⊆ N tales que

mı́n(Fn) >máx(Fn−1) y

∥∥∥∥∥∥∥∥
∑
k∈Fn

xk

∥∥∥∥∥∥∥∥ ≥ ε̃.

Notemos an = mı́n(Fn),bn = máx(Fn) y rn = |Fn|.3
Para (VIII)⇒ (II), tomamos la sucesión estrictamente creciente de naturales (nk)k∈N de

manera que {nk , k ∈ N} =
⋃
n∈N

Fn, siendo ésta unión disjunta. Notemos sn =
n∑
i=1

ri para n > 0,

y s0 = 0, entonces (sn)n∈N0
es estrictamente creciente y para cada n ∈ N tenemos que

{nk / sn−1 + 1 ≤ k ≤ sn} = Fn, por lo que∥∥∥∥∥∥∥∥
sn∑

k=sn−1+1

xnk

∥∥∥∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥∥∥∥
∑
k∈Fn

xk

∥∥∥∥∥∥∥∥ ≥ ε̃,
lo cual es absurdo.

Para (I)⇒ (II), observemos que (an)n∈N es estrictamente creciente. Más precisamente

an ≤ an + rn − 1 ≤ bn < an+1.

Dados dos naturales a < b notaremos I(a,b) = {a, . . . ,b}. Definiremos entonces una bi-
yección σ : N → N de manera que para cada n ∈ N, σn = σ |I(an,an+1−1) : I(an, an+1 − 1) →
I(an, an+1 − 1) sea una biyección.

Comenzamos tomando a σ como la identidad en I(1, a1 − 1). Luego, para cada n ∈ N,
tomamos σn de manera que

σn(I(an, an + rn − 1)) = Fn y σn(I(an + rn, an+1 − 1)) = I(an, an+1 − 1) \Fn.

Entonces tenemos que la serie
∑
n∈Nxσ (n) no es de Cauchy, ya que para cada n ∈ N vale que∥∥∥∥∥∥∥∥
an+rn−1∑
j=an

xσ (j)

∥∥∥∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥∥∥∥
∑
j∈Fn

xj

∥∥∥∥∥∥∥∥ ≥ ε̃.
3Dado un conjunto finito A, denotamos |A| al cardinal de A.
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(II) ⇒ (III). Dado ε > 0, basta con tomar el nε ∈ N del cual nos provee (II), y F0 =
{1, . . . ,nε}, de manera que, por (II), si F1,F2 ⊆ N son finitos y F0 ⊆ F1 ∩F2, entonces

∥∥∥∥∥∥∥∑n∈F1

xn −
∑
n∈F2

xn

∥∥∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥∥∥
∑
n∈F1

xn −
nε∑
n=1

xn

−
∑
n∈F2

xn −
nε∑
n=1

xn


∥∥∥∥∥∥∥

≤

∥∥∥∥∥∥∥∥
∑

n∈F1\F0

xn

∥∥∥∥∥∥∥∥+

∥∥∥∥∥∥∥∥
∑

n∈F2\F0

xn

∥∥∥∥∥∥∥∥ ≤ 2ε.

Así, la red (
∑
n∈F xn)F∈Λ es de Cauchy en X, por lo que es convergente.

(III)⇒ (I). Sean x = lı́m
F

∑
n∈F

xn y σ : N→ N una biyección. Dado ε > 0, tenemos que existe

F0 ⊆ N finito tal que, si F ⊆ N es finito con F0 ⊆ F, entonces
∥∥∥x −∑

n∈F xn
∥∥∥ < ε.

Sea n0 ∈ N tal que F0 ⊆ σ ({1, . . . ,n0}). Entonces, es claro que si n ≥ n0 tenemos que∥∥∥x −∑n
j=1xσ (j)

∥∥∥ < ε. Por lo que
∑+∞
j=1xσ (j) = x.

Tenemos así que (I), (II), (III) son equivalentes. Veamos ahora la equivalencia entre (II)
y los ítems restantes, teniendo en cuenta que ya probamos que (VIII)⇒ (II).

(II)⇒ (IV ). Dado ε > 0 sea nε > 0 tal que si F ⊆ N es finito con mı́n(F) > nε, entonces∥∥∥∥∥∥∥∑n∈F xn
∥∥∥∥∥∥∥ < ε/2. Fijemos ϕ ∈ BX∗ y N2 ≥N1 > nε. Notemos

F+ = {n ∈ N tales que N1 ≤ n ≤N2 y ϕ(xn) ≥ 0}
F− = {n ∈ N tales que N1 ≤ n ≤N2 y ϕ(xn) < 0}.

Entonces

N2∑
n=N1

|ϕ(xn)| =
∑
n∈F+

ϕ(xn)−
∑
n∈F−

ϕ(xn) = ϕ

∑
n∈F+

xn

−ϕ
∑
n∈F−

xn


≤

∥∥∥∥∥∥∥∑n∈F+

xn

∥∥∥∥∥∥∥+

∥∥∥∥∥∥∥∑n∈F−xn
∥∥∥∥∥∥∥ < ε.

Así,
∑N2
n=N1

|ϕ(xn)| < ε para cualesquiera ϕ ∈ BX∗ yN2 ≥N1 > nε, por lo que
∑
j≥N1
|ϕ(xj)| ≤ ε

para toda ϕ ∈ BX∗ y todo N1 > nε. Luego, tenemos que

lı́m
n→+∞

sup
ϕ∈BX∗

∑
j≥n
|ϕ(xj)| = 0.
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(IV )⇒ (V ). Sea (bn)n∈N ∈ l∞. Veamos que
∑+∞
n=1 bnxn es de Cauchy. Dados N1 ≤ N2 ∈ N,

aplicando (IV ) se tiene que∥∥∥∥∥∥∥
N2∑
n=N1

bnxn

∥∥∥∥∥∥∥ = sup
ϕ∈BX∗

∣∣∣∣∣∣∣ϕ
 N2∑
n=N1

bnxn


∣∣∣∣∣∣∣ ≤ sup

ϕ∈BX∗

N2∑
n=N1

|bn| . |ϕ(xn)|

≤∥(bn)∥∞ sup
ϕ∈BX∗

N2∑
n=N1

|ϕ(xn)| ≤ ∥(bn)∥∞ sup
ϕ∈BX∗

∑
n≥N1

|ϕ(xn)| −−−−−−−→
N1→+∞

0.

Luego, la serie
∑+∞
n=1 bnxn es de Cauchy, y por lo tanto es convergente.

(V )⇒ (VI). Por (V ), tenemos que el operador T2 : l∞ → X dado por T2(b) =
+∞∑
j=1
bjxj es-

tá bien definido para cada b ∈ l∞. Por otro lado, es claro que T2 es lineal, veamos que es
acotado. Para esto, basta con ver que T2 es límite puntual de una sucesión de operadores

lineales y acotados un : l∞ → X. En efecto, si consideramos un(b) =
n∑
j=1
bj xj , entonces cla-

ramente un es lineal y acotado (y de rango finito), y el hecho de que la serie
+∞∑
j=1
bjxj sea

convergente nos dice que lı́m
n→∞

un(b) = T2(b) para cada b ∈ l∞. Luego T2 es acotado.

(VI)⇒ (VII). Esto es claro ya que, dada una sucesión (εn)n∈N con εn ∈ {−1,1} para todo
n ∈ N, se tiene que (εn)n∈N ∈ l∞.

(VII)⇒ (VIII). Sea (nk)k∈N una sucesión estrictamente creciente de números naturales.
Sea M = {nk , k ∈ N}, y definamos

εn =

1 si n ∈M
−1 si n <M.

Entonces, por (VII), SN =
N∑
n=1

xn +
N∑
n=1

εnxn es convergente, pero Snk = 2
k∑
j=1

xnj . Por lo que

+∞∑
j=1

xnj es convergente.

Ahora sí, demostremos la Proposición 1.2.1.

Dem (Proposición 1.2.1): Sea (xn)n∈N ⊆H una sucesión incondicionalmente sumable. Para

ver que la serie
+∞∑
n=1

∥xn∥2 es convergente, basta con ver que la sucesión de sumas parciales

es acotada.
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Partamos pues de la ley del paralelogramo: Dados x,y ∈H , tenemos que

1
2

(∥∥∥x+ y
∥∥∥2

+
∥∥∥x − y∥∥∥2

)
= ∥x∥2 +

∥∥∥y∥∥∥2
.

Como cambiando x por −x las cantidades de ambos lados de la igualdad no se modifican,
podemos escribir:

1
4

(∥∥∥−x+ y
∥∥∥2

+
∥∥∥−x − y∥∥∥2

+
∥∥∥x+ y

∥∥∥2
+
∥∥∥x − y∥∥∥2

)
= ∥x∥2 +

∥∥∥y∥∥∥2
,

o más concisamente:

1
22

∑
(ε1,ε2)∈{−1,1}2

∥∥∥ε1x+ ε2y
∥∥∥2

= ∥x∥2 +
∥∥∥y∥∥∥2

.

Veamos por inducción que, en general, el promedio de las cantidades ∥ε1x1 + · · ·+ εnxn∥2,
con εi = ±1, es ∥x1∥2+· · ·+∥xn∥2. Para n = 1 esto es claro. Para n = 2, es lo observado anterior-
mente. Supongamos que es cierto para n−1, donde n > 1. Entonces, dados x1, . . . ,xn ∈H , y
usando nuevamente la ley del paralelogramo, tenemos que

1
2n

∑
(ε1,...,εn)∈{−1,1}n

∥ε1x1 + · · ·+ εnxn∥2

=
1

2n−1

∑
(ε1,...,εn−1)∈{−1,1}n−1

1
2

(
∥ε1x1 + · · ·+ εn−1xn−1 + xn∥2 + ∥ε1x1 + · · ·+ εn−1xn−1 − xn∥2

)
=

1
2n−1

∑
(ε1,...,εn−1)∈{−1,1}n−1

∥ε1x1 + · · ·+ εn−1xn−1∥2 + ∥xn∥2

=

 1
2n−1

∑
(ε1,...,εn−1)∈{−1,1}n−1

∥ε1x1 + · · ·+ εn−1xn−1∥2
+ ∥xn∥2 = ∥x1∥2 + · · ·+ ∥xn∥2 .

Ahora bien, usando (VI) del Teorema de la convergencia incondicional 1, dado n ∈ N,
tenemos que

n∑
j=1

∥∥∥xj∥∥∥2
=

1
2n

∑
(ε1,...,εn)∈{−1,1}n

∥ε1x1 + · · ·+ εnxn∥2

≤ 1
2n

∑
(ε1,...,εn)∈{−1,1}n

C2
inc ∥(ε1, . . . , εn,0, . . . )∥2∞ = C2

inc.

Por lo que la serie es convergente, y más aún, nos queda

+∞∑
j=1

∥∥∥xj∥∥∥2 ≤ C2
inc.
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Observación 1.2.3.

(I) Vimos en la anterior demostración que H es Hilbert si y solo si para cada n ∈ N y
x1, . . . ,xn ∈H vale que

1
2n

∑
(εj )∈{−1,1}n

∥ε1x1 + · · ·+ εnxn∥2 = ∥x1∥2 + · · ·+ ∥xn∥2 .

(II) Para realizar la misma cuenta de la demostración en un espacio de Banach X, nos
bastaría con tener que exista alguna constante C(X) > 0 tal que para todo n ∈ N y
x1, . . . ,xn ∈ X valga que

∥x1∥2 + · · ·+ ∥xn∥2 ≤ C(X)
1
2n

∑
(εj )∈{−1,1}n

∥ε1x1 + · · ·+ εnxn∥2 .

Los espaciosX que satisfacen esta propiedad se llaman espacios de cotipo 2 (con cons-
tante C(X)). Ejemplo de tales espacios son los espacios Lp(Ω,Σ,µ), donde 1 ≤ p ≤ 2
y (Ω,Σ,µ) es un espacio de medida (ver, por ejemplo, [DJT95, Capítulo 11]).

(III) Dado un espacio de Banach X, en general, la convergencia incondicional de una serie
de términos (xn)n∈N no implica nada (más allá de la necesaria condición de que
∥xn∥ → 0) sobre el decaimiento de las normas ∥xn∥. Por ejemplo, si X = c0, dada a =
(an)n∈N ∈ c0 cualquiera, tenemos que la serie de término general xn = anen converge
incondicionalmente (¡hacia la misma a!), mientras que ∥xn∥ = |an| para todo n ∈ N.

Para finalizar, asentemos otras formas de establecer la convergencia incondicional de
series.

Teorema 1.2.4 (Teorema de la convergencia incondicional 2). Sean X un espacio de Banach
y (xn)n∈N una sucesión en X. Son equivalentes:

(I) (xn)n∈N es incondicionalmente sumable.

(II) (bnxn)n∈N es débilmente sumable para cada (bn)n∈N ∈ l∞. Es decir, para cada (bn)n∈N ∈ l∞,

la serie
+∞∑
k=1

bnxn es convergente para la topología débil.

(III) (xn)n∈N es débilmente signo sumable. Es decir, dada una sucesión (εn)n∈N con εn ∈ {−1,1}

para todo n ∈ N, la serie
+∞∑
n=1

εnxn es convergente para la topología débil.

(IV) (xn)n∈N es débilmente subserie sumable. Es decir, dada sucesión estrictamente creciente

de naturales (nk)k∈N, la serie
+∞∑
k=1

xnk es convergente para la topología débil.

(V) El operador T1 : X∗→ l1 dado por T1(ϕ) = (ϕ(xn))n∈N está bien definido y es compacto.
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(VI) El operador T2 : l∞→ X dado por T2(bn) =
∑
n∈N

bnxn está bien definido y es compacto.

(VII) El operador T3 : c0→ X dado por T3(an) =
∑
n∈N

anxn está bien definido y es compacto.

Además, en caso de valer alguna (y por lo tanto todas) de las afirmaciones anteriores, se cumple
que ∥T1∥L(X∗,l1) = ∥T2∥L(l∞,X) = ∥T3∥L(c0,X).

Demostración. Veremos primero que (I), (II), (III), (IV ), (V ) son equivalentes. Luego ve-
remos la equivalencia de (VI) y (VII) con los ítems anteriores. Notemos que, como (I),
podemos tomar como equivalente cualquiera de los ítems vistos en el Teorema 1.2.2.

(I)⇒ (II). Como para cada (bn)n∈N ∈ l∞ la serie
∑+∞
j=1 bjxj converge en norma, entonces es

convergente para la topología débil.

(II)⇒ (III). Basta con notar que (εn)n∈N ∈ l∞ si εn ∈ {−1,1} para todo n ∈ N.

(III)⇒ (IV ). Es similar a la demostración de (VII)⇒ (VIII) en el Teorema 1.2.2, solo que
en este caso la convergencia es con respecto a la topología débil en X.

(IV )⇒ (V ). Sea S = ⟨xn⟩n∈N. Veremos que T : S∗→ l1 dado por T (η) = (η(xn))n∈N está bien
definido y es compacto. Luego, notando r : X∗→ S∗ a la restricción r(ϕ) = ϕ|S , tendremos
que T1 = T ◦ r : X∗→ l1 dado por T1(ϕ) = (ϕ|S(xn))n∈N = (ϕ(xn))n∈N está bien definido y es
compacto.

Dada η ∈ S∗, teniendo en cuenta que η es la restricción de algún funcional definido en
X∗, tenemos que para cada sucesión de naturales estrictamente creciente (nk)k∈N la serie
+∞∑
k=1

η(xnk ) es convergente, por lo que la serie
+∞∑
n=1

η(xn) es incondicionalmente convergente,

y por lo tanto absolutamente convergente, ya que es una serie de escalares. Así, con tran-
quilidad podemos definir al operador T : S∗ → l1 dado por T (η) = (η(xn))n∈N. Como este
operador es límite puntual de los operadores lineales y acotados uk : S∗ → l1 dados por
uk(η) = ((η(xn))1≤n≤k (esto no es más que la convergencia de la serie

∑
n∈N |η(xn)|), entonces

T es acotado. Veamos que es compacto.
Para eso, tomemos una sucesión (ηn)n∈N en BS∗ , y veamos que (T (ηn))n∈N tiene alguna

subsucesión convergente en l1. Ahora bien, como S es separable, tenemos que (BS∗ ,ω∗) es
un compacto metrizable, por lo que existe una subsucesión (ηnk )k∈N ω

∗−convergente a un
η ∈ BS∗ . Veremos que T (ηnk )→ T (η) en l1. Para esto, como l1 tiene la propiedad de Schur,
basta con ver que T (ηnk )⇀T (η) en l1.

Dados b ∈ l∞ y a ∈ l1, notemos b · a a la acción de b como un funcional en l1. Queremos
entonces ver que b · T (ηnk )→ b · T (η) para cada b ∈ l∞. Como

(
T (ηnk )

)
k∈N

es acotada (pues
T es acotado y ηnk ∈ BS∗ ∀k ∈ N) alcanza con ver que b · T (ηnk )→ b · T (η) para todo b ∈ D
donde D es algún subespacio denso (en la topología fuerte) de l∞.
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En efecto, en tal caso, dados ε > 0 y b ∈ l∞ tendríamos un b̃ ∈D con ∥̃b− b∥∞ < ε, por lo
que, para todo k mayor o igual a un cierto k0 ∈ N nos quedaría

|b · T (ηnk )− b · T (η)| ≤ |(b − b̃)(T (ηnk )− T (η))|+ |̃b
(
T (ηnk )− T (η)

)
| ≤ 2∥T ∥ε+ ε.

Afirmamos que D = ⟨bF⟩F⊆N, donde para cada F ⊆ N

bF(k) =

1 si k ∈ F
0 si k < F

es denso en l∞. Veremos esto tras finalizar el argumento de la demostración.
Ahora, dado F ⊆ N escribamos F = {mk , con k ∈ N y 1 ≤ k ≤ |F|} donde (mk) es estricta-

mente creciente, y notemos

zF =ω- lı́m
l→∞

l∑
j=1

xmj .

Observemos que si F es finito, nos queda simplemente zF =
∑
m∈F

xm.

Entonces tenemos que

bF · T (ηnk ) =
∑
m∈F

ηnk (xm) = lı́m
l→∞

l∑
j=1

ηnk (xmj ) = lı́m
l→∞

ηnk

 l∑
j=1

xmj


=ηnk (zF) −→

k→∞
η(zF) = lı́m

l→∞
η

 l∑
j=1

xmj

 =
∑
m∈F

η(xm) = bF · T (η).

Así, tenemos que T es compacto, lo que implica lo enunciado en (V ) por lo comentado al
inicio de la demostración.

Veamos ahora que el subespacio D = ⟨bF⟩F⊆N definido anteriormente es denso en l∞. En
efecto, dados a ∈ l∞ y ε > 0, existe L ∈ N tal que ak ∈ [−Lε,Lε) ∀k ∈ N. Si para cada l ∈ Z
definimos Ml = {k ∈ N / lε ≤ ak < (l + 1)ε} y b =

∑
−L≤l<L

l εbMl
∈ D, entonces es claro que

∥a− b∥∞ < ε.

(V )⇒ (I). Como T1 : X∗→ l1 es compacto, tenemos que T1(BX∗) ⊆ l1 es compacto. Ahora,
dado ε > 0 consideramos en l1 los abiertos

Vn(ε) =

a ∈ l1 /
∑
j≥n
|aj | < ε

 .
Notemos que Vn(ε) ⊆ Vn+1(ε) y l1 =

⋃
n∈N

Vn(ε), por lo que debe ser T1(BX∗) ⊆ Vn0
(ε) para

algún n0 ∈ N.
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Es decir que
∑
j≥n
|ϕ(xj)| < ε para toda ϕ ∈ BX∗ y todo n ≥ n0. Luego

lı́m
n→+∞

sup
ϕ∈BX∗

∑
j≥n
|ϕ(xj)| = 0.

Por lo que (xn)n∈N es incondicionalmente sumable.

(I-V )⇒ (VI). Teniendo que T1 : X∗ → l1, T1(ϕ) = (ϕ(xn))n∈N, es compacto, sabemos que
T ∗1 : l∞→ X∗∗ es compacto. Ahora bien, dadas b ∈ l∞ y ϕ ∈ X∗, como sabemos que (bnxn)n∈N
es sumable (pues asumimos que (xn)n∈N es incondicionalmente sumable) podemos escribir

T ∗1 (b)(ϕ) = b · T1(ϕ) =
∑
n∈N

bnϕ(xn) = ϕ

∑
n∈N

bnxn

 = J(x)(ϕ)4,

donde x =
∑
n∈N bnxn ∈ X. Luego podemos considerar T2 = T ∗1 |X : l∞→ X, la correstricción

de T ∗1 a X, dada por T2(b) =
∑
n∈N bnxn y tenemos que T2 es un operador lineal compacto.

(VI)⇒ (VII). Simplemente notamos que T3 = T2|c0 .

(VII)⇒ (I-V ). Chequeemos que tomando adjunto nos queda T ∗3 = T1 : X∗→ l1.
En efecto, dadas ϕ ∈ X∗ y a ∈ c0

T ∗3 (ϕ)(a) = ϕ (T3(a)) = ϕ

∑
n∈N

anxn

 =
∑
n∈N

anϕ(xn) = (ϕ(xn)) · a.

Luego T1 : X∗→ l1 dado por T1(ϕ) = (ϕ(xn))n∈N está bien definido y es compacto.

Por último, observemos que en caso de cumplirse las afirmaciones anteriores, vale que
∥T1∥ = ∥T2∥ = ∥T3∥. Esto es claro ya que T1 = T ∗3 y T2 = T ∗1 |X .

Notemos que, como consecuencia del teorema anterior, tenemos la siguiente proposi-
ción:

Proposición 1.2.5. Sean X un espacio de Banach y T : c0 → X un operador lineal compacto.
Entonces T se extiende a un operador compacto T̃ en l∞, con ∥T̃ ∥ = ∥T ∥.

Demostración. En efecto, si T : c0 → X es un operador compacto, entonces, definiendo
xn = T (en) tenemos, por lo visto en el teorema anterior, que (xn)n∈N es una sucesión incon-
dicionalmente sumable en X, por lo que el operador T̃ : l∞→ X dado por T̃ (an) =

∑
n∈N

anxn

resulta estar bien definido y ser compacto. Además, T̃ |c0 = T y ∥T̃ ∥ = ∥T ∥.

Este hecho puede verse a la luz del Teorema 6.1 en [Lin64] (observando en particular
la equivalencia entre los ítems (2) y (8) allí expresados).

4Aquí J : X→ X∗∗ es la inclusión canónica de X en su bidual.
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Observación 1.2.6.

(i) Vimos que si (xn)n∈N ⊆ X es incondicionalmente sumable, entonces el operador T :
c0→ X dado por T (en) = xn es compacto. Surge entonces la siguiente pregunta: En el
caso en el que la sucesión (xn)n∈N es absolutamente sumable, ¿que más podemos decir
acerca del operador T ?

(ii) Mirando nuevamente el ítem (VII) del Teorema 1.2.4, notamos que al estar cada su-
cesión incondicionalmente sumable (xn)n∈N en X asociada a un único operador com-
pacto T(xn) ∈ L (c0,X), y viceversa, podemos dotar al espacio de sucesiones incondicio-
nalmente sumables enX de una norma, de manera que resulte un espacio de Banach,
digamos (S(X),∥ ∥inc), donde S(X) = {(xn)n∈N ⊆ X / (xn)n∈N es incondicionalmente sumable}
y ∥(xn)n∈N∥inc =

∥∥∥T(xn)

∥∥∥ = Cinc. Este espacio resulta claramente isométrico a K(c0,X),
el espacio de los operadores compactos de c0 en X.

Comentario

Vimos como, si X es un espacio de dimensión infinita, entonces la convergencia abso-
luta y la convergencia incondicional de series no son equivalentes en X. Por otro lado, si
estamos en R, dada una serie de términos (an)n∈N absolutamente (ó incondicionalmente)
convergente, podemos pensar

+∞∑
n=1

an =
∫
N
andµc(n),

donde µc es la medida de contar en (N,P (N )). Notemos que la expresión de la izquierda
está entendida como un límite de sumas parciales, mientras que la expresión de la derecha
no, sino que más bien está dada como... bueno, como una integral de Lebesgue sobre N. Es
decir, podemos considerar la expresión de la derecha sin dar ningún orden en particular
en N. Notemos que esa es la sutil diferencia entre escribir

+∞∑
n=1

an y
∑
n∈N

an.

Ahora bien, en R, para que una función medible f sea Lebesgue integrable, requerimos
(necesitamos) que se cumpla

∫
R |f (x)|dx < +∞ de manera que

∫
R f (x)dx sea un número real

de forma totalmente irreprochable.
Por otro lado, en un espacio de Banach de dimensión infinita X tenemos la integral de

Bochner (ver [DU77]), que nos pide que f : (Ω,Σ,µ)→ X sea fuertemente medible y “ab-
solutamente integrable”, es decir que se cumpla

∫
Ω
∥f (ω)∥X dµ(ω) < +∞ para poder tener∫

Ω
f (ω)dµ(ω) como un elemento de X. Ahora, poniendo por ejemplo (N,P (N),µc) como

espacio de medida, dada una sucesión (xn)n∈N en X, queda claro que este requerimiento
es excesivo para la impecable existencia del elemento

∫
Nxndµc(n) en X (en forma fuerte).

Esto es, para que la serie converja incondicionalmente (que es lo que entendemos que nos
da la indudable existencia del elemento

∑
n∈Nxn en X), es excesivo requerir que la serie de

término general (xn)n∈N converja absolutamente. Vale recordar aquí la Observación 1.2.3
(III).



22 CAPÍTULO 1. CONVERGENCIA INCONDICIONAL EN ESPACIOS DE BANACH

Así, podemos preguntarnos si habrá alguna noción de “integral incondicional”, distinta
a la de integral de Bochner, de manera que para una f : (Ω,Σ,µ)→ X integrable en este
sentido, se tenga la existencia (o convergencia) en norma, o en un sentido fuerte, de la
integral

∫
Ω
f (ω)dµ(ω) ∈ X, más allá de que la función f sea o no Bochner integrable.

Pues bien, aunque no es tan conocida como la integral de Bochner, existe una noción
(entre varias otras en verdad...) de integral en espacios de Banach que refleja los aspectos
mencionados anteriormente, la llamada integral de Birkhoff, introducida por Birkhoff en
[Bir35]. Para un estudio completo de la misma, y de su relación con otras nociones de
integrales vectoriales, puede verse [Rui06].



Capítulo 2

El teorema de Dvoretzky

En la Sección 2.4 de este capítulo daremos una demostración del teorema de Dvoretzky
siguiendo a [Pis89].

La misma hará uso del teorema de Factorización de Dvoretsky-Rogers, que veremos
en la Sección 2.1. También tendrá como uno de sus ingredientes principales a la medida
gaussiana en Rn, que introduciremos en la Sección 2.2. En dicha sección veremos el Teo-
rema 2.2.11, de particular importancia para la demostración del teorema de Dvoretzky.
Este teorema consiste en una desigualdad que acota la medida gaussiana del conjunto de
puntos en los que una función Lipschitz en Rn se desvía de su media.

Por último, necesitaremos ciertos lemas geométricos (Lema 2.3.1 y Lema 2.3.2), que
veremos en la Sección 2.3. Estos lemas nos dicen a grandes rasgos que, dado ε > 0, si
dos normas ∥ ∥1 y ∥ ∥2 en Rn “están lo suficientemente cerca” sobre un conjunto finito de
puntos (cuyo cardinal estará controlado), entonces los espacios (Rn,∥ ∥1) y (Rn,∥ ∥2) serán
(1 + ε)-isomorfos.

Luego, mostraremos en la Sección 2.5 dos hechos comentados en la Introducción: El
primero es que N (k,ε), definido en la Introducción, página viii, tiene un comportamiento
asintótico exponencial en la dimensión k (Proposición 2.5.1). El segundo es que si k(X,ε)

se define como en la Introducción, página ix, entonces k(ln∞, ε) ≥ c1
ln(n)
| ln(c2 ε)|

(Proposición

2.5.2).

2.1. Factorización de Dvoretzky-Rogers

Como mencionamos en la Introducción, Grothendieck comenta en [Gro56] que a partir
del lema de Dvoretzky-Rogers puede obtenerse el teorema de Factorización de Dvoretsky-
Rogers. Este teorema suele llamarse factorización de Dvoretzky-Rogers, ya que podríamos
enunciarlo de la siguiente manera

Dados ε > 0 y k ∈ N, existe n(k,ε) ∈ N tal que si E es un espacio normado de dimensión
mayor o igual a n(k,ε), entonces existen un subespacio k-dimensional Ek ⊆ E y operadores
u : lk2 → Ek, v : Ek → lk∞ de manera que v ◦ u es la identidad (formal) I : lk2 → lk∞, con ∥u∥ ≤ 1,

23
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∥v∥ ≤ 1 + ε.

Por lo que estamos factorizando la identidad I : lk2 → lk∞ pasando a través del subespa-
cio Ek ⊆ E, con apenas una pequeña distorsión en la norma de I .

Veamos entonces como, a partir del lema de Dvoretzky-Rogers, en efecto puede obte-
nerse el teorema de Factorización de Dvoretsky-Rogers. Más precisamente, obtendremos
el siguiente resultado.

Teorema 2.1.1. Sean ε > 0 y n ∈ N. Entonces, existe λ(ε) > 0 tal que si E es un espacio normado
de dimensión n y k ≤ 1 + λ(ε)

√
n, se pueden encontrar vectores x1, . . . ,xk ∈ E de manera que,

para cualesquiera α1, . . . ,αk ∈ R se cumple

1
1 + ε

∥(αi)∥∞ ≤

∥∥∥∥∥∥∥∥
k∑
j=1

αixi

∥∥∥∥∥∥∥∥
E

≤ ∥(αi)∥2 .

Más aún, alcanza con tomar λ(ε) =
ε

2(1 + ε)
.

Demostración. Tomando un isomorfismo lineal T : E→ Rn de manera que T (BE) = K esté
en posición de John, podemos trabajar con el espacio (Rn,∥ ∥K ) (ya que es isométrico a E).

Sean z1, . . . , zn los vectores ortonormales que nos son provistos por el lema de Dvoretzky-
Rogers. Tomando los primeros k elementos de esta base, obtendremos los vectores con las
propiedades deseadas.

Desde ya, tenemos que si α1, . . . ,αn ∈ R son escalares cualesquiera, entonces∥∥∥∥∥∥∥∥
n∑
j=1

αjzj

∥∥∥∥∥∥∥∥
K

≤

∥∥∥∥∥∥∥∥
n∑
j=1

αjzj

∥∥∥∥∥∥∥∥
2

=

 n∑
j=1

α2
j


1/2

.

Lo que nos requerirá cierto trabajo es ver que, restringiéndonos a combinaciones li-
neales de z1, . . . , zk, vale la cota inferior del enunciado.

Comenzaremos mostrando por inducción que
∥∥∥zj∥∥∥∗ ≤ 1 + ε para todo 1 ≤ j ≤ k 1.

Para j = 1, según lo visto en el lema de Dvoretzky-Rogers, tenemos que z1 = A1. Por lo
que, según lo mencionado en la observación 1.1.8 (ii), tenemos que ∥z1∥∗ = 1.

Supongamos entonces que
∥∥∥zj∥∥∥∗ ≤ 1 + ε para todo 1 ≤ j ≤ r, con r ≤ k − 1 ≤ λ(ε)

√
n.

Entonces, siguiendo las notaciones de los elementos en el lema de Dvoretzky-Rogers∥∥∥∥∥∥∥∥
r∑
j=1

ar+1 j zj

∥∥∥∥∥∥∥∥∗ ≤
r∑
j=1

|ar+1 j |
∥∥∥zj∥∥∥∗ ≤ (1 + ε)

r∑
j=1

|ar+1 j | ≤ (1 + ε)
√
r

 r∑
j=1

|ar+1 j |2


1/2

= (1 + ε)
√
r
(
1− a2

r+1r+1

)1/2
≤ (1 + ε)

√
r

√
r
n

=
(1 + ε)r
√
n

.

1Recordemos que cada elemento zj , con 1 ≤ j ≤ n, induce un funcional en Rn dado por ϕj (x) = ⟨x,zj⟩ y
notamos

∥∥∥zj∥∥∥∗ =
∥∥∥ϕj∥∥∥(Rn,∥ ∥K )∗

a la norma de este funcional en (Rn,∥ ∥K )∗.
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Usando que ∥Ai∥∗ = 1 para todo 1 ≤ i ≤ n y la desigualdad triangular, nos queda que

∥zr+1∥∗ =

∥∥∥Ar+1 −
∑r
j=1 ar+1 j zj

∥∥∥
∗

ar+1r+1
≤

√
n

n− r

(
1 +

(1 + ε)r
√
n

)
≤

√
n

n− r
(1 + (1 + ε)λ(ε)) =

1√
1− r

n

(
1 + (1 + ε)

ε
2(1 + ε)

)
≤ 1√

1− λ(ε)√
n

(
1 +

ε
2

)

≤ 1

1− λ(ε)√
n

(
1 +

ε
2

)
≤ 1

1−λ(ε)

(
1 +

ε
2

)
=

2(1 + ε)
2 + 2ε − ε

(2 + ε
2

)
= 1 + ε.

De esta manera, llegamos a que si α1, . . . ,αk ∈ R, para cada 1 ≤ i ≤ k vale que∥∥∥∥∥∥∥∥
r∑
j=1

αj zj

∥∥∥∥∥∥∥∥
K

≥ 1
1 + ε

∣∣∣∣∣∣∣∣⟨
r∑
j=1

αj zj , zi ⟩

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
1

1 + ε
|αi |.

Por lo que máx
1≤i≤k

|αi | ≤ (1 + ε)

∥∥∥∥∥∥∥∥
r∑
j=1

αj zj

∥∥∥∥∥∥∥∥
K

.

Observación 2.1.2.

(I) Este resultado nos dice que, dados ε > 0 y k ∈ N, el n(k,ε) del teorema de Factoriza-
ción de Dvoretsky-Rogers puede tomarse como

n(k,ε) =
[
4(1 + ε)2

ε2 (k − 1)2
]

+ 1.

En particular, la dimensión necesaria para el espacio E de manera de poder en-
contrar k vectores que satisfagan lo enunciado en el teorema de Factorización de
Dvoretsky-Rogers es (a lo sumo) cuadrática en k.

(II) Notablemente, en 1988 Bourgain y Szarek demostraron en [BS88] que es posible
tomar la dimensión k proporcional a n = dim(E) para lograr una factorización de la
identidad formal I : lk2 → lk∞ pasando a través de un subespacio de dimensión k en
E. Eso si, esta factorización no produce distorsiones tan pequeñas como sean deseadas
en la norma de I : lk2 → lk∞.

Más precisamente, demostraron que dado 0 < δ < 1 y n ∈ N existe M(δ) ≥ 1 tal que
si k ≤ (1− δ)n entonces existen x1, . . . ,xk que satisfacen

1
M(δ)

∥(αi)∥∞ ≤

∥∥∥∥∥∥∥∥
k∑
j=1

αixi

∥∥∥∥∥∥∥∥
E

≤ ∥(αi)∥2 .

La dependencia de M(δ) en δ fue estudiada posteriormente, y aún siendo descono-
cido su comportamiento asintótico preciso, se ha demostrado que puede tomarse
M(δ) ∼ 1/δ. Por otro lado, se sabe que debe satisfacerse M(δ) ≥ cδ−1/10.
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(III) Mencionemos por último una lectura geométrica del resultado obtenido: Si K ⊆
Rn es un cuerpo convexo simétrico en posición de John y k ≤ λ(ε)

√
n + 1, entonces

existen una sección k-dimensional de K (dada por K ∩ Ek, con Ek ⊆ Rn subespacio
de dimensión k), y un cubo (de lado 2) Qk k-dimensional en Ek, de manera que

Bn2 ∩Ek ⊆ K ⊆ (1 + ε)Qk .

2.2. Preliminares gaussianos

Denotaremos con Mn a los conjuntos medibles Lebesgue de Rn. Dado A ∈ Mn no-
taremos con m(A) o mn(A) a la medida de Lebesgue de A. Trabajaremos con la medida
gaussiana estándar en (Rn,Mn), que hace del mismo un espacio de probabilidad. Esta me-
dida es absolutamente continua con respecto a la medida de Lebesgue, y está definida
por

γn(A) =
1

(2π)n/2

∫
A
e
−∥x∥22

2 dm(x) =
1

(2π)n/2

∫
A
e
−∥x∥22

2 dx

para A ∈Mn.

Notemos que si n = 1, en particular nos queda γ1([a,b]) =
1
√

2π

∫ b

a
e−

x2

2 dx, y que

γn
(
[a1,b1]× · · · × [an,bn]

)
=

n∏
j=1

γ1([aj ,bj]).

Es decir γn = γ1 × · · · ×γ1 = γk ×γn−k para cada 1 ≤ k ≤ n.
Por su definición, es claro que γn es invariante por isometrías lineales en Rn. Más

concretamente, si u : Rn→ Rn es ortogonal, y A ⊆ Rn es medible, entonces, por el teorema
de cambio de variables

γn(u(A)) =
∫
u(A)

e
−∥x∥22

2 dx = |det(u)|
∫
A
e
−∥u(y)∥22

2 dy =
∫
A
e
−∥y∥22

2 dy = γn(A).

Luego, dadas g : Rn → [0,+∞] medible y absolutamente integrable respecto de γn y u :
Rn→ Rn una transformación ortogonal, vale que∫

Rn
g ◦u dγn =

∫
Rn
g dγn.

Recordemos que si (Ω,Σ,µ) es un espacio de probabilidad, y g : Ω→ R es una variable
aleatoria, decimos que g es gaussiana estándar (o que tiene distribución gaussiana están-
dar) si dado A ⊆ R abierto vale que µ(g ∈ A) = γ1(A).

En general, si G : Ω→ Rn es un vector de variables aleatorias, decimos que G es gaus-
siano estándar (o tiene distribución gaussiana estándar) si µ(G ∈ A) = γn(A) para todo
A ⊆ Rn boreliano. Si G = (g1, . . . , gn), esto es equivalente a que las variables aleatorias
g1, . . . , gn sean independientes y tengan distribución gaussiana estándar en R.
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En particular observemos que las funciones coordenadas pj : (Rn,γn)→ R, pj(x) = xj
con 1 ≤ j ≤ n, satisfacen trivialmente lo anterior, por lo que conforman un vector gaus-
siano estándar. Más aún, para nunca caer en falta de variables aleatorias gaussianas es-
tándar independientes, podemos tomar el producto de espacios de probabilidad de nu-
merables copias de (R,B,γ1) (donde B son los borelianos en R) para obtener (RN,B∞,γ∞),
donde B∞ son los borelianos de RN con la topología producto. De esta manera, las pro-
yecciones (o funciones coordenadas) pj : RN → R, pj(x) = xj con j ∈ N, constituyen una
sucesión de variables aleatorias gaussianas estándar independientes.

Como consecuencia de la invariancia por rotaciones de la medida gaussiana en Rn,
tenemos el siguiente lema.

Lema 2.2.1. Sean (Ω,Σ,µ) un espacio de probabilidad, G : Ω→ Rn un vector aleatorio gaus-
siano estándar yU ∈ Rn×n una matriz ortogonal. EntoncesU.G : Ω→ Rn es un vector aleatorio
con distribución gaussiana estándar.

Es decir, si g1, . . . , gn : Ω→ R son variables aleatorias gaussianas estándar independientes,
entonces, dada (aij) ∈ Rn×n ortogonal, las variables aleatorias g̃i : Ω→ R definidas por

g̃i =
n∑
j=1

aij gj

son gaussianas estándar independientes entre sí.
En particular, si

∑n
j=1 a

2
j = 1 entonces g̃ =

∑n
j=1 aj gj tiene distribución gaussiana estándar.

Demostración. En efecto, dado A ⊆ Rn boreliano, basta con notar que

µ
(
U.G ∈ A

)
= µ

(
G ∈U−1.A

)
= γn(U−1.A) = γn(A).

Más que con vectores gaussianos estándar en Rn, trabajaremos con la siguiente ligera
generalización:

Definición 2.2.2. Sean (Ω,Σ,µ) un espacio de probabilidad y E un espacio normado de
dimensión n. Decimos que una variable aleatoria E-valuada X : Ω → E es n-gaussiana
(o gaussiana a secas) si existen una base {x1, . . . ,xn} de E, y g1, . . . , gn : Ω → R variables
aleatorias gaussianas estándar independientes tales que para cada ω ∈Ω,

X(ω) =
n∑
j=1

gj(ω)xj .

Por otro lado, si Y : Ω→ E es una variable aleatoria E-valuada, notaremos dist(Y ) a
la medida que Y induce en los borelianos de E, definida por dist(Y )(A) = µ

(
Y −1(A)

)
para

cada A ⊆ E boreliano. A esta medida la llamaremos la distribución de Y .

Observación 2.2.3. Supongamos que E es un espacio normado de dimensión n y {x1, . . . ,xn} ⊆
E es una base de E. Supongamos además que (Ω1,Σ1,µ1) y (Ω2,Σ2,µ2) son dos espacios
de probabilidad, en los cuales tenemos definidas a las funciones gi : Ω1 → R gaussia-
nas estándar independientes y hi : Ω2 → R gaussianas estándar independientes (donde
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1 ≤ i ≤ n). Notemos entonces que las variables aleatorias gaussianas E-valuadas definidas
por

X1 : Ω1→ E X1(ω) =
n∑
i=1

gi(ω)xi y X2 : Ω2→ E X2(ω) =
n∑
i=1

hi(ω)xi

tienen la misma distribución.
En efecto, dado A ⊆ E abierto, si definimos T : E → Rn por T (xi) = ei (donde e1, . . . , en

son los vectores de la base canónica de Rn), entonces

dist(X1)(A) = µ1(X1 ∈ A) = µ1(T (X1) ∈ T (A)) = µ1((g1, . . . , gn) ∈ T (A)) = γn(T (A))
= µ2((h1, . . . ,hn) ∈ T (A)) = µ2(T (X2) ∈ T (A)) = µ2(X2 ∈ A) = dist(X2)(A).

Es decir, la distribución de una variable aleatoria gaussiana E-valuada depende única-
mente de los vectores x1, . . . ,xn.

De forma análoga a las variables aleatorias escalares, decimos que las variables alea-
torias E-valuadas X1, . . . ,Xk : Ω→ E son independientes entre sí, si dados A1, . . . ,Ak ⊆ E
borelianos, vale que

µ(X1 ∈ A1, . . . ,Xk ∈ Ak) =
k∏
i=1

µ(Xi ∈ Ai).

Observación 2.2.4. En particular, si E = Rn, tomando cada Ai como un producto carte-
siano de intervalos en R

Ai =
n∏
j=1

I
j
i I

j
i ⊆ R intervalo

puede verse que G1, . . . ,Gk : Ω→ Rn son vectores aleatorios independientes y con distri-
bución gaussiana estándar si y solo si para cada 1 ≤ i ≤ k vale que Gi = (gi1, . . . , gin) donde
las variables aleatorias (escalares) gij : Ω → R con 1 ≤ i ≤ k, 1 ≤ j ≤ n son gaussianas
estándar independientes entre sí.

Al igual que con las funciones borelianas escalares 2 veamos que vale la siguiente pro-
posición.

Proposición 2.2.5. Dados un espacio de probabilidad (Ω,Σ,µ) , E y F espacios normados de
dimensión finita, ϕ : F → E boreliana y X1, . . . ,Xk : Ω → F variables aleatorias F-valuadas,
vale que

(a) Si X1, . . . ,Xk tienen la misma distribución, entonces ϕ(X1), . . . ,ϕ(Xk) tienen la misma dis-
tribución.

(b) Si X1, . . . ,Xk son independientes, entonces ϕ(X1), . . . ,ϕ(Xk) son independientes entre sí.
2Recordemos que si X,Y son dos espacios topológicos, ϕ : X → Y es boreliana (o medible Borel), si

ϕ−1(A) ∈ BX para todo A ⊆ Y abierto, siendo BX la σ−álgebra generada por los abiertos en X.
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Demostración. Por simplicidad en la escritura, veamos ambos ítems para k = 2. Los mis-
mos argumentos aplican para cualquier k ∈ N.

(a) Dado A ⊆ E abierto, tenemos que

µ(ϕ(X1) ∈ A) = µ
(
X1 ∈ ϕ−1(A)

)
= µ

(
X2 ∈ ϕ−1(A)

)
= µ(ϕ(X2) ∈ A).

(b) De manera similar, si A,B ⊆ E son abiertos, entonces

µ(ϕ(X1) ∈ A,ϕ(X2) ∈ B) = µ
(
X1 ∈ ϕ−1(A),X2 ∈ ϕ−1(B)

)
= µ

(
X1 ∈ ϕ−1(A)

)
µ
(
X2 ∈ ϕ−1(B)

)
= µ(ϕ(X1) ∈ A)µ(ϕ(X2) ∈ B).

En la demostración del teorema de Dvoretzky utilizaremos el siguiente lema.

Lema 2.2.6. Sean F un espacio normado de dimensión r y {z1, . . . , zr} ⊆ F una base de F. Dados
(Ω,Σ,µ) un espacio de probabilidad y gij : Ω → R variables aleatorias gaussianas estándar
independientes entre sí, con 1 ≤ i ≤ k (donde k ∈ N) y 1 ≤ j ≤ r. Si para cada 1 ≤ i ≤ k
Xi : Ω → F es la variable aleatoria F-valuada gaussiana definida por Xi(ω) =

∑r
j=1 gij(ω)zj

entonces

(a) Las variables aleatorias Xi son independientes e igualmente distribuidas.

(b) Si α1, . . . ,αk ∈ R son tales que
∑k
i=1α

2
i = 1, entonces la variable F-valuada X : Ω → F

definida por X =
∑k
i=1αiXi es gaussiana, y dist(X) = dist(Xi) para cada 1 ≤ i ≤ k.

Demostración. (a) Que las variables aleatorias Xi tienen la misma distribución se deduce
de la Observación 2.2.3, y que son independientes se deduce de la Proposición 2.2.5
aplicada a la transformación lineal ϕ : Rr → F definida por ϕ(ei) = zi , y a los vectores
gaussianos estándar Gi : Ω→ Rr , Gi = (gi1, . . . , gir), que por la Observación 2.2.4 son
independientes entre sí.

(b) Basta con escribir

X =
k∑
i=1

αiXi =
r∑
j=1

 k∑
i=1

αi gij

 zj =
r∑
j=1

g̃j zj ,

donde para cada 1 ≤ j ≤ r la variable aleatoria g̃j : Ω → R viene dada por g̃j =∑k
i=1αi gij . En efecto, tenemos que g̃1, . . . , g̃r son gaussianas estándar por el Lema 2.2.1

y son independientes por la Proposición 2.2.5, ya que g̃j = ϕ(G̃j) donde ϕ : Rk → R
esta dada por ϕ(x1, . . . ,xk) =

∑k
i=1αixi y los vectores aleatorios G̃j = (g1j , . . . , gkj), con

1 ≤ j ≤ r, son vectores gaussianos estándar independientes entre sí.

Si (Ω,Σ,µ) es un espacio de probabilidad y f ∈ L1(Ω,µ), notaremos a la esperanza de
f como E(f ) =

∫
Ω
f (ω)dµ(ω). A veces, para remarcar cuál es la medida (o el espacio) con

respecto a la cual tomamos la esperanza, notaremos E(f ) = Eµ(f ).
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Utilizaremos más adelante el siguiente resultado

Lema 2.2.7. Sean v ∈ Rn, y g : Rn→ R dada por g(x) = e⟨v,x⟩. Entonces

Eγn(g) =
∫
Rn
e⟨v,x⟩dγn(x) = e

∥v∥22
2 .

Demostración. Sea u : Rn→ Rn ortogonal tal que u∗(v) = ∥v∥2 e1. Entonces∫
Rn
e⟨v,x⟩dγn(x) =

∫
Rn
e⟨v,u(x)⟩dγn(x) =

∫
Rn
e⟨u
∗(v),x⟩dγn(x) =

∫
Rn
e∥v∥2 x1 dγn(x)

=
1

(2π)n/2

∫
Rn
e∥v∥2 x1 −

∥x∥22
2 dx

=
(

1
√

2π

∫
R
e∥v∥2 x1 −

x2
1

2 dx1

)(
1

(2π)(n−1)/2

∫
Rn−1

e−
∥x̃∥22

2 dx̃

)
=

1
√

2π

∫
R
e−

(x1−∥v∥2)2

2 e
∥v∥22

2 dx1 = e
∥v∥22

2 .

Veamos ahora como se comporta asintóticamente γ1.

Lema 2.2.8. Para cada x > 0

1
√

2π

x

1 + x2 e
−x2/2 < γ1((x,+∞)) <

1
√

2π

1
x
e−x

2/2.

Demostración. Veamos primero la cota superior, para eso, basta integrar por partes

+∞∫
x

e−t
2/2dt =

+∞∫
x

1
t

(te−t
2/2) dt =

(1
t

(
−e−t

2/2
)) ∣∣∣∣+∞

x
−
∫ +∞

x

1
t2
e−t

2/2dt <
1
x
e−x

2/2.

De donde obtenemos la cota superior. Por otro lado, para la cota inferior basta con notar
que la función

h(x) =

+∞∫
x

e−t
2/2dt − x

1 + x2 e
−x2/2

tiene derivada negativa en [0,+∞), ya que al derivarla encontramos h′(x) =
−2e−x

2/2

(1 + x2)2 , y

que su límite cuando x tiende a +∞ es cero, por lo que debe ser h(x) > 0 para todo x > 0.

Utilizaremos también el siguiente lema (para una justificación acerca del número 22
millones en el enunciado del lema, ver la observación posterior a su demostración).

Lema 2.2.9. Sean (Ω,Σ,µ) un espacio de probabilidad y g1, . . . , gn : Ω→ R variables aleatorias
gaussianas estándar independientes, con n ≥ 2,2 .107. Entonces

E
(

máx
1≤i≤n

|gi |
)
≥ 5

4

√
ln(n).
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Demostración. Dado a > 0

µ
(

máx
1≤i≤n

|gi | > a
)

= 1−µ
(

máx
1≤i≤n

|gi | ≤ a
)

= 1−
n∏
i=1

µ (|gi | ≤ a) = 1−µ (|g1| ≤ a)n

= 1−
(
1−µ(|g1| > a)

)n
= 1−

(
1−γ1(|x| > a)

)n
= 1−

(
1− 2γ1(x > a)

)n
.

Luego, usando la desigualdad de Markov y el lema anterior tenemos que

E
(

máx
1≤i≤n

|gi |
)
≥ aµ

(
máx
1≤i≤n

|gi | > a
)

= a
(
1−

(
1− 2γ1(x > a)

)n)
≥ a (1− exp(−2nγ1(x > a))) ≥ a.

1− exp

−
√

2
π
n

a

1 + a2 e
−a2/2

 .
Tomando a = c

√
ln(n), con c > 0, nos queda

E
(

máx
1≤i≤n

|gi |
)
≥ c

√
ln(n).

1− exp

−
√

2
π

c
√

ln(n)
1 + c2 ln(n)

n1− c2/2
 . (2.1)

Si bien no usaremos esto para el hecho que queremos demostrar, puede observarse
numéricamente que para cada n ∈ N existe un cn “óptimo” que maximiza la expresión que
acompaña a

√
ln(n),

c

1− exp

−
√

2
π

c
√

ln(n)
1 + c2 ln(n)

n1− c2/2
 .

Este cn tiene la forma

cn =

√
2− (1 +αn)

ln(ln(n))
ln(n)

donde αn es decreciente y tiende (muy lentamente) a cero.
Reemplazando la expresión de cn en (2.1), llagamos a la desigualdad

E
(

máx
1≤i≤n

|gi |
)
≥ cn

√
ln(n)

1− exp

−
√

2
π

cn ln(n)

1 + c2
n ln(n)

ln
αn
2 (n)

 .
Es interesante notar que más allá de la validez de esta observación numérica, tomando

un valor de α fijo y positivo (por ejemplo α = 1) y la sucesión cn que le corresponde,
podemos ver que

E
(

máx
1≤i≤n

|gi |
)
≥ dn

√
ln(n) con dn −−−−−−→n→+∞

√
2.

Ahora bien, volviendo al hecho que queremos demostrar, observemos que para α y c > 0

fijos, la expresión
c ln(n)

1 + c2 ln(n)
ln
α
2 (n) es monótona creciente en n. En efecto, esto puede

verse mediante el cálculo de la derivada de ϕ(x) =
c ln(x)

1 + c2 ln(x)
ln
α
2 (x), por ejemplo.
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Así, para obtener la cota concreta del enunciado, tomamos α = 1,47. Entonces vemos
que para n = 2,2 .107 la expresión que acompaña a

√
ln(n) es mayor a 5/4 (usando c =

c2,2 .107), de donde tenemos que

E
(

máx
1≤i≤n

|gi |
)
≥ 5

4

√
ln(n)

para todo n ≥ 2,2 .107.

Observación 2.2.10.

(I) Con una cuenta similar (y un tanto menos rebuscada), podríamos haber visto que
existe una constante C > 0 tal que para todo n ≥ 2 se tiene

E
(

máx
1≤i≤n

|gi |
)
≥ C

√
ln(n).

Esto vale, por ejemplo, para C = 2/5. Nos permitimos la “incomodidad” de obtener
una desigualdad válida para n mayor a 22 millones, ya que esto nos permitirá obte-
ner mejores cotas para la dimensión N (k,ε) en el teorema de Dvoretzky, siendo que
las dimensiones involucradas en dicho teorema son intrínsecamente mucho mayo-
res a la restricción de que n ≥ 2,2 .107 (por lo que esta hipótesis se cumpliría más
adelante aunque no la tomáramos).

(II) Por otro lado, usando que si g es una variable aleatoria gaussiana estándar E
(
et|g |

)
=

et
2/2, puede verse aplicando logaritmo a la cadena de desigualdades

e
tE

(
máx
1≤i≤n

|gi |
)
≤ E

(
e
t máx

1≤i≤n
|gi |

)
= E

(
máx
1≤i≤n

et |gi |
)
≤ E

 n∑
i=1

et|gi |
 =

n∑
i=1

E
(
et|gi |

)
= net

2/2

y tomando t =
√

2ln(n), que si las variables aleatorias (gi)i∈N son gaussianas estándar

independientes entonces E
(

máx
1≤i≤n

|gi |
)
≤
√

2
√

ln(n) para todo n ≥ 2.

Por lo que

E
(

máx
1≤i≤n

|gi |
)

√
ln(n)

−−−−−→
n→∞

√
2.

(III) Notemos que, bajo las condiciones enunciadas en el lema, E
(

máx
1≤i≤n

|gi |
)

= Eγn(∥x∥∞).

2.2.1. Concentración de la medida gaussiana

Como mencionamos anteriormente, seguiremos el camino dado en [Pis89]. Así como
la prueba dada por Milman, esta demostración usa la concentración de la medida (o más
precisamente, cierta inecuación que limita la desviación de una función Lipschitz de su
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media), pero en Rn con la medida gaussiana estándar, en vez de utilizar la esfera unitaria
con la medida de probabilidad invariante por rotaciones.

En la demostración del siguiente teorema, utilizaremos el teorema de Rademacher, que
nos dice que dados A ⊆ Rn abierto y f : A→ R Lipschitz se tiene que f es diferenciable en
casi todo punto de A (para una demostración ver [Eva15, Capítulo 3]).

Teorema 2.2.11. Si f : Rn → R es Lipschitz3 con constante L > 0 (con respecto a la norma
euclídea), entonces para cada t > 0 vale que

γn

( ∣∣∣f −Eγn(f )
∣∣∣ > t) ≤ 2exp

(
− 2
π2

t2

L2

)
.

Demostración. Fijemos dos puntos x,y ∈ Rn y definamos la curva cx,y = c : [0,π/2]→ Rn

dada por c(θ) = x sin(θ) + y cos(θ). Observemos que c es C1, con c′(θ) = xcos(θ)− y sin(θ).
A su vez, tenemos que como f es Lipschitz es diferenciable en casi todo punto de Rn

(tanto para la medida de Lebesgue como para γn) y f ◦ c : [0,π/2]→ R es Lipschitz, por lo
que es absolutamente continua.

Asumamos momentáneamente que f es diferenciable en c(θ) para casi todo θ ∈ [0,π/2].
Entonces tenemos que

f (x)− f (y) = f
(
c (π/2)

)
− f

(
c(0)

)
=

∫ π/2

0
(f ◦ c)′(θ)dθ =

∫ π/2

0
⟨∇f (c(θ)), c′(θ)⟩dθ.

Ahora bien, considerando el espacio de probabilidad I =
(
[0,π/2],M([0,π/2]),

2
π
m
)
, pode-

mos escribir la anterior igualdad como

f (x)− f (y) = EI
(π

2
⟨∇f (c(θ)), c′(θ)⟩

)
.

Ahora, si dado λ ∈ R notamos ϕλ : R→ R>0 a ϕλ(t) = eλt, entonces ϕλ es convexa, y
por la desigualdad de Jensen tenemos que

ϕλ (f (x)− f (y)) ≤ EI
(
ϕλ

(π
2
⟨∇f (c(θ)), c′(θ)⟩

))
=

2
π

∫ π/2

0
ϕλ

(π
2
⟨∇f (c(θ)), c′(θ)⟩

)
dθ. (2.2)

Veamos que la expresión de la derecha se puede integrar en (Rn×Rn,γn×γn). Para eso,
nos basta con ver que para casi todo (x,y) ∈ Rn ×Rn, f es diferenciable en cx,y(θ) para casi
todo θ ∈ [0,π/2].

A tal fin, notemos Z = {z ∈ Rn/ f no es dif. en z} (sabemos que mn(Z) = 0) y

N =
{
(x,y,θ) ∈ Rn ×Rn × [0,π/2] tales que cx,y(θ) ∈ Z

}
.

Basta con ver entonces que N es un conjunto de medida cero.

3Recordemos que una función f : (Rn,∥ ∥2) → (Rm,∥ ∥2) es Lipschitz con constante L > 0 si para todo
x,y ∈ Rn vale que

∥∥∥f (x)− f (y)
∥∥∥

2
≤ L

∥∥∥x − y∥∥∥
2
.
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Para eso, definamos la función T : Rn × Rn × [0,π/2] → Rn × Rn × [0,π/2] dada por
T (x,y,θ) = (cx,y(θ), c′x,y(θ),θ). Puede verse que T diferenciable, con |det(DT (x,y,θ))| = 1
para todo (x,y,θ) ∈ Rn ×Rn × [0,π/2], y es inversible, con T −1 = T . Entonces, de nuestro
curso de análisis real tenemos que si A ⊆ Rn ×Rn × [0,π/2] es medible, entonces T (A) lo es
y m(T (A)) =m(A). Luego

m2n+1(N ) =m2n+1(T −1(Z,Rn, [0,π/2])) =m2n+1(Z,Rn, [0,π/2]) =mn(Z) = 0.

Ahora sí, integrando (2.2) como habíamos anunciado, y usando Fubini, tenemos"
Rn×Rn

ϕλ (f (x)− f (y)) dγn ×γn(x,y)

≤ 2
π

π/2∫
0


"

Rn×Rn

ϕλ

(π
2

〈
∇f (cx,y(θ)), c′x,y(θ)

〉)
dγn ×γn(x,y)

dθ.
Notemos que, como para cada θ ∈ [0,π/2] fijo la transformación u : Rn ×Rn → Rn ×Rn
dada por u(x,y) = (cx,y(θ), c′x,y(θ)) es ortogonal, y a su vez la medida gaussiana γ2n = γn ×
γn es invariante por transformaciones ortogonales, tenemos que el último término de la
inecuación anterior es igual a

2
π

π/2∫
0


"

Rn×Rn

ϕλ

(π
2
⟨∇f (x), y⟩

)
dγn ×γn(x,y)

dθ =
"

Rn×Rn

ϕλ

(π
2
⟨∇f (x), y⟩

)
dγn ×γn(x,y)

=
∫
Rn

(∫
Rn
ϕλ

(π
2
⟨∇f (x), y⟩

)
dγn(y)

)
dγn(x) (usando el Lema 2.2.7)

=
∫
Rn

exp

λ2π2

22

∥∇f (x)∥22
2

 dγn(x) ≤ exp
(
λ2π2

23 L2
)
.

Ya que si f es diferenciable en x, ∥∇f (x)∥2 ≤ L, puesto que para todo y ∈ Bn2

|⟨∇f (x), y⟩| = lı́m
t→0+

∣∣∣∣∣f (x+ ty)− f (x)
t

∣∣∣∣∣ ≤ L.
Hasta aquí, obtuvimos entonces que"

Rn×Rn

ϕλ (f (x)− f (y)) dγn ×γn(x,y) ≤ exp
(
λ2π2

23 L2
)
.

Por otro lado, usando la desigualdad de Jensen nuevamente (notando Eγn,y a la espe-
ranza con respecto a la medida gaussiana en la variable y)

ϕλ

(
f (x)−

∫
Rn
f (y)dγn(y)

)
= ϕλ

(
Eγn,y(f (x)− f (y))

)
≤ Eγn,y

(
ϕλ(f (x)− f (y))

)
=

∫
Rn
ϕλ(f (x)− f (y))dγn(y).
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E integrando esta última desigualdad respecto a x∫
Rn
ϕλ

(
f (x)−

∫
Rn
f (y)dγn(y)

)
dγn(x)

≤
"

Rn×Rn

ϕλ (f (x)− f (y)) dγn ×γn(x,y) ≤ exp
(
λ2π2

23 L2
)
.

Luego, como para λ > 0 vale que ϕλ es creciente, por la desigualdad de Markov tenemos
que, si λ,t > 0

γn

(
x ∈ Rn/ f (x)−Eγn(f ) > t

)
≤
Eγn

(
ϕλ(f −Eγn(f ))

)
ϕλ(t)

≤ exp
(
λ2π2

23 L2 −λt
)
.

Para cada t > 0 fijo, podemos buscar el λ > 0 que minimice esta expresión (que es, en

esencia, una cuadrática en λ), encontrando λ =
4t
π2L2 , de donde obtenemos que

γn

(
x ∈ Rn/ f (x)−Eγn(f ) > t

)
≤ exp

(
−2
π2

t2

L2

)
.

Repitiendo el procedimiento, pero integrando primero respecto de x y después respecto a
y (o aplicando lo visto para −f ), también tenemos que

γn

(
x ∈ Rn/ − f (x) +Eγn(f ) > t

)
≤ exp

(
−2
π2

t2

L2

)
.

De donde finalmente podemos deducir

γn

( ∣∣∣f −Eγn(f )
∣∣∣ > t) ≤ 2exp

(
− 2
π2

t2

L2

)
.

Observemos que la cota para la medida de γn
(∣∣∣f −Eγn(f )

∣∣∣ > t) es independiente de la
dimensión.

2.3. Lemas geométricos

Durante esta sección, si ∥ ∥ es una norma en Rn, notaremos B = B(Rn,∥ ∥) a la bola unita-
ria, y S = S(Rn,∥ ∥) a la esfera unitaria de la norma correspondiente.

Lema 2.3.1. Sea ∥ ∥ una norma en Rn. Dado δ > 0, existe un conjunto finito A ⊆ S con a lo
sumo

(
1 + 2

δ

)n
puntos, tal que d(x,A) ≤ δ ∀x ∈ S.

Demostración. Sea A = {y1, . . . , yr} ⊆ S un conjunto maximal con respecto a la propiedad de
que d(y, ỹ) > δ ∀y , ỹ en A.
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Para construir un tal conjunto, tomamos y1 ∈ S. Si existe y2 ∈ S con d(y2, y1) > δ, agrega-
mos y2 a nuestro conjunto. Si existe y3 ∈ S con d(y3, yj) > δ para todo 1 ≤ j ≤ 2, agregamos
y3 al conjunto. Continuamos de esta manera hasta no poder más (por la compacidad de S,
debemos no poder más en algún momento).

Sea r ∈ N el cardinal de A. Por la maximalidad de A, se cumple que d(x,A) ≤ δ ∀x ∈ S.
Por otro lado, como d(y, ỹ) > δ ∀y , ỹ en A, las bolas (yj +δ/2B)1≤j≤r son disjuntas, y están
todas incluidas en (1 + δ/2)B, por lo que

r
(δ
2

)n
Voln(B) = Voln

 r⋃
j=1

yj +
δ
2
B

 ≤ Voln
((

1 +
δ
2

)
B
)

=
(
1 +

δ
2

)n
Voln(B),

de donde

r ≤
(2
δ

+ 1
)n
.

Por brevedad (y también por convención) dado un espacio métrico M, diremos que
un conjunto finito A ⊆ M es una δ-red en M si d(x,A) ≤ δ para todo x ∈ M. Así, el lema
anterior nos dice que existe una δ-red en S cuyo cardinal “está controlado”.

Lema 2.3.2. Para cada ε > 0, existe 0 < δ(ε) < 1/3 tal que:
Dados n ∈ N, ∥ ∥ una norma en Rn, y una δ-red A en la esfera unitaria S = S(Rn,∥ ∥), si E es

un espacio de Banach y x1, . . . ,xn ∈ BE son tales que para todo α = (α1, . . . ,αn) ∈ A vale que

1− δ(ε) ≤

∥∥∥∥∥∥∥
n∑
i=1

αixi

∥∥∥∥∥∥∥
E

≤ 1 + δ(ε), (2.3)

entonces
1

(1 + ε)1/2 ∥α∥ ≤

∥∥∥∥∥∥∥
n∑
i=1

αixi

∥∥∥∥∥∥∥
E

≤ (1 + ε)1/2 ∥α∥ ∀α ∈ Rn.

En particular, si F = ⟨x1, . . . ,xn⟩ ⊆ E, entonces F es (1 + ε)-isomorfo a (Rn,∥ ∥).

Demostración. Sea u : (Rn,∥ ∥) → E dada por u(ei) = xi . Veamos que ∥u∥ ≤ (1 + ε)1/2 si
escogemos δ de manera que se satisfaga (2.3) de forma adecuada.

Tomemos α ∈ S, entonces existe α̃ ∈ A tal que ∥α − α̃∥ ≤ δ. De donde podemos escribir

∥u(α)∥E = ∥u(α̃)−u(α̃ −α)∥E ≤ ∥u(α̃)∥E + ∥u(α̃ −α)∥E ≤ 1 + δ+ ∥u∥δ.

Luego tenemos que ∥u∥ ≤ 1 + δ + ∥u∥δ, y por lo tanto ∥u∥ ≤
1 + δ
1− δ

. Más adelante diremos

como tomar δ de manera que
1 + δ
1− δ

≤ (1 + ε)1/2.

Por otro lado, dado α ∈ S, y escogiendo α̃ ∈ A como antes

∥u(α)∥E = ∥u(α̃)−u(α̃ −α)∥E ≥ ∥u(α̃)∥E − ∥u(α̃ −α)∥E

≥ 1− δ − ∥u∥δ ≥ 1− δ − 1 + δ
1− δ

δ =
1− 2δ+ δ2 − δ − δ2

1− δ
=

1− 3δ
1− δ

.
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Por lo que, exigiendo δ < 1/3, tenemos que u : Rn → u(Rn) es inversible y ∥u(α)∥E ≥
1− 3δ
1− δ ∥

α∥ para todo α ∈ Rn.

Ahora, queremos escoger δ de manera que

1 + δ
1− δ

≤ (1 + ε)1/2 y
1− 3δ
1− δ

≥ 1
(1 + ε)1/2

.

Si bien la demostración no nos entra en el margen de esta hoja, afirmamos que esto equi-
vale a tomar

δ ≤ ε(
1 +
√

1 + ε
)2 y δ ≤ ε(

3
√

1 + ε − 1
)(√

1 + ε+ 1
) .

Por lo que en general, bastará con tomar δ(ε) como el mínimo de estas dos cotas. Ahora,
para rescatar una expresión más amigable, si consideramos 0 < ε ≤ 1, entonces ambas
desigualdades se cumplen tomando δ(ε) = ε/8.

Observación. Los lemas que enunciamos en esta sección pueden utilizarse para demos-
trar el teorema de Dvoretzky a partir de la concentración de la medida en la esfera de ln2
(o más precisamente, a partir de una inecuación que, al igual que la del Teorema 2.2.11,
limite la medida en la que una función Lipschitz en la esfera se desvía de su media, o su
mediana).

2.4. Demostración del teorema de Dvoretzky

Demostraremos la siguiente versión, un poco más precisa, y mucho menos elegante,
del teorema de Dvoretzky enunciado en la Introducción.

Teorema 2.4.1. Sea ∥ ∥ una norma en Rn. Entonces, dado ε > 0, para cada k ∈ N que satisfaga

k <

9
400π2 ln(n)ε2 − 9ln(50)

200π2 ε2 − ln(2)

ln(1 + 16/ε)

existe un subespacio k-dimensional S ⊆ Rn tal que (S,∥ ∥) es (1 + ε)-isomorfo a lk2 .

Demostración. Podemos asumir que 0 < ε ≤ 1, y tomar entonces δ(ε) = ε/8 < 1/3, de mane-
ra que se satisface lo enunciado en el Lema 2.3.2.

En este caso, la cota para k es negativa si n ≤ 2400π2/9 ∼ 1,1 .10132, ya que resulta
9

400π2 ln(n)ε2 − ln(2) ≤ 0. Así, podemos asumir n ≥ 10132.

Sea r =
[√
n/50 + 1

]
≫ 2,2 .107. Entonces, por el teorema de factorización de Dvoretzky-

Rogers 2.1.1 con ε̃ = 1/24, podemos tomar r vectores z1, . . . , zr ∈ Rn de manera que se
cumpla

24
25
∥(αi)∥∞ ≤

∥∥∥∥∥∥∥∥
r∑
j=1

αizi

∥∥∥∥∥∥∥∥ ≤ ∥(αi)∥2 (2.4)

para cualesquiera escalares α1, . . . ,αr ∈ R. Llamemos F = ⟨z1, . . . , zr⟩.
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Proveámonos ahora de un espacio de probabilidad (Ω,Σ,µ) junto con variables alea-
torias gaussianas estándar independientes gij : Ω → R, con 1 ≤ i ≤ k (donde k es como
en el enunciado) y 1 ≤ j ≤ r. Consideremos entonces las variables aleatorias F-valuadas
Xi : Ω→ F, con 1 ≤ i ≤ k, dadas por

Xi =
r∑
j=1

gij zj .

Entonces, por el Lema 2.2.6 las variables aleatorias F−valuadas Xi son independientes e
igualmente distribuidas.

Ahora, sea A ⊆ ∂Bk2 una δ(ε)-red, de manera que se satisfaga lo enunciado en el Lema
2.3.1, es decir tal que |A| ≤ (1 + 2/δ)k, donde |A| es el cardinal de A.

Para cada α = (α1, . . . ,αk) ∈ A, consideremos la variable aleatoria F-valuadaGα =
∑k
i=1αiXi .

Entonces, nuevamente por el Lema 2.2.6, para cada α ∈ A, Gα tiene la misma distribu-
ción que las Xi (pues α ∈ ∂Bk2).

Queremos ver que para algún ω ∈Ω, y algún M > 0 vale que∣∣∣∣∣∣∣ 1
M

∥∥∥∥∥∥∥
k∑
i=1

αiXi(ω)

∥∥∥∥∥∥∥− 1

∣∣∣∣∣∣∣ ≤ δ(ε) ∀α ∈ A,

ya que entonces, tomando yi = Xi(ω)/M para 1 ≤ i ≤ k, tendríamos por el Lema 2.3.2 que
S = ⟨y1, . . . , yk⟩ ⊆ Rn es (1 + ε)-isomorfo a lk2 .

Veremos que, en efecto, si M = E(∥X1∥)

µ

ω ∈Ω/ ∀α ∈ A
∣∣∣∣∣∣∣ 1
M

∥∥∥∥∥∥∥
k∑
i=1

αiXi(ω)

∥∥∥∥∥∥∥− 1

∣∣∣∣∣∣∣ ≤ δ(ε)

 > 0.

De donde obtendremos lo buscado.
Para esto, notemos que

µ

ω ∈Ω/ ∀α ∈ A
∣∣∣∣∣∣∣ 1
M

∥∥∥∥∥∥∥
k∑
i=1

αiXi(ω)

∥∥∥∥∥∥∥− 1

∣∣∣∣∣∣∣ ≤ δ(ε)


= 1−µ

ω ∈Ω/ ∃α ∈ A con

∣∣∣∣∣∣∣ 1
M

∥∥∥∥∥∥∥
k∑
i=1

αiXi(ω)

∥∥∥∥∥∥∥− 1

∣∣∣∣∣∣∣ > δ(ε)

︸                                                               ︷︷                                                               ︸
(∗)

.

Basta con ver entonces que (∗) < 1.
Comencemos notando que si f : (lr2,γr)→ R esta dada por

f (x1, . . . ,xr) =

∥∥∥∥∥∥∥∥
r∑
j=1

xj zj

∥∥∥∥∥∥∥∥ .
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Entonces, por (2.4), f es Lipschitz con constante L = 1, y como variable aleatoria, por la
Observación 2.2.3, f tiene la misma distribución que ∥X1∥. Por lo que, usando el Teorema
2.2.11 con t = Eγr (f )δ(ε), nos queda

µ
(
ω ∈Ω/ | ∥X1(ω)∥ −M | >Mδ(ε)

)
= γr

(
x ∈ Rr /

∣∣∣f (x)−Eγr (f )
∣∣∣ > Eγr (f )δ(ε)

)
≤ 2exp

(−2
π2

(
Eγr (f )δ(ε)

)2
)
.

Ahora bien, de vuelta por (2.4), tenemos que
24
25
∥x∥∞ ≤ f (x) para cada x ∈ Rr , por lo que,

Lema 2.2.9 mediante

Eγr (f ) ≥ 24
25

Eγr (∥x∥∞) ≥ 24
25

5
4

√
ln(r) ≥ 6

5

√
ln

(√
n

50

)
. (2.5)

Así, llegamos a que

µ
(
ω ∈Ω/ 1

M
| ∥X1(ω)∥ − 1| > δ(ε)

)
≤ 2exp

(
−72

25π2 ln
(√
n

50

)
δ2(ε)

)
.

Luego

µ

ω ∈Ω/ ∃α ∈ A con

∣∣∣∣∣∣∣ 1
M

∥∥∥∥∥∥∥
k∑
i=1

αiXi(ω)

∥∥∥∥∥∥∥− 1

∣∣∣∣∣∣∣ > δ(ε)


≤

∑
α∈A

µ

ω ∈Ω/
∣∣∣∣∣∣∣ 1
M

∥∥∥∥∥∥∥
k∑
i=1

αiXi(ω)

∥∥∥∥∥∥∥− 1

∣∣∣∣∣∣∣ > δ(ε)


= |A| µ

(
ω ∈Ω/

∣∣∣∣∣ 1
M
∥X1(ω)∥ − 1

∣∣∣∣∣ > δ(ε)
)

≤ 2
(
1 +

2
δ(ε)

)k
exp

(
−72

25π2 ln
(√
n

50

)
δ2(ε)

)
= exp

(
ln(2) + k ln

(
1 +

16
ε

)
+

9
200π2 ln(50)ε2 − 9

400π2 ln(n)ε2
)
< 1

si k es como en el enunciado.

Observación 2.4.2. Esto nos dice que, dados k ∈ N y ε > 0 alcanza con tomar

n(k,ε) ≥ 2500 .2
400π2

9ε2 . e
400π2

9 k ln(1+16/ε)
ε2 . (2.6)

Por ejemplo, si buscamos un subespacio de dimensión 4 a distancia 1 de l42 , en general
debemos buscar en un espacio de dimensión n ≥ 2,4 .102294, y si buscamos un subespacio
de dimensión 100 a distancia 0,1 de l100

2 , debemos buscar en general en un espacio de
dimensión n ≥ 109693430.
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Notemos que, para llegar a una expresión más sencilla, de (2.6) podemos decir que,
según la definición de N (k,ε) dada en la página viii de la Introducción,

N (k,ε) ≤ exp
(
549

k ln(17/ε)
ε2

)
si 0 < ε ≤ 1 y k ≥ 1 (este es el mismo tipo de comportamiento asintótico obtenido por
Milman en [Mil71]). Escrito de otra forma, tenemos que, si k(n,ε) es definido como en la
página x de la Introducción,

k(n,ε) ≥ ε2

549ln(17/ε)
ln(n).

Por último, como también mencionamos en la Introducción, el comportamiento asin-
tótico con respecto a ε de N (k,ε) ó k(n,ε) obtenido en esta demostración no es óptimo (así
como tampoco las constantes obtenidas).

2.5. Algunas observaciones acerca de k(X,ε)

Vimos que para todo espacio de Banach X de dimensión n, k(X,ε) ≥ ε2

549ln(17/ε)
ln(n).

Veremos en esta sección dos resultados, ambos mencionados en la Introducción.
El primer resultado nos dirá que el comportamiento logarítmico en n de k(n,ε) obteni-

do en la demostración anterior del teorema de Dvoretzky es óptimo.

Proposición 2.5.1. Si 0 < ε ≤ 1, entonces se cumple k(n,ε) ≤ k(ln∞, ε) ≤ 8πe ln(n).

El segundo resultado nos indica con mayor precisión el comportamiento de k(ln∞, ε).

Proposición 2.5.2. Para todo 0 < ε ≤ 1 vale que

k(ln∞, ε) ≥ 1
2ln(1 + 4/ε)

ln(n) ≥ 1
2ln(5/ε)

ln(n).

2.5.1. Comportamiento óptimo con respecto a n

Para lo que sigue, utilizaremos la función gamma, Γ : (0,+∞)→ (0,+∞), dada por

Γ (x) =
∫ +∞

0
tx−1 e−t dt.

De las tantas cosas que podrían decirse respecto a esta función, mencionemos que satisface
la ecuación funcional Γ (x+ 1) = x Γ (x) para todo x > 0 (como debería toda buena extensión
holomorfa de (n− 1)!), lo cual puede verse fácilmente integrando por partes.

Por otro lado, gracias a la Proposición 2.5.3 tendremos que Γ es dos veces derivable, y
que

Γ ′′(x) =
∫ +∞

0
tx−1 ln2(t)e−t dt > 0,

por lo que Γ es convexa.
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Proposición 2.5.3. Sean (Ω,Σ,µ) un espacio de medida, A ⊆ R abierto, y f : Ω×A→ R una
función tal que:

Para cada x ∈ A la función f (·,x) ∈ L1(Ω,µ).

Para casi todo ω ∈Ω f (ω, ·) es derivable en A.

Para cada x0 ∈ A existen un entorno compacto K ⊆ A de x0 y una función gK ∈ L1(Ω,µ)
tal que ∣∣∣∣∣∂f∂x (ω,x)

∣∣∣∣∣ ≤ gK (ω)

para casi todo ω ∈Ω, y para todo x ∈ K .

Entonces la función h : A→ R dada por

h(x) =
∫
Ω

f (ω,x)dµ(ω)

es derivable en A, y vale que

h′(x) =
∫
Ω

∂f

∂x
(ω,x)dµ(ω).

Demostración. Sea D = {ω ∈Ω / f (ω, ·) es derivable en A}. Dado x0 ∈ A, sean r > 0 tal que
K = [x0 − r,x0 + r] ⊆ A y gK ∈ L1(Ω,µ) como en el enunciado. Entonces, si 0 < |s| < r

h(x0 + s)− h(x0)
s

=
∫
Ω

f (ω,x0 + s)− f (ω,x0)
s

dµ(ω).

Si ω ∈D, entonces existe tω entre x0 + s y x0 tal que∣∣∣∣∣f (ω,x0 + s)− f (ω,x0)
s

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∂f∂x (ω,tω)

∣∣∣∣∣ ≤ gK (ω),

donde la última desigualdad vale para casi todo ω ∈ D (y por lo tanto para casi todo
ω ∈Ω). Luego, por el teorema de convergencia dominada, existe

h′(x0) = lı́m
s→0

h(x0 + s)− h(x0)
s

=
∫
Ω

∂f

∂x
(ω,x0)dµ(ω).

Observación 2.5.4. En verdad vale que Γ es logarítmicamente convexa, es decir

Γ (αx+ (1−α)y) ≤ Γ α(x)Γ 1−α(y)

para todo 0 ≤ α ≤ 1 y x,y > 0.

Lema 2.5.5. Para todo x > 0 vale que

Γ (x+ 1)1/x ≤ x
2

+ 1.
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Demostración. Comencemos notando que Γ (x) ≤ 1 para todo x ∈ [1,2] ya que Γ (1) = Γ (2) =
1 y Γ es convexa. Por estos mismos hechos (teorema de Rolle mediante) tenemos que Γ es
creciente y mayor o igual a 1 en [2,+∞).

Ahora, si 0 < x < 1, por lo observado arriba tenemos que Γ (x+ 1) ≤ 1 < 1 + x/2.
Por otro lado, si x ≥ 1, notemos con n = [x] a la parte entera de x, y α = {x} a la parte

fraccionaria de x. Así, x = n+α, con n ∈ N y 0 ≤ α < 1. Entonces

Γ (x+ 1) = Γ (n+α + 1) =

n−1∏
j=0

n− j +α

Γ (1 +α) ≤

n−1∏
j=0

n− j +α

 .
Luego, si x ≥ 1

Γ (x+ 1)1/x ≤ Γ (x+ 1)1/n ≤

n−1∏
j=0

n− j +α


1/n

≤ 1
n

n−1∑
j=0

n− j +α =
1
n

(
n(n+ 1)

2
+nα

)
=
n+ 1

2
+α =

n+ 1 + 2α
2

=
x+ 1 +α

2
≤ x

2
+ 1.

Observación. Sin bien no utilizaremos esto, se puede ver que lı́m
x→+∞

Γ (x+ 1)1/x

x
=

1
e

, por el

teorema de Stirling.

En lo que sigue, dados un espacio de probabilidad (Ω,Σ,µ), una variable aleatoria
gaussiana estándar g : Ω→ R y p ≥ 1, notaremos

γ(p) = ∥g∥Lp(Ω) =
(∫

Ω

|g(ω)|p dµ(ω)
)1/p

al p-ésimo momento de g.

Lema 2.5.6. Sean (Ω,Σ,µ) un espacio de probabilidad, g : Ω→ R una variable aleatoria gaus-
siana estándar y p ≥ 1. Entonces γ(p) ≤

√
2p.

Demostración. Usando la medida gaussiana estándar en R, podemos escribir mediante la
sustitución s = t2/2

γ(p)p =
1
√

2π

∫
R
|t|p e−t

2/2dt =

√
2
π

+∞∫
0

tp e−t
2/2dt =

√
2
π

+∞∫
0

(2s)(p−1)/2e−s ds

=
2p/2
√
π

+∞∫
0

s(p+1)/2−1 e−s ds =
2p/2
√
π
Γ

(p+ 1
2

)
.

De donde vemos que

γ(p) =
√

2


Γ

(p+ 1
2

)
√
π


1/p

. (2.7)
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Usando el lema anterior, nos queda que

γ(p) =

√
2

π1/(2p)
Γ

(p − 1
2

+ 1
)1/p
≤
√

2
(
1 +

p − 1
4

)(p−1)/2p
≤
√

2
(p+ 3

4

)1/2
≤

√
2p.

Recordemos que una variable aleatoria g : (Ω,Σ,µ)→ R tiene distribución gaussiana
con media m y varianza σ2 (lo cual notamos g ∼N (m,σ2)) si

µ(g ∈ (a,b)) =
1

√
2πσ

∫ b

a
e−(t−m)2/2σ2

dt.

En tal caso tenemos que E(g) = m y E((g −m)2) = σ2. Además vale que gs = g−m
σ tiene

distribución gaussiana estándar. Por lo que podemos escribir g = σ gs+m, con gs gaussiana
estándar.

Proposición 2.5.7. Sean n ≥ 2, (Ω,Σ,µ) un espacio de probabilidad y g1, . . . , gn : Ω→ R va-
riables aleatorias gaussianas (no necesariamente independientes) con media cero y varianzas
σ2

1 , . . . ,σ
2
n respectivamente. Entonces

E
(

máx
1≤i≤n

|gi |
)
≤ 2e1/2

√
ln(n) máx

1≤i≤n
σi .

Demostración. Podemos escribir a cada gi como gi = σi g̃i , donde g̃i es una variable aleatoria
gaussiana estándar.

En particular, ∥gi∥Lp(Ω) = σiγ(p) para cada p ≥ 1.
Ahora bien, si notamos

X =

 n∑
i=1

|gi |p
1/p

,

entonces por la desigualdad de Hölder resulta ∥X∥L1(Ω) ≤ ∥X∥Lp(Ω). Es decir

E


 n∑
i=1

|gi |p
1/p ≤

 n∑
i=1

E (|gi |p)

1/p

=

 n∑
i=1

σ
p
i γ(p)p

1/p

≤ n1/pγ(p) máx
1≤i≤n

σi .

En particular tenemos que

E
(

máx
1≤i≤n

|gi |
)
≤ E


 n∑
i=1

|gi |p
1/p ≤ n1/pγ(p) máx

1≤i≤n
σi ≤
√

2n1/p√p máx
1≤i≤n

σi

para todo p ≥ 1. Tomando p = 2ln(n) ≥ 1 para todo n ≥ 2, nos queda

E
(

máx
1≤i≤n

|gi |
)
≤ 2e1/2

√
ln(n) máx

1≤i≤n
σi .

Definición 2.5.8. Sean (Ω,Σ,µ) un espacio de probabilidad y gj : Ω→ R, con j ∈ N, una
sucesión de variables aleatorias gaussianas estándar e independientes. Dado un espacio
normado E de dimensión n, definimos

δ(E) = sup


E


∥∥∥∥∥∥∥
k∑
i=1

gi u(ei)

∥∥∥∥∥∥∥
E




2

, con k ≤ n, u : lk2 → E inyectiva y ∥u∥ = 1

 .
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Observación 2.5.9.

(I) Por lo mencionado en la Observación 2.2.3, δ(E) no depende del espacio de proba-
bilidad o las variables aleatorias escogidas, siempre que satisfagan lo enunciado en
la definición.

(II) Durante la demostración del teorema de Dvoretzky, vimos en (2.5) que si E es un
espacio normado de dimensión n, con n tal que

√
n/50 > 2,2 .107, entonces

δ(E) ≥ 36
25

ln(
√
n/50).

(III) Más aún, en la demostración del teorema de Dvoretzky se ve (mutatis mutandis) que
si

k <

ε2

32π2 δ(E)− ln(2)

ln(1 + 16/ε)
,

entonces existe un subespacio k-dimensional (1 + ε)-isomorfo a lk2 en E.

La cantidad δ(E) nos es de interés por la siguiente proposición.

Proposición 2.5.10. Sea E un espacio normado, entonces para todo 0 < ε ≤ 1 vale que

k(E,ε) ≤ 2πδ(E).

Demostración. Sean k = k(E,ε), u : lk2 → E inyectiva con ∥u∥ = 1,
∥∥∥u−1

∥∥∥ ≤ 1 + ε. Notemos
S = u(lk2) = ⟨u(e1), . . . ,u(ek)⟩ ⊆ E.

Tomemos un espacio de probabilidad (Ω,Σ,µ) junto con variables aleatorias gaussianas
estándar independientes g1, . . . , gk : Ω→ R. Definamos la variable aleatoria gaussiana S-
valuada X : Ω→ S dada por

X(ω) =
k∑
i=1

gi(ω)u(ei).

Entonces, usando la desigualdad de Jensen (que en este caso es la desigualdad triangular
integral) y que γ(1) =

√
2/π,∥∥∥u−1

∥∥∥E (∥X∥E) = E
(∥∥∥u−1

∥∥∥∥X∥E) ≥ E
(∥∥∥u−1X

∥∥∥
2

)
= E

(
∥(|g1|, . . . , |gk |)∥2

)
(2.8)

≥ ∥E(|g1|, . . . , |gk |)∥2 =

∥∥∥∥∥∥∥
√

2
π

(1, . . . ,1)

∥∥∥∥∥∥∥
2

=

√
2
π

√
k. (2.9)

Luego

k ≤ π
2
E(∥X∥E)2 (1 + ε)2 ≤ 2πδ(E).

Para terminar con la demostración de la Proposición 2.5.1, veamos que δ(ln∞) ≤ 4e ln(n).
Para esto, utilizaremos el siguiente lema acerca de la norma de un operador u : lk2 → ln∞.
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Lema 2.5.11. Sea u : lk2 → ln∞ un operador lineal. Entonces ∥u∥ = máx
1≤i≤n

∥u∗(ei)∥2.

Es decir, si la matriz de u en las bases canónicas de lk2 y ln∞ es

[u] =


a11 · · · a1k
...

...
an1 · · · ank

 ,
entonces

∥u∥ = máx
1≤i≤n

 k∑
j=1

a2
ij


1/2

.

Demostración. Podemos asumir u , 0. Sea (t1, . . . , tk) ∈ Sk2 = ∂Bk2, entonces, usando la des-
igualdad de Hölder

∥u(t1, . . . , tk)∥∞ = máx
1≤i≤n

∣∣∣∣∣∣∣∣
k∑
j=1

aij tj

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ máx
1≤i≤n

 k∑
j=1

a2
ij


1/2

.

Por lo que

∥u∥ ≤ máx
1≤i≤n

 k∑
j=1

a2
ij


1/2

.

Por otro lado, si 1 ≤ i0 ≤ n es tal que k∑
j=1

a2
i0j


1/2

= máx
1≤i≤n

 k∑
j=1

a2
ij


1/2

,

tomando (t1, . . . , tk) =
1∥∥∥(ai01, . . . , ai0k)

∥∥∥
2

(ai01, . . . , ai0k), tenemos que

∥u∥ ≥ ∥u(t1, . . . , tk)∥∞ = máx
1≤i≤n

∣∣∣∣∣∣∣∣
k∑
j=1

aij tj

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≥
 k∑
j=1

a2
i0j


1/2

= máx
1≤i≤n

 k∑
j=1

a2
ij


1/2

.

De donde obtenemos la igualdad deseada.

Proposición 2.5.12. Para cada n ∈ N vale que δ(ln∞) ≤ 4e ln(n).

Demostración. Sean k ≤ n y u : lk2 → ln∞ lineal e inyectiva con ∥u∥ = 1, cuya matriz canó-
nica es [u] = (aij) ∈ Rn×k. Dados un espacio de probabilidad (Ω,Σ,µ) junto con variables
aleatorias g1, . . . , gk : Ω→ R gaussianas independientes estándar, observemos que si

σi =

 k∑
j=1

a2
ij


1/2

,
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entonces para cada 1 ≤ i ≤ n la variable aleatoria

Xi =
k∑
j=1

aij gj = σi
k∑
j=1

aij
σi
gj

es gaussiana (por el Lema 2.2.1) con media cero y varianza σi (notemos que las Xi pue-
den no ser independientes entre sí). Así, usando la Proposición 2.5.7 y el lema anterior,
tenemos que

E


∥∥∥∥∥∥∥
k∑
i=1

gi u(ei)

∥∥∥∥∥∥∥
∞

 = E

máx
1≤i≤n

∣∣∣∣∣∣∣∣
k∑
j=1

aij gj

∣∣∣∣∣∣∣∣
 ≤ 2e1/2

√
ln(n) máx

1≤i≤n
σi

= 2e1/2
√

ln(n)∥u∥ = 2e1/2
√

ln(n).

De donde obtenemos lo buscado.

La demostración de la Proposición 2.5.1 se sigue de combinar la anterior proposición
con la Proposición 2.5.10.

2.5.2. Comportamiento de k(ln∞, ε)

La demostración de la Proposición 2.5.2 estará basada en el siguiente resultado.

Proposición 2.5.13. Sean F un espacio normado de dimensión k y 0 < δ < 1. Entonces existen
n ∈ N, con n ≤ (1 + 2/δ)k, y F̃ ⊆ ln∞ con dim(F̃) = k tal que dBM(F, F̃) ≤ (1− δ)−1.

Demostración. Tomemos, con permiso del Lema 2.3.1, una δ-red (ϕi)1≤i≤n en SF∗ , con
n ≤ (1 + 2/δ)k.

Ahora, dado x ∈ F, sabemos que existe ϕ ∈ SF∗ tal que ϕ(x) = ∥x∥. Sea 1 ≤ i0 ≤ n tal que∥∥∥ϕ −ϕi0∥∥∥ ≤ δ. Entonces

∥x∥ = ϕi0(x) + (ϕ −ϕi0)(x) ≤ máx
1≤i≤n

|ϕi(x)|+ δ ∥x∥ ,

de donde
(1− δ)∥x∥ ≤ máx

1≤i≤n
|ϕi(x)| ≤ ∥x∥ .

Por lo que si consideramos T : F→ ln∞ dado por T (x) = (ϕi(x))1≤i≤n, entonces T es inyecti-
va, y si F̃ = T (F), tenemos que dBM(F̃,F) ≤ 1/(1− δ).

Observación 2.5.14. La anterior proposición tiene varias consecuencias:

(I) Si F es un espacio de dimensión finita k, entonces dado ε > 0 existe un subespacio
k-dimensional F̃ ⊆ c0, tal que dBM(F, F̃) < 1 + ε.

(II) Si F = lk2 y 0 < ε ≤ 1, tomando n = [(1 + 2/δ)k] y 0 < δ < 1 tal que (1−δ)−1 ≤ 1 +ε (más
precisamente, podemos tomar δ = ε/2 ≤ ε/(1+ε), siendo esta última cantidad el valor
exacto para el cual (1−δ)−1 = 1 +ε), tenemos que existe F̃ ⊆ ln∞ con dBM(F̃, lk2) ≤ 1 +ε.
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A partir de esta última observación podemos demostrar la Proposición 2.5.2.

Demostración de la Proposición 2.5.2. Fijemos n ∈ N y 0 < ε ≤ 1. Sea k ∈ N el único natural
tal que

[(1 + 4/ε)k] ≤ n < [(1 + 4/ε)k+1].

Entonces, por el punto (II) observado anteriormente, podemos encontrar un subespacio
(1 + ε)-isomorfo a lk2 en ln∞. Luego

ln(n) < (k + 1) ln(1 + 4/ε) ≤ 2k ln(1 + 4/ε).

De donde
k(ln∞, ε) ≥ k > 1

2ln(1 + 4/ε)
ln(n).

Comentario

Mencionemos por último una forma interesante, aunque quizás poco útil (al menos en
el presente trabajo), de “leer” el teorema de Dvoretzky, a través del compacto de Banach-
Mazur, que introducimos a continuación.

En los preliminares definimos la distancia de Banach-Mazur entre dos espacios nor-
mados isomorfos entre sí, E y F, como

dBM(E,F) = ı́nf
{
∥T ∥

∥∥∥T −1
∥∥∥ , T : E→ F isomorfismo

}
.

No es difícil ver que la distancia de Banach-Mazur satisface lo siguiente: Dados E,F y G
espacios normados de dimensión n, vale que

dBM(E,F) = dBM(F,E).

dBM(E,G) ≤ dBM(E,F)dBM(F,G).

dBM(E,F) = 1 si y solo si E y F son isométricos.

Como cada espacio normado E de dimensión n es isométrico a Rn con alguna norma
adecuada, podemos considerar únicamente distintas normas en Rn, fijando así el espacio
vectorial subyacente. Entonces, los tres ítems mencionados anteriormente nos dicen que el
logaritmo natural (o el logaritmo en cualquier base mayor a 1) de la distancia de Banach-
Mazur define una pseudo-métrica en el conjunto de normas en Rn (o, mejor dicho, en el
conjunto de espacios normados que tienen como espacio vectorial subyacente a Rn). Si en
este conjunto tomamos la relación de equivalencia dada por

X ∼ Y ⇐⇒ X es isométrico a Y ,

entonces puede definirse (con cierto abuso de notación) dBM ([X], [Y ]) = dBM(X,Y ). Así
obtenemos un espacio métrico, (Q(n), ln◦dBM), llamado el compacto de Banach-Mazur.
Como lo indica su nombre, este espacio métrico resulta compacto. Los puntos de Q(n) son
clases de isometría de espacios normados de dimensión n, y la distancia entre dos puntos
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es el logaritmo natural de la distancia de Banach-Mazur entre cualesquiera de sus respec-
tivos representantes (este numero nos indica que tan no isométricos son los espacios entre
sí). Este espacio a sido objeto de estudio por distintos autores, y en los últimos 25 años se
han realizado importantes avances en el entendimiento de su topología (ver [SBR02]).

Así, una primera lectura del teorema de Dvoretzky en términos del compacto de Banach-
Mazur es la siguiente.

Dados ε > 0 y k ∈ N, existe n(k,ε) ∈ N tal que para todo n ≥ n(k,ε) se tiene que si E es un
espacio de dimensión n, entonces existe algún subespacio k-dimensional L ⊆ E tal que la clase de
isometría de L esta en la bola centrada en [lk2] de radio ε. Es decir, tal que [L] ∈ B([lk2], ε) ⊆ Q(k).

Ahora, si notamos

Gr(k,E) = {L ⊆ E, L subespacio k-dimensional }

a la k-grassmaniana de E (que resulta ser una variedad diferenciable compacta y de di-
mensión k(n − k), siendo n = dim(E)), podemos pensar en la traza, o en la imagen, de
Gr(k,E) en Q(k) mediante la aplicación

Gr(k,E) → Q(k)
L → [L].

Si notamosQ(k,E) a la imagen de esta aplicación (al conjunto de los puntos enQ(k) asocia-
dos a todos los subespacios k−dimensionales de E), entonces tenemos queQ(k,E) interseca
a la bola B([lk2], ε) si dim(E) ≥ n(k,ε).

Aún más, dado un espacio de Banach de dimensión infinita X, podemos considerar
igualmente al conjunto Gr(k,X) (que en tal caso ya no será una variedad diferenciable
compacta y de dimensión finita) y su traza Q(k,X) sobre Q(k). Así, lo que nos dice el
Teorema 2 enunciado en la Introducción, es que [lk2] está en la clausura de Q(k,X) ⊆ Q(k),
para cada k ∈ N.



Capítulo 3

Bajando un ε

3.1. Menú y entrada

En este capítulo veremos que k(n,ε) ≥ c1ε
| ln(c2ε)|

ln(n), siguiendo el trabajo de Grigoris

Paouris y Petros Valettas [PV18]. Esto mejora en un ε la estimación asintótica para k(n,ε)
obtenida en el capítulo anterior. Aún así, podríamos decir que ese no es el resultado más
importante del trabajo que seguiremos.

Para explicar un poco esto, recordemos que para la demostración del teorema de Dvo-
retzky dada en el capítulo anterior, fue clave el uso de la desigualdad del Teorema 2.2.11.
Esto es, dada f : Rn→ R Lipschitz con |f (x)− f (y)| ≤ b

∥∥∥x − y∥∥∥
2

se tiene que

γn

( ∣∣∣f −Eγn(f )
∣∣∣ > t) ≤ 2exp

(
− 2
π2

t2

b2

)
.

Dada una norma ∥ ∥ en Rn, usando esta desigualdad para la función f (x) = ∥x∥, se tiene la
siguiente proposición. 1

Proposición 3.1.1. Sea E = (Rn,∥ ∥) un espacio normado con b > 0 tal que ∥x∥ ≤ b ∥x∥2 para
todo x ∈ Rn. Entonces para cada t > 0 vale que

γn

( ∣∣∣∥x∥ −Eγn(∥x∥) ∣∣∣ > tEγn(∥x∥)) ≤ 2exp
(
− 2
π2 t

2k(E)
)
,

donde k(E) =

(
Eγn(∥x∥)

)2

b2 .

Notemos que el k(E) definido en la proposición anterior satisface k(E) ≤ δ(E), con δ(E)
como en la Definición 2.5.8.

Podríamos decir que en la demostración del teorema de Dvoretzky del capítulo ante-
rior, dado un espacio normado E = (Rn,∥ ∥), buscamos en E un subespacio F con “k(F)
grande”, o más precisamente, buscamos vectores z1, . . . , zr ∈ E tales que si b es la constante

1Notemos que si b es la constante Lipschitz con respecto a la norma euclídea de f (x) = ∥x∥, entonces b
coincide con la norma de la identidad formal

∥∥∥ Id : ln2 → (Rn,∥ ∥)
∥∥∥. Es decir ∥x∥ ≤ b ∥x∥2.

49
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Lipschitz de f : lr2 → R, f (x) =

∥∥∥∥∥∥∥
r∑
i=1

xizi

∥∥∥∥∥∥∥, entonces

(
Eγr (f )

)2

b2 “sea grande”. Nuevamente,

notemos que

(
Eγr (f )

)2

b2 ≤ δ(E). Esta búsqueda es porque, como fue mencionado en la Ob-

servación 2.5.9, un δ(E) “grande” nos permite encontrar subespacios casi euclídeos en E
de dimensión “grande”, mediante el uso de la inecuación de concentración de la Proposi-
ción 3.1.1.

Y en efecto, asumiendo que n = dim(E) es suficientemente grande, en dicha demostra-
ción encontramos un subespacio (muchos en verdad) F =< z1, . . . , zr >, con r = dim(F) ≥

C
√
n, en el que se tiene (Eγr (f ))2

b2 ≥ C ln(r) ≥ C̃ ln(n), siendo este el contenido de la Obser-
vación 2.5.9 (II)2.

Ahora bien, en verdad puede verse (...y veremos en la Proposición 3.1.6) que dado un
espacio normado E = (Rn,∥ ∥E), existe un isomorfismo T : Rn→ Rn tal que si notamos Ẽ al
espacio isométrico a E cuya norma esta dada por ∥x∥Ẽ = ∥T (x)∥E , entonces k

(
Ẽ
)
≥ C ln(n),

donde C > 0 es una constante absoluta. A partir de esto y la Proposición 3.1.1, se obtiene
la siguiente proposición.

Proposición 3.1.2. Sea E = (Rn,∥ ∥) un espacio normado. Entonces existe un isomorfismo T :
Rn→ Rn de manera que se cumple

γn

( ∣∣∣∥T (x)∥ −Eγn(∥T (x)∥)
∣∣∣ > tEγn(∥T (x)∥)

)
≤ 2exp

(
−ct2 ln(n)

)
para todo t > 0, donde c > 0 es una constante absoluta.

El isomorfismo T de la proposición anterior no es más que alguno que ponga a BE en
posición de John, como veremos más adelante.

Si bien no fue el enfoque dado en el capítulo anterior, podríamos pensar que la de-
mostración del teorema de Dvoretzky allí dada está, sino basada, al menos ligada a esta
desigualdad. Para explicitar esto, y a riesgo de ser densos o demasiado repetitivos, demos-
tremos el teorema de Dvoretzky explícitamente basándonos en la misma.

En efecto veremos que una gran parte de los argumentos se repiten tal cual según lo
realizado en la Sección 2.4, en particular el uso de los lemas geométricos de la Sección 2.3.

Demostración del Teorema de Dvoretzky usando la Proposición 3.1.2. Tenemos dados un es-
pacio normado E = (Rn,∥ ∥) y un ε > 0. En este caso tomaremos 1 ≤ k ≤ n a determinar
más adelante. Buscamos la existencia de un subespacio S ⊆ E, con k = dim(S), y S (1 + ε)-
isomorfo a lk2 .

Sean T : Rn → Rn el isomorfismo lineal de la Proposición 3.1.2, y para cada 1 ≤ i ≤
n, ui = T (ei), donde (ei)1≤i≤n es la base canónica de Rn. Nuevamente, nos munimos de
un espacio de probabilidad (Ω,Σ,µ) junto con variables aleatorias gaussianas estándar
independientes gij : Ω→ R, donde 1 ≤ i ≤ k y 1 ≤ j ≤ n. Para cada 1 ≤ i ≤ k consideramos

2Durante esta discusión más cualitativa, notamos indistintamente como C (o similares) a constantes
absolutas, que en cada inecuación pueden representar números distintos.
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ahora las variables aleatorias Rn-valuadas (o simplemente, los vectores aleatorios) Xi :
Ω→ Rn, dados por

Xi =
n∑
j=1

gij uj .

De idéntica manera a lo realizado en la Sección 2.4, tomemos ahora δ(ε) = ε/8 como en el
Lema 2.3.2, y una δ(ε)-red A ⊆ ∂Bk2 (con respecto a la norma euclídea en Rk) como en el
Lema 2.3.1, de manera que |A| ≤ (1 + 2/δ)k. Para cada α = (α1, . . . ,αk) ∈ A consideramos el
vector aleatorio Gα : Ω→ Rn

Gα =
k∑
i=1

αiXi .

Por el Lema 2.2.6, los vectores aleatorios Xi , para 1 ≤ i ≤ k son igualmente distribuidos
e independientes, mientras que los vectores aleatorios Gα, con α ∈ A, son igualmente
distribuidos a cualquiera de los Xi , 1 ≤ i ≤ k. A su vez, notemos que los Xi tienen la misma
distribución que T : (Rn,γn)→ Rn, ya que T (x) =

∑n
j=1xjuj .

Nuevamente, nos basta con ver que para algún M > 0

µ
(
ω ∈Ω/ ∀α ∈ A

∣∣∣∣∣ 1
M
∥Gα(ω)∥ − 1

∣∣∣∣∣ ≤ δ(ε)
)
> 0,

para entonces poder asegurar, según el Lema 2.3.2, que existe ω ∈ Ω para el que S =
⟨X1(ω), . . . ,Xk(ω)⟩ es (1 + ε)-isomorfo a lk2 .

Para eso, vemos nuevamente que

µ

ω ∈Ω/ ∃α ∈ A con

∣∣∣∣∣∣∣ 1
E(∥X1∥)

∥∥∥∥∥∥∥
k∑
i=1

αiXi(ω)

∥∥∥∥∥∥∥− 1

∣∣∣∣∣∣∣ > δ(ε)

 < 1.

Y ahora sí, por la Proposición 3.1.2, podemos escribir

µ

ω ∈Ω/ ∃α ∈ A con

∣∣∣∣∣∣∣ 1
E(∥X1∥)

∥∥∥∥∥∥∥
k∑
i=1

αiXi(ω)

∥∥∥∥∥∥∥− 1

∣∣∣∣∣∣∣ > δ(ε)


≤
∑
α∈A

µ

ω ∈Ω/
∣∣∣∣∣∣∣ 1
E(∥X1∥)

∥∥∥∥∥∥∥
k∑
i=1

αiXi(ω)

∥∥∥∥∥∥∥− 1

∣∣∣∣∣∣∣ > δ(ε)


= |A| γn

( ∣∣∣∥T (x)∥ −Eγn(∥T (x)∥)
∣∣∣ > δ(ε)Eγn(∥T (x)∥)

)
≤(1 + 2/δ(ε))k 2 exp

(
−cδ2(ε) ln(n)

)
=exp

(
k ln(1 + 16/ε) + ln(2)− c1ε

2 ln(n)
)
< 1

tomando k <
c1ε

2 ln(n)− ln(2)
ln(1 + 16/ε)

.
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De aquí se ve que el orden para la dimensión k del subespacio (1+ε)-isomorfo obtenido

es k ∼ ε2

| ln(ε)|
ln(n), siendo que el ε2 proviene del orden cuadrático en t en la Proposición

3.1.2, mientras que el | ln(ε)| proviene de la técnica utilizada en la demostración, que in-
volucra una red cuyo cardinal esta acotado por (1 + 16/ε))k.

Finalmente, podemos enunciar el resultado principal de [PV18], y por lo tanto de este
mismo capítulo.

Teorema 3.1.3. Sea E = (Rn,∥ ∥) un espacio normado. Entonces existe un isomorfismo T : Rn→
Rn de manera que se cumple

γn

( ∣∣∣∥T (x)∥ −Eγn(∥T (x)∥)
∣∣∣ > tEγn(∥T (x)∥)

)
≤ c1 exp(−c2 t ln(n))

para todo 0 < t ≤ 1, donde c1, c2 > 0 son constantes absolutas.

De lo realizado anteriormente, se ve que, usando el Teorema 3.1.3, obtendríamos en
la demostración del teorema de Dvoretzky recién realizada un subespacio S ⊆ (Rn,∥ ∥) de
dimensión k, (1 + ε)-isomorfo a lk2 , cuya dimensión se comportaría asintóticamente como
k ∼ ε

| ln(ε)| ln(n), que es lo que enunciamos a continuación.

Teorema 3.1.4. Existen c1, c2 > 0 tales que si E = (Rn,∥ ∥) es un espacio normado, dados ε > 0

y k ≤ c1
ε

| ln(c2 ε)|
ln(n), existe en E un subespacio S k-dimensional que es (1 + ε)-isomorfo a lk2 .

Veamos ahora, como prometimos, el ingrediente necesario para la demostración de la
Proposición 3.1.2. Para ello requeriremos de una ligera pero notable variación del lema de
Dvoretzky-Rogers.

Lema 3.1.5. Sea E = (Rn,∥ ∥) un espacio normado cuya bola BE esta en posición de John.
Entonces existe una base ortonormal {u1, . . . ,un} de ln2 de manera que

∥∥∥uj∥∥∥ ≥ 1/(2 +
√

2) > 1/4
para todo 1 ≤ j ≤ n.

Demostración. Comenzamos tomando la base ortonormal z1, . . . , zn de ln2 de la que nos

provee el lema de Dvoretzky-Rogers. Sabemos entonces que
∥∥∥zj∥∥∥ ≥ √

1− j−1
n para cada

1 ≤ j ≤ n, según lo visto en la Demostración del Corolario 1.1.10.
Esto nos asegura que los vectores z1, . . . , z[(n+1)/2] cumplen con la condición

∥∥∥zj∥∥∥ ≥ 1/
√

2 >
1/(2 +

√
2).

Ahora bien, para los i entre 1 y [(n − 1)/2], si zn−i tiene norma mayor a 1/(
√

2 + 2),
tomamos ui = zi y un−i = zn−i . Por otro lado, si zn−i tiene norma menor a 1/(2 +

√
2), en-

tonces reemplazamos el par (zi , zn−i) por el par ui =
zi + zn−i√

2
y un−i =

zi − zn−i√
2

. Notemos que

{ui ,un−i} es base ortonormal del espacio generado por {zi , zn−i}. Por otro lado, usando la
desigualdad triangular, tenemos que

mı́n(∥ui∥ ,∥un−i∥) ≥
1
√

2
(∥zi∥ − ∥zn−i∥) ≥

1
√

2

(
1
√

2
− 1

2 +
√

2

)
=

1

2 +
√

2
.

Así, por construcción, tenemos que los vectores u1, . . . ,un cumplen lo enunciado.
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Con el Lema 3.1.5 y recordando, según lo comentamos en la Observación 2.2.10, que
existe C > 0 tal que Eγn(∥x∥∞) ≥ C

√
ln(n) para cada n ≥ 2 (donde puede tomarse C = 2/5),

demostremos ahora lo afirmado previamente a la Proposición 3.1.2.

Proposición 3.1.6. Sea E = (Rn,∥ ∥E) un espacio normado. Entonces existe un isomorfismo
lineal T : Rn → Rn tal que si Ẽ =

(
Rn,∥ ∥Ẽ

)
es el espacio isométrico a E con norma ∥x∥Ẽ =

∥T (x)∥E , entonces k
(
Ẽ
)
≥ 1

100 ln(n).

Demostración. Tomamos como isomorfismo T : Rn→ Rn aquel que coloque al cuerpo con-
vexo BE en su posición de John, es decir, de manera que T (BE) = BẼ esté en posición de
John.

Así, según el lema anterior tenemos una base ortonormal {u1, . . . ,un} de ln2 que cumple∥∥∥uj∥∥∥Ẽ ≥ 1/4 para todo 1 ≤ j ≤ n. Por otro lado, al estar Ẽ en posición de John tenemos que
∥x∥Ẽ ≤ ∥x∥2 para todo x ∈ Rn, por lo que la constante Lipschitz de la función f : Rn → R,
f (x) = ∥x∥Ẽ es b = 1.

Ahora, notando e1, . . . , en a los vectores de la base canónica de Rn, por la invariancia de
la medida gaussiana por transformaciones ortogonales tenemos que

Eγn
(
∥x∥Ẽ

)
=

∫
Rn

∥∥∥∥∥∥∥
n∑
i=1

xiei

∥∥∥∥∥∥∥
Ẽ

dγn(x) =
∫
Rn

∥∥∥∥∥∥∥
n∑
i=1

xiui

∥∥∥∥∥∥∥
Ẽ

dγn(x)

=
∫
Rn

1
2


∥∥∥∥∥∥∥
n−1∑
i=1

xiui + xnun

∥∥∥∥∥∥∥
Ẽ

+

∥∥∥∥∥∥∥
n−1∑
i=1

xiui − xnun

∥∥∥∥∥∥∥
Ẽ

 dγn(x)

≥
∫
Rn

máx


∥∥∥∥∥∥∥
n−1∑
i=1

xiui

∥∥∥∥∥∥∥
Ẽ

,∥xnun∥Ẽ

 dγn(x)

=
∫
Rn

1
2

máx


∥∥∥∥∥∥∥
n−2∑
i=1

xiui + xn−1un−1

∥∥∥∥∥∥∥
Ẽ

,∥xnun∥Ẽ

+ máx


∥∥∥∥∥∥∥
n−2∑
i=1

xiui − xn−1un−1

∥∥∥∥∥∥∥
Ẽ

,∥xnun∥Ẽ


 dγn(x)

≥
∫
Rn

máx

1
2


∥∥∥∥∥∥∥
n−2∑
i=1

xiui + xn−1un−1

∥∥∥∥∥∥∥
Ẽ

+

∥∥∥∥∥∥∥
n−2∑
i=1

xiui − xn−1un−1

∥∥∥∥∥∥∥
Ẽ

 ,∥xnun∥Ẽ
 dγn(x)

≥
∫
Rn

máx


∥∥∥∥∥∥∥
n−2∑
i=1

xiui

∥∥∥∥∥∥∥
Ẽ

,∥xn−1un−1∥Ẽ ,∥xnun∥Ẽ

 dγn(x) ≥ . . .

≥
∫
Rn

máx
1≤i≤n

(
|xi | ∥ui∥Ẽ

)
dγn(x) ≥ 1

4

∫
Rn
∥x∥∞ dγn(x) ≥ 1

10

√
ln(n).

Luego,

k
(
Ẽ
)

=

(
Eγn

(
∥x∥Ẽ

))2

b2 ≥ 1
100

ln(n).

Teniendo presente entonces que el resultado principal de [PV18] es el Teorema 3.1.3,
mencionemos que allí se utilizan para demostrar este teorema dos resultados “fuertes”.
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Uno es la desigualdad L1−L2 de Talagrand para la medida gaussiana, y otro es un resultado
de Alon y Milman en [AM83], aunque en verdad utilizaremos una versión mejorada de
este último resultado, demostrada por Talagrand en [Tal95].

La segunda sección de este capítulo estará dedicada a hablar con más detalle de la
desigualdad L1 − L2 de Talagrand. En la tercera sección de este capítulo hablaremos con
más detalle de los trabajos de Alon-Milman [AM83] y Talagrand [Tal95]. Finalmente, en
la cuarta sección de este capítulo discutiremos el camino llevado a cabo en [PV18] para
demostrar el Teorema 3.1.3, dejando las demostraciones y detalles pendientes para los
tres apéndices finales de este trabajo.

3.2. La desigualdad L1 −L2 de Talagrand

Esta desigualdad nace en el trabajo [Tal94] de Talagrand, en el área de la teoría de
probabilidades, cuyo interés residía en dar ciertas aplicaciones a la teoría de percolación
y grafos aleatorios.

Veamos un poco mejor el contexto en el que surge. Consideremos el n-cubo {0,1}n =
{(x1, . . . ,xn) / xi = ±1}. Se dice que un subconjunto A ⊆ {0,1}n es monótono si vale que para
todo x ∈ A se cumple que, si y ∈ {0,1}n satisface x ≤ y (es decir, xi ≤ yi para cada 1 ≤ i ≤ n),
entonces y ∈ A.

Ahora, para cada 0 ≤ p ≤ 1, consideramos en {0,1}n la medida de probabilidad pro-
ducto de las medidas p-Bernoulli en {0,1}. Es decir, para cada x ∈ {0,1}n es µp({x}) =
pk(1 − p)n−k, donde k = |{1 ≤ i ≤ n / xi = 1}|. En tal caso se tiene que si ∅ ⊊ A ⊊ {0,1}n es
un subconjunto monótono, entonces la función µp(A) es creciente en p, con µ0(A) = 0 y
µ1(A) = 1. Más aún, para ciertos conjuntos monótonos, se observa un comportamiento de
“cambio de fase” o “efecto umbral”, en el que la función µp(A) es casi constantemente 0
y casi constantemente 1 en ciertos intervalos, siendo que en un intervalo muy pequeño,
centrado alrededor de algún punto o valor critico p∗ en el que µp∗(A) = 1/2, la función
µp(A) crece muy abruptamente.

En 1982 Russo [Rus82] muestra que esto ocurre para un conjunto monótono A, si este
“no depende mucho de ninguna coordenada en particular”, con esto queremos decir algo
del siguiente estilo: Para cada 1 ≤ i ≤ n tenemos la función Ui : {0,1}n → {0,1}n dada
por (Ui(x))j = xj si j , i, y (Ui(x))i = 1 − xi . Es decir, Ui(x) deja todas las coordenadas de
x intactas, excepto la i-ésima. Ahora, dado un conjunto monótono A ⊆ {0,1}n podemos
definir para cada 1 ≤ i ≤ n las cantidades

Ii(p) = µp
(
x ∈ {0,1}n / 1A(x) , 1A(Ui(x))

)
3,

entonces podemos pensar que Ii(p) mide que tan “no invariante” por cambios en la i-
coordenada es el conjunto A, o que tanto depende que un punto esté o no en A de la
i-ésima coordenada, respecto de µp. Por lo que podríamos pensar que A “no depende
mucho de ninguna coordenada en particular” si las cantidades Ii(p) son pequeñas.

En [Tal94], Talagrand simplifica y mejora los resultados obtenidos por Russo, utilizan-
do en forma clave para esto una desigualdad, que demuestra en el mismo trabajo utilizan-
do desarrollos de Fourier en el n-cubo.

3Notamos aquí con 1A a la función indicadora de A.
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Teorema 3.2.1 (Desigualdad L1 − L2 de Talagrand). Existe C > 0 tal que para toda f :
{0,1}n→ R se tiene

Varµp(f ) ≤ C ln
(

2
p(1− p)

) n∑
i=1

∥∆if ∥2L2(µp)

1 + ln
( ∥∆if ∥L2(µp)

∥∆if ∥L1(µp)

) ,
donde ∆if = (1− p)(f − f ◦Ui) si xi = 1 y ∆if = p(f − f ◦Ui) si xi = 0.

En particular, si consideramos la medida de probabilidad uniforme en {0,1}n, que es
la medida que nos queda al tomar p = 1/2, tenemos la siguiente proposición.

Proposición 3.2.2. Existe C > 0 tal que para toda f : {0,1}n→ R se tiene que

Var(f ) ≤ C
n∑
i=1

∥∆if ∥22
1 + ln

( ∥∆if ∥2
∥∆if ∥1

) ,
donde ∆if = f − f ◦Ui .

Dado que en un espacio de probabilidad (Ω,Σ,µ) las normas p de una función h :
Ω→ R son crecientes en p (es decir, ∥∆if ∥2 ≥ ∥∆if ∥1), la desigualdad de la Proposición
3.2.2 puede verse como una mejora, salvo constantes, de la siguiente desigualdad (ver
[BLM13, página 119]), válida para toda f : {0,1}n→ R, tomando nuevamente en {0,1}n la
probabilidad uniforme

Var(f ) ≤ 1
4

n∑
i=1

∥∆if ∥22 .

Ahora bien, la desigualdad anterior tiene una bien conocida y clásica versión continua
en Rn con la medida de probabilidad gaussiana, llamada la desigualdad gaussiana de
Poincaré.

Teorema 3.2.3 (Desigualdad gaussiana de Poincaré). Sea f : Rn→ R una función C1, tal que
f ∈ L2(γn). Entonces

Varγn(f ) ≤
n∑
i=1

∥∂if ∥2L2(γn) = Eγn
(
∥∇f ∥22

)
.

Uno podría preguntarse si en el caso de la medida gaussiana en Rn, vale una mejora
análoga a la de la desigualdad L1 − L2 de Talagrand en el hipercubo... y efectivamente, la
hay, y es la desigualdad en la que estamos interesados.

Si bien, según indican Cordero-Erausquin y Ledoux en [CL12] , una versión continua
de la desigualdad L1 − L2 de Talagrand para la medida gaussiana en Rn ha sido conocida
como parte del “folklore probabilístico” (al menos desde 1999), ellos mismos dan una
demostración del siguiente teorema en dicho trabajo (en verdad, en [CL12] se demuestra
la validez de desigualdades tipo L1 − L2 de Talagrand para una clase mucho más amplia
de espacios de probabilidad).
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Teorema 3.2.4. . Sea f : Rn → R una función C1 tal que f ∈ L2 (Rn,γn) y ∂if ∈ L2 (Rn,γn)
para todo 1 ≤ i ≤ n. Entonces

Varγn(f ) ≤ CT
n∑
i=1

∥∂if ∥22
1 + ln

(
∥∂if ∥2
∥∂if ∥1

) ,
donde CT > 0 es una constante absoluta.

En [Cha14, página 48] se da una demostración de esta última desigualdad a partir de
la cual puede verse (si bien eso no se observa explícitamente en [Cha14]) que es posible
tomar CT = 3

√
3.

Por último, la aplicación de la desigualdad L1 − L2 de Talagrand para la medida gaus-
siana en [PV18] no se da en la forma directa que tiene esta desigualdad en el Teorema
3.2.4, sino que se utiliza la siguiente consecuencia de la misma.

Proposición 3.2.5. Sea f ∈ C1 tal que f ∈ L2 (Rn,γn) y ∂if ∈ L2 (Rn,γn) para todo 1 ≤ i ≤ n.
Entonces

Varγn(f ) ≤ CT
n∑
i=1

∥∂if ∥2L2(γn)

1 + ln
(√
R(f )

) , donde R(f ) =

∑n
j=1

∥∥∥∂jf ∥∥∥2
L2(γn)∑n

j=1

∥∥∥∂jf ∥∥∥2
L1(γn)

,

y CT > 0 es la constante del Teorema 3.2.4 (en particular, podemos tomar CT = 3
√

3).

Para una demostración de esta última desigualdad se puede ver [Cha14, Teorema 5.4].
Aclaremos que allí se demuestran dos desigualdades, y para poder ver una de esas dos
desigualdades se asume que f es monótona en cada coordenada. Sin embargo, la desi-
gualdad de la Proposición 3.2.5 (que es en la que estamos interesados) no requiere de tal
hipótesis.

3.3. Alon, Milman y subespacios no tan lejanos a lk∞
En 1976, Maurey y Pisier demuestran en [MP76] que si X es un espacio de Banach

de dimensión infinita entonces para todo k ∈ N se pueden encontrar en X subespacios
de dimensión finita k tan cercanos como se quiera a lk∞ (con respecto a la distancia de
Banach-Mazur), si y solo si X no tiene cotipo finito4.

Ahora bien... aclaremos que significa la noción de cotipo.

Definición 3.3.1. Se dice que X tiene cotipo q ∈ [2,+∞) si existe C > 0 tal que para cuales-
quiera n ∈ N y x1, . . . ,xn ∈ X se cumple que n∑

i=1

∥xi∥q
1/q

≤ C 1
2n

∑
ε∈{−1,1}n

∥∥∥∥∥∥∥
n∑
i=1

εi xi

∥∥∥∥∥∥∥ donde ε = (ε1, . . . , εn).5

4En verdad, el trabajo de Maurey y Pisier contiene resultados aún más profundos sobre la teoría de
espacios de Banach de dimensión infinita. Además de [MP76], ver [MS86].

5Esta definición se realiza solo para q ∈ [2,+∞) ya que puede verse que si 1 ≤ q̃ < 2 entonces ningún
espacio normado no trivial puede cumplir esta propiedad para un tal q̃.
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El espacio X tiene cotipo finito, si tiene cotipo q para algun q ∈ [2,+∞).

Con respecto a esta definición, si consideramos en {−1,1}n la probabilidad uniforme y
definimos h : {−1,1}n→ R por

h(ε) =

∥∥∥∥∥∥∥
n∑
i=1

εi xi

∥∥∥∥∥∥∥ con ε = (ε1, . . . , εn),

entonces vemos que la expresión tras la constante C en la Definición 3.3.1 es la esperanza
de h, que notaremos Eε(h).

Observación 3.3.2. Notemos que, teniendo en cuenta la Proposición 2.5.13, el resultado
obtenido por Maurey y Pisier nos dice que si X es un espacio de Banach de dimensión
infinita que no tiene cotipo finito, entonces dado cualquier espacio normado E de dimen-
sión finita, existen en X subespacios tan cercanos a E como se quiera. Por ejemplo, como
lo mencionamos en la Observación 2.5.14 (I), c0 es un espacio con tales condiciones.

El resultado de Maurey y Pisier sin embargo deja pendiente, de alguna manera, la cues-
tión de bajo qué condiciones podemos encontrar en un espacio normado de dimensión n
subespacios cercanos a lk∞ (o, equivalentemente, para qué valores de k es posible encontrar
estos subespacios). Esta pregunta fue la que motivó el trabajo de Alon y Milman [AM83]
de 1983. Obviamente, no podemos esperar encontrar en cualquier espacio normado de di-
mensión n subespacios de una dimensión “apreciable” k (digamos, ¡mayor a 1!) cercanos
a lk∞, como nos lo muestra la inigualable familia de espacios euclídeos ln2 . En efecto, todo
subespacio de dimensión k de ln2 es isométrico a lk2 , y es sabido que dBM(lk2 , l

k
∞) =

√
k.

Asentemos entonces los resultados que nos son de interés para el presente trabajo, ob-
tenidos por Alon y Milman en [AM83]. Antes, aclaremos que dados n vectores x1, . . . ,xn
en un espacio normado X, notaremos

Mn =Mn((xi)1≤i≤n) = Eε


∥∥∥∥∥∥∥
n∑
i=1

εi xi

∥∥∥∥∥∥∥
 . (3.1)

Teorema 3.3.3 (Teorema 4.1 de [AM83]). Sea X un espacio normado y sean x1, . . . ,xn vectores

unitarios en X. Entonces existe A ⊆ {1, . . . ,n}, con k = |A| ≥
[ √

n

27Mn

]
, tal que para cualesquiera

(αi)i∈A se tiene
1
2

máx
i∈A
|αi | ≤

∥∥∥∥∥∥∥∑i∈A αi xi
∥∥∥∥∥∥∥ ≤ 8Mnmáx

i∈A
|αi |.

En particular, el subespacio generado por {xi , i ∈ A} es 16Mn-isomorfo a lk∞.

El Teorema 3.3.3 se obtiene en [AM83] a partir de una serie de proposiciones de natura-
leza combinatoria, que omitimos por completo. De hecho, en un trabajo de 1995 ([Tal95]),
Talagrand mejora el resultado enunciado en el Teorema 3.3.3, mediante una demostra-
ción relativamente más sencilla, que omite completamente las cuestiones combinatorias
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mencionadas anteriormente, y que hace uso de ciertas propiedades que satisfacen un con-
junto de variables aleatorias independientes con distribución de Bernoulli, demostradas
por él mismo en otro trabajo ([Tal93]). Esta versión del Teorema 3.3.3, que enunciamos a
continuación, será la que utilizaremos más adelante.

Teorema 3.3.4. Sean X un espacio de Banach y x1, . . . ,xn ∈ X tales que ∥xi∥ ≥ 1 para cada
1 ≤ i ≤ n. Notemos

τ = τ ((xi)1≤i≤n) = ∥T : ln∞→ X∥ , con T definido por T (ei) = xi , (3.2)

donde (ei)1≤i≤n es la base canónica de Rn.
Entonces existe A ⊆ {1, . . . ,n} con k = |A| ≥ n

32τ
tal que para cualesquiera (αi)i∈A se tiene

1
2

máx
i∈A
|αi | ≤

∥∥∥∥∥∥∥∑i∈A αi xi
∥∥∥∥∥∥∥ ≤ 4Mnmáx

i∈A
|αi |.

En particular, el subespacio generado por {xi , i ∈ A} es 8Mn-isomorfo a lk∞.

Más allá de las mejoras en las constantes, el Teorema 3.3.4 es capaz de dar en ciertas
situaciones una mejora en el orden sobre el cardinal del conjunto A. En efecto, esto se

basa en la desigualdad
1
τ
≥ 1
√

2nMn

. Para ver este hecho, utilizaremos la desigualdad de

Khinchin, que enunciamos a continuación.

Teorema 3.3.5 (Desigualdad de Khinchin, caso p=1). Para cualesquiera n ∈ N y a1, . . . , an ∈ R
vale que  n∑

i=1

a2
i

1/2

≤
√

2Eε


∣∣∣∣∣∣∣
n∑
i=1

εi ai

∣∣∣∣∣∣∣


Para (el enunciado completo y) la demostración de las desigualdades de Khinchin ver,
por ejemplo, [DJT95, Capítulo 1].

Con esto, veamos la relación entre τ y Mn afirmada más arriba.

Proposición 3.3.6. Sean X espacio normado y x1, . . . ,xn ∈ X tales que ∥xi∥ ≥ 1 para cada 1 ≤
i ≤ n. Entonces, si Mn y τ son como en (3.1) y (3.2) respectivamente, se tiene que τ ≤

√
2nMn.

Demostración. Comencemos notando que como τ = ∥T : ln∞→ X∥, con T definido como en
(3.2), entonces τ =

∥∥∥T ∗ : X∗→ ln1
∥∥∥ con T ∗ dado por T ∗(ϕ) = (ϕ(xi)1≤i≤n). Así,

τ = sup
ϕ∈BX∗

n∑
i=1

|ϕ(xi)| ≤ sup
ϕ∈BX∗

√
n

 n∑
i=1

ϕ(xi)
2

1/2

≤
√

2n sup
ϕ∈BX∗

Eε


∣∣∣∣∣∣∣
n∑
i=1

εiϕ(xi)

∣∣∣∣∣∣∣


=
√

2n sup
ϕ∈BX∗

Eε


∣∣∣∣∣∣∣ϕ

 n∑
i=1

εi xi


∣∣∣∣∣∣∣
 ≤ √2nEε


∥∥∥∥∥∥∥
n∑
i=1

εi xi

∥∥∥∥∥∥∥
 =
√

2nMn.
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Ahora bien, en [AM83], utilizando el Teorema 3.3.3, se demuestra el siguiente teorema,
que si bien no nos será necesario en lo que sigue, resulta de interés en términos de la
discusión dada al inicio de esta sección.

Teorema 3.3.7. Existen constantes c1, c2 > 0 tales que cada todo 0 < ε < 1, si X es un espacio
normado cualquiera, n ∈ N y x1, . . . ,xn ∈ X son vectores unitarios, entoncesX contiene un subes-
pacio de dimensión k (1 + ε)-isomorfo a lk∞ para todo k que satisfaga k ≤ c1 exp

(
c2 ln(n) ln(1+ε)

ln(Mn)

)
.

Esto nos dice que si queremos encontrar subespacios “de una dimensión apreciable” k
cercanos a lk∞ en X, entonces debemos encontrar vectores unitarios x1, . . . ,xn ∈ X para los
cuales ln(Mn) sea mucho menor a ln(n). Para dar un ejemplo, si tomamos como espacio
normado a X = lNp (¡o incluso lp!), con 1 ≤ p < ∞, entonces puede verse que dados cua-
lesquiera vectores unitarios x1, . . . ,xn ∈ X se tiene que Mn ≥ Cpn1/r , con r = mı́n(2,p) y
Cp > 0 una constante que solo depende de p (como podría imaginarse por su notación...).
De manera que en este caso tendríamos ln(n)/ ln(Mn) ≤ C̃p/r, que es una constante si p esta
fijo. Es decir, en este caso no lograremos encontrar (al menos no por el Teorema 3.3.76)
subespacios “de una dimensión apreciable” k cercanos a lk∞.

Por otro lado, como se observa en [AM83], si encontráramos n vectores unitarios x1, . . . ,xn
en un espacio normado X tales que ln(Mn) ≤ ln(n)δ para algún 0 < δ < 1, entonces podría-
mos encontrar en X un subespacio de dimensión k =

[
c1 exp

(
c2 ln1−δ(n) ln(1 + ε)

)]
. Esta

observación llevó a los autores al siguiente teorema, que plantea una interesante dicoto-
mía para los subespacios de un espacio normado X.

Teorema 3.3.8 (Teorema 4.3 de [AM83]). Dado ε > 0, existe una constante c(ε) > 0 tal que si
X es un espacio normado de dimensión n, con n suficientemente grande, y k = exp

(
c(ε)

√
ln(n)

)
,

entonces o bien existe en X un subespacio F k-dimensional tal que dBM(F, lk2) ≤ 1 + ε, o bien
existe en en X un subespacio F k-dimensional tal que dBM(F, lk∞) ≤ 1 + ε.

Para una demostración más detallada que la del trabajo original en la que se encuentra
este resultado, ver [AGM21, Capítulo 6].

3.4. Divisando el camino de Paouris y Valettas

Como dijimos en la Sección 3.1, en esta sección describiremos el camino llevado a
cabo en [PV18] para demostrar el Teorema 3.1.3. Para una mejor lectura, derivaremos
la mayor parte de las demostraciones de los resultados que discutiremos a continuación
(así como de los enunciados y demostraciones de los lemas utilizados para hacer tales
demostraciones) a los apéndices finales de este trabajo.

Podemos identificar en [PV18] tres pasos claves que llevan finalmente a obtener el Teo-
rema 3.1.3. Organizamos la presentación de manera que queden, en lo posible, lo más
claramente distinguidos.

6Ni deberíamos poder encontrar por cualquier otro, dado que lp tiene cotipo finito para todo p <∞.
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3.4.1. Primer paso clave - Uso de la desigualdad L1 −L2 de Talagrand

Para comenzar, asentemos un poco de notación, así como algunas observaciones, que
utilizaremos en lo que sigue.

Dada una función Lipschitz f : Rn → R, consideraremos las constantes de Lipschitz
de f respecto a la norma euclídea y la norma infinito. Notaremos b = b(f ) a la constante
respecto a la norma euclídea, de manera que

|f (x)− f (y)| ≤ b
∥∥∥x − y∥∥∥

2
∀x,y ∈ Rn,

y a = a(f ) a la constante Lipschitz de f respecto de la norma infinito, de manera que

|f (x)− f (y)| ≤ a
∥∥∥x − y∥∥∥∞ ∀x,y ∈ Rn.

Observemos que en tal caso, las inecuaciones

|f (x)−f (y)| ≤ a(f )
∥∥∥x − y∥∥∥∞ ≤ a(f )

∥∥∥x − y∥∥∥
2

y |f (x)−f (y)| ≤ b(f )
∥∥∥x − y∥∥∥

2
≤
√
nb(f )

∥∥∥x − y∥∥∥∞ ,
nos dicen que

b(f ) ≤ a(f ) ≤
√
nb(f ). (3.3)

Por otro lado, notemos que si ∥ ∥ es una norma en Rn, dados f Lipschitz con constante
L respecto de dicha norma, y p ∈ Rn tal que f es diferenciable en p, para todo v ∈ Rn vale
que

|⟨∇f (p),v⟩| = lı́m
t→0

∣∣∣∣∣f (p+ tv)− f (p)
t

∣∣∣∣∣ ≤ L ∥v∥ . (3.4)

De donde vemos, según lo mencionado en la Sección Norma dual y cuerpo polar de los
Preliminares, que ∥∇f (p)∥∗ ≤ L.

En particular nos queda que

∥∇f (p)∥1 ≤ a(f ) y ∥∇f (p)∥2 ≤ b(f ).

Pues bien, estamos listos para enunciar el primero de los tres pasos claves mencionados
anteriormente, que es la Proposición 3.4.1. En su demostración, dada en el Apéndice A,
se utiliza la desigualdad L1−L2 de Talagrand (o más precisamente la Proposición 3.2.5), y
será esta la única instancia en la que se haga uso de la misma. Por lo que podríamos decir
que es aquí donde inyectaremos dicha desigualdad a lo que sigue de aquí en adelante. No-
tar como, en vistas del Teorema 3.1.3, que es a lo que buscamos llegar en forma última en
este capítulo, nace aquí un término lineal en t en la cota (3.5) para la medida del conjunto
en el que una función Lipschitz se desvía de su media en más de t.

Proposición 3.4.1. Sean f : Rn→ R una función Lipschitz C1 y A > 0 tal que ∥∂if ∥L1(γn) ≤ A
para todo 1 ≤ i ≤ n. Supongamos que a(f )A < e2 b(f )2, entonces

1. Si f̃ = f −Eγn(f ) y CT es la constante de la desigualad L1 − L2 de Talagrand, entonces se
tiene que

Varγn

(
eλf̃

)
≤

CTλ
2b(f )2

1 + ln

 b(f )√
a(f )A

Eγn
(
e2λf̃

)
para cada λ > 0.
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2. Para cada t > 0

γn
(∣∣∣f −Eγn(f )

∣∣∣ > t) ≤ 5exp

−
√

1 + ln

 b(f )√
a(f )A

 tb
 . (3.5)

Considerando a la desigualdad (3.5) como nuestro punto de partida, veamos como
continuamos a partir de allí.

3.4.2. Segundo paso clave - Concentración para ciertos espacios

El siguiente paso clave en [PV18] consiste en obtener el Teorema 3.1.3 para cierto
tipo de espacios normados en particular. Para entender la idea de como se logra esto,
notemos que en la Proposición 3.4.1 aparece la preocupante condición de que se satisfaga
a(f )A ≤ e2b(f )2 como hipótesis. Veamos, a modo de observación, que esto en efecto ocurre
si la función Lipschitz f fuese invariante por permutaciones.

Definición 3.4.2. Decimos que una función f : Rm → R es invariante por permutaciones
si para toda biyección σ : {1, . . . ,m} → {1, . . . ,m} se cumple que

f
(
xσ (1),xσ (2), . . . ,xσ (m)

)
= f (x1,x2, . . . ,xm).

Proposición 3.4.3. Sea f : Rm→ R Lipschitz e invariante por permutaciones. Entonces

1. Para cada 1 ≤ p ≤∞ se tiene que ∥∂if ∥Lp(γm) =
∥∥∥∂jf ∥∥∥Lp(γm)

si 1 ≤ i < j ≤m.

2. A =
a(f )
m

satisface máx
1≤i≤m

∥∂if ∥L1(γm) ≤ A. En particular
b(f )√
a(f )A

≥ 1.

Demostración.

1. Dados 1 ≤ i < j ≤ m, sea σ la permutación de {1, . . . ,m} que intercambia i con j y
deja fijos todos los demás elementos de {1, . . . ,m}. Notemos Pσ a la transformación
ortogonal dada por Pσ (x) =

(
xσ (1),xσ (2), . . . ,xσ (m)

)
.

Si f es diferenciable en un punto z ∈ Rm, entonces

∂f

∂xi
(z) =

∂(f ◦ Pσ )
∂xi

(z) = ∇f (Pσ (z)).Pσ ei = ∇f (Pσ (z)).ej =
∂f

∂xj
(Pσ (z)). (3.6)

Al ser f diferenciable en casi todo punto, (3.6) nos da la igualdad de las normas
infinito de ∂if y ∂jf . A su vez, al ser Pσ una transformación ortogonal, por la in-
variancia bajo tales transformaciones de la medida gaussiana tenemos de (3.6) que
∥∂if ∥Lp(γm) =

∥∥∥∂jf ∥∥∥Lp(γm)
para todo 1 ≤ p <∞.

2. Por el ítem anterior, basta con notar que, si 1 ≤ j ≤m,∥∥∥∂jf ∥∥∥L1(γm)
=

1
m

m∑
j=1

∥∥∥∂jf ∥∥∥L1(γm)
=

1
m

∥∥∥∥∇f ∥1∥∥∥L1(γm)
≤ 1
m
a(f ).
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Con lo que, si A = a(f )/m, recordando (3.3) nos queda

b(f )√
a(f )A

≥
√
m
b(f )
a(f )

≥ 1.

A partir de lo visto en la proposición anterior, la siguiente observación, aunque senci-
lla, resulta fundamental.

Observación 3.4.4. Notemos que el ítem 2 de la Proposición 3.4.3 se cumple si f es una
función Lipschitz en Rm para la cual se cumple la tesis del ítem 1 en dicha proposición
(más allá de que f sea o no invariante por permutaciones).

Ahora bien, es claro que no toda función Lipschitz con la que trabajemos (normas en
Rm) será invariante por permutaciones... Sin embargo, como lo declara el importante lema
que enunciamos a continuación, si f es suave, podremos lograr “ajustarla” de manera que
se satisfaga el ítem 1 de la Proposición 3.4.3.

Para enunciarlo, aclaremos que dado λ ∈ Sm−1 notaremos también por Λ = Λλ al ope-
rador diagonal definido por Λ(x) = (λ1x1, . . . ,λmxm).

Lema 3.4.5. Sean f : Rm → R una función Lipschitz, C1 salvo quizás en un subconjunto dis-
creto D ⊆ Rm, y p ≥ 1. Entonces existe λ̃ = (λ̃1, . . . , λ̃m) con

∥∥∥λ̃∥∥∥
2

= 1, tal que si Λ̃ : Rm→ Rm es

el operador diagonal dado por Λ̃(x) = (λ̃1x1, . . . , λ̃mxm), se tiene que∥∥∥∂i(f ◦ Λ̃)
∥∥∥
Lp(γm)

=
∥∥∥∂j(f ◦ Λ̃)

∥∥∥
Lp(γm)

para todo 1 ≤ i < j ≤m.

Más aún, si f no es constante en ningún subespacio de dimensión positiva generado por algún
subconjunto de los vectores canónicos en Rm, entonces se puede tomar λ̃ ∈ Sm−1 de manera que
λ̃i > 0 para todo 1 ≤ i ≤m.

Interesantemente, en la demostración del anterior lema (que damos en el Apéndice B),
se utiliza el Teorema de Borsuk-Ulam para conseguir la existencia del operador diagonal
Λ̃.

A partir del Lema 3.4.5, que nos permite “ajustar” una norma suave ∥ ∥ en Rm de manera
que se cumpla el ítem 1 de la Proposición 3.4.3, llegamos a obtener el Teorema 3.1.3 para
“cierta clase de espacios”. Más concretamente, obtenemos la siguiente proposición, que
también demostraremos en el Apéndice B.

Proposición 3.4.6. Sea X = (Rm,∥ ∥) un espacio normado. Entonces existe un isomorfismo
lineal T : Rm→ Rm, tal que para cada t > 0

γm
(∣∣∣ ∥T (x)∥ −Eγm (∥T (x)∥)

∣∣∣ > tEγm(∥T (x)∥)
)
≤ 5exp

(
−K ln

(
e
√
m

dia(X)

)
t

)
, (3.7)

con K > 0 constante absoluta (que podemos tomar como K = 1/31).
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Donde dia(X) es una constante dependiente del espacio normado X = (Rm,∥ ∥) que de-
finiremos en el Apéndice B. Por ahora, mencionemos que dia(X) satisface que 1 ≤ dia(X) ≤√

dim(X), y que, por ejemplo, los espacios X = lmp con 1 ≤ p ≤ ∞ (y sus sumas directas)
cumplen que dia(X) = 1.

Así, la proposición 3.4.6 nos da el Teorema 3.1.3 para todos aquellos espacios con
dia(X) ≤ 2 (por ejemplo), o incluso para aquellas familias de espacios para las cuales se
cumple que dia(X) ≤ dim(X)1/2−θ, para algún 0 < θ < 1/2 fijo.

Algo notable de la Proposición 3.4.6, que constituye nuestro segundo paso clave hacia
el Teorema 3.1.3, es que para obtenerla se hará uso de una posición “no clásica”, a diferen-
cia de, por ejemplo, el uso de la posición de John en la Proposición 3.1.2 (ver Observación
1.1.6 (iv)). En efecto, Lema 3.4.5 mediante, pondremos a la bola unitaria de nuestro espa-
cio normado en una posición cuya existencia estará dada por el teorema de Borsuk-Ulam,
y que no necesariamente se encuentra caracterizada por alguna condición extremal (como
ocurre en general con las posiciones más clásicas).

3.4.3. Tercer paso clave - Concentración para todos los espacios

Finalmente discutiremos aquí los dos últimos resultados, la Proposición 3.4.7 y el Teo-
rema 3.4.8, relevantes en el divisamiento del camino seguido en [PV18] para demostrar el
Teorema 3.1.3.

Podríamos decir que el último paso clave de este camino consiste en separar en casos
(notar la similaridad con el Teorema 3.3.8 demostrado por Alon-Milman).

Por un lado, si el k(X) de nuestro espacio normado (donde k(X) es como en la Proposi-
ción 3.1.1) es grande, veremos en la demostración del Teorema 3.4.8 (dada en el Apéndice
C) que no hay mucho por hacer para obtener el resultado buscado en este capítulo. Por
otro lado, en caso de que nuestro espacio normado no posea un k(X) grande, la Propo-
sición 3.4.7 (que sigue a continuación) nos dirá que existe entonces en X un subespacio
de dimensión “apreciable” donde sí valdrá la desigualdad de concentración que estamos
buscando (aquella que se enuncia en el Teorema 3.1.3). Para la demostración de la Propo-
sición 3.4.7 (también dada en el Apéndice C) se utilizan la Proposición 3.4.6 enunciada en
la sección anterior, junto con el Teorema 3.3.4, demostrado por Talagrand, que constituye
una mejora sobre el Teorema 3.3.3 obtenido por Alon y Milman.

Proposición 3.4.7. Sean X = (Rn,∥ ∥) un espacio normado tal que BX está en posición de John
y 0 < δ < 1/2. Entonces al menos una de las siguientes condiciones se satisface:

1. k(X) ≥ n1/2−δ.

2. Existen un subespacio F ⊆ Rn con dim(F) = m tal que
√
n/128 ≤ m ≤ n/2 y una base

{v1, . . . ,vm} de F tal que si (Ω,Σ,µ) es un espacio de probabilidad y g1, . . . , gm : Ω→ R son
variables aleatorias gaussianas estándar e independientes, entonces la variable aleatoria
gaussiana F-valuada Φ : Ω→ F dada por

Φ(ω) =
m∑
i=1

gi(ω)vi
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satisface que

µ
(∣∣∣∥Φ∥ −Eµ (∥Φ∥)

∣∣∣ > tEµ (∥Φ∥)
)
≤ 6exp(−Cδt ln(n)) ∀0 < t ≤ 1,

donde C > 0 es una constante absoluta, que podemos tomar como C = 1/62.

Si bien el enunciado del Teorema 3.4.8 que sigue a continuación constituye el resul-
tado principal de este capítulo, ya que es el Teorema 3.1.3 enunciado con las constantes
concretas obtenidas durante la demostración, remarcamos que la importancia del mismo
dentro del camino reside en su demostración. En efecto, allí se ve que, en caso de que el
espacio X no posea un k(X) grande, podremos obtener la desigualdad de concentración
buscada, valiéndonos de que dicha desigualdad es cierta en un subespacio de dimensión
“apreciable” (que es lo que nos dice la Proposición 3.4.7).

Teorema 3.4.8. SeaX = (Rn,∥ ∥) un espacio normado. Entonces existe un isomorfismo S : Rn→
Rn tal que para cada 0 < t ≤ 1 se tiene que

γn
(∣∣∣∥S(x)∥ −Eγn (∥S(x)∥)

∣∣∣ > tEγn (∥S(x)∥)
)
≤ 14 exp

( −1
310

t ln(n)
)
.

Ahora, usando el Teorema 3.4.8 (en lugar de la Proposición 3.1.2) en la demostración del
teorema de Dvoretzky dada en la página 50, llegamos a la siguiente versión del teorema
de Dvoretzky.

Teorema 3.4.9 (Teorema de Dvoretzky, versión [PV18]). Sean X = (Rn,∥ ∥) un espacio nor-
mado y 0 < ε < 1. Entonces, si

k <

ε
2480

ln(n)− ln(14)

ln(1 + 16/ε)

existe en X un subespacio F ⊆ X de dimensión k tal que dBM(F, lk2) ≤ 1 + ε.

Una vez enunciado el Teorema 3.4.9, hagamos algunas observaciones y consideracio-
nes finales acerca de este resultado.

Observación 3.4.10.

(I) Notemos que para que el anterior enunciado “nos diga algo” (en el sentido de que la
cota superior para k pueda ser un número positivo), debe ser n ≥ 142480 ≈ 2,5 .102842.

(II) A su vez, podemos expresar el Teorema 3.4.9 diciendo que basta con tomar

n(k,ε) > exp
(2480
ε

(
k ln(1 + 16/ε) + ln(14)

))
. (3.8)

Esto representa una mejora sobre la cota obtenida para n(k,ε) en (2.6) si ε ≲ 0,1.
Por ejemplo, si buscamos un subespacio de dimensión 100 a distancia 0,1 de l100

2 , en
general encontraremos un tal subespacio en cualquier espacio normado de dimen-
sión n ≥ 1,41 .105501352 (comparar con la cota obtenida en la Observación 2.4.2 del
Capítulo 2).
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Rescatando una expresión más sencilla de (3.8), nos queda que si N (k,ε) es como en
la página viii de la Introducción, entonces

N (k,ε) ≤ exp
(
3720

k ln(17/ε)
ε

)
.

Equivalentemente, si k(n,ε) esta definido como en la página x de la Introducción,
entonces

k(n,ε) ≥ ε
3720 ln(17/ε)

ln(n).
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Apéndice A

Uso de la desigualdad L1 −L2

En este Apéndice demostraremos la Proposición 3.4.1 de la Sección 3.4.1 Comencemos
enunciado un lema que utilizaremos para la demostración de la Proposición 3.4.1.

Lema A.0.1. Sea ψ : (0,1)→ (0,+∞) una función tal que para todo 0 < s < 1 se tiene que

(1− s2)ψ(s) ≤ ψ2
( s
2

)
.

Si además

lı́m
s→0+

ψ(s)− 1
s

= 0, (A.1)

entonces vale que

ψ(s) ≤ 1
(1− s2)

1(
1−

( s
2

)2
)4 ∀ s ∈ (0,1).

La demostración del anterior lema puede darse siguiendo las mismas técnicas y pasos
que en [BLM13, Lema 3.19], aplicando una pequeña variación en dicha cuenta.

Ahora si, demostremos la Proposición 3.4.1, que volvemos a enunciar

Proposición 3.4.1. Sean f : Rn→ R una función Lipschitz C1 y A > 0 tal que ∥∂if ∥L1(γn) ≤ A
para todo 1 ≤ i ≤ n. Supongamos que a(f )A < e2 b(f )2, entonces

1. Si f̃ = f −Eγn(f ) y CT es la constante de la desigualad L1 − L2 de Talagrand, entonces se
tiene que

Varγn

(
eλf̃

)
≤

CTλ
2b(f )2

1 + ln

 b(f )√
a(f )A

Eγn
(
e2λf̃

)
para cada λ > 0.

2. Para cada t > 0

γn
(∣∣∣f −Eγn(f )

∣∣∣ > t) ≤ 5exp

−
√

1 + ln

 b(f )√
a(f )A

 tb
 . (3.5)
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Demostración.

1. Fijemos λ > 0 y notemos h(x) = eλf̃ (x). Entonces, al ser f Lipschitz, es fácil ver que
h ∈ W 2,1(γn). En efecto, por un lado tenemos que |f̃ (x)| ≤ |f̃ (0)| + b ∥x∥2, de donde
|h(x)| ≤ C ebλ∥x∥2 ∈ L2(γn). Por otro lado, al ser

∇h = λeλf̃ ∇f

en cada punto en el que f es diferenciable (lo cual ocurre en casi todo punto, por el
teorema de Rademacher), resulta que

∥∇h(x)∥2 ≤ λh(x)b(f ) (A.2)

en tales puntos, por lo que también tenemos ∥∇h(x)∥2 ∈ L2(γn).

Así, podemos aplicar la Proposición 3.2.5 para h, obteniendo

Varγn(h) ≤ CT
∥∇h∥2L2(γn)

1 + 1
2 ln


∑n
j=1

∥∥∥∂jh∥∥∥2
L2(γn)∑n

j=1

∥∥∥∂jh∥∥∥2
L1(γn)


. (A.3)

Ahora bien, dado r > 0 fijo, observemos que la función

ξ(s) =
s

1 + 1
2 ln

( s
r

)
es creciente para s > r e−1. En efecto, derivando encontramos que

ξ ′(s) =
1
2

1 + ln(s/r)(
1 + 1

2 ln(s/r)
)2 > 0 si s/r > e−1.

Como para cada 1 ≤ j ≤ n se tiene
∥∥∥∂jh∥∥∥2

L2(γn)
≥

∥∥∥∂jh∥∥∥2
L1(γn)

, estamos bajo dichas

condiciones en la expresión (A.3). Por lo que si aplicamos la cota que nos queda para
∥∇h∥2L2(γn) tras elevar al cuadrado e integrar en (A.2), nos queda

Varγn(h) ≤ CT
λ2 b(f )2Eγn

(
e2λf̃

)
1 + 1

2 ln

λ
2 b(f )2Eγn

(
e2λf̃

)
∑n
j=1

∥∥∥∂jh∥∥∥2
L1(γn)


. (A.4)

A partir de aquí, notemos que la expresión en (A.4) es creciente en
∑n
j=1

∥∥∥∂jh∥∥∥2
L1(γn)

.
Acotemos superiormente entonces esta cantidad.
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Para 1 ≤ j ≤ n, tenemos que ∂jh = λeλf̃ ∂jf , por lo que, usando la desigualdad de
Hölder ∥∥∥∂jh∥∥∥2

L1(γn)
= λ2Eγn

(
eλf̃ |∂jf |

)2
= λ2Eγn

(
eλf̃ |∂jf |1/2 |∂jf |1/2

)2

≤λ2Eγn
(
e2λf̃ |∂jf |

)
Eγn

(
|∂jf |

)
≤ λ2AEγn

(
e2λf̃ |∂jf |

)
.

Sumando sobre j nos queda

n∑
j=1

∥∥∥∂jh∥∥∥2
L1(γn)

≤ λ2AEγn
(
e2λf̃ ∥∇f ∥1

)
≤ λ2Aa(f )Eγn

(
e2λf̃

)
.

De esta manera, llegamos a que

Varγn(h) ≤ CT
λ2 b(f )2Eγn

(
e2λf̃

)
1 + ln

 b(f )√
a(f )A

 .

2. Vimos en el anterior ítem que

Eγn
(
e2λf̃

)
−Eγn

(
eλf̃

)2
≤ CT

λ2 b(f )2Eγn
(
e2λf̃

)
1 + ln

 b(f )√
a(f )A

 para cada λ > 0. (A.5)

Notemos como ρ al número positivo tal que

ρ2 =
CT b(f )2

1 + ln

 b(f )√
a(f )A

 .
De manera que (A.5) se exprese como

Eγn
(
e2λf̃

)
−Eγn

(
eλf̃

)2
≤ ρ2λ2Eγn

(
e2λf̃

)
.

Entonces, realizando el cambio de variables s = ρλ, y considerando la función

ψ(s) = Eγn
(
e2 s

ρ f̃
)

vemos que ψ satisface la desigualdad funcional

(1− s2)ψ(s) ≤ ψ2
( s
2

)
para s ∈ (0,1) (ie. λ ∈ (0,1/ρ)).
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Usando el Lema A.0.1 enunciado anteriormente, tendremos que entonces

ψ(s) ≤ 1
(1− s2)

1(
1−

( s
2

)2
)4 ∀ s ∈ (0,1). (A.6)

Para esto, solo nos resta chequear que se cumpla sobre ψ la condición

lı́m
s→0+

ψ(s)− 1
s

= 0 requerida en el Lema A.0.1.

Para ver esto, a su vez, chequeemos que se cumplen las condiciones de la Proposición
2.5.3, de manera que podamos escribir

lı́m
s→0+

ψ(s)− 1
s

= lı́m
s→0+

ψ(s)−ψ(0)
s

= Eγn
(
e2 s

ρ f̃ (2/ρ) f̃
) ∣∣∣∣
s=0

= Eγn

(
2
ρ
f̃

)
= 0.

En efecto, sabemos que para todo s ∈ [0,1) vale que e2(s/ρ) f̃ ∈ L1(γn). También tene-
mos que para todo x ∈ Rn se cumple que e2(s/ρ) f̃ es derivable con respecto a s (solo
necesitaríamos tener que esto ocurre para casi todo x ∈ Rn). Por último, si s ∈ [0,1/2],
usando que u < eu para todo u ∈ R∣∣∣∣∣∣∣∣

∂
(
e2(s/ρ) f̃

)
∂s

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣e2(s/ρ) f̃ (2/ρ)f̃

∣∣∣∣ ≤ 2
∣∣∣f̃ ∣∣∣
ρ e

f̃ /ρ ≤ 2e2f̃ /ρ ∈ L1(γn).

Así, podemos continuar a partir de (A.6).

Usando la desigualdad de Markov llegamos a que si t > 0, entonces

γn
(
f̃ > t

)
= γn

(
e2(s/ρ)f̃ > e2(s/ρ)t

)
≤
Eγn

(
e2 s

ρ f̃
)

e2(s/ρ)t
≤ 1

(1− s2)
(
1−

( s
2

)2
)4 e

−2(s/ρ)t.

Tomando CT = 3/2 (ver Teorema 3.2.4), y evaluando esta última expresión en s =
1
2

√
3
2 llegamos a que

Eγn
(
f −Eγn(f ) > t

)
≤ 5

2
exp

−
√

1 + ln

 b(f )√
a(f )A

 tb
 .

Aplicando esto mismo para −f , y juntando ambos resultados, obtenemos

Eγn
(∣∣∣f −Eγn(f )

∣∣∣ > t) ≤ 5 exp

−
√

1 + ln

 b(f )√
a(f )A

 tb
 ,

que es lo que queríamos demostrar.
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Observación A.0.2.

(I) En el enunciado de la Proposición 3.4.1, notemos que a(f ) satisface la condición
requerida sobre el número A > 0, ya que

Eγn(|∂if |) ≤ Eγn(∥∇f ∥1) ≤ a(f ) para todo 1 ≤ i ≤ n.

Sin embargo, de utilizar a(f ) en forma directa en lugar de una cota más cuidadosa
para máx1≤i≤n ∥∂if ∥L1(γn), nos quedaría en el resultado la expresión√

1 + ln
(
b(f )
a(f )

)
,

que en vistas de lo observado en (3.3), no es muy alentadora.

(II) Comparando con la demostración realizada en el Capítulo 2 del Teorema 2.2.11,
puede verse una similaridad en la técnica empleada en ambos casos, esto es, la
acotación (obtenida de forma diferente en cada caso, eso sí) de la función M(λ) =

Eγn
(
eλ(f −Eγn (f ))

)
1, para luego, mediante la desigualdad de Markov, obtener una cota

sobre Eγn
(
f −Eγn(f ) > t

)
escribiendo

Eγn
(
f −Eγn(f ) > t

)
≤M(λ)e−λt.

A su vez, una diferencia intrigante surge entre estas dos demostraciones. En la
demostración del Teorema 2.2.11, buscamos el λt > 0 que minimizara (para cada
t > 0) la expresión obtenida tras aplicar la desigualdad de Markov, C(λ)e−λt, donde

C(λ) representa la cota obtenida en aquella ocasión para M(λ) = Eγn
(
eλ(f −Eγn (f ))

)
.

Esto, que resulta lo más natural y sensato, es conocido como el método de Cra-
mér–Chernoff, el cual es muy fructífero en diversas situaciones (ver [BLM13]).

Ahora bien, por otro lado, en la demostración de la Proposición 3.4.1 no hicimos
esto, sino que elegimos el valor de s (ya que hicimos un cambio de variables de λ
por s en esta demostración) de forma ciertamente arbitraria o caprichosa, buscando
relativa sencillez en la expresión de la cota obtenida. ¿Por qué no buscar el s que
nos de la mejor cota? Pues bien, aún más curioso puede resultar el hecho de que si
buscáramos el s que minimice la expresión

4
(1− s2)

e−2(s/ρ)t,

(donde por cuestiones cardíacas acotamos previamente 1/(1− s2/4)4 por 4 en (0,1))
encontraríamos a la siguiente expresión como la mejor cota superior

2
(
1 +
√

1 +θ
)

exp
(
− θ

1 +
√

1 +θ

)
, con θ =

−4
CT

t2

b2

(
1 + ln

(
b
√
Aa

))
. (A.7)

1En lenguaje probabilístico, M(λ) es la función generadora de momentos de f̃ = f −Eγn(f ).
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Es decir, para t pequeño ¡nos volvería a aparecer una dependencia de orden cuadrá-
tico en t en el exponente!

Sin embargo, debe notarse que, para t grande, el orden de t en el exponente de
(A.7) sería lineal. Pues bien, así como lo hicimos en el Capítulo 2, más adelante
utilizaremos estas desigualdades aplicadas no a t (con 0 < t < 1), sino a Eγn(∥x∥) t,
donde ∥ ∥ es la norma de un espacio normado X = (Rn,∥ ∥), con la esperanza de que
k(X) = Eγn(∥x∥)

2/b2 sea grande. En tal caso, para 0 < t < 1 fijo, podemos esperar que
el orden en t sea lineal en el exponente de (A.7), con lo cual el resultado obtenido
en la Proposición 3.4.1 “en busca de una expresión más sencilla” coincidiría asin-
tóticamente con el de la mejor cota posible que nos hubiese sido posible conseguir
tras los argumentos dados en la demostración de esa proposición.



Apéndice B

Concentración para ciertos espacios

En este Apéndice veremos la demostración de la Proposición 3.4.6 de la Sección 3.4.2
(así como las definiciones y los lemas necesarios para ello). Mencionemos que de los tres
pasos claves mencionados en la Sección 3.4, este es el paso que requiere más trabajo.

B.1. Lp(γm)-invariancia por permutaciones

Comenzamos dando una demostración del Lema 3.4.5, que enunciamos nuevamente

Lema 3.4.5. Sean f : Rm → R una función Lipschitz, C1 salvo quizás en un subconjunto dis-
creto D ⊆ Rm, y p ≥ 1. Entonces existe λ̃ = (λ̃1, . . . , λ̃m) con

∥∥∥λ̃∥∥∥
2

= 1, tal que si Λ̃ : Rm→ Rm es

el operador diagonal dado por Λ̃(x) = (λ̃1x1, . . . , λ̃mxm), se tiene que∥∥∥∂i(f ◦ Λ̃)
∥∥∥
Lp(γm)

=
∥∥∥∂j(f ◦ Λ̃)

∥∥∥
Lp(γm)

para todo 1 ≤ i < j ≤m.

Más aún, si f no es constante en ningún subespacio de dimensión positiva generado por algún
subconjunto de los vectores canónicos en Rm, entonces se puede tomar λ̃ ∈ Sm−1 de manera que
λ̃i > 0 para todo 1 ≤ i ≤m.

Previo a la demostración, recordemos el teorema de Borsuk-Ulam, el cual nos dice que
si h : Sm−1 → Rm−1 es una función continua sobre la esfera (m − 1) dimensional, entonces
existe λ = (λ1, . . . ,λm) ∈ Sm−1 tal que h(λ) = h(−λ).

Demostración del Lema 3.4.5. Para cada 1 ≤ j < m sea hj : Sm−1→ R dada por

hj(λ) = λj
∥∥∥∂jf ◦Λ∥∥∥

Lp(γm)
−λj+1

∥∥∥∂j+1f ◦Λ
∥∥∥
Lp(γm)

.

Notemos que por la invariancia de la medida gaussiana bajo transformaciones ortogona-
les, en particular bajo la transformación −Id : z 7→ −z, tenemos que hj(−λ) = −hj(λ). Es
decir, hj es una función impar para cada 1 ≤ j ≤m− 1.

Veamos ahora que cada hj es continua. Para esto, nos basta con ver que si g (que haría
las veces de |∂if |p para algún 1 ≤ i ≤ m) es una función continua en Rm \D, con D ⊆ Rm
discreto, y acotada en Rm, entonces la función ξ : Sm−1→ R dada por

ξ(λ) =
∫
Rm
g(λ1x1, . . . ,λmxm)dγm(x)

73
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es continua. Pero en efecto, si λk → λ en Sm−1, entonces g(Λk(x))→ g(Λ(x)) para cada x ∈
Rm\D al ser g continua allí, y como por otro lado tenemos que |g(λ1x1, . . . ,λmxm)| ≤ ∥g∥∞ ∈
L1(γm), entonces por el teorema de convergencia dominada se cumple que ξ(λk)→ ξ(λ).

De esta manera, la función h : Sm−1 → Rm−1 resulta continua, y por lo tanto, por el
teorema de Borsuk-Ulam, tenemos que existe λ̃ ∈ Sm−1 tal que h(λ̃) = h(−λ̃). Pero como h
es impar, esto implica que h(λ̃) = 0. Es decir

λ̃j
∥∥∥∂jf ◦ Λ̃∥∥∥

Lp(γm)
= λ̃j+1

∥∥∥∂j+1f ◦ Λ̃
∥∥∥
Lp(γm)

(B.1)

para todo 1 ≤ j ≤m− 1. Tomando módulo en esta última igualdad obtenemos que∥∥∥∂j(f ◦ Λ̃)
∥∥∥
Lp(γm)

=
∥∥∥∂j+1(f ◦ Λ̃)

∥∥∥
Lp(γm)

para todo 1 ≤ j ≤m− 1.
Con respecto a la afirmación realizada al final del enunciado, comencemos notando

que bajo la hipótesis allí realizada el λ̃ obtenido no puede tener ninguna coordenada
nula.

En efecto, si notamos J =
{
1 ≤ j ≤m/ λ̃j , 0

}
, entonces al ser λ̃ ∈ Sm−1 debe ser J , ∅.

Ahora, si λ̃ tuviera alguna coordenada nula (es decir, si fuese Jc , ∅), entonces para cada j ∈
J tendríamos que

∥∥∥∂jf ◦ Λ̃∥∥∥
Lp(γm)

= 0. Es decir, si V = ⟨ei⟩i∈J , usando la continuidad de las

derivadas parciales, tendríamos que ∂jf = 0 en V , para cada j ∈ J . Es decir, tendríamos que
f es constante en un subespacio formado por un subconjunto de los vectores canónicos.
Así bajo la hipótesis de que esto último no ocurre, debe ser Jc = ∅.

De esta manera, teniendo en cuenta nuevamente (B.1), todas las coordenadas de λ̃
deben tener el mismo signo, que podemos tomar positivo (ya que h(λ̃) = h(−λ̃) = 0).

Teniendo en cuenta la Observación 3.4.4 y el Lema 3.4.5, obtenemos el siguiente lema.

Lema B.1.1. Sea f : Rm → R una función Lipschitz, C1 salvo quizás en un conjunto discreto
de Rm, tal que no existe ningún subconjunto no vacío I ⊆ {1, . . . ,m} para el que se cumpla que
f es constante en ⟨ei⟩i∈I , siendo ei el i-ésimo vector de la base canónica de Rm. Entonces existe
λ ∈ Sm−1 tal que λi > 0 para todo 1 ≤ i ≤m y

∥∥∥∂j(f ◦Λ)
∥∥∥
L1(γm)

≤ 1
ma(f ◦Λ) para todo 1 ≤ j ≤m.

B.2. Constantes de incondicionalidad y divergencia incon-
dicional aleatoria

La Proposición 3.4.6, que es la que buscamos demostrar en este Apéndice, esta for-
mulada en términos de la constante de divergencia incondicional aleatoria de un espacio
normado X = (Rm,∥ ∥). Esta constante es “una versión más débil” que la de constante de
incondicionalidad de un espacio X, inc(X), siendo esta última una noción más clásica. Co-
mencemos entonces definiendo la constante de incondicionalidad de un espacio normado
de dimensión finita.

Definición B.2.1. Sea X = (Rm,∥ ∥) un espacio normado.



B.2. inc(X) Y dia(X) 75

1. Dada una base B = {b1, . . . , bm} de X, definimos inc(B), la constante de incondiciona-
lidad de la base B, como

inc(B) = máx
εi=±1

sup
(α1,...,αm),0

∥∥∥∑m
i=1 εi αi bi

∥∥∥∥∥∥∑m
i=1 αi bi

∥∥∥ .

Es decir, inc(B) es la menor constante tal que, para cualesquiera escalares α1, . . . ,αm ∈
R se tiene que

máx
(ε1,...,εm)∈{−1,1}m

∥∥∥∥∥∥∥
m∑
i=1

εi αi bi

∥∥∥∥∥∥∥ ≤ inc(B)

∥∥∥∥∥∥∥
m∑
i=1

αi bi

∥∥∥∥∥∥∥ .
2. Definimos inc(X), la constante de incondicionalidad de X, como

inc(X) = ı́nf
B base de X

inc(B). (B.2)

Notemos que dada una base cualquiera B de X, inc(B) ≥ 1. Por lo que a su vez tenemos
inc(X) ≥ 1.

Si bien debe ser algo conocido, en el breve tiempo en el que nos lo planteamos, no
logramos encontrar en la literatura o vislumbrar por cuenta propia si el ínfimo en (B.2)
se alcanza1. Es decir, si para cada norma ∥ ∥ en Rm efectivamente existe una base B =
{b1, . . . , bm} en X tal que dados α1, . . . ,αm escalares cualesquiera valga

máx
(ε1,...,εm)∈{−1,1}m

∥∥∥∥∥∥∥
m∑
i=1

εi αi bi

∥∥∥∥∥∥∥ ≤ inc(X)

∥∥∥∥∥∥∥
m∑
i=1

αi bi

∥∥∥∥∥∥∥ .
Por otro lado, decimos que X es 1-incondicional si existe una base B = {b1, . . . , bm} en

X = (Rm,∥ ∥) tal que inc(B) = 1, de manera que dados cualesquiera escalares α1, . . . ,αm ∈ R
y cualesquiera signos ε1, . . . , εm ∈ {−1,1} se cumpla que∥∥∥∥∥∥∥

m∑
i=1

εi αi bi

∥∥∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥∥∥
m∑
i=1

αi bi

∥∥∥∥∥∥∥2. (B.3)

Así, en principio tenemos que{
∥ ∥ norma en Rm 1-incondicional

}
⊆

{
∥ ∥ norma en Rm tal que inc(X) = 1

}
.

Ejemplos de espacios (o normas) 1-incondicionales son los espacios lmp , con 1 ≤ p ≤ ∞, y
sus sumas directas.

Es interesante notar que la cantidad inc(X) tiene una interpretación geométrica, que
demostramos a continuación.

1Tenemos razones para pensar tanto que esto ocurre, como que no. Por lo que seguramente estamos
equivocados.

2Ya mencionamos esta noción en el comentario final de la Introducción.
Notemos a su vez que podríamos interpretar esto diciendo que la norma ∥ ∥ posee al menos las 2m isome-

trías dadas por bi 7→ ±bi .
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Proposición B.2.2. Sea X = (Rm,∥ ∥) un espacio normado. Entonces

inc(X) = ı́nf
Y∈Im

dBM(X,Y ), donde Im =
{
Y = (Rm,∥ ∥Y ) tal que Y es 1-incondicional

}
.

Es decir, inc(X) (o su logaritmo natural) es la distancia en Qm al espacio de todas las normas
1-incondicionales en Rm.

Demostración. Sea B = {b1, . . . , bm} una base de Rm. Definamos en Rm la norma ∥ ∥I dada
por ∥∥∥∥∥∥∥

m∑
i=1

αi bi

∥∥∥∥∥∥∥
I

= máx
ε∈{−1,1}m

∥∥∥∥∥∥∥
m∑
i=1

εi αi bi

∥∥∥∥∥∥∥ .
Es claro que ∥ ∥I es una norma 1-incondicional, y que para todo x ∈ Rm se tiene

∥x∥ ≤ ∥x∥I ≤ inc(B)∥x∥ .

Luego, dBM(X, (Rm,∥ ∥I )) ≤ inc(B). Y por lo tanto tenemos que

ı́nf
Y∈Im

dBM(X,Y ) ≤ inc(B).

Así, tomando ínfimo sobre todas las bases en Rm llegamos a que

ı́nf
Y∈Im

dBM(X,Y ) ≤ inc(X).

Por otro lado, sea Y = (Rm,∥ ∥Y ) un espacio normado 1-incondicional. Tomemos entonces
una base 1-incondicional de Y , BY = {y1, . . . , ym}, y un isomorfismo T : Y → X tal que
∥T ∥

∥∥∥T −1
∥∥∥ = dBM(X,Y )3. Consideremos la base BX = {xi = T (yi),1 ≤ i ≤ m} de X. Entonces

tenemos que, dados α1, . . . ,αm ∈ R,

máx
ε∈{−1,1}m

∥∥∥∥∥∥∥
m∑
i=1

εi αi xi

∥∥∥∥∥∥∥
X

= máx
ε∈{−1,1}m

∥∥∥∥∥∥∥T
 m∑
i=1

εi αi yi


∥∥∥∥∥∥∥
X

≤ ∥T ∥ máx
ε∈{−1,1}m

∥∥∥∥∥∥∥
m∑
i=1

εi αi yi

∥∥∥∥∥∥∥
Y

=∥T ∥

∥∥∥∥∥∥∥
m∑
i=1

αi yi

∥∥∥∥∥∥∥
Y

≤ ∥T ∥
∥∥∥T −1

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
m∑
i=1

αi xi

∥∥∥∥∥∥∥
X

= dBM(X,Y )

∥∥∥∥∥∥∥
m∑
i=1

αi xi

∥∥∥∥∥∥∥
X

.

Por lo que inc(X) ≤ inc(BX) ≤ dBM(X,Y ). De donde obtenemos inc(X) ≤ ı́nfY∈Im dBM(X,Y ).

Observación B.2.3.

(I) Como lm2 es un espacio 1-incondicional y para todo espacio normado X = (Rm,∥ ∥) se
satisface dBM(X,lm2 ) ≤

√
m (ver Observación 1.1.6 (ii)), tenemos según la proposición

anterior que inc(X) ≤
√
m para todo espacio normado X = (Rm,∥ ∥).

(II) Las constantes de incondicionalidad de espacios normados de dimensión finita sur-
gen en el estudio de espacios de Banach infinito-dimensionales, ver [DJT95, Capí-
tulo 17].

3Usamos aquí el hecho de que el ínfimo en la definición de la distancia de Banach-Mazur sí se alcanza
(en el caso finito dimensional), aunque podríamos obviar esto para la presente demostración.
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En [LT16] Lopez-Abad y Tradacete introducen, interesados en el estudio de espacios de
Banach infinito-dimensionales, una noción más débil (en el contexto infinito dimensional)
a la de incondicionalidad, que utilizaremos más adelante, y definimos a continuación en
el contexto finito-dimensional.

Definición B.2.4. Sea X = (Rm,∥ ∥) un espacio normado.

1. Dada una base B = {b1, . . . , bm} de X, definimos dia(B), la constante de divergencia
incondicional aleatoria de la base B, como

dia(B) = sup
(α1,...,αm),0

∥∥∥∑m
i=1 αi bi

∥∥∥
Eε

(∥∥∥∑m
i=1 εi αi bi

∥∥∥) .
Es decir, dia(B) es la menor constante tal que, para cualesquiera escalares α1, . . . ,αm ∈
R se tiene que ∥∥∥∥∥∥∥

m∑
i=1

αi bi

∥∥∥∥∥∥∥ ≤ dia(B)Eε


∥∥∥∥∥∥∥
m∑
i=1

εi αi bi

∥∥∥∥∥∥∥
. (B.4)

2. Definimos dia(X), la constante de divergencia incondicional aleatoria de X, como

dia(X) = ı́nf
B base de X

dia(B). (B.5)

Notemos que para cada base B de Rm se tiene que dia(B) ≥ 1, ya que de (B.4) vemos
que

máx
τi=±1

∥∥∥∥∥∥∥
m∑
i=1

τi αi bi

∥∥∥∥∥∥∥ ≤ dia(B)Eε


∥∥∥∥∥∥∥
m∑
i=1

εi αi bi

∥∥∥∥∥∥∥
 ≤ dia(B) máx

τi=±1

∥∥∥∥∥∥∥
m∑
i=1

τi αi bi

∥∥∥∥∥∥∥ .
Por lo que resulta dia(X) ≥ 1.

Por otro lado, mencionemos que al igual que con inc(X), ignoramos si el ínfimo en la
definición de dia(X) se alcanza en general.

Veamos como se relacionan las constantes inc(X) y dia(X) de un espacio normado de
dimensión finita.

Proposición B.2.5. Sea X = (Rm,∥ ∥) un espacio normado. Entonces dia(X) ≤ inc(X).
En particular dia(X) ≤

√
m.

Demostración. Dada una base B = {b1, . . . , bm} de X, para cada ε = (ε1, . . . , εm) ∈ {−1,1}m fijo,
se tiene que dados α1, . . . ,αm ∈ R cualesquiera

máx
τi=±1

∥∥∥∥∥∥∥
m∑
i=1

τi αi bi

∥∥∥∥∥∥∥ = máx
τi=±1

∥∥∥∥∥∥∥
m∑
i=1

τi εi αi bi

∥∥∥∥∥∥∥ ≤ inc(B)

∥∥∥∥∥∥∥
m∑
i=1

εi αi bi

∥∥∥∥∥∥∥ .
Por lo que tomando esperanza respecto de ε ∈ {−1,1}m a ambos miembros obtenemos

máx
τi=±1

∥∥∥∥∥∥∥
m∑
i=1

τi αi bi

∥∥∥∥∥∥∥ ≤ inc(B)Eε


∥∥∥∥∥∥∥
m∑
i=1

εi αi bi

∥∥∥∥∥∥∥
 .



78 APÉNDICE B. CONCENTRACIÓN PARA CIERTOS ESPACIOS

En particular ∥∥∥∥∥∥∥
m∑
i=1

αi bi

∥∥∥∥∥∥∥ ≤ inc(B)Eε


∥∥∥∥∥∥∥
m∑
i=1

εi αi bi

∥∥∥∥∥∥∥
 .

Por lo que dia(X) ≤ dia(B) ≤ inc(B). A partir de aquí, tomando ínfimo sobre todas las bases
en X obtenemos el enunciado.

B.3. Concentración para espacios con dia no muy grande

Para demostrar la Proposición 3.4.6 utilizaremos, además de lo ya visto en este apén-
dice, tres lemas que enunciamos a continuación. Cada uno de ellos nos proveerá de una
desigualdad (que en algunos casos utilizaremos en más de una ocasión). Sus demostracio-
nes resultan de interés en tanto muestran como pueden “ponerse en acción” varios de los
conceptos vistos en la Sección 2.2.

Lema B.3.1. Sean (Ω,Σ,µ) espacio de probabilidad y g1, . . . , gm : Ω → R variables aleatorias
gaussianas estándar e independientes. Dados v1, . . . , vm vectores en un espacio normado X, se
tiene que

Mm((vi)1≤i≤m) = Eε


∥∥∥∥∥∥∥
m∑
i=1

εi vi

∥∥∥∥∥∥∥
 ≤

√
π
2
Eµ


∥∥∥∥∥∥∥
m∑
i=1

gi vi

∥∥∥∥∥∥∥
 .

Demostración. Comencemos notando que si b : (Ω1,µ1)→ R es una variable aleatoria con
distribución Bernoulli 1/2 tomando los valores 1 y −1, y g : (Ω2,µ2)→ R es una variable
aleatoria gaussiana estándar, entonces la variable aleatoria b · |g | : (Ω1,µ1) × (Ω2,µ2)→ R,
dada por b · |g |(ω1,ω2) = b(ω1) |g(ω2)| tiene distribución gaussiana estándar.

En efecto, dado a ∈ R

(µ1×µ2)(b·|g | > a) = µ1(b = 1)µ2(|g | > a)+µ1(b = −1)µ2(−|g | > a) =
1
2

(
µ2(|g | > a)+µ2(|g | < −a)

)
.

De donde, si a ≥ 0, usando la simetría en la distribución de g, tenemos

(µ1 ×µ2)(b · |g | > a) = µ2(g > a) = γ1((a,+∞)).

Por otro lado, si a < 0, nos queda

(µ1×µ2)(b ·|g | > a) =
1
2

(
1+µ2(g ∈ (a,−a))

)
= µ2(g ≥ 0)+µ2(g ∈ (a,0)) = µ2(g > a) = γ1((a,+∞)).

A partir de esta observación, teniendo en cuenta la Proposición 2.2.5, y que Eµ(|g |) =
√

2
π

(ver (2.7) en el Lema 2.5.6), podemos escribir

Eε


∥∥∥∥∥∥∥
m∑
i=1

εi vi

∥∥∥∥∥∥∥
 =

√
π
2
Eε


∥∥∥∥∥∥∥
m∑
i=1

εiEµ(|gi |)vi

∥∥∥∥∥∥∥
 =

√
π
2
Eε


∥∥∥∥∥∥∥Eµ

 m∑
i=1

εi |gi |vi


∥∥∥∥∥∥∥


≤
√
π
2
EεEµ


∥∥∥∥∥∥∥
m∑
i=1

εi |gi |vi

∥∥∥∥∥∥∥
 =

√
π
2
Eµ


∥∥∥∥∥∥∥
m∑
i=1

gi vi

∥∥∥∥∥∥∥
 .
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Veremos ahora que k(X) esta acotado inferiormente para todo espacio normado X =
(Rm,∥ ∥).

Lema B.3.2. Sea X = (Rm,∥ ∥) un espacio normado. Entonces

k(X) =

(
Eγm (∥x∥)

)2

b2 ≥ 2
π
,

donde b =
∥∥∥Id : lm2 → (Rm,∥ ∥)

∥∥∥.

Demostración. Comencemos observando que

b =
∥∥∥Id∗ : (Rm,∥ ∥)∗→ lm2

∥∥∥ .
Más concretamente, si ϕ ∈ X∗ esta dada por ϕ(x) = ⟨x,vϕ⟩, con vϕ ∈ Rm y ⟨ , ⟩ el producto
interno de lm2 , entonces tenemos que Id∗(ϕ) = vϕ, por lo que

b = sup
ϕ∈BX∗

∥Id∗(ϕ)∥2 = sup
ϕ∈BX∗

∥∥∥vϕ∥∥∥2
.

Ahora, para cada ϕ ∈ BX∗ , usando el Lema 2.2.1, y que si g es una variable aleatoria gaus-
siana estándar entonces E(|g |) =

√
2/π, tenemos que

Eγm (∥x∥) ≥ Eγm (|ϕ(x)|) = Eγm
(
|⟨x,vϕ⟩|

)
=

∥∥∥vϕ∥∥∥2
Eγm


∣∣∣∣∣∣∣⟨x, vϕ∥∥∥vϕ∥∥∥2

⟩

∣∣∣∣∣∣∣
 =

∥∥∥vϕ∥∥∥2
E(|g |) =

∥∥∥vϕ∥∥∥2

√
2
π
.

Así, tomando supremo sobre ϕ ∈ BX∗ , nos queda el enunciado.

Observación B.3.3. También se cumple que k(X) ≤ dim(X) (ver [Pis89, página 43]).

El siguiente lema resulta de interés, en tanto que nos dice que la cota vista en la Pro-
posición 3.1.1 (que a su vez se desprende del Teorema 2.2.11) es “de un orden asintótico
correcto” (salvo constantes en el exponente) para valores grandes de t.

Lema B.3.4. Sea X = (Rm,∥ ∥) un espacio normado. Entonces

γm
(
∥x∥ ≥ (1 + t)Eγm (∥x∥)

)
≥ exp(−4k(X) t2) ∀ t ≥ 1.

Demostración. Usando la misma notación y argumentos que en la demostración del Lema
B.3.2, tenemos que si ϕ ∈ BX∗ , entonces

γm
(
∥x∥ ≥ (1 + t)Eγm (∥x∥)

)
≥ γm

(
|ϕ(x)| ≥ (1 + t)Eγm (∥x∥)

)
= γm

(
|⟨x,vϕ⟩| ≥ (1 + t)Eγm (∥x∥)

)
=γm


∣∣∣∣∣∣∣⟨x, vϕ∥∥∥vϕ∥∥∥2

⟩

∣∣∣∣∣∣∣ ≥ (1 + t)
Eγm (∥x∥)∥∥∥vϕ∥∥∥2

 = γ1

|x1| > (1 + t)
Eγm (∥x∥)∥∥∥vϕ∥∥∥2

 .
Tomando supremo en ϕ ∈ BX∗ en la última expresión, llegamos a que

γm
(
∥x∥ ≥ (1 + t)Eγm (∥x∥)

)
≥ γ1

(
|x1| > (1 + t)

√
k(X)

)
.
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Valiéndonos ahora de las cotas para la distribución gaussiana vistas en el Lema 2.2.8,
tenemos que

γm
(
∥x∥ ≥ (1 + t)Eγm (∥x∥)

)
≥ γ1

(
|x1| > (1 + t)

√
k(X)

)
= 2γ1

(
x1 > (1 + t)

√
k(X)

)
≥
√

2
π

(1 + t)
√
k(X)

1 + (1 + t)2k(X)
exp

(
−(1 + t)2k(X)

2

)
≥ exp

(
−(1 + t)2k(X)

)
≥exp

(
−(2t)2k(X)

)
= exp

(
−4t2 k(X)

)
.

Donde hemos usado que (1 + t)
√
k(X) ≥ 2

√
2/π >

√
2, y la desigualdad√

2
π

s

1 + s2
≥ exp(−s2/2) ∀s ≥

√
2,

la cual puede deducirse viendo que la función

ξ(s) =

√
2
π

s exp(s2/2)
1 + s2

es creciente en R y es mayor a 1 en s =
√

2.

Ahora sí, veremos a continuación la demostración de la Proposición 3.4.6. Para un me-
jor entendimiento de la misma, es conveniente realizar algunas observaciones previas a la
demostración. La primera, es que para poder utilizar tanto el Lema 3.4.5 como la Proposi-
ción 3.4.1, supondremos inicialmente que la norma con la que trabajamos es suave. Luego
de haber visto lo deseado para normas suaves, para poder obtener el resultado en general,
necesitaremos aproximar normas arbitrarias por normas suaves. En [Sch13, Sección 3.4]
se muestra como esto es posible (aclaramos ante la posible duda, que donde dice función
soporte en dicha fuente, podemos leer sin escrúpulos la palabra norma). Más precisamente
usaremos que dados 0 < δ < 1 y una norma ∥ ∥ en Rm, existe una norma ∥ ∥δ C∞ en Rm \{0}
tal que ∥x∥δ ≤ ∥x∥ ≤ (1 + δ)∥x∥δ para todo x ∈ Rm.

La segunda observación, es que esta demostración es larga y un tanto tediosa, pero
también está aquí uno de los tres puntos claves mencionados en la Sección 3.4 para “des-
bloquear” el Teorema 3.1.3.

Proposición 3.4.6. Sea X = (Rm,∥ ∥) un espacio normado. Entonces existe un isomorfismo
lineal T : Rm→ Rm, tal que para cada t > 0

γm
(∣∣∣ ∥T (x)∥ −Eγm (∥T (x)∥)

∣∣∣ > tEγm(∥T (x)∥)
)
≤ 5exp

(
−K ln

(
e
√
m

dia(X)

)
t

)
, (3.7)

con K > 0 constante absoluta (que podemos tomar como K = 1/31).

Demostración. Supondremos inicialmente que la norma ∥ ∥ es C1 en Rm \ {0}.
Sea c > 1 fijo (a determinar más adelante), y tomemos una base B = {b1, . . . , bm} de X tal

que dia(B) < cdia(X). De manera que∥∥∥∥∥∥∥
m∑
i=1

αi bi

∥∥∥∥∥∥∥ ≤ cdia(X)Eε


∥∥∥∥∥∥∥
m∑
i=1

εi αi bi

∥∥∥∥∥∥∥
 para cualesquiera α1, . . . ,αm ∈ R.
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Dada la naturaleza del enunciado (“dada una norma ∥ ∥ en Rm existe un isomorfismo T
en Rm tal que ∥T (x)∥ satisface...”), podemos considerar un isomorfismo T1 : Rm → Rm tal
que T1(ei) = bi para cada 1 ≤ i ≤ m (donde ei es el i-ésimo vector de la base canónica), y
buscar demostrar lo afirmado para la norma p : Rm→ R, isométrica a ∥ ∥, dada por

p(α1, . . . ,αm) =

∥∥∥∥∥∥∥
m∑
i=1

αi bi

∥∥∥∥∥∥∥ = ∥T1(α1, . . . ,αm)∥ .

Ya que, de ver lo afirmado en el enunciado para la norma p, tendremos lo afirmado para
∥ ∥, con T1 ◦ T como el isomorfismo que cumple lo dicho en el enunciado.

Sin riesgo de confusión, tras lo observado anteriormente, en lo que sigue notaremos
nuevamente por ∥ ∥ a la norma p (gajes del oficio).

Entonces tenemos que

∥(α1, . . . ,αm)∥ ≤ cdia(X)Eε (∥(ε1α1, . . . , εmαm)∥) ∀(α1, . . . ,αm) ∈ Rm.

Sea ahora Λ el operador diagonal del que nos provee el Lema 3.4.5 con respecto a la
función Lipschitz f (x) = ∥x∥ (notemos que Λ depende de c, que igualmente dejaremos
fijo). Sean

aΛ = ∥Λ : lm∞→ X∥ y bΛ =
∥∥∥Λ : lm2 → X

∥∥∥
las constantes Lipschitz de la función ∥Λ(x)∥ respecto de la norma infinito y la norma eu-
clídea respectivamente. Notemos que al ser Λ un operador positivo, ∥Λ(x)∥ es una norma

en Rm. De esta manera, como le corresponde, ponemos kΛ =
Eγm (∥Λ(x)∥)2

bΛ2
.

Queremos llegar a ver que

γm
(∣∣∣ ∥Λ(x)∥ −Eγm (∥Λ(x)∥)

∣∣∣ > tEγm (∥Λ(x)∥)
)
≤ 5exp

(
−K ln

(
e
√
m

cdia(X)

)
t

)
. (B.6)

Usando, como no podía ser de otra manera, la Proposición 3.4.1 junto con el Lema
B.1.1, tenemos que

γm
(∣∣∣ ∥Λ(x)∥ −Eγm (∥Λ(x)∥)

∣∣∣ > tEγm (∥Λ(x)∥)
)
≤ 5 exp

−
√

ln
(
e
√
mbΛ
aΛ

)√
kΛ t

 . (B.7)

Ahora bien, si fuese
√
kΛ ≥

√
2/π

√
m

cdia(X)
, entonces, usando que ln(s) ≤ s/e, tendríamos

√
kΛ ≥

√
2
π

√
m

cdia(X)
=

√
2
π

1
e

e
√
m

cdia(X)
≥

√
2
π

ln
(
e
√
m

cdia(X)

)
,

y como

ln
(
e
√
mbΛ
aΛ

)
≥ 1,
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tendríamos (B.6) con K =
√

2
π .

Veamos ahora como obtener (B.6) si se cumple√
kΛ <

√
2/π

√
m

cdia(X)
. (B.8)

En tal caso, podemos acotar superiormente aΛ, mediante el uso del Lema B.3.1 (recordan-
do que las funciones coordenadas x1, . . . ,xm son variables aleatorias gaussianas estándar e
independientes en (Rm,γm)), de la siguiente manera.4

aΛ = máx
εi=±1

∥∥∥∥∥∥∥
m∑
i=1

εi λi ei

∥∥∥∥∥∥∥ ≤ cdia(X)Eε


∥∥∥∥∥∥∥
m∑
i=1

εi λi ei

∥∥∥∥∥∥∥
 ≤ cdia(X)

√
π
2
Eγm (∥Λ(x)∥) .

Luego, a partir de (B.7) nos queda

γm
(∣∣∣ ∥Λ(x)∥ −Eγm (∥Λ(x)∥)

∣∣∣ > tEγm (∥Λ(x)∥)
)
≤ 5 exp

−
√

ln
(

e
√

2m
√
π
√
kΛ cdia(X)

)√
kΛ t

 .
(B.9)

Para obtener (B.6), queremos ver entonces que

kΛ ln
(

e
√

2m
√
π
√
kΛ cdia(X)

)
≥ C̃ ln2

(
e
√
m

cdia(X)

)
(B.10)

para alguna constante C̃ > 0 (y en tal caso será K =
√
C̃). Para eso, haremos muchas cuen-

tas.
Usando (B.9) y el Lema B.3.4 para la norma ∥Λ(x)∥, si t ≥ 1 podemos escribir

exp
(
−4kΛ t

2
)
≤ γm

(
∥Λ(x)∥ −Eγm (∥Λ(x)∥) ≥ tEγm (∥Λ(x)∥)

)
≤ γm

(∣∣∣ ∥Λ(x)∥ −Eγm (∥Λ(x)∥)
∣∣∣ ≥ tEγm (∥Λ(x)∥)

)
≤ 5 exp

−
√

ln
(

e
√

2m
√
π
√
kΛ cdia(X)

)√
kΛ t

 .
De donde, tomando logaritmo a ambos miembros y evaluando en t = 1

−4kΛ ≤ ln(5)−

√
ln

(
e
√

2m
√
π
√
kΛ cdia(X)

)√
kΛ,

o equivalentemente √
ln

(
e
√

2m
√
π
√
kΛ cdia(X)

)√
kΛ ≤ ln(5) + 4kΛ.

4Donde usamos también que por el teorema de Krein-Milman, la norma de un operador saliendo de lm∞
siempre se alcanza en alguno de los puntos extremales de la bola Bm∞. Es decir, en alguna “de las esquinas”
del hipercubo [−1,1]m.



B.3. CONCENTRACIÓN PARA ESPACIOS CON DIA NO MUY GRANDE 83

Usando el Lema B.3.2, nos queda√
ln

(
e
√

2m
√
π
√
kΛ cdia(X)

)
≤ ln(5)
√
kΛ

+ 4
√
kΛ ≤

√
π
2

ln(5) + 4
√
kΛ ≤

π
2

ln(5)
√
kΛ + 4

√
kΛ = R

√
kΛ,

(B.11)
siendo R = (ln(5)π/2 + 4).

Elevando al cuadrado en (B.11), y usando nuevamente que ln(s) ≤ s/e, tenemos que

ln
(

e
√

2m
√
π
√
kΛ cdia(X)

)
≤ R2kΛ

ln
(
e
√
m

cdia(X)

)
− 1

2
ln

(π
2
kΛ

)
≤ R2kΛ

ln
(
e
√
m

cdia(X)

)
≤ R2kΛ +

1
2

ln
(π

2
kΛ

)
≤ R2kΛ +

π
4e
kΛ =

(
R2 +

π
4e

)
kΛ. (B.12)

Supongamos ahora que

ln
(√

π
2
kΛ

)
<

1
2

ln
(
e
√
m

cdia(X)

)
.

Entonces, usando (B.12)

kΛ ln
(

e
√

2m
√
π
√
kΛ cdia(X)

)
= kΛ

(
ln

(
e
√
m

cdia(X)

)
− ln

(√
π
2
kΛ

))
≥ kΛ

1
2

ln
(
e
√
m

cdia(X)

)
≥ C̃ ln2

(
e
√
m

cdia(X)

)
,

con C̃ =
2e

π+ 4eR2 .

Por otro lado, si

ln
(√

π
2
kΛ

)
≥ 1

2
ln

(
e
√
m

cdia(X)

)
,

entonces, exponenciando a ambos miembros tenemos que

π
2
kΛ ≥

e
√
m

cdia(X)
=

( e
√
m

cdia(X)

)1/22

≥
e ln

( e
√
m

cdia(X)

)1/22

=
e2

4
ln2

(
e
√
m

cdia(X)

)
.

Y como, por (B.8)

ln
(

e
√

2m
√
π
√
kΛ cdia(X)

)
≥ 1,

también llegamos a (B.10) en este caso, con C̃ =
e2

2π
.

Luego, tenemos (B.6), con

K = mı́n


√

2
π
,

 2e

π+ 4e
(
ln(5)π/2 + 4

)2


1/2

,
e
√

2π

 ≥ 1/10.



84 APÉNDICE B. CONCENTRACIÓN PARA CIERTOS ESPACIOS

Así, tenemos por ahora que si ∥ ∥ es una norma suave, dado c > 1, existe un isomor-
fismo lineal T = Tc en Rm tal que

γm
(∣∣∣ ∥T (x)∥ −Eγm (∥T (x)∥)

∣∣∣ > tEγm (∥T (x)∥)
)
≤ 5exp

(
− 1

10
ln

(
e
√
m

cdia(X)

)
t

)
.

Aplicando lo anterior para c = e1/11 y notando que

1
10

ln
(
e
√
m

cdia(X)

)
t =

1
10

(
10
11

+ ln
( √

m
dia(X)

))
t >

1
11

(
1 + ln

( √
m

dia(X)

))
t =

1
11

ln
(
e
√
m

dia(X)

)
t,

llegamos a que, dada una norma suave en Rm, existe un isomorfismo lineal T : Rm→ Rm
tal que

γm
(∣∣∣ ∥T (x)∥ −Eγm (∥T (x)∥)

∣∣∣ > tEγm (∥T (x)∥)
)
≤ 5exp

(
− 1

11
ln

(
e
√
m

dia(X)

)
t

)
.

Sea ahora ∥ ∥ una norma cualquiera en Rm. Entonces, como lo mencionamos previo
a esta demostración, dado 0 < δ < 1 tenemos que existe una norma ∥ ∥δ C∞ en Rm \ {0} tal
que

∥x∥δ ≤ ∥x∥ ≤ (1 + δ)∥x∥δ ∀x ∈ Rm.

Notemos Xδ = (Rm,∥ ∥δ). Veamos que dia(Xδ) ≤ (1 + δ)dia(X). Tomando una base B =
{b1, . . . , bm} de Rm, vemos que en efecto∥∥∥∥∥∥∥

m∑
i=1

αi bi

∥∥∥∥∥∥∥
δ

≤

∥∥∥∥∥∥∥
m∑
i=1

αi bi

∥∥∥∥∥∥∥ ≤ dia(B,X)Eε


∥∥∥∥∥∥∥
m∑
i=1

εi αi bi

∥∥∥∥∥∥∥
 ≤ (1 + δ)dia(B,X)Eε


∥∥∥∥∥∥∥
m∑
i=1

εi αi bi

∥∥∥∥∥∥∥
δ

 .
De donde dia(B,Xδ) ≤ (1 + δ)dia(B,X). Tomando ínfimo sobre las bases en Rm vemos que
dia(Xδ) ≤ (1 + δ)dia(X).

Fijemos entonces 0 < δ <
1

3 + ln(
√
m/dia(X))

(¡lo mantendremos fijo siempre!). En-

tonces, por lo visto anteriormente, tenemos que existe un isomorfismo lineal T = Tδ en
Rm tal que, para todo t > 0

γm
(∣∣∣ ∥T (x)∥δ −Eγm

(
∥T (x)∥δ

) ∣∣∣ > tEγm (
∥T (x)∥δ

))
≤ 5exp

(
− 1

11
ln

(
e
√
m

dia(X)

)
t

)
.

Delegamos en quien lee el redescubrimiento de que si t > 3δ (y al cumplirse por definición
que δ < 1/3), se tiene que∣∣∣ ∥T (x)∥ −Eγm (∥T (x)∥)

∣∣∣ > tEγm (∥T (x)∥) =⇒
∣∣∣ ∥T (x)∥δ −Eγm

(
∥T (x)∥δ

) ∣∣∣ > t
2
Eγm

(
∥T (x)∥δ

)
.
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Así, si t > 3δ podemos escribir

γm
(∣∣∣ ∥T (x)∥ −Eγm (∥T (x)∥)

∣∣∣ > tEγm (∥T (x)∥)
)

≤γm
(∣∣∣ ∥T (x)∥δ −Eγm

(
∥T (x)∥δ

) ∣∣∣ > t
2
Eγm

(
∥T (x)∥δ

))
≤5exp

(
− 1

22
ln

(
e
√
m

dia(Xδ)

))
≤ 5exp

(
− 1

22
ln

(
e
√
m

(1 + δ)dia(X)

)
t

)
.

Y como

1
22

ln
(

e
√
m

(1 + δ)dia(X)

)
>

1
22

ln
(

e
√
m

(4/3)dia(X)

)
=

1
22

(
1− ln(4/3) + ln

( √
m

dia(X)

))
>

(1− ln(4/3))
22

(
1 + ln

( √
m

dia(X)

))
>

1
31

(
1 + ln

( √
m

dia(X)

))
,

tenemos que, si t > 3δ, entonces

γm
(∣∣∣ ∥T (x)∥ −Eγm (∥T (x)∥)

∣∣∣ > tEγm (∥T (x)∥)
)
≤ 5exp

(
− 1

31
ln

(
e
√
m

dia(X)

)
t

)
.

Por otro lado, si 0 < t ≤ 3δ <
3

3 + ln(
√
m/dia(X))

, entonces

5exp
(
− 1

31

(
1 + ln

( √
m

dia(X)

))
t

)
> 5exp(−3/31) > 1,

por lo que la desigualdad (3.7) se cumple trivialmente.

Observación B.3.5. Tras una necesaria pausa y respiración, es interesante observar lo si-
guiente. Como mencionamos en la Introducción, Bourgain y Lindenstrauss demostraron
en [BL89] que si un espacio X = (Rm,∥ ∥) tiene una norma simétrica, esto es, una norma
para la cual existe una base b1, . . . , bm tal que∥∥∥∥∥∥∥∥

m∑
j=1

aj bj

∥∥∥∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥∥∥∥
m∑
j=1

±aσ (j) bj

∥∥∥∥∥∥∥∥ ∀σ ∈ Sm,

entonces se pueden encontrar en dicho espacio subespacios (1 + ε)-isomorfos al espacio
euclídeo de dimensión k =

[
c1

ln(m)
| ln(c2ε)|

]
.

Ahora bien, el hecho de tener una base simétrica es, como se ve, la conjunción de tener
una base que sea tanto 1-incondicional como “invariante por permutaciones” (noción que
no hemos definido en verdad, pero creemos se adivina con facilidad). Resulta interesante
notar entonces que en los argumentos de la Proposición 3.4.6, el Lema 3.4.5 nos da “la in-
variancia por permutaciones” (al menos en el sentido en el que la necesitamos, o en que la
usamos), y la constante de divergencia incondicional aleatoria nos da la incondicionalidad
(al menos en el sentido en que la necesitamos, o en que la usamos).
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Apéndice C

Concentración (para todos los espacios)

En este apéndice demostraremos los resultados asentados en la Sección 3.4.3.
Comencemos entonces enunciando nuevamente y demostrando la Proposición 3.4.7

Proposición 3.4.7. Sean X = (Rn,∥ ∥) un espacio normado tal que BX está en posición de John
y 0 < δ < 1/2. Entonces al menos una de las siguientes condiciones se satisface:

1. k(X) ≥ n1/2−δ.

2. Existen un subespacio F ⊆ Rn con dim(F) = m tal que
√
n/128 ≤ m ≤ n/2 y una base

{v1, . . . ,vm} de F tal que si (Ω,Σ,µ) es un espacio de probabilidad y g1, . . . , gm : Ω→ R son
variables aleatorias gaussianas estándar e independientes, entonces la variable aleatoria
gaussiana F-valuada Φ : Ω→ F dada por

Φ(ω) =
m∑
i=1

gi(ω)vi

satisface que

µ
(∣∣∣∥Φ∥ −Eµ (∥Φ∥)

∣∣∣ > tEµ (∥Φ∥)
)
≤ 6exp(−Cδt ln(n)) ∀0 < t ≤ 1,

donde C > 0 es una constante absoluta, que podemos tomar como C = 1/62.

Demostración. Fijemos 0 < δ < 1/2, y supongamos que k(X) < n1/2−δ. Como BX esta en po-
sición de John, podemos tomar la base ortonormal {u1, . . . ,un} de Rn de la cual nos provee
el Lema 3.1.5. Entonces, teniendo en cuenta que ∥4ui∥ ≥ 1 para todo 1 ≤ i ≤ n, por el
Teorema 3.3.4 tenemos que existe A ⊆ {1, . . . ,n}, con |A| ≥ n/(32τ) tal que

1
2

máx
i∈A
|αi | ≤

∥∥∥∥∥∥∥∑i∈A αi 4ui
∥∥∥∥∥∥∥ ≤ 4M̃n máx

i∈A
|αi |,

donde τ = ∥T1 : ln∞→ X∥, con T1 definido por T1(ei) = 4ui (siendo ei el i-ésimo vector de la
base canónica de Rn), y M̃n = Eε

(∥∥∥∑n
i=1 εi 4ui

∥∥∥). Por lo que, si notamosMn = Eε
(∥∥∥∑n

i=1 εi ui
∥∥∥),

tenemos que
1
8

máx
i∈A
|αi | ≤

∥∥∥∥∥∥∥∑i∈A αi ui
∥∥∥∥∥∥∥ ≤ 4Mn máx

i∈A
|αi |.
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Así, en caso de ser |A| ≤ n/2, tomamos F = ⟨ui⟩i∈A y m = |A|, de manera que dBM(F, lm∞) ≤
32Mn. Por otro lado, en caso de ser |A| > n/2, tomamos B ⊆ A con m = |B| = [n/2] y defini-
mos F = ⟨ui⟩i∈B, de manera que se sigue satisfaciendo dBM(F, lm∞) ≤ 32Mn.

Veamos ahora que τ ≤ 4
√
n, con lo que será m = |A| ≥

√
n/128. En efecto, al estar BX en

posición de John tenemos que b = 1 (es decir ∥x∥ ≤ ∥x∥2 para todo x ∈ Rn), y por lo tanto

∥T1(α1, . . . ,αn)∥ ≤ ∥T1(α1, . . . ,αn)∥2 =

∥∥∥∥∥∥∥
n∑
i=1

αi 4ui

∥∥∥∥∥∥∥
2

=

∥∥∥∥∥∥∥
n∑
i=1

αi 4ei

∥∥∥∥∥∥∥
2

≤ 4
√
n ∥(α1, . . . ,αn)∥∞ .

Por otro lado, usando el Lema B.3.1 y la invariancia de la medida gaussiana por trans-
formaciones ortogonales, tenemos que

Mn = Eε


∥∥∥∥∥∥∥
n∑
i=1

εi ui

∥∥∥∥∥∥∥
 ≤

√
π
2
Eγn


∥∥∥∥∥∥∥
n∑
i=1

xi ui

∥∥∥∥∥∥∥
 =

√
π
2
Eγn


∥∥∥∥∥∥∥
n∑
i=1

xi ei

∥∥∥∥∥∥∥
 =

√
π
2

√
k(X).

De aquí, al ser lm∞ un espacio 1-incondicional, tenemos que

dia(F) ≤ inc(F) ≤ dBM(F, lm∞) ≤ 32Mn ≤ 32

√
π
2

√
k(X).

Ahora supongamos, por facilidad en la escritura y sin perdida de generalidad, que A =
{1, . . . ,m} (en efecto, podemos lograr esto tras un reindexamiento de los vectores (ui)1≤i≤n).
Consideremos entonces en Rm la norma

∥(α1, . . . ,αm)∥I =

∥∥∥∥∥∥∥
m∑
i=1

αi ui

∥∥∥∥∥∥∥ .
Entonces (Rm,∥ ∥I ) resulta un espacio isométrico a (F,∥ ∥), mediante la isometríaH : (Rm,∥ ∥I )→
(F,∥ ∥) dada por H(ei) = ui para 1 ≤ i ≤ m. Así, aplicando la Proposición 3.4.6 vista en la
sección anterior a (Rm,∥ ∥I ), tenemos que existe un isomorfismo T : Rm→ Rm tal que

γm
(∣∣∣ ∥T (x)∥I −Eγm (∥T (x)∥I )

∣∣∣ > tEγm(∥T (x)∥I )
)
≤ 5exp

(
−1
31

ln
(
e
√
m

dia(F)

)
t

)
.

Llamando vi = H(T (ei)) ∈ F para cada 1 ≤ i ≤ m, tenemos que la base {v1, . . . , vm} de F
cumple con que dados un espacio de probabilidad (Ω,Σ,µ) y g1, . . . , gm : Ω→ R variables
aleatorias gaussianas estándar e independientes, la variable aleatoria ξ1 : Ω→ R, dada por

ξ1(ω) =

∥∥∥∥∥∥∥
m∑
i=1

gi(ω)vi

∥∥∥∥∥∥∥
tiene la misma distribución que la variable aleatoria ξ2 : (Rm,γm)→ R, dada por

ξ2(x1, . . . ,xm) =

∥∥∥∥∥∥∥
m∑
i=1

xi vi

∥∥∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥∥∥
m∑
i=1

xi T (ei)

∥∥∥∥∥∥∥
I

=

∥∥∥∥∥∥∥T
 m∑
i=1

xi ei


∥∥∥∥∥∥∥
I

.
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Luego,

µ


∣∣∣∣∣∣∣
∥∥∥∥∥∥∥
m∑
i=1

gi vi

∥∥∥∥∥∥∥−Eµ

∥∥∥∥∥∥∥
m∑
i=1

gi vi

∥∥∥∥∥∥∥

∣∣∣∣∣∣∣ > Eµ


∥∥∥∥∥∥∥
m∑
i=1

gi vi

∥∥∥∥∥∥∥
 t

 ≤ 5 exp
(
−1
31

(
1 +

1
2

ln
(

m

dia(F)2

))
t

)
≤5 exp

(
−1
31

(
1 +

1
2

ln
(
n1/2/128
29πk(X)

))
t

)
≤ 5 exp

(
−1
31

(
1 +

1
2

ln
(
nδ

216π

))
t

)
=5 exp

(−1
31

(
1− 1

2
ln

(
216π

)
+
δ
2

ln(n)
)
t
)

= 5 exp
( 1
31

(1
2

ln
(
216π

)
− 1

)
t
)

exp
(−δ

62
ln(n) t

)
≤6exp

(−δ
62

ln(n) t
)

∀ 0 < t ≤ 1.

Comentemos que, si bien la cota superior sobre la dimensión m en la anterior proposi-
ción puede parecer un tanto “artificial”, la realizamos en vistas de que nos será necesaria
para la demostración del procurado Teorema 3.1.3.

Veamos ahora un último lema antes de demostrar dicho teorema.

Lema C.0.1. Sea ∥ ∥ una norma en Rn. Entonces vale que(
Eγn (∥x∥)

)2
≥ 1

14
Eγn

(
∥x∥2

)
.

En particular, se tiene que

k(ln2 ) =
(
Eγn (∥x∥2)

)2
≥ n

14
.

Demostración. Por homogeneidad, podemos suponer que Eγn (∥x∥) = 1. Observemos que
en tal caso, como sabemos por el Lema B.3.2 que k(X) ≥ 2/π, deberá ser b ≤

√
π/2, donde

b es la menor constante tal que ∥x∥ ≤ b ∥x∥2. Así, escribamos

Eγn
(
∥x∥2

)
=

+∞∫
0

2t γn (∥x∥ > t) dt ≤ 1 +

+∞∫
1

2t γn (∥x∥ > t) dt

=1 +

+∞∫
0

2(s+ 1)γn
(
∥x∥ −Eγn (∥x∥) > s

)
ds. (C.1)

Donde usamos la sustitución t = s + 1. Recordemos ahora que en la demostración del
Teorema 2.2.11 vimos que, si f : Rn → R es Lipschitz con constante b (respecto de la
norma euclídea), entonces

γn
(
f −Eγn(f ) > s

)
≤ exp

(
−2
π2

s2

b2

)
. (C.2)

Por lo que, usando esto junto con que b ≤
√
π/2 (según lo observado más arriba) en (C.1),
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nos queda

Eγn
(
∥x∥2

)
≤ 1 +

+∞∫
0

2(s+ 1) exp
(−4
π3 s

2
)
ds = 1 + 2

+∞∫
0

exp
(−4
π3 s

2
)
ds+

+∞∫
0

2s exp
(−4
π3 s

2
)
ds

=1 + 2
1
2

√
π3

4
π+

+∞∫
0

exp
(−4
π3ν

)
dν = 1 +

π2

2
+
π3

4
≤ 14.

Luego, si ∥ ∥ es una norma cualquiera en Rn,

Eγn
(
∥x∥2

)
≤ 14

(
Eγn (∥x∥)

)2
,

que es lo que queríamos ver.
En particular, si consideramos la norma euclídea en Rn, usando la notación previa al

enunciado del Lema 2.5.6, y el cálculo para γ(p) realizado en la demostración de dicho
lema, nos queda que

k(ln2 ) =
(
Eγn (∥x∥2)

)2
≥ 1

14
Eγn

(
∥x∥22

)
=

1
14
nγ(2)2 =

1
14
n

2
√
π
Γ (3/2) =

n
14
.

Observación C.0.2.

(I) Mediante un cálculo directo, y usando el teorema de Stirling, puede verse que

k(ln2 )
n

=

(
Eγn (∥x∥2)

)2

n
−→
n→+∞

1.

(II) De forma análoga a la expuesta en el Lema C.0.1 puede verse que en general, para
cada 1 ≤ p <∞ existe una constante K(p) > 0 tal que

Eγn (∥x∥) ≤
(
Eγn (∥x∥p)

)1/p
≤ K(p)Eγn (∥x∥) .

Notar que dicha constante es independiente de la norma ∥ ∥. Ver, por ejemplo,
[Pis89, Capítulo 4].

Demostremos ahora el Teorema 3.4.8, cuyo enunciado no es más que el Teorema
3.1.3, con las constantes concretas obtenidas en la demostración.

Teorema 3.4.8. SeaX = (Rn,∥ ∥) un espacio normado. Entonces existe un isomorfismo S : Rn→
Rn tal que para cada 0 < t ≤ 1 se tiene que

γn
(∣∣∣∥S(x)∥ −Eγn (∥S(x)∥)

∣∣∣ > tEγn (∥S(x)∥)
)
≤ 14 exp

( −1
310

t ln(n)
)
.
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Demostración. Dada la naturaleza del enunciado, podemos suponer que BX esta en posi-
ción de John.

Supongamos primero que k(X) < n1/10, de manera que considerando δ = 2/5 en la Pro-
posición 3.4.7, tenemos que existen un subespacio F ⊆ X de dimensión m, con

√
n/128 ≤

m ≤ n/2 y una base {v1, . . . , vm} de F tal que

µ


∣∣∣∣∣∣∣
∥∥∥∥∥∥∥
m∑
i=1

gi vi

∥∥∥∥∥∥∥−Eµ

∥∥∥∥∥∥∥
m∑
i=1

gi vi

∥∥∥∥∥∥∥

∣∣∣∣∣∣∣ > Eµ


∥∥∥∥∥∥∥
m∑
i=1

gi vi

∥∥∥∥∥∥∥
 t

 ≤ 6exp
(
− 1

62
2
5
t ln(n)

)
(C.3)

= 6exp
(
− 1

155
t ln(n)

)
∀ 0 < t ≤ 1,

donde (Ω,Σ,µ) es un espacio de probabilidad, y g1, . . . , gn : Ω→ R son variables aleatorias
gaussianas estándar e independientes.

Sea ahora {u1, . . . ,un} la base ortonormal de ln2 utilizada en la Proposición 3.4.7, arre-
glada de manera tal que F = ⟨ui⟩1≤i≤m.

Afirmamos entonces que el isomorfismo S : Rn→ Rn dado por S(ui) = vi para 1 ≤ i ≤m
y S(ui) = αui para m < i ≤ n, con

α =
Eµ

(∥∥∥∑m
i=1 gi vi

∥∥∥)
Eµ

(∥∥∥∑n
i=m+1 gi ui

∥∥∥
2

)
ln(n)

,

satisface lo enunciado.
Notemos que, llamando T : F → F al isomorfismo que cumple T (ui) = vi para cada

1 ≤ i ≤m, tenemos que
S(f + f ⊥) = T (f ) +αf ⊥

para cada f ∈ F,f ⊥ ∈ F⊥.

Veamos ahora que

Eµ


∥∥∥∥∥∥∥
m∑
i=1

gi S(ui)

∥∥∥∥∥∥∥
 ≤ Eµ


∥∥∥∥∥∥∥
n∑
i=1

gi S(ui)

∥∥∥∥∥∥∥
 ≤ (

1 +
1

ln(n)

)
Eµ


∥∥∥∥∥∥∥
m∑
i=1

gi S(ui)

∥∥∥∥∥∥∥
 . (C.4)

En efecto, usando la invariancia de la medida gaussiana en Rn por transformaciones
ortogonales, vemos que

Eµ


∥∥∥∥∥∥∥
m∑
i=1

gi S(ui)

∥∥∥∥∥∥∥
 ≤ 1

2
Eµ


∥∥∥∥∥∥∥
m∑
i=1

gi S(ui) +
n∑

i=m+1

gi S(ui)

∥∥∥∥∥∥∥+

∥∥∥∥∥∥∥
m∑
i=1

gi S(ui) +
n∑

i=m+1

−gi S(ui)

∥∥∥∥∥∥∥


=
1
2

Eγn

∥∥∥∥∥∥∥
m∑
i=1

xi S(ui) +
n∑

i=m+1

xi S(ui)

∥∥∥∥∥∥∥
+Eγn


∥∥∥∥∥∥∥
m∑
i=1

xi S(ui) +
n∑

i=m+1

−xi S(ui)

∥∥∥∥∥∥∥



=Eγn


∥∥∥∥∥∥∥
m∑
i=1

xi S(ui) +
n∑

i=m+1

xi S(ui)

∥∥∥∥∥∥∥
 = Eµ


∥∥∥∥∥∥∥
n∑
i=1

gi S(ui)

∥∥∥∥∥∥∥
 .
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Por otro lado, usando la desigualdad triangular y que ∥z∥ ≤ ∥z∥2 para todo z ∈ Rn, al estar
BX en posición de John, tenemos que

Eµ


∥∥∥∥∥∥∥
n∑
i=1

gi S(ui)

∥∥∥∥∥∥∥
 ≤ Eµ


∥∥∥∥∥∥∥
m∑
i=1

gi S(ui)

∥∥∥∥∥∥∥
+αEµ


∥∥∥∥∥∥∥

n∑
i=m+1

gi ui

∥∥∥∥∥∥∥


=Eµ


∥∥∥∥∥∥∥
m∑
i=1

gi S(ui)

∥∥∥∥∥∥∥

1 +

Eµ
(∥∥∥∑n

i=m+1 gi ui
∥∥∥)

Eµ
(∥∥∥∑n

i=m+1 gi ui
∥∥∥

2

)
ln(n)

 ≤ Eµ


∥∥∥∥∥∥∥
m∑
i=1

gi S(ui)

∥∥∥∥∥∥∥
(1 +

1
ln(n)

)
.

Así, tenemos (C.4).

Para acotar γn
(∣∣∣∥S(x)∥ −Eγn (∥S(x)∥)

∣∣∣ > tEγn (∥S(x)∥)
)
, supondremos primero que t > 6/ ln(n),

y acotaremos por separado

γn
(
∥S(x)∥ −Eγn (∥S(x)∥) > tEγn (∥S(x)∥)

)
︸                                               ︷︷                                               ︸

(i)

y γn
(
∥S(x)∥ −Eγn (∥S(x)∥) < −tEγn (∥S(x)∥)

)
︸                                                 ︷︷                                                 ︸

(ii)

.

Comencemos acotando (i). Por brevedad en la notación, dado un punto x ∈ Rn escribimos
f ∈ F y f ⊥ ∈ F⊥ por PF(x), la proyección ortogonal de x sobre F, y PF⊥(x), la proyección
ortogonal de x sobre F⊥, respectivamente.

(i) =γn
(
∥S(x)∥ > (1 + t)Eγn(∥S(x)∥)

)
≤ γn

(
∥T (f )∥+α

∥∥∥f ⊥∥∥∥ > (1 + t)Eγn(∥T (f )∥)
)

≤γn
(
∥T (f )∥+α

∥∥∥f ⊥∥∥∥
2
> (1 + t)Eγn(∥T (f )∥)

)
=γn

( {
∥T (f )∥ > (1 + t)Eγn(∥T (f )∥)−α

∥∥∥f ⊥∥∥∥
2

}
∩

{∥∥∥f ⊥∥∥∥
2
≤ 2Eγn

(∥∥∥f ⊥∥∥∥
2

) } )
+γn

( {
∥T (f )∥ > (1 + t)Eγn(∥T (f )∥)−α

∥∥∥f ⊥∥∥∥
2

}
∩

{∥∥∥f ⊥∥∥∥
2
> 2Eγn

(∥∥∥f ⊥∥∥∥
2

) } )
≤γn

(
∥T (f )∥ > (1 + t)Eγn(∥T (f )∥)− 2αEγn

(∥∥∥f ⊥∥∥∥
2

))
︸                                                           ︷︷                                                           ︸

(∗)

+γn
(∥∥∥f ⊥∥∥∥

2
> 2Eγn

(∥∥∥f ⊥∥∥∥
2

))
︸                            ︷︷                            ︸

(∗∗)

Acotemos (∗) y (∗∗) por separado. Notemos para eso que mediante el Lema 2.2.1 tenemos
que ξ1 : (Rn,γn)→ R y ξ2 : (Ω,µ)→ R dadas por

ξ1(x) =
∥∥∥f ⊥∥∥∥

2
=

∥∥∥∥∥∥∥
n∑

i=m+1

⟨x,ui⟩ui

∥∥∥∥∥∥∥
2

y ξ2(ω) =

∥∥∥∥∥∥∥
n∑

i=m+1

gi(ω)ui

∥∥∥∥∥∥∥
2

tienen la misma distribución, y que ζ1 : (Rn,γn)→ R y ζ2 : (Ω,µ)→ R dadas por

ζ1(x) = ∥T (f )∥ =

∥∥∥∥∥∥∥T
 m∑
i=1

⟨x,ui⟩ui


∥∥∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥∥∥
m∑
i=1

⟨x,ui⟩vi

∥∥∥∥∥∥∥ y ζ2(ω) =

∥∥∥∥∥∥∥
m∑
i=1

gi(ω)vi

∥∥∥∥∥∥∥ (C.5)

son igualmente distribuidas. Así, usando que t > 6/ ln(n) y (C.3) nos queda que

(∗) =γn

(
∥T (f )∥ >

(
1 + t − 2

ln(n)

)
Eγn(∥T (f )∥)

)
≤ γn

(
∥T (f )∥ >

(
1 +

2
3
t
)
Eγn(∥T (f )∥)

)
≤6exp

(
− 1

155
2
3
t ln(n)

)
= 6exp

(
− 2

465
t ln(n)

)
.
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Por otro lado, usando que m ≤ n/2, la desigualdad (C.2), el Lema C.0.1 y notando como
z = (z1 . . . , zn−m) a los puntos de Rn−m tenemos que

(∗∗) =γn
(∥∥∥f ⊥∥∥∥

2
> 2Eγn

(∥∥∥f ⊥∥∥∥
2

))
= µ


∥∥∥∥∥∥∥

n∑
i=m+1

gi(ω)ui

∥∥∥∥∥∥∥
2

> 2Eµ


∥∥∥∥∥∥∥

n∑
i=m+1

gi(ω)ui

∥∥∥∥∥∥∥
2




=γn−m
(
∥z∥2 > 2Eγn−m(∥z∥2)

)
= γn−m

(
∥z∥2 −Eγn−m(∥z∥2) > Eγn−m(∥z∥2)

)
≤exp

(
− 2
π2 k (ln−m2 ) 12

)
≤ exp

(
− 2
π2

n−m
14

)
≤ exp

(
− 1

14π2 n
)
≤ exp

(
− 2

465
t ln(n)

)
,

donde la última desigualdad vale si t ≤ 465
28π2

n
ln(n) . Pero como esta última expresión es

mayor a 1 para todo n ≥ 2, tenemos que

(∗∗) = γn
(∥∥∥f ⊥∥∥∥

2
> 2Eγn

(∥∥∥f ⊥∥∥∥
2

))
≤ exp

(
− 2

465
t ln(n)

)
∀0 < t ≤ 1, n ≥ 2.

Luego, llegamos a que

(i) = γn
(
∥S(x)∥ > (1 + t)Eγn(∥S(x)∥)

)
≤ 7exp

(
− 2

465
t ln(n)

)
.

Ahora acotemos (ii).

(ii) =γn
(
∥S(x)∥ < (1− t)Eγn (∥S(x)∥)

)
≤ γn

(
∥T (f )∥ −α

∥∥∥f ⊥∥∥∥ < (1− t)Eγn (∥S(x)∥)
)

≤γn
(
∥T (f )∥ −α

∥∥∥f ⊥∥∥∥
2
< (1− t)

(
1 +

1
ln(n)

)
Eγn (∥T (f )∥)

)
=γn

(
∥T (f )∥ < (1− t)

(
1 +

1
ln(n)

)
Eγn (∥T (f )∥) +

∥f ⊥∥2
ln(n)Eγn

(
∥f ⊥∥2

)Eγn (∥T (f )∥)
)

≤γn
({
∥T (f )∥ <

(
(1− t)

(
1 +

1
ln(n)

)
+

2
ln(n)

)
Eγn (∥T (f )∥)

}
∩

{∥∥∥f ⊥∥∥∥
2
≤ 2Eγn

(∥∥∥f ⊥∥∥∥
2

) })
+γn

(∥∥∥f ⊥∥∥∥
2
> 2Eγn

(∥∥∥f ⊥∥∥∥
2

))
≤γn

(
∥T (f )∥ <

(
(1− t)

(
1 +

1
ln(n)

)
+

2
ln(n)

)
Eγn (∥T (f )∥)

)
︸                                                                 ︷︷                                                                 ︸

(⋆)

+γn
(∥∥∥f ⊥∥∥∥

2
> 2Eγn

(∥∥∥f ⊥∥∥∥
2

))
︸                            ︷︷                            ︸

(⋆⋆)

.

Ya acotamos anteriormente (⋆⋆) (que en su momento supo ser (∗∗)), por lo que solo nos
resta por acotar (⋆).

Para esto, notemos que al ser t > 6/ ln(n) > 6/(ln(n) + 2), entonces vale que

(1− t)
(
1 +

1
ln(n)

)
+

2
ln(n)

< 1− t
2
.

Por lo que, usando nuevamente (C.3) y que ζ1 y ζ2 definidas en (C.5) son igualmente
distribuidas, vemos que

(⋆) ≤ γn
(
∥T (f )∥ <

(
1− t

2

)
Eγn (∥T (f )∥)

)
≤ 6exp

(
− 1

155
1
2
t ln(n)

)
= 6exp

( −1
310

t ln(n)
)
.
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De esta manera, llegamos a que

(ii) = γn
(
∥S(x)∥ < (1− t)Eγn (∥S(x)∥)

)
≤ 6exp

( −1
310

t ln(n)
)

+ exp
( −2
465

t ln(n)
)

≤ 7exp
( −1
310

t ln(n)
)
.

Finalmente, tenemos que si t > 6/ ln(n), entonces

γn
(∣∣∣∥S(x)∥ −Eγn (∥S(x)∥)

∣∣∣ > tEγn (∥S(x)∥)
)
≤ (i) + (ii)

≤7exp
(
− 2

465
t ln(n)

)
+ 7exp

( −1
310

t ln(n)
)
≤ 14exp

( −1
310

t ln(n)
)
.

Ahora bien, si t ≤ 6/ ln(n), entonces

14 exp
( −1
310

t ln(n)
)
≥ 14 exp

( −6
310

)
> 1,

por lo que la desigualdad buscada vale trivialmente.

Supongamos ahora que k(X) ≥ n1/10. En tal caso, tomamos como isomorfismo S :
Rn→ Rn a la identidad, y usando la Proposición 3.1.1 vemos que

γn

( ∣∣∣∥x∥ −Eγn(∥x∥) ∣∣∣ > tEγn(∥x∥)) ≤ 2exp
(
− 2
π2 t

2k(X)
)
≤ 2exp

(
− 2
π2 t

2n1/10
)
≤ 14exp

( −1
310

t ln(n)
)
,

donde la última desigualdad vale si

0 ≤ ln(7)− 1
310

t ln(n) +
2
π2 t

2n1/10.

A su vez, esta última desigualdad vale si

0 ≤ − 1
310

t ln(n) +
2
π2 t

2n1/10 ⇐⇒ π2

620
ln(n)
n1/10

≤ t.

Ahora, si t < π2

620
ln(n)
n1/10 , entonces la desigualdad buscada también vale trivialmente, ya que

14exp
( −1
310

t ln(n)
)
≥ 14exp

(
−1
310

π2

620
ln(n)
n1/10

ln(n)
)
≥ 14exp

(
−1
310

π2

620
400
e2

)
> 13 > 1,

donde usamos que ln2(n)
n1/10 ≤ 400/e2 si n ≥ 1.

Observación C.0.3. Sobre la demostración anterior, destaquemos que en el caso “k(X)
grande” (o un poco más precisamente, en el caso en que k(X) sea del orden de dim(X)θ

para algún θ > 0 fijo) podemos tomar como posición de BX para que se cumpla el Teorema
3.1.3 a la posición de John. Sin embargo, en el caso k(X) chico (digamos por ejemplo,
k(X) del orden de ln(dim(X))) utilizamos una posición de BX que, en última instancia,
esta ligada al Lema 3.4.5 y no esta caracterizada, en principio, por ninguna condición
extremal (comparar con la Proposición 3.1.2, la cual siempre puede obtenerse poniendo a
BX en posición de John).
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