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Resumen

En esta tesis se estudian los espacios de Sobolev fraccionarios, los espacios de Orlicz-
Sobolev y su extension fraccionaria, con el objetivo de comprender los comportamientos
de difusion local y no local asociados a estos marcos funcionales. Se analizan las pro-
piedades de compacidad, densidad , dualidad y las funciones de Young que definen la
estructura de los espacios de Orlicz.

En particular, se presentan resultados tipo Bourgain—Brezis—Mironescu, que descri-
ben el limite de los seminormas fraccionarias cuando s — 1 y resultados tipo Maz’ya-
Shaposnikova, que caracterizan el comportamiento en el régimen s — 0. Se discute
como estas caracterizaciones se extienden (o fallan) en ausencia de la condicion A,.

El trabajo combina técnicas de analisis funcional, teoria de espacios de funciones
y métodos de difusién no local, con el propésito de ofrecer una vision unificada de los
fenémenos de transicién entre modelos locales y no locales en espacios de Sobolev y
Orlicz-Sobolev.

Palabras clave: Espacios de Sobolev fraccionarios,Orlicz-sobolev fraccionarios.



Capitulo 1
Introduccion

Una idea fundamental en el analisis moderno de ecuaciones en derivadas parciales
es que los espacios funcionales en los que se buscan soluciones no constituyen una
eleccién arbitraria, sino que estan intrinsecamente determinados por la estructura de
las ecuaciones consideradas. En particular, el tipo de operador, el crecimiento de las no
linealidades y la presencia de efectos locales o no locales inducen de manera natural la
regularidad esperable de las soluciones y, en consecuencia, los espacios adecuados para
su estudio.

En el caso de ecuaciones elipticas lineales clasicas, como
—Au=f en(},

la formulacion variacional del problema se basa en el funcional de energia

E(u):%/ﬂ|Vu|2dx—/ﬂfudx,

lo cual conduce de forma natural al espacio de Sobolev H*(€2). En este contexto, las
propiedades geométricas y funcionales de los espacios de Sobolev clasicos permiten
establecer resultados de existencia, unicidad y regularidad de soluciones.

Sin embargo, numerosos modelos fisicos y biolégicos conducen a ecuaciones con
difusion no lineal, en las cuales la ley constitutiva del flujo depende de forma no lineal

del gradiente. Un ejemplo prototipico es la ecuacién del p-laplaciano
—div(|Vul|P~?Vu) = f,

para la cual el crecimiento del operador exige trabajar en espacios de Sobolev W1?(Q).
No obstante, en situaciones mas generales, el comportamiento del operador no puede
describirse mediante una potencia fija, sino que presenta crecimientos no polinémicos,

lo que excede el marco de los espacios de Sobolev clasicos.
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Este hecho motiva la introduccién de los espacios de Sobolev—Orlicz, asociados a

funciones de Young A, que permiten tratar operadores del tipo

—div (a(|Vul) ) = .

donde a presenta un crecimiento general. En este caso, la energia natural del problema

viene dada por
E(u):/A(|Vu|)dx—/fudx,
Q Q

donde A'(t) = a y los espacios WH4(Q) proporcionan el marco funcional adecuado
para el anédlisis variacional de dichas ecuaciones ver [2]. De este modo, los espacios de
Sobolev-Orlicz aparecen como una generalizacién necesaria cuando los espacios WP
resultan insuficientes para capturar la estructura del operador.

Por otro lado, en los 1ltimos anos ha cobrado gran relevancia el estudio de ecua-
ctones no locales, motivadas por modelos que describen procesos con interacciones a
distancia, tales como difusién andémala, procesos de Lévy o dinamicas con saltos. Un

ejemplo fundamental es la ecuacion con laplaciano fraccionario
(—AYu=f 0<s<]l,

cuya energia asociada estd dada por la forma no local

Ju(z) — u(w)P
// |a:— rezs Y-

Esta estructura no local induce de manera natural los espacios de Sobolev fraccionarios
H*(R") y, mas generalmente, W*P?(R"), en los cuales la regularidad se mide a través
de diferencias finitas en lugar de derivadas clasicas.

Cuando la no localidad se combina con no linealidades de crecimiento general,

surgen operadores no locales del tipo

Jo (5

que aparecen, por ejemplo, en modelos de difusién no local no lineal. En este con-

texto, los espacios de Sobolev fraccionarios clasicos ya no resultan adecuados, y se
hace necesario introducir los espacios de Sobolev—Orlicz fraccionarios, que combinan
simultaneamente la no localidad del operador y el crecimiento no estandar de la no
linealidad ver [9] y [10].

El objetivo de esta tesis es estudiar de manera sistematica estos espacios funcio-

nales —espacios de Sobolev fraccionarios, espacios de Sobolev—Orlicz y espacios de



Sobolev—Orlicz fraccionarios— poniendo especial énfasis en cémo surgen , asi como
en las limitaciones de los marcos clasicos y la necesidad de su generalizacién. En los
capitulos siguientes se desarrollaran las propiedades fundamentales de estos espacios,
tales como completitud, reflexividad, desigualdades funcionales y resultados de inmer-
sion, que resultan esenciales para el andlisis variacional y el estudio de las ecuaciones

asociadas.



Capitulo
Espacios de sobolev fraccionarios

Los espacios de Sobolev fraccionarios constituyen una extensiéon natural de los es-
pacios de Sobolev clasicos, permitiendo describir grados intermedios de regularidad
entre la simple integrabilidad y la existencia de derivadas débiles de orden entero. En
numerosos problemas no locales, en modelos de difusiéon anémala y en formulaciones va-
riacionales asociadas a nicleos singulares, resulta indispensable disponer de una nocién
de regularidad que capture la interaccién entre puntos alejados.

En este contexto, la seminorma de Gagliardo mide la oscilacion promedio de una
funcion mediante diferencias finitas ponderadas por una ley de decaimiento dependien-
te de la distancia y constituye el punto de partida para el analisis fraccionario que

desarrollaremos a lo largo de este capitulo.

2.1. Preliminares

Sea 2 C R™ abierto, 1 <p < ooy s € (0,1). Para una funcién u € LP(2) definimos

la seminorma de Gagliardo como

[ulwer(ey - <//M |$_y|n+82|pdxdy);. 2.1)

Esta cantidad mide la oscilacién no local de u, penalizando las diferencias u(z)—u(y)
seglin una potencia critica de la distancia |z — y|.

Si bien []ws.» satisface la homogeneidad y la desigualdad triangular, falla en veri-
ficar la propiedad de separacion, necesaria para que un funcional sea una norma. En

efecto, si [ulws»@) = 0, entonces

lu(z) —u(y)| =0 para casi todo par (x,y) € Q x Q



[ulwsr@ =0 == wu es constante a.e.

pero no necesariamente u = 0.

De este modo, el funcional no distingue entre funciones que difieren en una cons-
tante, y no cumple la condicion |jul]] =0 = u = 0.

A partir de esta seminorma (2.1) introducimos el espacio de Sobolev fracciona-

rio

Definicién 2.1. Dado 2 C R™ abierto , 1 < p < ooy s € (0,1). Se define el espacio
W#P(Q) como

WeP(Q) == {u e LP(Q) : M e LP(Q) x Q)} , (2.2)
xr —Yy|r

el cual se convierte en un espacio normado cuando se considera la norma

1/p
lullw=siey = (ullyo) + [fyen@y) - (2.3)

Cuando p = 2, es usual emplear la notacién H*(£2).

Entre las propiedades bésicas del espacio WP (Q)) se destacan:

» Completitud: provisto de la norma anterior, W*?(Q2) es un espacio de Banach.

» Separabilidad y reflexividad: si 1 < p < oo, entonces W*P(Q2) es separable y

reflexivo.

Proposicién 2.2. Sea 2 C R™ un dominio abierto, 0 < s < 1 y1 < p < oo. El
espacio WP (Q) es completo, es decir, es un espacio de Banach provisto con la norma

anterior.

Demostracion. Sea (uy)reny una sucesion de Cauchy en W#P(Q2). Entonces, en particu-
lar,

g — tm|lr) = 0y [ug — Un]wer@) — 0 cuando k,m — oo.

Como LP(£2) es completo, existe una funcién u € LP(2) tal que
up — u en LP(Q).

Pasando, si es necesario, a una subsucesién, podemos suponer que u(x) — u(z) para

casi todo z € €.



Consideremos ahora la sucesién de funciones

fe(z,y) = M en 2 x Q.

n+sp
[z —yl >

La condicién de Cauchy implica que (fi) es una sucesién de Cauchy en LP(2 x Q), y
por lo tanto converge a alguna funcién f € LP(Q x Q).
Por convergencia puntual de uyg, se tiene que
u(z) — u(y)
felw,y) = ——

n+sp

para casi todo (z,y) € Q x .
[z —y| >

Por unicidad del limite en LP, se concluye que

Fa,y) = 4B =u)

|z —y| >

En particular,
[u ]Wsp = ”fHLp axq) < 99

y por lo tanto u € W*P(Q2).

Finalmente, usando la convergencia en LP(£2) y en LP(€) x 2), se obtiene
lur — ullwer@) = 0,
lo que prueba que W*P(2) es completo. O

Proposicion 2.3. Sea 2 C R™ un dominio abierto, 0 < s <1y 1 < p < oco. El espacio
W=P(Q) es reflexivo.

Demostracion. Definimos el operador lineal
T :WP(Q) — LP(Q) x LP(Q x )

dado por

T(u) = (u M) :

[z =yl
Por definicién de la norma en W#P(Q2), el operador T es una inyeccién lineal conti-

nua, y su imagen es un subespacio cerrado del espacio producto
LP(Q2) x LP(Q x ),

dotado de la norma

I 9 = 1 lzece) + (19l Lr@xey-
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Como 1 < p < o0, los espacios LP(Q2) y LP(€2 x §2) son reflexivos. Ademas, el pro-
ducto de un niimero finito de espacios reflexivos es reflexivo, y todo subespacio cerrado
de un espacio reflexivo es reflexivo. Las propiedades utilizadas sobre la reflexividad de
un espacio, pueden consultarse en[l].

Dado que W*P(Q) es isomorfo (como espacio normado) a un subespacio cerrado de

un espacio reflexivo, se concluye que W*?(Q) es reflexivo. O

Observacion 2.4. El argumento anterior muestra ademés que W*P(R") es separable, ya

que se inyecta continuamente en espacios LP, los cuales son separables para 1 < p < oo.

2.2. Inclusion entre los espacios de Sobolev fraccio-

narios

Un aspecto fundamental en el estudio de los espacios de Sobolev fraccionarios
WeP(Q) es comprender cémo se relacionan entre si cuando varfan los pardmetros s
y p. Estas inclusiones son herramientas esenciales en analisis de ecuaciones en deriva-
das parciales y calculo variacional, ya que permiten pasar al limite en problemas no
locales, obtener compacidad y garantizar la existencia de soluciones.

En las demostraciones los siguientes calculos seran de mucha utilidad y se usaran
sin hacer mencion de ellos:

Para «, 8 > 0, consideremos los siguientes calculos:

1 R 1 R "
/ —dr = / i —drdS = nwn/ o=l dp = n pa (2.4)
{lal<ry || 0 r 0 a

1 o 1 *° nw
dr = / rnt drdS = nwn/ r 8V dr = —=2R75. 2.5
/{|x>R} |z | +h R rnth R B (2:5)

En el primer resultado que se presenta se deja fijo el parametro de integrabilidad p y
se mueve el parametro de regularidad s, a mas regularidad los espacios se vuelven mas

chicos.
Teorema 2.5. Sean 0 < s <t <1 <p < o00. Entonces
WhP(Q) € WHP(Q).
Mas ain, existe una constante C'= C(n, s,p) tal que

[ llsp0 < Cllfllepo-
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Demostracion. En efecto, por la definicion de la seminorma fraccionaria en {2, se tiene

_ p
SP // ) nJ(rs)| dydl’
Qn{ja—y|<1} \33 — y[ntsp
_ p
// (z) 5)‘ dy dx
Qn{jz—y[>1} \37— y|rrep

= I+ 11
Para acotar el término I, observamos que si [t —y| <1y 0 < s <t < 1, entonces

’[L’ - y|n+tp < ‘iL‘ _ y‘nJrsP_

En consecuencia, se obtiene la estimacion

|f(x) = fy)P
1 ——" dyd
= /Q/m{|x—y<1} |z — y[ i v
= [fI}

t,p, Q2

Para acotar I se procede de la siguiente forma: se usa la desigualdad elemental

valida para todo a,b € Ry todo p > 1:
la — " < 277 (Jaf” + [0F). (2.6)
Aplicando 2.6 con a = f(z) y b = f(y) obtenemos

[f(@) = fF <227 (I[f @) + [f(W)F).

p
pew [ [ MR,
on{le—y/>1} T — Y[

Ahora separamos los términos que aparecen en I1. Usando la desigualdad

Por lo tanto,

o — b7 < 277 (Jal” + [bI7),

p—1 p ; )
=s [/Q F@)l </{r—y|21} |z — y[rter W)
ROl )
+/Q </{m_y21} ‘513' _ y‘n+sp dy dil?] .

Para el segundo término, aplicando el teorema de Fubini, se obtiene

0PN 0 [ i Y
L o w)a= [or ([ i)

11

obtenemos



Reemplazando esta expresion en la estimacion anterior y renombrando la variable

de integracion, concluimos que

1
[I§2p/fxp</ —dy)da;.
Q! (z)] oy 7 g

Luego, debemos encontrar una cota para el peso
pole) = [ e
onfla—y|>1} |7 — Y|P
Si Q] < oo, se tiene po < Q] < oco.

Para el caso general

1 nwy,
)< [ e
{]z]>1} 2] Sp

donde w,, es la medida de la bola de radio 1. O

Observacion 2.6. El Teorema 2.5 continia siendo valido si ¢ = 1 pero exigiendo a €2

ser dominio de extension.

Definicién 2.7. Sea Q C RY un abierto. Decimos que € es un dominio de extensién

para WP si existe un operador
E:WP(Q) — WP(R")

lineal y continuo tal que E f(z) = f(z) para casi todo x € €.

Al operador F se lo denomina operador de extension.

Observacion 2.8. Puede verse que todo abierto Q C RY acotado y con frontera Lipschitz

es un dominio de extensién. Ver [11].

Teorema 2.9. Sean 0 < s <1< p < oo y sea  CR"™ un dominio de extension para
WP(Q). Entonces
WP (Q) c WP(Q),

y eziste una constante C' = C(n, s,p) tal que

||f||WS’P(Q) < CHf”Wl,p(Q).

Demostracién. Comenzamos con una estimacién elemental. Si f € C'}(R"), entonces

f(x—l—z)—f(:v):/Ol%f(x+tz)dt:/01Vf(x+tz)-zdt,

12



de donde se deduce

|f(z+2) = f(z)Pdx < |z]p/Rn (/01 |Vf(:v—|—tz)\dt>pdx < ’le/Rn |V f(z) dx,
(1)

donde se ha utilizado la desigualdad de Holder y la invariancia de la integral bajo

R

traslaciones.
Por densidad, esta desigualdad resulta valida para f € WHP(R").

Ahora, sea f € WHP(Q2). Como € es un dominio de extension, existe una extensién
f e Whe(R™) tal que
| fllwro@ny < Cllfllwrrg), (2)

con C = C(n, p).Podemos asumir directamente que f € WhP(R")

Estimamos entonces la seminorma fraccionaria. Por definicién, se tiene

// |f(z) = P dy
Wsp QxQ |$— |"+8p
_ p
// (z) J(r)| dy dx
Qn{lz—y|<1} |$_ |tep
_ P
e,
Qn{jz—y[>1} |9U—y|" P

= I+1I.
La cota 11 es exactamente igual a la realizada en la demostracion del teorema 2.5
I <Clrly

Para acotar I, se utiliza la estimacién de la ecuacién (1):

p
I</ / :c—l—er f(@)] dzdx.
n J|z)<1 |z |7 tep

Aplicando la desigualdad obtenida en (2), se deduce:

1
<1V ey [ s

|z]<1 |

Por lo tanto,

nw
Ig—nvfpp n <Cvf p(R")»
g1V M < CI Sy

con C'= C(n,p,s), lo que concluye la estimacion. O]

Veamos qué resultados se obtienen cuando varia el pardmetro de integrabilidad.
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Teorema 2.10. Sean 0 < s <t <1 < p < q y sea Q CR"™ un dominio de medida
finita. Entonces Wh1(Q) C W*P(Q), y existe una constante C = C(n,|Q],t — s,q — p)
tal que

||f||WS’P(Q) < CHfHWt,q(Q).

Para acotar I, se utiliza la estimacién de la ecuacién (1):

p
I</ / x—i—znﬂf(x)] dz dx.
n J|z)<1 |z|7tep

Aplicando la desigualdad obtenida en (2), se deduce:

1

‘ z | n+sp—p

1<HVMMRn/
|z|<1

La integral sobre la bola unitaria se puede calcular explicitamente:

/ 1 J nwn,
z = ,
2<1 || PP p(l—s)

donde w,, es el volumen de la bola unitaria en R™.

Por lo tanto,

nw
[g—"prpn<Cprn,
p(l—s)“ HL (R™) H HL (R™)

con C' = C(n,p,s), lo que concluye la estimacién.

Demostracion. La demostracién sigue las lineas de los Teoremas 2.5 y 2.9 Separamos

la seminorma fraccionaria como

‘f’Wbp / / ) — nis)‘p d dx
Qn{lz—y|<1} |~T — y|mtep
p
vy @) = WP, o
aJonfle—y>1y T —y[rrer

= 1+1I.
Para el segundo término, como siempre,
q9—p
IT <O\ fllrg) < C1O [f Loy

donde se ha usado la desigualdad de Holder. Para acotar I, se introduce un factor

If x) — fy)P 1
I= / / n+tp 172 —(t—s)p dy dz.
onfle—yl<1} | —yle |z — y|

14

auxiliar:




Aplicando la desigualdad de Holder se obtiene:

1
I< ’f’gvt,q(g) (// n—(i—s) 2L dydx) a -,
Q Jan{|z—y|<1} ’.T,' — y’ q—p

Finalmente, se estima la integral:

1 —
|

et 2" p(t —s)

n—(t—s)- 2L
/m{|zy|<1} |z — y[*

lo que concluye la demostracion. O

Observacion 2.11. El caso W4(Q) C W*P(Q) con 0 < s < 1 < p < ¢ < oo se deduce
muy sencillamente del Teorema 2.9. En efecto, si {2 es de medida finita y es un dominio

de extension, de la desigualdad de Holder se tiene que

q—p
LAY 0 < 19217 £ 4.0 (1)

Luego, usando el Teorema 2.9 se concluye que

[fllsq0 < Clifllhpe

con C' = C(n,s,p,q, ).

Observacion 2.12. Resulta sorprendente que no se tenga una desigualdad andloga a (1)

en el caso fraccionario. De hecho, es falso que exista C' > 0 tal que

[fllsp.0 < Clifllsan

para toda f € W*1(Q)si0<s<1<p<g< 0.

Observacion 2.13. La moraleja es que si se desea disminuir la integrabilidad en el caso

fraccionario, también resulta necesario disminuir la regularidad.

2.3. Compacidad de la inclusién

En ecuaciones diferenciales no locales la existencia de soluciones depende critica-
mente de poder extraer una subsucesion convergente fuerte a partir de una sucesién
acotada en W*P(2). Sin este paso, la estructura no lineal de los funcionales impide, en
general, pasar al limite y obtener soluciones del problema original.

Desde un punto de vista geométrico, este resultado refleja que la regularidad frac-
cionaria impone un control global sobre la oscilacion de las funciones: las secuencias
acotadas no pueden ni oscilar arbitrariamente ni concentrar su masa. Por ello, la com-

pacidad es también clave en el estudio de comportamientos asintéticos .
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En sintesis, la compacidad de la inclusién fraccionaria no es un detalle técnico,
sino un ingrediente estructural que garantiza que las técnicas de andlisis funcional y
variacional sigan siendo efectivas en el marco no local. Su importancia radica en que
permite asegurar la existencia, estabilidad y buen comportamiento de soluciones en una
amplia familia de problemas donde intervienen energias y operadores fraccionarios.

El siguiente resultado es fundamental y serd clave para el teorema de compacidad

que se quiere demostrar. Su demostracion se encuentra en [1, Theorem 4.26].

Teorema 2.14. Sea { fn}nen C LP(RY) una sucesion acotada (i.e. sup,,cy || full, < 00).
Dado h € RN, notemos por 7,f(x) = f(x + h). Si

1fmSllp HThfn - anp = 0’
h—0

entonces eziste f € LP(RY) y una subsecuencia { fu, tren C {fu}nen tal que fn, — f
en LF (RV).

loc

Recordemos que f,, — f en LV (RY) significa que para todo £ C RY medible y

loc

acotado se tiene || fn, — fllr(m) — 0.

El sguiente lema es de crucial importancia para los resultados que deseamos obtener.

Lema 2.15. Sean 0 < s <1 y 1 < p < oo. Eziste entonces una constante C' > 0 que
depende solo de N, s,p tal que

170f = fllwso@ny < ClR[ [flsp,
para todo f € WSP(RY).

Demostracion. Observar que
WPox | 1f@e ) = f@Pde= [ [ if@ry) - ferdyde (20

donde y < |h] es la medida de Lebesgue de la bola de radio 1 en RY. Ahora, se usa la

siguiente desigualdad elemental:

[f(z+h) = f@)P <227 (|f(@+h) = f@PF + 1) - F@)7), (2.7)

para todo y € Bj(x).
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Luego, de (2.7), obtenemos

x4+ h) — f(x)]P dydr < 2071 x+h)— P
[ esn - sepaae <z ([ s - o)
1)~ F()P dyd).

Los términos I y 11 se acotan de manera similar. Primero se observa que, si z € RV

vy y € Bp(z),

[z +y| < [z + |y| < [z + [h] < 2[z]. (2.8)
Luego, de (2.8), se tiene
+h) = [yl
I< 2hN+SP/ |/ dydz < (2|h)NHr[f]P . 2.9
<y [ TEER IO ayie < )Ny, (29)
Anélogamente,
11 < [+ f]2,, (2.10)
Finalmente, usando (2.6), (2.9) y (2.10) concluimos:
LNt 1)
ot — 1l < 2 Dy,
lo que concluye la demostracion. O

Con la ayuda del Teorema 2.5 y el Lema 2.15 se obtiene el siguiente teorema.

Teorema 2.16. Sean 0 < s <1, 1 < p < 00 y sea {fn}nen C WHP(RY) una sucesion
acotada, i.e. sup,cy || follwsr < 0o. Eziste entonces una funcion f € W*P(RY) y una

subsucesion { fn, tken C {fntnen tal que fn, — f en LV (RYN).

loc

Demostracion. Sillamamos M := sup,cy || fn||zr €s claro entonces que
sup [ follor <My sup[fuls, < M.
neN neN
Luego, {fn}nen es acotada en LP(RY) y, por Lema 2.15,

sup |7 fn — full, < CM |)°.

neN

Luego, la sucesion { f, }nen verifica las hipétesis del Teorema 2.14, con lo que tene-

mos que existe f € LP(RY) y una subsucesion { f,, }ren C {fn}nen tal que

fo, = [ en L}

loc

(RY).
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Sélo queda por verificar que f € W*P(RY). Pero eso es consecuencia del Lema
de Fatou. En efecto, pasando eventualmente a una subsucesién, podemos suponer que
fn, — [ en casi todo punto de RY. Luego

o — gV o = yf¥

para todo (z,y) € RY x R,
Entonces, por el Lema de Fatou,

p p
. // NS v)l dx dy < liminf // e (@ £T< vl dx dy
’ RN xRN ‘37 — y[Nre k—oo JJpnypy [T — y[NTP
00,

[F1p < suplfult, <

como queriamos ver. O]

La convergencia local en LP(RY) no puede mejorarse. De hecho en general no es
cierto que si {f,}nen C WP(RY) es acotada, entonces {f, }nen tenga algtin punto de

acumulacién en LP(RY).

Ejemplo 2.17. Sea p € C=(RY), p > 0, sop(p) = B1(0). Por ejemplo, se puede tomar
p(x) como el nicleo regularizante estandar,

1

12

e si |z| < 1,

p(x) =

0 si no.

Entonces es facil ver que p € W*P(RY) para todo 0 < s < 1y 1 < p < oo. Si
llamamos f,,(z) = p(x + n) con x € RY fijo, entonces { f, }nen C W*P(Q) es acotada y

verifica

| fullze = lIpllLe, paratodon € N, y f, — 0en LI (RY).

loc

En consecuencia f,, - 0 en LP(RY).

El motivo por el cual en el ejemplo 2.17 no se obtiene compacidad de la sucesién
en LP(RY) es porque la masa de la sucesion se pierde en el infinito. En cambio si con-
sideramos funciones restringidas a un dominio acotado, ese fenémeno deberia evitarse

y asi conseguir la deseada compacidad.

Corolario 2.18 (Compacidad de W*?(Q2) < LP(2))). . Sea Q@ C RY un dominio
de extensién acotado y 0 < s < 1, 1 < p < oo. Entonces, si {fn}nen C W5P(Q) es

acotada, existe f € WP(Q) y una subsucesion { fn, }ren tal que

fn, = f en LP(Q) cuando k — oo.
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Demostracién. Sea E : W*P(Q) — W*P(RY) el operador de extensién. Tenemos que

existe C' > 0 tal que
IEfllwsr@yy < Cllfllwsw), — Vf € WHP(Q).
Entonces, si { f, }neny C W*P(£2) es una sucesién acotada,
sup 1E fallwer@yy < Cigg [ fnllwsr@) < oo.

Podemos aplicar el Teorema 2.16 a la sucesion {E f,} € W*P(RY) y concluir que
existe f € W*P(RY) y una subsucesién {Ef,, } tal que

Ef, — f en L} (RY).
Pero entonces, como ) es acotado,

Ef,., — f en LP(Q).

Ahora el corolario es inmediato observando que Ef,, = f,, casi en todo punto de
Q y llamando f = flq. O

Claramente, si €2 es acotado, se tiene que
LP(Q2) C L1(Q) para 1 < g < p,

con inclusién continua. En efecto, por la desigualdad de Hélder tomando § se tiene

o= [ vde < o= 15 ao)?

PrP—q
I fllzay < 197 || fllze)-

De donde,

Definicién 2.19. Sea Q2 C R™ un abierto. Se define el conjunto Wy (Q2) de las funciones

que se anulan fuera de ). Es decir,
WP (Q) == { f € WP(RY) : f(z) = 0 para casi todo z € RV \ Q }.
Observacion 2.20. Es facil ver que si C°(Q) C WP (Q2).Luego,
=@ c war,

En general la inclusién puede ser estricta, pero si €2 tiene frontera Lipschitz, se tiene
la igualdad (ver [11]).

Ademas, cuando s < 119 vale la igualdad y, en consecuencia,
WSP(Q) = W*P(Q).
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Corolario 2.21 (Compacidad de W;7(Q) < LP(R)). . Sea Q C RN un abierto acotado
y0<s<1,1<p< oco. Entonces, si{futnen C W' (Q) es acotada, existe f €
WyP(Q) y una subsucesion { fu, tren C {fn}nen tal que

fr, = f en LP(Q) cuando k — oo.

Demostracion. La demostracion es inmediata del Teorema 2.16. En efecto, existe f €

WeP(RY) y una subsucesion { f,, hren tal que

fo, — [ en L}

loc

(RY).
Pero, en particular, como () es acotado, se tiene
fo, = f en LP(Q).

Finalmente, dado que, pasando a una nueva subsucesién de ser necesario, f,, — f casi
en todo punto de RY, se obtiene que f = 0 casi en todo punto de RY \ Q. Por ende,
f e WP (Q). O

Corolario 2.22. Sea Q C RY un abierto acotado y 0 < s <1, 1 < p < co. Entonces,
i { futnen C WP(Q) es acotada, existe f € WiP(Q) y una subsucesion {f,} tal que

fo, = [ en LY(Q) cuando k — oo, para todo 1 < q < p.

Si ademds Q es un dominio de extension, se tiene {f,}nen C WP(Q) es acotada,

existe f € W*P(Q) y una subsucesion { fn, }ken C {fnltnen tal que

fo, = f en LYQ), cuando k — oo para todo 1 < g < p.

2.4. Desigualdad de Sobolev-Poincaré fraccionaria

Para poder obtener resultados de compacidad en L(2) para ¢ > p es necesario
que valga la contenciéon de W*P(Q2) en L9(S2). Este resultado es bien conocido para los
espacios clasicos de Sobolev ver [1].

Para los espacios W*#P(Q) los resultados son también clésicos. Una demostracién
elemental de este hecho, que usa exclusivamente la desigualdad de Holder se puede
consultar en [1]. En esta seccién utilizando las ideas que se encuentran en [5] y en [0]

se desarrollarda una demostracion alternativa.
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Lema 2.23. Seap >1,a€ (0,1],b>1, N €N, s € (0,1). Para toda u € LP(R") se

tiene:

1
/ i ( ntap / u(y) — u(y + h)["La@ (h) dh) dy <
Rn r>0 T R”

s s u(y) —u(y + h)P
< (2a) +sp yp(1 )// ) ’ ( ) |h’ng—sp )| ]-A(%)(h) dh dy
n>< n

donde:

A(a) = B2,(0) \ By (0) ={z € R" : ar < |z| < 2ar }

A (%) = BQa/N(O) \ Bar(O) = {g; e R”™ - ?V_T < |.13‘ 2ar }

Demostracion. Recordando
| N N N N
NZ lag[? <> lagP = lagP < N aylP
j=1 j=1 j=1 j=1

tomando luego, a; = |u(y +t(j — h)) — u(y + tj)|, se obtiene:

o 155) (o)

X 1A(a) (h) dh.

p

[uy) = uly + WP Lago (h) dh < NP~ 12/

Rn

< NP~ 1N”Z fuly + (G = D) = uly + ) Lac) (h) dh

como ar < |h| < 2ar, entonces |h| < 2ar = ‘ ‘ < r me independizo de r

1
/ Sup ( ntsp / lu(y) — u(y + h)|p1,4(a)(h) dh) dy <
Rn r>0 r Rn

20\ " luy + (j — 1)) — uly + jh)[?
< Nptn—l (—) // 14 (o h)dhd
o N Z Rn xRP |h|nFsp (%) (%) Y

Si se considera el cambio de variable w = y + (j — 1)h = w + h = y + jh, luego
dh = dy. Entonces

9q\ " lu(w) — u(w + h)P
< nptn-1 (22 // OV
B <N) ]Zl nyRn7 |h|n+5p A(]\])( ) oy
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n—+sp
_ B)IP
< NPy // wwA My b dhde
ncRn |h|”+5p N

L 2a\ TP w(w) —u(w + h)P
< Np(l s) (N) //R i | ( ) ‘h‘ngrsp )‘ 1A (&) (h) dh dw
’V'LX n

Teorema 2.24 (Desigualdad de Sobolev—Poincaré Fraccionaria). Sean 0 < s < 1 y

]

1 <p < %. Entonces, existe una constante C > 0, que depende de n,p, tal que:
1 oo n
ullps < Crp(l = s5)r[ulw,, Yue CF(R")

donde p% es el exponente critico de Sobolev dado por

x np
Ds =
n — sp

Demostracion. Seax € R" r > 0,u € C°(R"). Consideremos los siguientes operadores

1
Mu(z) = sup ————

y)| dy,
B @] S Y

M*u(z) = sup ][ ) )l

Br(x)

CON U, () = fp, () U m Jo, @ u(®)| dy
Como primer paso acotemos fBr(x) [u(y) — up, ()| dy

][ u(y) — | dy = / uly) - f ul(z) dz
() Br(x) Br(x)

<t )~ )l dzd.
By (x) J Br(x)

dy

Observamos que:

Vy € B.(x) = B.(z) C Ba(y)

ya que si z € B,(x), entonces:

ly—2| < |y —x|+|z—=2]<2r

si llamamos z — y = h, se puede en la ultima desigualdad reformular la integral en

u(y) — ]iT(z z)dz

términos de h.

/;T(z)

dy<][ ][ y) —u(y + h)| dhdy (1)
7"517) B2r
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r>0

Ahora llamo | F'(y) = sup 7“8][ lu(y) —u(y + h)|dh, VyeR"
B2’V‘(O)

Nota: r*F(y) controla el integrando de la tltima desigualdad de (1)

1
uly) = (Waldy < f  rF@dy = [ Py
][Br(x) B, () 1B (2)] /B, ()
Aplicando Hélder

1/p / 11
/ Fly)dy < (/ F(y) dy) |B,(x)|Y"" con -4 — =1
r(z) By ()

1/p
/ F@@g(f F@m@ 1B, ()] 7| B, ()|
Br(x) B, (z)

=(émfwvwfﬂau»

]é - F(y)dy < (]{9 . F(y) dy> l/p 2)

Elevo (2) ala p; —p >0 y luego paso la integral elevada a la p multiplicando

*
Ps—P

(o rom) = (f, rora)

ph—

(f, o)< ([, poran) " (., roran)

Entonces:

[]iT(z) lu(y) — u(x)| dy} ” < oS

*
Spg

< WP | F

- _ p5i—p
% U|By(x)| "

F

fuwwww

ﬁpf F(y)P dy
Br(x)

%%*’(7i41)u?@n|dy)p 3

< Wil F

~—
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Notar que:

% np * np Sp
p3: :> ps_p: - -
n—sp n— sp n—sp
— S n(p* — sn
pe—p__sp  _ npiop) _ swp _ st
P n—sp P n — sp

Asi obtenemos, r8p:7n(T> — 0 =1
Tomando supremo sobre r en (3):

[M*u(2)]™ < wa|| F|I% 7 [MF ()]

Usando la acotacién que surge de la continuidad de la maximal como operador de
P (1 <p<p).

Integrando sobre R™:

[M*u(a)]" do <l FIE [ MF@) o

n

RTL

= [M*ull, < wnlFllE P IMFL, (4)

Lp3

Nos falta estimar en (4) la || f|| .» lo haremos usando pesos y reescribiendo el dominio

como sumas de coronas.

F(y) = sup 1 / luly) — uly + h)| dh
BQT(O)

r>0

Elevamos a la potencia p e integramos:

p
[y —/ [F'(y)[P dy < / sup (f lu(y) — u(y + h)| dh) dy
Rm R™ >0 Bar(0)

Aplicando la desigualdad de Holder se obtiene:
p 1 p %
(f  ww—utmian) < () | ([ ) —uty-+ e an)
B2y (0) | B2, (0)] Bar(0)
p
- \Bzr<o>|“p/]

= (/}92,«(0) \u(y) —u(y + h)|? dh) |B2r(0)\5‘1’

—f )ty + 0P, pues & —p— 1,
BQT(O) p
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Luego,

Folay< [ s ( L ) —uly )P dh) dy

Rn Rn r>0 |BQT| Bo,

Reescribiendo el dominio de integraciéon como una suma de corona se tiene:

> / sup 7= [ fuly) — uly + h)["Lagy (h) dh dy
i Rn r>0 R™
Ai == Agfz‘ == BQ—iJrlT \ 3271‘7,
Introducimos los pesos a determinar con posterioridad
Para cada i, sea {d;;}52, tal que:

Z dj; > 1 aelegir (controlara la integral sobre las corona)
J

1FI1 gy < Zdﬂ</wsg}8 Wsp/ lu(z) — u(z 4+ h)[P1a, (h )dhd:c)

1,7=0

Tomando N = 2¢, a =27, b =1, y usando el lema 2.4.1 se obtiene:

/RSUP L[ ) = uly + )P Lagy (h) dh e

n r>0 Tn+sp Rn

< (2a)" P NPU=9) //R i \u(z) — w(x + h)|[PLa@q)(h) dhdx
n>< n

Si se procede como en el lema:

obteniendose:

_ _|_h)‘17
FI gy < S djy - 2000 04s) L yp(1=2) // u(@ Lagn (h) dh dy
1E(|75 j{: e |hhz4—sp Ai+5) (1)

i,j=0

Llamando k =i+ j = ¢ =k — j, y tomando:
d;; = plogy(1 —s) - 2771799 (no depende de k)
Como la serie a elegir es de términos positivos, se puede reordenar:

HFHIEP(Rn) < ZZ —(k+j+1)(n+ps) 2]p(1 s) d e

k=0 j=0

u(y) —u(y + h)|P
1 h)dhdy.
S b
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o k

. — h
B | ) 0 0P, )t
k=0 j= TXRT

> 2(k+1 n+sp o U(y 4 h)lp

. k(n+sp)= n+sp
g plog2 (1 —s)2~ Ster 1 //Rann oo Ly () dh dy
k=0

. luly) — u(y + h)IP
<C(n,p)(1—s) kz:; //RHXR” o Lagk)(h) dh dy

<C // ( ) dz dy
R7 xR" ‘Z_ y[rrep

< C(n,p) (1= s) [ulpyer

Se conoce la siguiente desigualdad de Fefferman—Stein:
| Mul|zr < Crp [|M#ul| 1, 1<p<oo.

Sobre la constante (), , se sabe lo siguiente:

1. La constante depende tinicamente de la dimensiéon n y del exponente p.
p

p—1

de modo que C,,, — oo cuando p — 1.

2. El comportamiento en p es C,, , ~

Entonces utilizando que la funcién v se acota puntualmente por la maximal, la

acotacién Fefferman-Stein y la desigualdad (4) se obtiene

[ullgor < Cn,p) Cspe (1= 8) 7 [ufwes
O

Lema 2.25 (Desigualdad de interpolacién). Sea E C R"™ medible y sea f € LP(E) N
LI(F) con 1 < q<p<oo. Entonces, si ¢ <r < p se tiene que f € L"(FE). Mds ain,

1z ey < W NZo ey 1N iy

donde

6 1-0
+ .
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Demostracion. Demostramos el caso p < 0o. El caso p = oo es trivial. La demostracion
es consecuencia inmediata de la desigualdad de Holder. En efecto,

(1-6)r

Jisrde = [ 1o < ( / |f!pda:>9”r ( / |f|"dx) "

de donde se concluye la demostracion. O

Corolario 2.26. Sea €2 C R" un abierto acotado y 0 < s <1 < p < oo. Entonces se

tiene que
WP (Q) € LYQY)  para todo 1 < q < pk,

y mds aun, si 1 < q < pi, la inclusion es compacta.
Si ademds 2 es un dominio de extension, entonces
WeP(Q) C LY(2) para todo 1 < q < pi,
y si1 < q<pi, lainclusion es compacta.

Demostracion. Para concluir la demostracién del corolario, basta ver que si { fx }ren C
WyP(Q) es acotada, entonces existe una subsucesion convergente en L%(2) para todo
1 <gqg<p:.

Por el Corolario 2.21 y 2.22, existe {fi, }jen C {fitren v f € W5P(Q) tal que

| fe, = fllzr@ — 0 cuando j — oo.

Sea ahora p < ¢ < p} y veamos que || fx, — fl|ra(o) — 0 cuando j — oo.
Esto es una consecuencia inmediata del Teorema 2.24 y del Lema 2.25 En efecto,
del Lema 2.25 se obtiene:

1y = Fllzoy < Wl - 1t = Fllia(ay:

< | fw; = Fl o) - Ui llzr@ + 1 llzr@) 7,
< ka] - fH%P(Q) ’ (QC(Nv Svp)M)lia

donde C'(N, s, p) es la constante dada por el Teorema 2.24 y M es la cota de { fi }ren
en la norma de Wy*(Q2). Tomando limite cuando j — oo y usando el Corolario 2.21 se
concluye lo pedido.

Si 2 es un dominio de extension, se razona andlogamente usando el Corolario 2.18

en lugar del Corolario 2.21 m
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2.4.1. Espacios duales

La desigualdad de Poincaré permite identificar el seminorma fraccionaria como una
cantidad natural de control en W*(€2). En consecuencia, resulta natural preguntarse
cual es el espacio dual asociado a dicho espacio funcional y cémo caracterizar los
funcionales lineales continuos que actuian sobre él.

Este anadlisis es esencial, en particular, para el estudio de problemas variaciona-
les y ecuaciones no locales, donde las soluciones se entienden en sentido débil y las
convergencias se formulan a través de la accién de funcionales del espacio dual.

El espacio dual de W*P(R") se denota por W% (RY). Asimismo, el espacio dual
de WP(Q) se denota, como es habitual, por W=5F'(Q).

Recordemos que en estos espacios la norma se define por

1fll—spr = sup{(f,u) - w € WPRY), [lulls, =1},

1l —spr 2 = sup{{f,u) 1w € WGP (Q), [u]s =1}

Observar que W~ (RV) se incluye continuamente en W~ (12).
Dada una sucesion {f,, bpen € WP (RY) y f € W52 (RN), decimos que f, — f
en W27 (RN) si

loc

| fo— fll—sp0 — 0 para todo Q@ C RY acotado y abierto.

Dado que C§°(Q2) € WP(Q), el espacio dual W~ (Q) est4 contenido en el espacio
de distribuciones D'(2) ver [11].

2.5. Estimaciones de Morrey para el caso fraccio-

nario

Las desigualdades de Morrey constituyen un puente fundamental entre la teoria de
los espacios de Sobolev y la regularidad puntual de las funciones. En el caso cléasico, se

sabe que si
feW[R"), p>n,

entonces f admite un representante Holder continuo con exponente

n
a=1——.
p
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El objetivo de esta seccon es extender dicha estimacién al contexto de los espacios
de Sobolev fraccionarios W*P(R™), definidos para 0 < s < 1. En este marco, recordemos

la expresiéon de la seminorma de Gagliardo,

, s T ay )
P Rn xR" ‘SU - ‘ + P

que captura la interaccién no local entre valores de la funcién. Mostraremos que, bajo
la condicién sp > n, las funciones en W*P?(R™) poseen representantes Holder continuos
con exponente

n

a=s5——,
p

generalizando asi el resultado clasico de Morrey.

La demostracion se apoya en el estudio de los espacios de Campanato, que permiten
caracterizar la continuidad Holder a partir de estimaciones integrales sobre bolas. Esta
conexién resulta esencial para trasladar las técnicas de Morrey al ambito fraccionario y
constituye una herramienta poderosa en el analisis de ecuaciones diferenciales parciales
no locales y problemas variacionales.

En sintesis, esta seccion busca mostrar como las estimaciones de Morrey, reinter-
pretadas en el marco fraccionario, consolidan la relacién entre normas integrales y
regularidad puntual, ampliando el alcance de la teoria de Sobolev hacia contextos mas

generales .

2.5.1. Espacios de Campanato

Definicién 2.27. Sea 1 < p < ooy A > 0, se define el espacio de Campanato LP*(R")

CcOo1mo

LPAR™) = LP(R™) : su r — o
(&") {fe ®"): sup /T(I)If(y) D

z€R™ r>0

En este espacio se define la seminorma de Campanato como

o = ( sup 1 / ) =)l a) "

ZER™, >0
donde la expresién ( = fB y)dy con x € R™

El primer resultado que necesitamos sobre los espacios de Campanato es que cuando
A > n, todo punto z € R” es un punto de Lebesgue de f. Mas precisamente, se tiene

el siguiente teorema:
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Teorema 2.28. Sean 1 < p < oco, A >n y f € LP*(R"). Entonces existe una funcion

medible f que coincide con f c.t.p. tal que

r—0

para todo x € R™. Mds aiun, el limite en (1) es uniforme.
La demostracion del Teorema 2.28 se descompone en una serie de lemas.

Lema 2.29. Sean 1 <p < oo, A >n y f € LPA(R"), existe una constante C = C(p,n)

tal que si 0 < ry <ry yx € R", entonces

A AN L/p
(Fove — (Frnal < C (L) Flon

Demostracion. Para casi todo y € B, (x) C B,,(z) se tiene la desigualdad

|(f)r2,ac - (f)r1,x|p < 2p_1(|(f>r2,;r - f(y)lp + |(f)7“1,:v - f(y)|p)

Integrando esta desigualdad con respecto a y € B, (x) obtenemos

W1 [()rae = (Frel” < 2p—1(T{\ + Té\)[f]z,x
O

Lema 2.30. Sean 1 <p < oo, A >n y f € LPA(R"), existe una constante C = C(p,n)
tal que sir >0, k€ N yx € R", entonces

k—1
|(f)7"7~7»’ - (f)2—kr,x| < C[f]n)\ TL;n Z Qm(nTj/\)
m=0

Demostracion. Por Lema 2.29 tenemos que

(2—m,r.))\ + (2—(m+1)r)>\) 1/p

|(f)2*m7“,1" - (f)2—(m+1)fr,:c| < C(p, n) [f]pJ\ ( (Q_m’l“)n

= Cp)flpar’ 7 2",

Ahora,
k—1
|(f)m: - (f)Q—kr,x| < Z |(f)2*m'r,a: - (f)Q*(m“)r,x
m=0
y el resultado sigue aplicando la estimacion previa. O
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Con los lemas anteriores a continucion se demostrara el Teorema 2.28.

Demostracion. Observemos primero que, por el Teorema de diferenciacién de Lebesgue,

tenemos que
m(f),. = f(x) ct.p. z € R™.

r—0

Luego, el teorema queda demostrado si vemos que la convergencia de (f),, es uniforme

con respecto a x € R”.

Sea r > 0 fijo. Por el Lema 2.30, tenemos

|(f)2*kr,x - (f)2—(k+1)r’x| < C(p7 >\, n)[f]p’)\ <%>T 2m(n1);>\)

A—n
~ r —
S C(n7 )\7p)[f]p,)\ (@) !
Luego, la sucesién {(f)s-#,.ren C R es de Cauchy uniformemente con respecto a
x € R"™. Definamos entonces

fz):= lm (f)o-rp 0 x e R"
k—o0 ’

Observemos que pasando al limite j — oo la desigualdad anterior, obtenemos

A—n

()= F@) < CoADIa (55) © - (1)

Veamos ahora que el limite f no depende de la eleccion de r > 0. En efecto, sea 7 > 0.

Luego, usando (1) y el Lema 2.29, obtenemos

|<f)2—F,x - f("i.)| < |(f)2—F,x - (f)Q—r,x| + |(.f)2—7",:c - f(:i')|

A—n > »
T\ 5 AT\ P ke
< Clflp (ﬁ) + (W) T
k(n—=X)

= C[flpa(f,7)27 7 — 0 cuando k — oc.

Luego f es independiente de la eleccién de » > 0. Finalmente, usando el Lema 2.30,

Few = (Pacral < Cllpar™s 325
m=0
Tomando limite k& — oo, obtenemos
[(Fre = F@)] < Clflpar™ 7" 2)
de donde se deduce el teorema. ]
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Un concepto importante de gran utilidad para el resultado que demostraremos a

continuacion es la definicion que una funcion f sea Holder continua.

Definicién 2.31. Sea 2 C R" y 0 < a < 1. Decimos que una funcién f : 2 — R es

a-Holder continua si existe una constante C' > 0 tal que
F@) = f@)] < Cle—yl*  para todo a,y € Q.

La menor constante C' para la cual esta desigualdad es cierta se llama la seminorma

de Holder de f y se denota por

[f]CODtQ :Sup|f(x)_f(y)|
e sty T —y[®

El espacio de funciones a-Holder continuas en €2 se define como

CoQ) ={f € CQ) : [flooa) < oo} .

Observacion 2.32. Sea Q. CR™ y f:Q — R tal que existe C' >0y a > 1 con
[f(z) = f(y)] < Clz—y|*  para todo z,y € €.
Entonces f es constante en cada componente conexa de (2.

Demostracion. Si x,y € ) pertenecientes a la misma componente conexa. Considere-
mos el segmento conexo que los une y generemos una particién regular del mismo es
decir tomamos puntos r = g, x1,...,Ty = Y con

lz —y
N

(j=0,...,N—1).

i1 — 75| =

Aplicando la desigualdad de Hoélder en cada subintervalo se obtiene la siguiente des-

igualdad:

@)= 1) < X 1t~ flapl < Y0 (E2) =l -yl

Como « > 1 se tiene 1 — a < 0, por lo que N17* — 0 cuando N — oo. Por tanto el
lado derecho tiende a 0, lo que implica |f(z) — f(y)| = 0. Como x,y eran dos puntos
arbitrarios de la misma componente conexa, concluimos que f es constante en dicha

componente. ]

El resultado principal de esta seccion sera demostrar que cuando \ > n, el repre-
sentante f definido en el Teorema 2.28 de f € LP*(R™) es Holder continuo. El siguiente

lema es clave para demostrar ese resultado.
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Lema 2.33. Sea 1 < p < oo y A > n. Ezxiste entonces C > 0 que depende de p,n y A
tal que para toda f € LPA(R™), x,y € R™ yr = 2|z — y|, entonces

’(f)hl“ - (f)r,y| < C[f]p,/\ ’13 - y!%

Demostracion. Observemos que para casi todo z € B,.(z) N B,(y), tenemos

((Nra = (Frgl? 27 f(2) = (Nral” +1£(2) = (N ).

Integramos con respecto a z sobre B,.(x) N B,(y) y obtenemos

|B,(x) N B, (y)] |(f)r,:c - (f)r,y|p

p—1 _ P d o » Py
= (/Br(:r)mBr(y) 72 = el 2 /Br(:r)mBr(y) 742 = (el Z)

EQM(LMU@—UMﬁW+AMV@—UMWW>

< 2Pr" [f]p,)\-

Ahora observamos que Bz(z) C B.(z) N B,(y) y usamos que 7 = 2|z — y| para

obtener el resultado. O

Con la ayuda del Lema anterior se deduce el resultado principal de la seccién.

Teorema 2.34. Sea 1 < p < 00 y A > n. Entonces existe una constante C' > 0 que

depende solo de p, X y n tal que

o [F@) = 10)

B ey - U

para toda f € LPA(R™), donde o = % Yy f~ es el representante dado por el Teorema
2.28.

Demostracion. Sean z,y € R" y r = 2|x — y|. Usando el Lema 2.33 y (2) se tiene

1f(@) = FW) < [f(@) = (Dl +1(Fre = Flrgl + 1(Fry — F )]

A—n

< Clflpalz—yl 7.

O

Observacion 2.35. Del Teorema 2.34 se desprende que si A > n+ p, entonces o > 1 por

el Lema 2.32 el representante de f resulta ser una constante, luego LPA(R"™) = {0}.
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EL RESULTADO

Sea f € W*P(R™) y consideremos £ € R arbitrario. Luego, para o € R y r > 0

tenemos, usando la desigualdad de Holder,

/B IRGORGEY

Luego, para casi todo = € B,(xg), si tomamos £ = f(z) e integramos sobre B, ()

P 1
< — —&|P dy.
< Bl oo 1) =€y

1

|(f)rzo — &P = EXEDIE

obtenemos

1
) = (Praol” dr < 7oy x) — Pdx dy.
/Br(xo) |f( ) (f) ’ | = |Br(x0)| //T(Q?O)XBT(J?O) |f< ) f(y)l 4

Ahora, observamos que |B,.(zo)| = w,r™ y que |z —y| < 2r si x,y € B,(x). Luego,

la dltima integral se acota por

2 n+sp _ D 2n+sp
wp " (@0)x By(wo) 1T — Y[ ’

n

En conclusién, se ha demostrado que
[, o V@ = (ol de < Cro1sL, ®)
By (xzo

donde C > 0 depende sélo de s,p y n.
La desigualdad (3) implica que W*P(R") C LPA(R™) con A = sp > n. Luego,

aplicando el Teorema 2.28 obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 2.36. Sea s tal que 1 < p < oo y0 < s <1 con sp > n. Entonces dada
f e WsP(R"™) existe f continua tal que f = f c.t.p. y

f(@) = fy)]

sup s
ety |v—y|r

< C[f]&p-

donde o = s—% y C > 0 depense solo de s, p yn.
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Capitulo 3

Comportamiento Asintético

Introducciéon

Al estudiar los espacios de Sobolev fraccionarios W*P(Q2), con 0 < s < 1, he-
mos visto que se definen mediante seminormas que capturan interacciones entre pares
de puntos del dominio, lo que los convierte en herramientas naturales para modelar
fenémenos de difusion no local. A través de ellos se pueden analizar procesos donde
cada punto interactia con una vecindad extensa, reflejando dinamicas de largo alcance
que no aparecen en los modelos clasicos.

Dos resultados fundamentales marcan los extremos del parametro de diferencia-
bilidad. Por un lado, al acercarse s a uno, aparece la pregunta de si estas normas
fraccionarias convergen y hacia que convergen.

El teorema de Bourgain—Brezis—Mironescu muestra que cuando s tiende a uno, las
energias fraccionarias convergen hacia la energia clasica de Sobolev. Conceptualmente,
esto significa que las interacciones no locales se concentran en vecinos inmediatos y
terminan reproduciendo la difusion local, dependiente del gradiente. De este modo, se
asegura que la teoria fraccionaria es coherente con la teoria cldsica y que las derivadas
fraccionarias constituyen una aproximacion natural a las derivadas ordinarias.

Por otro lado, el resultado de Maz’ya—Shaposhnikova describe lo que ocurre cuando
s tiende a cero. En ese caso, las interacciones no locales se vuelven globales y uniformes,
perdiendo sensibilidad a la estructura diferencial. La seminorma fraccionaria se reduce
a la norma LP, lo que refleja una difusién completamente no local, donde cada punto
del dominio se conecta con todos los demas de manera homogénea.

En conjunto, estos comportamientos asintéticos muestran que la teoria fraccionaria
no es aislada, sino que se enlaza naturalmente con los modelos clasicos. El limite s — 1

recupera la difusion local, mientras que el limite s — 0 refleja una difusién global y no
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local. Esta transicion fundamenta el uso de espacios fraccionarios en problemas donde

la escala de interaccién, ya sea corta o larga distancia, resulta esencial.

3.1. comportamiento asintético cuando s 11~

Comencemos con unos lemas preliminares.

Lema 3.1. Sea f € W?(R"), 1 < p < oo. Entonces se tiene que

( )|p NWy, 1 P
@) = TP gy <™ (L e+ 2 e
[/R"XR" |,j[,‘ — |n+5P ray = P 1— 3 || f”p+ S ||f||p )

para 0 < s < 1, donde w, es la medida de Lebesgue de la bola unitaria B;.

Demostracién. Para empezar, observemos que si h € R", entonces, si f € C}(R"),

f(x+h)—f(a:):/0 %f(x+th)dt:/o Vf(x+th)-hdt.

Luego, obtenemos

LAY

)= ) < [ 1956+ )l hlde < o (/ \Vf<x+th)lpdt> |
0 0
de donde

1
fatm) = faprde <l [ [ 1V mp s = pp [ Vi@,

R™ R

donde hemos usado el Teorema de Fubini y la invariancia de la integral con respecto a

traslaciones.
Usando finalmente la densidad de C}(R") en W1P(R") obtenemos

([ 1#esn = s@pas) < wiws, 0

para toda f € W'P(R"™). Ahora,

|f(z) = fly)” // f@+h)— f(x)]
dx dy = dxz dh
//Rann |z — y|"+3p v= R7 xR™ | h|tsp
= /1 —|h|n+sp ( . |f(x +h)— f(z)]P d:v) dh

+/R”\B Th[is (/ |f(z 4+ h) — (:C)|pdx) dh

=141
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Para acotar I se usa (1). En efecto,

1 1 nw

1
I< HVfHﬁ/B1 Wdh: vaﬂznwn/o rE— e = p(l—_"S)HVng

Para acotar /1, observamos primero que

f(@+h) — f(z)Pde < 2p—1/ (If @+ )P +1f(@)F) dv = 27| ]},

Rn n
de donde
1 ° 1 - 2P,
L T A e 11
Combinando ambas cotas obtenemos el resultado deseado. O
]

El siguiente lema sera de utilidad. Usaremos la notacion

1
C’exp(——2> , siz] < 1,
p(x) = 1 — [z

0, si |z > 1,

donde C' > 0 es tal que [y, pda = 1.
Llamamos a p nicleo regularizante estandar. Observemos que p es una funcion
radial, no negativa, p € C°(R™) y supp(p) = Bi1(0).

Construimos, a partir de p, las aproximaciones de la identidad

p=(x) = ip<x>

en €

Estas funciones {p.}.>¢ verifican que p. € C°(R"), supp(p:) = B:(0), p- > 0,

/ pedx = 1.

Finalmente, dada f € LP(R"™) definimos las e-regularizaciones como

fe(w) = fxp(z) = o flx—y)p(y) dy.

Luego, como se sabe, si f € LP(R")NC°(R"), f. — f en LP(R™) y si f tiene soporte

compacto, entonces f. también tiene soporte compacto.

Lema 3.2. Sea f € LP(R") y fe las e-reqularizaciones. Entonces tenemos que

p p
LTy T
R xR |9U — ?/|"+5p R xR |$ — ?/|n+5p

para todo e >0y 0 <s<1.
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Demostracion. Para empezar tenemos que

I 5 jf)_;ﬁi(i)'p dady~ [ ( [ ke ) = L) d:c) T @

Ahora, usando la desigualdad de Jensen,

p

o+ b~ Lo do= [ &
<[ [ @ h—p - e pPodyda
[ ([ 11 n=) = s - prac) ptas

[f (@ +h) = f()" de,
R”

[ G h=w) = o= ) v)dy

Rn

donde hemos usado la invariancia de la integral con respecto a traslaciones y que p.
tiene integral uno.

Combinando esta desigualdad con (2) el resultado queda demostrado. O

Finalmente observemos qué sucede cuando truncamos una funcién para hacerla de
soporte compacto. Para eso, tomamos n € C(R") tal que n(z) = 1 si z € By(0),
supp(n) = B2(0), 0 < n(x) < 1 para todo = € R" y definimos

() = n(%) :

Observemos que la sucesion {n }ren verifica que

m € CP(R™), 0<n. <1, m=1 en Bg(0),

Vil (3)
supp () = B(0), [Vl < 0.

Luego, dada f € LP(R") definimos las truncaciones de f como f; := n f. Para estas

truncaciones se tiene el siguiente lema.

Lema 3.3. Sea f € LP(R™) y {nk}tren dadas por (3). Luego, llamando fy := ngf

tenemos que

ful@) — Fuy)P /() = F)P Tl
/. o — g d”““dy“(// |a:— g d“s(l—s))’

donde C' > 0 depende solo de n y p.

Demostracion. Primero observemos que

[fu(@) = S < 227 (I (@)P1f (=) = f@I + 1F @) FIne(x) —me@)FF) - (4)
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y luego,

[fi(@) = S ()P f(x) = f)l?

()P 5 [|77k(a:) — ne(y) P dx] dy). (5)

o=y

R

Por otro lado,

— p — p — p
/ |7k () ﬁii(y)| dx—/ |7k () 7711(9)| d:r:+/ |7k () ﬁii(y)| dr
no |z —y|rter Biy) T —y|rTeP R\Bi(y) |7 —y|"TeP

Ahora,
1

1 B [Vl nw

P — ! = = -

TNl | et = I s,
v o 1 or
II S 2panH€O nwn/ T ’r‘n—l dr = nwn.

1 rn Sp Sp

Combinando estas iltimas estimaciones con (5) obtenemos el resultado deseado. [

Observacion 3.4. Esta cota se puede mejorar. En efecto, si en (4) se usa la estimacién
(a+b)P < (140)a? + Csb?, d > 0 arbitrario,

se obtiene que

|fk($)—fk(y)| // ( )|p
drdy < (1 +6) dz dy
//Rann |z — y|ntsp R xR |1' — y|rtep

1
+CaClup) (s + 5 ) W

Observemos que de (6) obtenemos que, dado § > 0, existe kg € Ny 59 € (0,1) tal

(6)

que para todo k > kg y 0 < s < s se tiene

(@) = Fely)l? // /(@) — FW)P
1— < 1
// |:c— w dzdy < (1+0)( |x— s Y
A1

EL RESULTADO

Veamos ahora este lema que es la clave para el teorema que demostraremos a

continuacion.
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Lema 3.5. Sea f € C*(R"™). Entonces, para todo x € R™ fijo, tenemos que

lim (1 — s) /n Mdy = K(n,p) |[Vf(z)]",

s—1- |z — y|ntsp

Demostracion. Sea f € C?(R") y llamemos M := ||V f||.. Observemos que existe
C=C(M) >0 tal que

lla? — ]| < Cla — 1), para todo 0 < a,b < M.

Por otro lado, tenemos que

/(=) — f(y)] x
ey =Y ‘Vf(m)'\:v—y\
De donde deducimos que
/(= )|”_< _x—y) ‘\f fwl Ty
ot - (v o= el D ey
< Clz —yl. (7)

Observar que hemos usado que f € C*(R") en la tltima desigualdad.
Ahora bien,

|f($)—f(y)\pd _ !f(l")—f(yﬂpd |f($)—f(y)\pd
/n |z — y|"tep Y /B1(x) |z — y|rep vt /R"\Bl(a:) |z — y[ntep Y
= I+11I.

Para acotar I se procede de manera similar al Lema 3.1. En efecto,

P p
s [ oy =2

R\ By (2) 1T — Y|P  sp "

Luego, tenemos que (1 — s)II — 0 cuando s — 17.

Para estimar I usamos (7) y deducimos que
|f(z) = Fy)”

/].;h(:c) |(L’ - y|p

1 1 1
<C dy = Cnw,, | ———— ™" dr
- /B1(:v) |z — y|rtep—p-t Y /0 rrtsp—p-l

B Cnw,
S 1l4p(l—s)

1

|I _ y|n+8p—17

(Vf( ) - \x y|>p dy
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Luego tenemos que

: @)~ Wl , [ eoy P dy
lim 1_5/—dy:hm [ Vf(z)- '
S oo e =yl Jpd )Bm> ) [z —yl| |z —yter
Finalmente,
P 1
T —y dy 1
Vf(z)- :/ (/ Vf(z .Zpdgz) dr
/;1(@ ( ) ’33 - y’ |l’ - y|n+sp7p 0 sn—1 | ( ) | rsp—p+1

B pul_ 5 / [V f(2) - 2P dS..

Para concluir, observemos que
| IV#@) apas. = 9sap [ Jalds.
Sn—1 gn—1
de donde deducimos que

lim (1 —s) /n Mdy = K(n,p) |[Vf(z)]",

s1- |z — y|rtep

Ahora si podemos pasar a la demostracion de nuestro resultado principal.

Teorema 3.6 (tipo Bourgain- Brezis-Mironescu). Sea 0 < s < 1 < p < o0 y sea
f € LP(R™). Entonces se tiene que

, @) = fwP )
in =) [[ L by = Kop) [ (s e

donde

1
K(?’L,p) = _/ |Zn|p dSz
p S§n—1

Demostracion. Por Lema 3.5, s6lo tenemos que mostrar la existencia de un mayorante

integrable. Sea f € C%(R"™) y supongamos que supp(f) C Br(0). Sea

Fy(z) = </ %dy)w'

Entonces, si |z| < 2R, sigue que

\Fs(x)]p:/ |f($)_f(y)|pdy+/ |f<$)_f(y)’pdy:[+”'
Bag(x) R7\ Bag(z)

|z — y[er |z — y[ P
Razonando igual que en los lemas previos obtenemos que

_ s

I's (1—s)P’

2p »
sp
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Ahora, si |z| > 2R, tenemos que

_ )l dy@:< )l dym
o= ([ atmt) = ([ mrmt)

Pero |z — y| > |z| — R > 3|z|. Luego
rers(Z) i< () e
N ~ | "
s % <s< 1.
Luego, para % < s < 1 obtenemos que

1 n
(1= s)Fy(z)P < C (XBQR(O)(ZB) T o X&"\B2n(© (93)) € L'(R"),

donde C' > 0 depende de n, p, f, pero es independiente de s.
Luego, el teorema queda demostrado para f € C2(R"). Para extenderlo a f €

W1P(R™) arbitrario, observamos primero que si llamamos

entonces [-];,, es una seminorma, i.e., es no negativa, homogénea de grado 1 y verifica
la desigualdad triangular [f + gls, < [f]sp + [9])s.p-

Debemos entonces ver que

i (1= 8)"[filsp = K(n, p)’[IVFI[5-

k—o0

Sea f € C*(R") tal que fr — f en W'P(R"™). Luego

(1= 8)"[fulsp = K(n, )" IV FIEN < 11 = ) [felsp = [filssl
H =5 filsp = K(n, ) [V fill)
+ K, ) IV Ielly = IVAIRI =T+ IT + T11.

Usando la desigualdad triangular de la seminorma [-];, junto con el Lema 3.1, el

primer término se acota:

(1= 8)[felsp = [felspl < (L= 8)"Lfs = filsp < Cn D) fie = fill1s

Luego este término converge a cero cuando £ — oo uniformemente en s.
El tercer término también converge a cero cuando k — oo uniformemente en s.

Luego, dado € > 0, existe ky € N tal que
(L= )" [felsp = K, p)PIIV fll o] < €+ (1 = )" [flsp — K (n, p)P[IV fiel| o |,
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para todo s. Luego, haciendo s 1 1, se concluye lo deseado.

Para terminar la demostracién del teorema, resta ver que si f € LP(R"), entonces

p
lim inf(1 // ( ) dzx dy < oo, 8
st Rn xR™ |$ — y|n+sp ( )

implica que f € W1P(R").
Ahora, si f € LP(R"), truncando y regularizando como en el Lema 3.2 y 3.3,

construimos la familia { . }xe>o0,

Jre = pe* (f),

que tiene las propiedades
fre € C‘”(R”), (9)

p
lim inf(1 // e E| — JrW)l dx dy < C, (10)
nxR™ xr —

Y] y[nep

con C' independiente de k € Ny ¢ > 0. Observar (10) es consecuencia directa de el
Lema 3.2 y 3.3 y de la hipétesis (8).
Ahora, por (9) y por la primera parte de este teorema, tenemos que

P
K(n,p)|V |, = lim(1 // |fk5|x — oW gy <
n xR” -

R

Luego, la familia {fi.}rc>0 es acotada en WP(R™). En consecuencia, existe una
sucesion f; = fi o, conj — ooy f € WHP(R") tal que f; — f débilmente en WP (R").

Mas ain, como
| fee— fll, > 0 cuando k — ooy € — 0,

concluimos que f; = f, de donde f € W?(R™), como querfamos ver.

El caso de una sucesion

En el Teorema 3.6 se considera el caso en que la funcién f € LP(R") es fija. Sin embargo,
en muchas aplicaciones es 1til considerar funciones f que dependan de un parametro
€ (0,1) este el contenido del teorema que enunciaremos y pasamos a demostrar.

Previamente enunciaremos unos lemas preliminares.

Teorema 3.7. Sea {si}ren con sy T 1 y {fx}ren C LP(R™) tal que

¥ p
Sup(l—sk)/ [filz) ~ n+§ vl dedy <oo y suplfill, < oo.
keN RoxRn [T — Y|P keN
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Entonces existe f € LP(R") y una subsecuencia { fi; }jen C { fr}ren tal que fr, — f
en LF (R™). Mds aiin, f € W'P(R™) y se tiene la estimacion

| fi(x) — fr(y) P

|z — y[rtorr

K(n,p)/ |V f(x)]Pdx < h’lgninf(l - sk)/ dx dy,
R~ 0 R

nxRn
donde K(n,p) viene dada por el Teorema 3.6.

Lema 3.8. Sea (X, u) un espacio de medida finita y G, H € L*(X) tales que

(G(x) = G(y))(H(z) = H(y)) = 0. (1)

Entonces se tiene

1
GHd 2—/Gd/Hd.
/X a M(X) X IuX a

Demostracion. La demostracion es inmediata de la desigualdad de monotonia (1). En

efecto, (1) es equivalente a
G(x)H (x) + G(y)H(y) = G(z)H(y) + G(y) H (x). (2)
Integramos esta desigualdad respecto de x e y y obtenemos

2u(X)/GHduZ2/Gdu/ H dpu.
X X X

]

Lema 3.9. Sean g,h : (0,1) — R, medibles. Supongamos que g(t) < g(%) para
t € (0,1) y que h es decreciente. Entonces, dado r > —1,

1 r 4 1 1 1
/0 Fg(t)h(t) dt > 5 /0 t"g(t) dt/o t"h(t) dt.

Demostracion. La idea de la demostracién es usar la monotonia en saltos de % para la

g vy luego aplicar el Lema 3.8

Tenemos,

=1 Vo s
:]ngn/é “o(5)h(5) &
1 ., /s s
=/, ;y(m)”(@)h(?) s,

donde hemos usado el Teorema de la convergencia mondtona en la ultima igualdad.
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Observemos que tomando h(t) = 1 en la igualdad anterior, obtenemos

/01157“9(15)&:/22”+1 ( )ds

Ahora aplicamos el Lema 3.8 a H(j) = h (35), G(j) = g9 (5) s, n({j}) = 507 ¥

obtenemos

izf <2J>h(%>zz°°1 L i2ﬂ+1>9<23>§:21 ( )

=0 J=0 270+ j=0 j=0

o0 [e.o]

1 1 s 1 i
- (1 - F) ) 25+ Y (23) Z s (27> '

=0

Observemos que, al ser h decreciente, se tiene que, para j > 1,

1 1
27 1 27 or+l _q 1 1
T < — r = . - .
/_1 th(t)dt_h(m)/.l trdt = —— Qj(rﬂ)h(y)

2J+1 oJ+1

Usando nuevamente que h es decreciente, se tiene que h (%) <h (%) para0 <t <1,
de donde

! ol 1SN 1 Vot
/Oth(t)dtg — ¥2j(r+1)/0 h<27> dt.
j:

Juntando estas estimaciones obtenemos

[ esoman= 523 ra0s) [ rars)

como queriamos ver. [

El siguiente resultado es clave.

Teorema 3.10. Sea 1 <p < oo, f € LP(R"), 0 < s1 < s9 < 1. Entonces

p
// ( ) dr dy < 20—s0p // JE vl dx dy
Rn xR™ |55 — Z/|”+slp R7 xR™ |I — y|nreep

nw, (1 — s1)2°
S$1p
Demostracion. Sea f € LP(R™) y para t > 0 definimos

|f ()] de.
R

1
—/ |f(z+tw) = f(2)] dvdS, = n_l/ |f(z+h)— f(z)|P dxdS),.
sn-t JRe e Jyni=ty Jre
Esta funcién verifica
F2r) = / F(z+ 2tw) — F(2)[? da S,
Snfl Rn
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< 2r (/ \f(x—|—2tw)—f(x+tw)\pdxd5w)
Snfl Rn
+/ ]f(:c—l—tw)—f(:z:)\pd:z:dSw)
Snfl Rn

< 2,,/ f(a+ tw) — f(@) dudS, = 2F(2).
sn—1 Jgrn

Luego, si definimos g(t) = f;:( ) se tiene que g(2t) < ¢(t) para todo t > 0.

Ahora observemos lo siguiente:

h p
[ [ Mahotir,,
<1y Jrn |h|tsp

p
o B
{nl=t} Jrn t P

1 |
_ /O P () di = /0 () (3)

Consideremos ahora 0 < s; < s; < 1. Entonces

1 1
1 1 1—(1—s9)p 1

D dt — tT=0=s1)p | —— ¢t
A tlf(lfsz)pg( ) /(; t17(1781)Pg ( ) tl(_s%l—_ss11)§’p

Aplicamos el Lema 3.9 con r = (1 — s;)p — 1 y h(t) = t~(2750P y obtenemos

| (1—s1)p | |
[ wasmeaz =5t ([ oo ) ([ o) @

1 1—s [! 1
= : t) dt.
2l=s1)p 1—59 /0 g1=(=sup 50t

De (3) y (4) deducimos que

_ p
(1—s1) / / £E+h+ f(z)] drdh
2(1—s1)p (|nl<1} JR" |h[rtep

(x+h) = fx)]?
(1—s / / dxz dh. 5
? {lh|<1} JRn | h[tsep ©)

Finalmente, observamos que

(x+h)— f(z)]P /°° 1 nwy, 2P
dz dh < 2P| fII7, nws, dt =
Joon Lo < 2L e | 1

Combinando esta tltima desigualdad con (5), concluimos la demostracién del teo-

rema. O
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Utilizando el Teorema 3.10, la demostracion del Teorema 3.7 se deduce facilmente
como se mostrara a continuacion.

Demostracion del Teorema 3.7

Sea 0 < s 11y sea {fr}ren C LP(R") tal que

keEN kP

. o)~ B,
p(1 S rdy < oo, y supl|fill, < oo.
nR" ’Jf ’ keN

Fijemos 0 < ¢t < 1. Luego, por el Teorema 3.10, tenemos que {fi}reny € WHP(R™)
es acotada y entonces, por el Teorema de Rellich-Kondrashov, existe una subsecuencia
(que seguimos denotando {fx}ren) vy una funciéon f € LP(R™) tal que f, — f en
L{’OC

que fr — f c.t.p. en R™.

(R™). Més aun, pasando eventualmente a una nueva subsecuencia, podemos asumir

Por el Lema de Fatou, tenemos que

1f(z) = fQy)l” // |[fi(z) = fr(y)]?
dx dy < hm mf dx dy.
//IR”XR" |z — y’"+tp R" xR™ |3j — y[**P

Usando el Teorema 3.10 una vez més, obtenemos

1 — p
: [7 @ =Wl
1 - Sk R xRn ’35 - ’an

_ p
< lim inf Sk // (@) = fiw)] dz dy
mE i

nw,2P(1 —t)
_|_—
tp

M,

donde M = supjey ”ka£-
Finalmente, el resultado sigue tomando el limite ¢ 1 1 y usando el Teorema 3.6.

3.2. Implicancias de Bourgain-Brezis-Mironescu

En esta seccién analizaremos dos consecuencias de los Teoremas 3.6 y 3.7 Para eso
empezemos introduciendo algunas notaciones.

Llamamos, para 0 < s < 1 < p < o0

WHP(R") = {f € L"(R") : [f]sp < 00},

@ = P, 7
</n/n ‘l’— ‘n-&—sp dx dy>
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Sea ) C R™ abierto acotado y definimos, para 0 < s < 1
WEP(Q) ={f e W*P(R"): f =0 c.t.p. en R"\ Q}.

En lo que sigue, toda funcién de LP(2) la supondremos definida en R"™ con valor 0
en R"\ Q.

3.2.1. Desigualdad de Poincaré

Una primer consecuencia es la desigualdad de Poincaré.

Teorema 3.11. Sea A la constante dptima en la desigualdad de Poincaré

Pd A Vi§iPd
/Qm v < /Q\ fIP da 1)

para toda f € W,7(Q).
Entonces, dado 6 > 0 existe 0 < so < 1 tal que

para todo sy < s < 1 y para toda f € LP(Q). La constante K(n,p) viene dada por el

Teorema 3.6.

Observacion 3.12. La constante A de la desigualdad (1) depende de n,p y Q.

En consecuencia, el pardmetro sy también depende de n,p y €.

Demostracion. La demostracion es por el absurdo. Supongamos que el enunciado es

falso, luego, existe una constante C' > ( una sucesién s; T 1y f; € LP(Q2) C LP(R™)

)7

|JJ fJ )’ 1
A, =1 dzdy < —
Hf]Hp ’ 1 — S /n /n ]x — y[”“ﬂ’ y= C

Por el Teorema 3.7, pasando eventualmente a una subsucesién, tenemos que existe
feW(Q) tal que, f; — f en LP(R™) y c.t.p. en R™. Luego, f € Wy *(Q), || fll, = 1,

nuevamente por el Teorema 3.7,

K pIS IV fllp < liminf o—— //

tales que

d dy < —

e

]

Corolario 3.13. Sea Q2 C R"™ un abierto acotado y 1 < p < oo. Eziste entonces una

constante C' > 0 que depende de n,p y ) tal que

p
£l < © // SO deay

para todo 0 < s < 1 y para toda f € LP(Q

48



3.2.2. T'—convergencia de funcionales

Se definen los funcionales J, : LP(€2) — R como

(1= 8) ffopee PO G dy i f € W™ (%),

00 sino

Ts(f) =

Definicién 3.14. Sea (X, d) un espacio métrico y Fj, F : X — R, j € N. Decimos que

r . . o
F; T-converge a F', que se nota F; — F, si se verifican las siguientes:

» (desigualdad del limite inferior) Para todo z € X y para toda sucesién {x;},en C
X tal que lim;_,., x; = z, se tiene que
F(z) < liminf F;(z;);
j—o0
» (desigualdad del limite superior) Para todo = € X, existe una sucesién {y;}jen C
X tal que lim; o y; =2y
F(z) > limsup F;(y;).

Jj—00

De los Teoremas 3.6 y 3.7 se desprende inmediatamente que J; L J, donde T :
LP(Q) — R viene dado por

K(n,p) [oIVfIPde sife Wy (),
J(f) =

00 sino
En efecto, el Teorema 3.7 es exactamente la desigualdad del limite inferior, mientras
que el Teorema 3.6 dice que tomando f; = f se tiene la desigualdad del limite supe-
rior.La principal caracteristica de la ['-convergencia es la que implica la convergencia

de minimos.

Teorema 3.15. Sea (X, d) un espacio métrico y F;, F : X — R, j € N, tales que
F; L F. Asumamos que para cada j € N eziste x; € X tal que Fj(z;) = inf Fj y
supongamos que la sucesion de minimos {z;}jen C X es precompacta.

Entonces todo punto de acumulacion de {z;}jen es un minimo de F y se tiene que

inf ' = lim inf Fj.

]—}OO

49



Demostracion. La demostracion es bien simple. Sea x € X un punto de acumulacién
de {z;} en. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que lim;_,., x; = z. Luego,

por la desigualdad del limite inferior, tenemos que

F(z) < liminf Fj(z;). (3)

j*)OO

Por otro lado, de la desigualdad del limite superior, sabemos que, dado y € X,
existe (y;)jen C X tal que y; =y y

lim sup inf F; < limsup Fj(y;) < F(y).

Jj—00 Jj—o0

Como y € X es arbitrario, podemos tomar infimo en la iltima desigualdad y con-

cluir que
lim sup inf F; < mf F. (4)
jooo X
Combinando (3) y (4) se concluye el teorema. O

Consideremos ahora g € L”)(2), s 1 1 y definamos los funcionales Fj, F' : LP(Q) —
R dados por

F(f) =, /mm5fﬂ /mm (5)

Es fécil ver que, como J, L g y [+ [, fgdx es continua en LP(€2), entonces
r
F; — F.
Queremos entonces aplicar el Teorema 3.15 a estos funcionales F;. Para eso de-
bemos verificar que existe f; € LP(€2) que minimiza F; y que la sucesién {f;}jen es

precompacta en LP(£2).

Lema 3.16. Sea 0 < s <1 < p < oo y 2 C R” abierto acotado. Sea g € LP().

Entonces existe una unica funcion f € WiP(Q) tal que

—/mmz @f{@@—/wm]
Q weW; P (Q) Q

Demostracion. La demostracion es una consecuencia del llamado método directo del

calculo de variaciones.

= Definimos entonces F : LP(Q) — R como

T(9) — [y 90dz sige W;P(Q),

00 sino

F(g) =
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= Este método consiste en lo siguiente:

1. Probar que F es acotado inferiormente.
2. Probar que una sucesién minimizante para F' es precompacta en LP(£2).

3. Probar que F es semicontinuo inferior en LP(£2).

O

Supongamos demostrados estos pasos, entonces la demostracion sigue de la siguiente

manera: Sea {f;}jen C LP(Q2) tal que

lim F(f;)= mf F(g)> —o0.

Jj—00 g€ WOLP (Q)

Por el item 2, podemos suponer que lim; ., f; = f € LP(2), donde el limite se

entiende en sentido LP(2). Finalmente, por el item 3,

F(f) <liminf F(f;) = if F(g),

j—)OO gGWOLP (Q)

lo que da la existencia.

La unicidad se desprende de que F' es uniformemente convexo, i.e.
Ftf+(1—t)g) <tF(f)+(1—-t)F(g) sif#g, 0<t<Ll

En efecto, si f; # f5 son dos minimos para F', entonces

Ji+ [ F(fi) + F(f2)
) <

= if Flg),

mf F(g) <F (
2 gEW, P ()

gEW, P (Q)

lo que es un absurdo.

Para finalizar la demostracion debemos entonces probar los items 1, 2 y 3 y, ademas,
que F' es uniformemente convexo.

Demostracion del item 1.

La demostracion de este {tem es una consecuencia de la desigualdad de Poincaré .

En efecto,considerando los funcionales previamente definidosJ; (2),

/Q fode < | fllole < CIV o

Luego, usando la desigualdad de Young con ¢, obtenemos que existe una constante

C que depende de 2,p y n tal que
1
| soids < 33.0)+ Clolfin. ()
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Usando (6) concluimos

FU) = 940 - [ fodo = 3545 = Clolfins > —x, 7

lo que concluye la demostracion.
Sea {f;}jen C LP(£2) una sucesién minimizante para F, i.e.
lim F(f;)= inf F(g).
Jim F(f;) = inf F(g)
De (7), deducimos que

sup J=(f;) < oo,
jEN

es decir, {f;} C W& () es acotada. Luego, por el teorema de compacidad de Rellich-
Kondrachov, sigue que la sucesién {f;} es precompacta en LP(€2).

Demostracién del item 3.

Sea {g;}jen C LP(Q2) tal que lim;_,, g; = ¢, donde el limite se entiende en norma
LP(Q2).

Observemos que

lim gjgzﬁdx:/ggbdx.
Q Q

j—o0
Por otro lado, podemos suponer sin pérdida de generalidad que g; — g en casi todo
punto de R™. Luego, por el Lema de Fatou,
_ p () — a:(u)|P
R7xR™ R™ xR"™

o=yl = o — gl

De estas dos desigualdades deducimos que

F(g) < liminf F(g;),

j—00
como queriamos ver.
Demostracion de la convexidad uniforme.
La aplicacién g — fQ g dx es lineal. Luego alcanza con demostrar que J; es uni-
formemente convexa.
Ahora, la convexidad uniforme de J; es una consecuencia inmediata de la convexi-

dad uniforme de la funcién x — 2P para p > 1 y es dejada de ejercicio al lector. n

Lema 3.17. Sea {s;}jen C R tal que 0 < s; T1y1 < p < 0o. Sea @ C R" abierto
acotado y F : LP(?) — R, j € N dados por (5.5). Dado j € N, sea f; € LP(Q) el

minimo de F;. Entonces tenemos que la sucesion {f;}jen C LP(S2) es precompacta.

Demostracion. La demostracion es una consecuencia del Teorema 3.10 y de la desigual-
dad (5.7). ]
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Como corolario de los Lemas 3.16 y 3.17 y del Teorema 3.15 obtenemos el siguiente

resultado:

Teorema 3.18. Sea 2 C R" abierto acotado y sea 1 < p < co. Sea {s;}jen tal que
s; T 1. Consideremos las funcionales F;, F' : LP(Q2) — R definidos por 3.15 y sea
{fi}jen C LP(Q) la sucesion de minimos de {F};};en. Entonces existe f € LP(Q)) tal
que f; = f en LP(Q) y f es el minimo de F'. ]

Demostracion. Por los Lemas 3.16 y 3.17,podemos aplicar el Teorema 3.15 a los fun-
cionales Fjj ey Y F'. Restarfa ver que toda sucesion fjjeN es convergente. Pero eso es

una consecuencia de que F’ tiene un tinico minimo por ser uniformemente convexo. [

3.3. Comportamiento asintético cuando s | 0"

En esta seccion analizamos el caso limite cuando s | 0 de los funcionales 7, . Este
tipo de resultado se conoce como de tipo Maz’ya-Shaposhnikova, en referencia a los

resultados obtenidos en [12]. Es decir, dado el siguiente funcional

1_ p
e b,
R xR |35 — ?J|n+‘9p

nos interesa estudiar el limite

lim sJs(u).

sl0t

Primero definimos el siguiente peso dependiente de s:

<1
= 23/ / T dr dH" 1.
sn=1 Jajz 7T

Observamos que este peso satisface la siguiente expresién:

2=y, 1

p |z

bs(z) =

Suponemos que existe la funcién limite

b(x) = 11’{{)1 bs(z) para casi todo z € R".

2Nwn

Notar que para casi todox € R" se tiene b(z) = =

Teorema 3.19. Si u € W*P(R"™) para algin sy € (0,1), entonces
lim 57, (u) = / () Pb(x) da
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La demostracién de este resultado sigue la estrategia general desarrollada en [12],
pero también aplica algunas ideas de [13].

La prueba sera consecuencia directa de los siguientes dos lemas. El primero es una
desigualdad tipo Hardy con pesos:

Lema 3.20. Sea u € W*P(R™) para algin sy € (0,1), entonces

h’rn&)nf sTs(u) > |u(z)[Pb(z) dx

Rn
Demostracion. Consideremos

p
= / )P 3y g
Rn, b2/ [P]"TP

1
IP:/ (/ dh)u:cpd;c
<1
= deHn_1> ulz pd:lj’.
/R"\</S\n1 /2m| 7’1+5p l| ( )|

bs(2)

Ahora, si sumamos y restamos u(z — h) y utilizamos la siguiente desigualdad
Sea =1z vy1—0=1

Entonces

&€

(8 <o -y

se tiene para todo € > 0,

. —ulz — B
< (1+¢) 1/ [uz) — u(x dh dz
( ) R, |h[>22] |h|tsp

p—1 D
(1+5) / / |u(z = h)[? - h)| I di
n J|h|>2z| W" P
p—1
(1+5)p1a”—|—( ;LE) b

Acotamos primero (b)?

. Como |h| > 2|x|, se tiene que :
bl = |h+ 2 — 2| <[h— 2]+ |z|

|hf =[] < |h — x|

IA] = Jel] < |~ 2]
) 1]
S = 1A= S < b —al
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Por otro lado,

h 3
o= bl <l + bl < |4 oy = 2pn

Asi,
2
§|$—h| < |h| < 2|z — h|

Entonces

— p
bp:/ Julx = WP ) g
R, |h>2| P[P

IN

(§)"+Sp/ / u@)P
2 n S 2y <leyl<alyl [Y1" o ¢
3 n—+sp p
<_> n+8|p / dx | dy
2 |y| 2|y|<|o—yl <2yl
3\ " y)[P 2
<[= R": =yl <|lz—vy| <2 d
() |y|n+5pu({x€ 2l <l vl <20}
3 ”“p u(y) [P —
(5 a2yl dy
n+sp u p
= nw, P / | (S)J dy.
2 R™ |?J‘

Observamos que esta iltima cantidad es finita por la desigualdad de Hardy ver [15].

Para aP, hacemos cambio de variables
b )

// lute) —ule =W 4y, 4,
n J|h|>2|z] |h|rtsp

) ule) —ue—n)
B /n /|h|>2|a:| |h|ntep dhda = (@)’

donde usamos la simetria implicita en la definicién.

Observamos que los conjuntos {|h| > 2|x — h|} v {|h| > 2|z|} son disjuntos, por lo

_ _ p
2P = a + @ < // [ulz) —w@ = PP 0o
nxR™ |h|ntsp

tanto

Estimaciones inferior y superior para sJ;(u)

Observamos que

1
p P __
sTs(u) > 2saP > 2s T g)p_ll St
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1 2 n+sp P
> [ s - 2 S [ WO,
(1 + 5)p R» ep— 9sp an |y|sp

Finalmente, usando el Lema de Fatou,

liminf s7;(u) > ! / |u(z)|Pb(x) dx

slo+ (I4¢)p

para todo € > 0, y el resultado se sigue. O

El siguiente lema nos da la estimacion superior.

Lema 3.21 (Estimacién del limsup). Para todo u € W*P(R™), con algin s¢ € (0, 1),

se tiene que

lim sup sJ,(u) < |u(z)[Pb(x) dx

s—0 R™

Demostracion. Por simetria se tiene,

_ _ p _ _ p
[ by, [ ooy,
n J|z—h|<|z| |h[tsp n J|z—h|>|z| |h|ntsp

Por lo tanto,

ju(z) —u(z — h)P / / lu(z) —u(z — h)P
dhdxr =2 dhdzx.
//Rann |h|tsp n S |z—h|>|z| |h|tsp

Razonando como en el lema anterior, dado € > 0, obtenemos

u(z) — u(z — )P
() =2 dhd
su(u) = 2s [/n /x—h|22|x |h|rtep ’

_ _ p
+ / / [u(z) “(f M ah de
n Jz|<|z—h|<2|z| |h|n P

<A+ @) o) de

1+¢ ]u h)[P
+ 2s ( ) / / dh dx
n Jja—h|>2|z| W"Hp
/ / lute) —ule = W 4y, g,
n J|z|<|z—h|<2|z| |h|n P
=: ap—l—Qs[bp—i-cp}.

Necesitamos obtener cotas uniformes en s para los términos b” y ¢P. Para b, usamos

que |z — h| > 2|z| implica |h| > 3|z — A/, junto con el Teorema de Fubini, para obtener

—h p P
b < 2”+Sp/ (/ |u(x—+)] dh) dr = 2”pnwn/ [u(@)] dr < oo.
n \Jjp—n|>2)z T — h"T5P Re |T|P
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La desigualdad de Hardy nos da la cota uniforme deseada para (b)?, y por lo tanto

lim sup ¥ = 0.

s—0+

Resta acotar ¢?. Para comenzar, dividimos la integral en dos partes: una donde |h/|

es grande y otra donde |h| estd acotado.

¢ = Jule) = e = W) 4,
R» |$|<||1;L|—<h]\v<2|a:| ’h’nJrsp

|u(z) — u(z — h)
dhd
|h|>N

= +d.

Para acotar ¢}, procedemos de la siguiente manera:

p(T—s) ‘U(ZE) B 'LL(Z' — h)’ p(T—35)
asi /n /z|<|mh<2x| |h|ntTp dhdr < N [l p.r-
|R|<N

donde 7 > s es fijo. De esta expresion se deduce que

lim sup ¢ = 0.

s—07t
Resta obtener una cota para c¢b. Observamos que, como |z| < |z — h| < 2|z| ¥y
|h| > N, se sigue que N < |h| < |h — x| + |z| < 3|z| luego |z| > & v se deduce ademés

|z — h| > £ Entonces

|u(z)[? 1/ / |u(z — h)J?
2p
/n /x|<x h|<2|x\ |h’”+3p dhdz + n Jlzl<|lz—h|<2|z| |h|n+5P dhadz
|h|>N

p—1 p—1 |U T — )|p
<2 /n/m|> ’h|n+spdhd 42 /n/mh> iy dhdr

Al ser iguales nos queda

p 1
. ‘|:Zl|i% |h|mtsp o> TS L
[ee) T.n—l 1
- nanP/ lu(z)|P </ dr) dx = nw,2° ( ) / |u(x)|? da.
jaf> N NPJ Jya>

De donde se deduce que
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op
lim sup ¢ < [ / |u(x)|P dz,
sl0t p || >+

y esta cantidad puede hacerse arbitrariamente pequena si N es suficientemente

grande. 0
Ahora estamos en condiciones de demostrar el Teorema principal 3.19.

Demostracion. Para demostrar el Teorema 3.19 nos valemos de los lemas anteriores

3.20 y 3.21 y el resultado se deduce inmediatamente. O

Observacion 3.22. Breve comentario sobre la desigualdad de Hardy
Relacion entre el término de Hardy y la integral no local

El punto central en la demostracion de la desigualdad de Hardy fraccionaria que
se puede ver [15] consiste en interpretar el peso singular |z|~*” como una contribucién
acumulada de interacciones no locales. Esta observacién permite vincular el término
de Hardy con la seminorma de Gagliardo asociada al espacio de Sobolev fraccionario.

Sea 0 < s < 1,1 < p < ooy supéngase sp < n. Para x # 0 se tiene la siguiente

comparacion
1

1
~ —dy, (1)
|x|sp /{VyE]R": ly|<|z|} |I - y|n+sp

donde el simbolo “~” indica equivalencia hasta constantes positivas que dependen

Unicamente de n, s y p.

La relacién (1) se justifica observando que, si |y| < |z|, entonces |z — y| ~ |z|. En

/ dy 1 / ay = Pl 1
wi<le [T = y|" TP |t J |z[nFsp T |x|oP

lo cual es véalido precisamente bajo la condicion sp < n.

consecuencia,

Utilizando (1), el término de Hardy puede reescribirse como

p
/ Mdm 5/ |u(m)\p/ Lﬂﬂdw
gn || n yl<lz| 1T — Y|P

Intercambiando el orden de integracion se obtiene una expresion de tipo no local:

|u(zx
/n/ T |n+spd ydx.
ly|<|=| Y

El siguiente paso consiste en controlar el valor puntual de la funcién en términos

de sus oscilaciones. Para u € C° (R”) se tiene

ju(z)] <

uw(x) —u dy,
o  lute)—utw)ldy

o8



y, elevando a la potencia p y aplicando la desigualdad de Jensen,

()P < /B () — u(y) P dy.

||

Sustituyendo esta estimacion en la expresion anterior se deduce que

p
[y [ WO,
R |33\ P n Jly|<|z| \x—?/\ P

Finalmente, utilizando simetria y argumentos estandar de reordenamiento de integrales,

Ju(z) — u(y)?
/Rn \wrsp // \:c— s 4

lo cual prueba la desigualdad de Hardy fraccionaria en términos de la seminorma de

se obtiene la cota

Gagliardo. La extensién del resultado a funciones arbitrarias de W*P(R™) se obtiene

por densidad.

29



Capitulo 4
Espacios de Orlicz

Los espacios de Orlicz surgen como una generalizaciéon natural de los clasicos espa-
cios de Lebesgue LP y constituyen una herramienta fundamental en el anélisis funcional
moderno. La primera apariciéon de estos espacios fue en 1932, cuando el matematico
polaco Wiadystaw Orlicz publicé un articulo en el que se estudiaban por primera vez
la propiedad de una N-funcién,con posterioridad se independizaria de dicha propiedad
logrando resultados mas generales a mediados 1936. Uno de los conceptos fundamen-
tales en la teoria de espacios de Orlicz, que desarrollaremos a continuacién es el de la
llamada funcion de Young o N-funcidén. Esta clase de funciones resultaran cruciales

para asegurar propiedades deseables como la separabilidad , reflexibidad etc .

4.1. Preliminares

Definicién 4.1 (Funcién convexa). Sea I C R un intervalo y sea una funcién A: I —

R. Se dice que A es convera si para todo uy,us € I'y todo o € [0, 1] se tiene
Alauy + (1 — a)ug) < aA(ug) + (1 — ) A(ug). (4.1)
Observacion 4.2. Desde un punto de vista geométrico, como ilustra la Figura 4.1, la

condicién (4.1) asegura que el segmento que une los puntos cualesquiera del grafo de

la funcién queda por encima del grafo de la funcién entre esos dos puntos.
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Figura 4.1: Funcién convexa

Ademas, si A es continua y satisface la desigualdad

A (m —; u2> - %(A(ul) - Aw)), (4.2)

entonces A es una funcién convexa. En efecto, supongamos que no se satisface (4.1)

para ciertos uy, us € I. La funcién continua
o(a) = Alauy + (1 — @)ug) — aA(uy) — (1 — a) A(us)

alcanza su maximo en [0, 1] y ha de ser un valor positivo M. Sea «q el menor de los
valores tales que ¢(ag) = My y 0 > 0 de modo que oy — d, g + 0 € [0, 1]. Tomando los

puntos
ul = (o — 6)ug + (1 — o + ) ug, uy = (g + 0)ug + (1 — g — §)ug,

en el intervalo [uy, us] y aplicindoles (4.2) se tiene que
1
Alapuy + (1 — ap)ug) < é(A(u’{) + A(u3)).

Usando esta desigualdad en ¢ se obtiene
1
d(ap) < §(A(UT) + A(uz)) — apA(ur) — (1 — ag)A(u),

donde el miembro de la derecha es precisamente
1
§(¢(040 —0) + ¢(ag +9)),

que se sabe estrictamente menor que My, ya que ¢ alcanza su maximo por primera vez

en «ayp. Por tanto, se llega a la contradiccién
Qﬁ(Oé()) < M().
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4.2. Funcién de Young

Definicién 4.3. Una funcién A : Rt — R* y se llama funcién de Young si puede

escribirse como ,
Atw) = [ atat, (1)

0
donde a : RT — R* es no decreciente, continua por la derecha, a(t) > 0 si t > 0,

a(0) =0y a(t) = oo cuando t — oo.

Observacion 4.4. De la representacién (1), es inmediato que toda funcién de Young es

continua y positiva para todo u # 0.

A partir de la definicién 4.3 se comprueba que : A es convexa, A(0) = 0 y es
superlineal en 0 y en oo, es decir
N
Para demostrar la convexidad de la funcion A, considérense dos puntos u; y uy arbi-
trarios.
Por lo tanto, basta ver que se cumple la condicion (4.2) para 0 < u; < uy. En virtud

de la monotonia de a, se tiene que

(u1tuz)/2
A(ul+u2> :/ alt) dt
2 0

ul 1 (u1+wu2)/2 U
< / a(t) dt + = / alt) dt + / alt) dt
0 2 ul (u1+u2)/2

_%(A“M@ﬁ+lwﬂwﬁ)—§mwn+Mw»

quedando que A es una funcién convexa.

Continuando con las propiedades de las funciones de Young, si se considera us = 0

en (4.1), se tiene que, para todo u,
Alau) < aA(u), (2)

con « € [0, 1]. De la primera condicién de la definicién 4.3, unida a que la monotonia
de a asegura A(u) < wa(u), se deduce que

A
lim A1)

u—0 U

~0. (3)

Y de manera similar, la segunda condicion asegura que

A
lim (1) = 00
U—>0Q u
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Ejemplo 4.5. Las funciones del tipo A(u) = |ul?, con 8 > 1 son funciones de Young.
No es dificil comprobar que A’(u) = B|ul’~!, se ajusta a las condiciones de la definicién
4.3.

Ejemplo 4.6. Si A es una funcién Young, entonces G(u) = e — 1 también lo es.
Se considera g, (u) = ay(u)e?™ es continua por la derecha, positiva para u > 0, no

decreciente, y se ajusta a las condiciones de la definicién 4.3, ver [11].

4.2.1. Funcién complementaria de una funcién de Young

Definicién 4.7 (Funcién complementaria). La funcién complementaria (o conjugada)
de A se define como
A(v) == sup{vu — A(u)}, v >0.

u>0
Esta definicién coincide con la transformada de Legendre—Fenchel de A restringida

al semieje positivo.

Proposicion 4.8. Si A es una funcion de Young, entonces su funcion complementaria

A es también una funcion de Young.

Demostracion. Verificamos una a una las propiedades que caracterizan a las funciones

de Young.

Paso 1: Convexidad. Para cada u > 0, la funcién
v vu — Au)
es affn en v. Como A es el supremo de una familia de funciones afines, se deduce que

A es convexa.

Paso 2: Normalizacion en el origen. Dado que A(u) > 0 para todo u > 0y A(0) =0,

se tiene
A(0) = sup{—A(u)} = 0.
u>0

Paso 3: Positividad para v > 0. La condicién

A
lim ﬂ =00
U—> 00 u

implica que para todo v > 0 existe u > 0 tal que

vu — A(u) > 0.
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Por lo tanto,

A(v) >0 para todo v > 0.
Paso 4: Crecimiento superlineal. Por definicion,
A(v) > vu — A(u) para todo u > 0.

Usando nuevamente que A(u)/u — oo cuando t — oo, se obtiene

lim AW)

V—00 v

Y

es decir, A tiene crecimiento superlineal.

Paso 5: Monotonia y continuidad. Como A es convexa y finita en (0, 00), resulta conti-

nua en dicho intervalo. Ademas, al ser el supremo de funciones crecientes, A es creciente.

Reuniendo todas estas propiedades, concluimos que A es una funcién de Young. [

A continuacién desarrollaremos otra forma de obtener la funcién complementaria
de la funcién de Young A desde la construccion de la inversa generalizada de la funcion

a. Luego se vera que la funciéon complementaria obtenida coincide con la definicion 4.7.

Definicién 4.9. Sea a: [0,00) — R no decreciente, continua por la derecha, positiva
para valores mayores que cero y que satisface las condiciones a(0) = 0 y a(t) — oo

cuando t — oo. Se define la funcién a: [0, 00) — R como

a(s) := sup t.

a(t)<s

Se suele denominar a a inversa a la derecha de a (o también inversa generalizada o

pseudo-inversa de a). Reciprocamente, la funcién a es la inversa a la derecha de a.

Definicién 4.10. Sea a: [0,00) — R una funcién no decreciente, continua por la
derecha, positiva para valores mayores que cero y que satisface las condiciones a(0) = 0

y a(t) = oo cuando t — oco. . Sea a la inversa a la derecha de a. Las funciones

reciben el nombre de funciones de Young mutuamente complementarias.

FEjemplo 4.11. Las funciones

An ="y A =T



con p > 1 y tales que §+% = 1, son funciones de Young mutuamente complementarias.

Derivando la primera, se puede ver que
a(t) = t*~1

cumple con los requisitos para ser una funcién de Young. En efecto, A'(t) = tP~1 es
continua, positiva para ¢ > 0, no decreciente (ya que A”(t) > 0 para t > 0) y satisface

las condiciones de la definiciéon 4.10. Ademas,

Concluyendo que, efectivamente, A es su complementaria.

La funcién complementaria juega un papel fundamental en la teoria de los espacios

de Orlicz, ya que permite formular la desigualdad de Young

w < A(u) + A(v), v,u >0,

Proposicién 4.12 (Desigualdad de Young). Sean A y A dos funciones de Young

mutuamente complementarias. Entonces,

uwv < A(u) + A(v), (1)

y la igualdad se da si y solo siv = a(u)sgn(u) o u = a(v) sgn(v), donde a y a son las

derivadas por la derecha de A y de A, respectivamente.

Demostracion. Sea un u arbitrario. En el caso donde u = 0 el resultado es inmediato,
por tanto, se considerard u # 0. Si v = a(u)sgn(u), por la propia construccién de
las funciones a y a garantiza que las areas acotadas por sus graficas componen un

rectangulo de area ua(u). Esto es,
ua(u) = A(u) + A(a(u)). (2)

Anélogamente,
va(v) = A(a(v)) + A(v).

Obsérvese que, en el caso en el que sgn(u) # sgn(v) no puede darse la igualdad en (1),

ya que A y A son no negativas.
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Considérese ahora v € [0,00). Puede suponerse, sin pérdida de generalidad, u > 0
y a(u) < v. Al ser a(s) = sup{a(t) < s}, si a(u) < s < v entonces u < a(s) < a(v), y

por tanto se tiene que
v

u(v —a(u)) < / a(s)ds.

a(u)

Combinando esta ultima desigualdad con (2) se sigue que

v

u ofu)
uwv = ua(u) + u(v — a(u)) < /0 a(t) dt + /0 a(s)ds + /( )&(3) ds = A(u) + A(v).

Al ser ambas funciones Young con la propiedad de ser pares y mayores o iguales que

cero, la desigualdad anterior es valida para todo u y para todo v. O

Observacion 4.13. De la Proposicién 4.12 se sigue que A(v) > wv — A(u) y, para

u = a(v)sgn(v), se tiene la igualdad. Es por esto que

A(v) = sup {uv — A(u)}.

u>0

Es muy comun encontrar esta igualdad como definicion en si misma de funcién de

Young complementaria.

Observacion 4.14. Sean p,q > 1 exponentes conjugados, esto es i + % = 1, y sean
a,b > 0. Entonces
a? b
ab < — 4+ —.
p q

Esta desigualdad se obtiene particularizando en (1) con las funciones complementarias
Au) = % y A(v) = %.

4.3. La clase de Orlicz

Dado un dominio acotado 2 C R", (€2, 1) un espacio de medida ,y una funcién de

Young A, la clase de Orlicz se define como

£ = {u € @) [ AQuol) du < oo} 1)

Observacion 4.15. Notar que no se nombra directamente espacio de Orlicz si no clase
de Orlicz, porque no necesariamente es un espacio vectorial. Es decir, si u € £4(),
Au puede no pertenecer a £4(£2) para todo A € R, esto va a depender del crecimiento

de A la funcion de Young.
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Observacion 4.16. En muchos libros, la clase de Orlicz se suele definir con una leve

modificacién que es la siguiente:
LAQ) = {u QR medibles : / Alu(a)]) dp < oo} 2)
Q

La pregunta licita seria ;jDefinen la misma clase? La respuesta es si. La inclusién de (1)
en (2) es trivial. Ahora la inclusién de (2) en (1) ya no es tan obvia y debe utilizarse

las propiedades de la funcién de young A. Veamoslo.

A(t)

Demostracion Sabemos que =~ — oo cuando ¢ — oo luego existe un ¢y con la

propiedad que 1 < @ para todo t > t.

Sea Q = {z € Q: |u(z)| > to}, luego se tiene

AMWWSAQWMW+AMMW

smmm+4AwumW<m

Observacion 4.17. Notar que toda funcién u acotada pertenece a £4(Q) pues si |u(z)| <
c entonces [, A(u(z)) du < p()A(c).

Teorema 4.18. Sean A, y Ay dos funciones de Young, y sean L4 (Q) y £42(Q) sus

respectivas clases de Orlicz. La inclusion
LA(Q) C £%2(Q)
se cumple si y solo si existen constantes ¢ > 0 y ug > 0 tales que
As(u) < cAj(u), para todo u > uy.
Ver [14]

Corolario 4.19. Dos funciones de Young A, y As determinan la misma clase de Orlicz

si, y solo si, existen constantes c,d > 0 y uy > 0 tales que, para todo u > uy,
cAx(u) < Aj(u) < dAy(u).

Es razonable preguntarse que propiedad deberia satisfacer la funciéon de young A
con el fin que £4(£2) resulte ser en principio un espacio vectorial. Se demuestra en [14]

que la hipotesis necesaria y suficiente sobra A es que salisfaga la propiedad A,.

Definicién 4.20. Decimos que una funcién de Young A satisface la condicién As si

existe una constante K > 0 tal que
A(2t) < K A(t) para todo ¢ > 0.
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Intuitivamente esta condicion nos dice que la funcion de Young A no crece demasia-
do rapido. Quedan excluidas funciones de Young con crecimiento super-exponenciales
2
tales como A = e — 1.

En nuestro desarrollo prescindiremos de esta hipotesis sobre la funcion A.

4.4. Espacio de Orlicz

Dado un dominio acotado 2 C R™,(€2, 1) un espacio de medida y una funcién de

Young A el espacio de Orlicz L*4(Q2) se define como el subespacio lineal generado por
LA(Q) es decir,
LAQ) == (LY.

Caracterizacién de L*(9)
En el lema siguiente daremos una caracterizacion mas amable del espacio de Orlicz

que nos sera de mayor utilidad.

Lema 4.21. Bajo las hipdtesis anteriores se tiene,
LAQ) = {u € LL.(Q) ' 3k > 0 tal que /QA(%) dp < oo} :
Demostracion. Llamemos
L:= {u € Li.(Q) ‘ Jk > 0 tal que AA(%) du < oo} .

Veamos que L es un espacio vectorial.

= Claramente 0 € L.

= Sean u,v € L, es decir, existen ki, ko > 0 tales que

/QA(%) dp < oo, AA(%) dp < oo.

Tomemos k = k; + ko. Entonces se tiene

[u(@) +o(@)] _ |ul@)l k1 [o@)] ke
k ki Kk ky k-

(4.3)

Sea

kﬁl k:2
ke(o, ), k

Integrando (4.3) y usando la convexidad de A, obtenemos

/QA(WZU’) d,@A/f(%) du+(1—)\)/QA(|]%> dji < 0.
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Por lo tanto, u +v € L.
Seau € L y A € K. Sabemos que existe k; > 0 tal que

/A(M) dp < 0.
o \ki

Tomemos k = |\| k;. Entonces
|>\U(l°)|) / (|U|)
Al =—= | du= [ Al — ) du < oc.
/ ( Ak ) o k)

Au e L.

Por lo tanto,

Luego, L es un espacio vectorial.
Ademss, se tiene que £4 C L, pues basta tomar para v € L4, k=1 .

Por lo tanto,

(£t c L.
Por otro lado, supongamos que existe u € L tal que
VAEK, u¢ (LY.

Como u € L, existe k > 0 tal que

[a() <

Luego,
u
—e LA
k
Por ser (£“) un espacio vectorial, se tiene que
u
k-— e (LY,
Ue et
es decir,
u e (L),

lo cual es una contradiccion.

Por lo tanto,

LA:L:{ueLlloc(Q)‘Elk‘>0talque /A(%’) d,u<oo}.
Q

O

Observacion 4.22. Observar que £4 C L4 el primer conjunto admite las funciones
que integran al componer con A un reescalamiento 1, mientras que L* admite a las

funciones que al componer A integran con algin reescalemiento.
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El modular de Orlicz

Sea A una funcién de Young y sea (€2, 1) un espacio de medida. Se define el modular

de Orlicz asociado a A como el funcional
pat) = [ Alu@)) i, we L@,

El funcional p4 verifica las siguientes propiedades:

(i) No negatividad:
pa(u) >0 para todo wu.

(ii) Convexidad: para todo u,v € Li, () y todo A € [0, 1],

loc

pa(Au+ (1= Xv) < Apa(u) + (1= A)pa(v).
(iii) No homogeneidad: en general,
palau) # apas(u) para a > 0.

Debido a la falta de homogeneidad, el modular p4 no define una norma.
Para obtener una norma a partir del modular, se considera el conjunto unitario

asociado
B:={ueL"Q): palu) <1},

el cual es convexo, balanceado y absorbente. La norma de Luxemburg se define como

el funcional de Minkowski de dicho conjunto, es decir,
|lul|a = inf{k > 0:u € kB}.
Observando que

u€ kB <«<— %EB — pA<%>§l,

se obtiene la expresion habitual de la norma de Luxemburg
, u
|4 = inf {k: >0 pA<E> < 1}.

La presencia del parametro k en el denominador responde, por lo tanto, a la ne-
cesidad de normalizar el modular mediante un reescalamiento, de modo de obtener
un funcional homogéneo. En particular, esta construccién garantiza que || - || 4 sea una

norma y que, en el caso particular A(t) = P, se recupere la norma clésica de LP(€2).
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Proposicién 4.23. La aplicacion || - || 4 definida por

||u||A:1'nf{/\>0:/Q (‘ ’) M<1}

define una norma sobre el espacio de Orlicz LA(€2).

Demostracion. Verificamos las propiedades de una norma.
(i) Positividad y definitud. Por definicién, ||u||4 > 0 para todo u € L. Ademds, si

u = 0, entonces

/A(‘;j) dp=0<1 paratodok >0,
Q

y por lo tanto ||0||4 = 0.

Reciprocamente, si ||ul|4 = 0, entonces para todo € > 0 se tiene

[ (' |>du<1

Haciendo ¢ — 0 y usando que A(t) > 0 para t > 0, se concluye que u = 0 casi en todo

punto.

(ii) Homogeneidad. Sea o € K, a # 0. Entonces

|\au|\A:mf{k>o:/A(’o‘”|) du <1}
o \Uk

Haciendo el cambio k = |a|), se obtiene
|ovul / |ul
Al — | du= [ Al — ) d

loulla = faf lula.

y por lo tanto

(iii) Desigualdad triangular. Sean u,v € L* y € > 0. Por definicién de la norma,

existen ki, ky > 0 tales que
[a(5ss [a(i)ee
o \ki o \k

ki< lullat+e, ke <|lvflate.

con

Sea k = ki + ko. Usando la convexidad de A, se tiene

() ) 5)
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Integrando en €2 se obtiene
|u + v ki ko
Al —— | dp < — + = =1.
A ( k PET T

|lu+wvlja <k <|ul|a+||v]a+ 2e.

Por lo tanto,

Como ¢ > 0 es arbitrario, se concluye que

lu+vlla < {lufla+ [v]la.

Hemos probado que || - |4 es una norma sobre L4((2). O

Una vez establecido que (L4(€), ]| - ||4) es un espacio normado, resulta natural
estudiar su completitud. Esta propiedad es fundamental ya que permite aplicar métodos
variacionales y argumentos de compacidad.

Dado que la norma de Luxemburg se define a partir del modular de Orlicz, el estudio
de la completitud no es inmediato y requiere analizar el comportamiento de sucesiones
de Cauchy en términos del modular. En particular, sera esencial explotar la convexidad
de la funcién de Young asociada y el uso de resultados clasicos de convergencia en
espacios de medida.

El siguiente resultado muestra que el espacio de Orlicz dotado de la norma de

Luxemburg es completo y, por lo tanto, constituye un espacio de Banach.

Teorema 4.24. El espacio (L4(Q),]|.||4), es un espacio de Banach con (0,2, ) o-
finito.

Demostracion. Sea {uy }nen C L una sucesiéon de Cauchy, de modo que
|| (un, — tm)||a — 0  cuando n,m — oo.
Necesitamos construir f € L4 tal que
|un, — u|| = 0 cuando n — oc.
Como A es una funcién Young, basta considerar dos casos. Sea
zo =sup{r € R : A(z) =0}.

Entonces 0 < xy < 00, ya que el conjunto entre llaves es relativamente compacto por
definicién de A.
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Por hipétesis existen ntimeros k,,, > 0 (con k! < |u, — u,)||) tales que

/QA(knmmn — Up|) dp < 1. (4.4)
Observemos primero que
Com = {w : kpm|ty — up|(w) > 20}
es a lo sumo o-finito respecto de u. En efecto, si
B = B ={w: kum|tn — tn|(w) > 20 + k'),

entonces Cy,, = U, Br v #(Bg) < 0o para cada k. Esto se debe a que

1

A ]

/ A(kpm|tn — upm]) dp < 1,
By,

por (4.4).

Por lo tanto, cada C,,, es o-finito, y asi

c=J Cum

n,m>1

En C° se tiene k|, — upm|(w) < xo, de modo que para todo w € C°,
|t (W) =t (w)] = 0
uniformemente. En consecuencia, existe una funcion medible gy en C° tal que
Un(w) = go(w), lgo| < o en C°.

Ahora escribimos 2 = C' U C¢. Entonces (uy,)nen es de Cauchy en LA(B, i) vy, en

consecuencia, para cada B € ¥ con p(B) < oo se cumple

(BN {|u, —w| > e}) = p(BN{Akulu, — w]) > A(kne)})

1 -1
< s | Akl =l i < (Al

por (4.4). Como k,; — oo y € > 0 es fijo, esto muestra que (u,)nen es de Cauchy en

medida sobre cada tal B. Por la o-finitud, esto implica que (u,)nen es de Cauchy en
medida.
Pero entonces, por un resultado estandar de la teoria de la medida , u,, — u en

medida. Existe entonces una subsucesion {u,, } tal que u,, — @ c.t.p. Sea

u = uxc + goXce-
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Luego u,, — u c.t.p. Pero para (u,)en, que es una sucesion de Cauchy en ||.||4, se

tiene ||uy,

| = d y por lo tanto || f,,,

/A(M) duﬁh’minf/A( Uns )du < 1.
Q d oo Ja | fi

Asi, uw € LA. Ademas, si j estd fijo y k > 0 es dado, entonces

— d también. Por la desigualdad de Fatou,

A(|tp, — un,;|k) = A(Ju — up,|k)  cuando i — oo, c.t.p.

Si se elige ng > 1 tal que n;, n; > ng implique k,,,; > k, entonces

[ Ak, = i < [ A, 0, < 1 (4.5)
Q Q

Haciendo n; — oo y aplicando el lema de Fatou se obtiene ||u,, —u||4 < k~'. Como
k > 0 es arbitrario, ||u,, —u||l4 — 0. Si {f,,} es cualquier subsucesién, entonces existe
una subsucesion convergente c.t.p. a u, ya que u, — v en medida. De modo que para
toda la sucesion se tiene ||u,, —ul|4 — 0. Esto demuestra que toda sucesién de Cauchy

de (LA, ||.||4) converge a un elemento del espacio. O

Observacion 4.25. Si la medida p es o-finita y la funcion A satisface la condicién A,
, entonces L“()) es separable. Mientras que el espacio L*(Q) resulta ser reflexivo si y
solo si tanto A como su funcién complementaria A satisfacen la condicién A,. .

Por ejemplo si tomamos la funcién de Young A(t) = €' — 1 no satisface la condicién

As. En efecto, si existiera una constante C' > 0 tal que
A(2t) < C' A(t) para todot >0,

entonces se tendria
e —1<CO(e-1).
Dividiendo ambos lados por e! — 1 y observando que

et —1

et —1

=e' 41,

se obtendria

e’ +1<C paratodot >0,

lo cual es imposible, ya que e — oo cuando t — oco. En conclusion el espacio L# con

A la funcién anterior no es separable ni reflexivo.
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4.5. Espacio modular de Orlicz

Motivacién
Sea 2 = (0,1) con la medida de Lebesgue. Definimos la funcién A : [0, 00) — [0, 00)
dada por
2, 0<t<1,

A(t)

lim —= = oo, lim ——= =0

por lo que es una funcién de Young. Ademas, debido a su crecimiento exponencial para
t > 1, no satisface la condicién As.

Consideremos la funcién
u(z)=1  paratodo z € (0,1).
Calculamos el modular asociado:

/01 Alu(a)]) dz = /01 A1) dz.

Como A(1) = 1, se obtiene

/0 Alju()]) dz = 1 < o,

y por lo tanto
we LA0,1).

Sin embargo, para A > 1 se tiene
A |u(z)]) = A(\) = e* =1 para todo = € (0,1),

y en consecuencia

/01 ANf(@)]) do = /Ol(eA “1)dr = — 1.

Dado que este valor crece sin cota cuando A — 00, el modular no permanece controlado
bajo dilataciones.Vamos a definir £(£2) como el subconjunto de L*(Q2) formado por
aquellas funciones para las cuales el modular asociado es finito para toda dilatacién

del argumento A > 0. Si escribimos A = % con k > 0 definimos:
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E(Q) = {u e Ll (Q) ‘ Vi >0, AA(%) dp < oo}.

Por otro lado, podemos considerar otro subconjunto de L4(€2) como el siguiente:

Bpa=L®Q)NLYQ) = {ue L : ||ulw < 0o}

y considerar

Lema 4.26.

EAQ) = {u c Li . (Q) ‘ VEk >0, /QA<%|> dp < oo} = B(Q).

Demostracion. Sea

E:{ueLlloc(Q)‘Vk>O, /A(%) d,u<oo}.
Q

Tomamos v € E y construimos una sucesion en Bya que converge a u en la norma
I 1l
Definimos, para cada n € N,
u(z), st Ju(z)| < n,
nsign(u(z)), si|u(z)] > n.
Entonces se tiene que
lun(z)| <n VaeQ,

y en particular,

|[tn]|oo <1 < 00.

Ademas, para todo k > 0,

(laledl) Ll () (o),

Por lo tanto,
Y < (12
Al— | du < | A — ) d )
/Q ( k = Q R) M

De donde se concluye que u,, € L4 para todo n, y en consecuencia,

Un € BLA-
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Ahora, si |u(z)| > n, se tiene
jun(z) —u(@)| = [n = [u(@)|| = |lu(z)] = n| = Ju(z)] —n.

Definimos
A, ={x € Q:|u(x)] >n}.

En Q\ A, se tiene u,(z) = u(z) y, por lo tanto,
|un(2) — u(z)| = 0.
Dado ¢ > 0, se obtiene

/A(M) dM:/ A(M) d,H/ A(M) .
Q € Q\An € An €

Como el integrando es nulo en Q \ A, se sigue que

() s f ()

Usando que A es creciente, obtenemos

A=) e (2

Ahora, como u € E, tomando k = ¢, se tiene

/ A(li) dp < o0.
An €

Queremos ver que este término tiende a 0 al relacionarlo con la norma || - || 4.

En A, (esto es, cuando |u(x)| > n), se tiene
A(lu(z)]) = A(n).

Por lo tanto,
[ A du = Aw) u4,)
De aqui se deduce que

1
HlAn) € 57 / Alfu(e)]) dp < oo

Como A(n) — oo cuando n — o0, se concluye que

w(A,) — 0 cuando n — oo.
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Entonces dado € > 0 existe ng tal que para todo n > ng

/A(—W”_u’) dp <1

Q g

inf{k:/A('u”k_m) du}és = Jup,—ulla<e
Q

Por otro lado si u € E4, sea K

|U| U — Uy, + Uy | |u_un|+|un| 2(|U_un|+|un|)
A ( A < A < A 5

Por convexidad: | | 0]
U —u U

<92A | —— ™ 24 [ =2

<2 (M) +2a ()

Dado ese K, existe € y ng tal que Vn > ng se tiene

|ul / |u — wy| C
— < — . < 9.
/QA( dp <2 QA . du +2A % () <2-14+C <

Como K era cualquiera,
|ul
VK Al =) du<

Observacion 4.27. Notar que lo visto en la motivacién de la Seccién 4.5 nos muestra

que E4(Q) € LA(Q).

Luego

]

Observacion 4.28. Observar E4(£)) es un subespacio cerrado de L*(£2) en consecuencia

ser Banach.

Antes de introducir la nocién de dualidad en espacios de Orlicz, resulta imprescin-
dible establecer una versién adecuada de la desigualdad de Holder. Dicho resultado
constituye la herramienta basica que permite controlar aplicaciones bilineales y, en par-
ticular, justificar la identificacién del dual del espacio E4. La desigualdad de Hélder

en espacios de Orlicz garantiza la continuidad de la aplicacién bilineal
(f.9) — / fgdu
Q

sobre EA(Q) x LA(Q2), lo que permite caracterizar al espacio L4(£2) como el dual natural
de E4(Q).
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La caracterizacion del dual de los espacios de Orlicz resulta especialmente relevante
en el contexto de los espacios de Orlicz—Sobolev, ya que permite dar sentido a términos

de tipo

/Q(Vu, V) dx

y formular de manera rigurosa nociones de solucion débil para ecuaciones elipticas
con crecimiento no polinémico.

Estas herramientas permiten extender el marco clasico de los espacios de Sobolev
a contextos de crecimiento general, dando lugar a los espacios de Orlicz—Sobolev, que

se estudiaran en el capitulo siguiente.

Teorema 4.29 (Desigualdad de Hélder en espacios de Orlicz). Sea A una funcion
de Young y sea A su funcién complementaria. Entonces, para todo u € L*(Q) y todo

ve LAQ), se cumple
| vl du < 2l ol

Demostracion. Por definicion de la norma Luxemburg, se tiene

/A( [ul )dugl, //_1( id )dugl.
Q [|ul| L4 Q ||UHLA

Recordemos que la desigualdad de Young establece que, para todo s,t > 0,

st < A(s) + A(t).
Aplicando esta desigualdad punto a punto con

@, )
Fullz ol =

Y

se obtiene, para casi todo x € Q,

s otzs = At ) (i)

Integrando sobre {2, resulta

[ vl di <l ol ( / A('—“') in+ [ A(L) du)-
Q Q HUHLA Q ”UHLA

Usando las desigualdades iniciales, se concluye que

/ ol dpe < 2 |Jullza (o]l 1,
Q
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Teorema 4.30 (Dualidad en espacios de Orlicz). Sea A una funcion de Young y sea

A su funcién complementaria. Entonces, el dual de EA(Q) se identifica con LA(Q), en

el sentido de que

(EA(Q))* ~ LA().

Mds precisamente, para todo v € LA(Q) la aplicacion
T EA@Q) SR L) = [ wds
Q

define un funcional lineal continuo, y todo funcional lineal continuo sobre E4(Q) es de

esta forma. Ver[10] capitulo 4.
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Capitulo 5

Espacio de Orlicz Sobolev y Orlicz

Sobolev fraccionario

En el capitulo anterior se introdujeron y estudiaron los espacios de Orlicz, construi-
dos a partir de funciones de Young . Dichos espacios constituyen un marco adecuado
para describir fenémenos con crecimiento no polinémico y proporcionan herramientas
fundamentales para el andlisis de problemas no lineales.

El paso natural siguiente consiste en incorporar informaciéon diferencial . En efecto,
en el estudio de ecuaciones en derivadas parciales , no basta con controlar la integra-
bilidad de las funciones, sino que resulta esencial analizar el comportamiento de sus
derivadas débiles. Esta necesidad conduce a la introduccién de los espacios de Orlicz—
Sobolev, que extienden los espacios de Sobolev clasicos reemplazando los espacios LP
por espacios de Orlicz.

En este contexto, los espacios de Orlicz—Sobolev de orden entero se definen exi-
giendo que una funcién y sus derivadas débiles hasta un cierto orden pertenezcan a
un espacio de Orlicz asociado a una funciéon de Young. Dependiendo de las hipdtesis
impuestas sobre dicha funcién, en particular de la validez de la condiciéon As, resulta
natural distinguir entre los espacios construidos sobre L* y aquellos definidos sobre el
subespacio E4, que presenta mejores propiedades .

Por otra parte, numerosos modelos modernos involucran operadores no locales o
derivadas de orden no entero. Para abordar este tipo de problemas se introducen los
espacios de Orlicz-Sobolev fraccionarios, que combinan la nocién de integrabilidad de
tipo Orlicz con una medida no local de regularidad fraccionaria. Estos espacios gene-
ralizan simultaneamente los espacios de Sobolev fraccionarios clasicos y los espacios de
Orlicz-Sobolev de orden entero, y constituyen el marco adecuado para el anélisis de

operadores fraccionarios con crecimiento general.
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El objetivo de este capitulo es presentar las definiciones basicas de los espacios
de Orlicz-Sobolev y Orlicz-Sobolev fraccionarios, asi como estudiar sus propiedades

fundamentales.

5.1. Preliminares

Definicién 5.1. Supongamos que 2 es un subconjunto abierto de R”. Dado m € N y
una funcién de Young A, denotamos los espacios cldsicos de Orlicz-Sobolev W™ (L4(Q))
y W (E4(Q)) por

W™(LA(Q)) = {ue LAQ) : D*u € LA(Q), Va con |a| < m},
W™(EAQ)) = {ue EAQ): D*u € EAQ), VYa con |a| < m},
donde a es un multiindice y las derivadas se entienden en sentido débil.

El espacio W™(LA(Q) es un espacio de Banach cuando se lo dota con la norma

[wllwmza) = Z [ D%ul|4

laj<m
La demostracién en andloga a la realizada para espacios de Sobolev clésicos. El espacio

W™ (E4(Q)) por otro lado resultard cerrado y por ende Banach.

Proposicion 5.2. Sea Q0 C R™ un dominio abierto y sea A una funcion de Young.

Entonces el espacio
WmEA(Q) = {ue EYQ) : D*u e EA(Q), Va con |af <m}
es un subespacio cerrado de W™LA().

Demostracion. Recordemos que E4(2) es un subespacio cerrado de LA().

Sea {u;}jeny C W™EA(Q) una sucesién tal que
uj — u en WmLAQ).
Por definicién de la norma de W™LA(Q), para cada « con |a| < m se tiene
D% — D% en L4(9).

Dado que, por hipétesis, D®u; € E4(Q) para todo j y que E4(Q) es cerrado en
LA(Q), se deduce que

Dy € E4(Q), para todo |a| < m.

En consecuencia, u € WME4(Q), lo que prueba que W™E4(Q) es cerrado en
WmLAQ). m
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Debe tenerse en cuenta que W™ E4(Q) coincide con W™LA(Q) si y solo si A satisface
la condicién A,. En particular, 1 < p < ooy A(t) = t*, entonces W™ LA(Q) = W™P(Q).

Como en el caso de los espacios de Sobolev clasicos, si se quiere trabajar sobre
ecuaciones con condiciones de borde Dirichlet es necesario definir W LA(£2) como la
clausura de C°(Q) en W™LA(Q) es decir con la topologia o(W™LA, W™EA). Una
definicién analoga se tiene para W E4((Q) .

Muchas propiedades de los espacios de Orlicz—Sobolev se obtienen mediante ge-
neralizaciones directas de las demostraciones de las propiedades correspondientes de
los espacios de Sobolev clasicos. A continuacién resumimos estas propiedades en el
siguiente teorema y remitimos consultar [17] capitulo 3 o el articulo de Donaldson y

Trudinger [18] para los detalles.
Teorema 5.3 (Propiedades bésicas de los espacios de Orlicz—Sobolev).
(a) W™EA(Q) es separable.
(b) Si (A,9Q) y (A,Q) satisfacen A,
W™mEA(Q) = WmLA(Q)
y este espacio es reflexivo.

(c) Todo elemento F del espacio dual (WmEA(Q))* viene dado por

F(u) = Z /QDO‘U(:E) Vo () dx,

laf<m

para ciertas funciones v, € L3(R2), 0 < |a| < m.
(d) C=(Q)NW™mEA(Q) es denso en WTEA(Q).
(e) i) satisface la condicion del segmento, entonces C=(S2) es denso en W™ EA(Q).

(f)  C5°(R™) es denso en WMEA(R"). En consecuencia,
W LARY) = WmEAR").
Espacios de Orlicz Sobolev fraccionarios

En el espacio producto R"® x R" = R?" definimos la medida

dx dy

o=y

dv, :
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Obsérvese que esta es una medida de Borel y que, si K C R?*"\ A es compacto,

entonces v, (K) < oo, donde
A:={(z,z): x € R"}

denota la diagonal de R™ x R™.
Consideraremos espacios de Orlicz L4(€, du), donde Q = R™ y du = dz es la medida
de Lebesgue, o bien Q = R?" y du = dv,,.

Utilizaremos siguientes notaciones con el fin de alivianar la notacion:
LA = LAR" dx),  L*v,) = LA(R™, dv,),

EA = EAR", dx),  E%v,) := EAR*™, dv,).

Fijado un pardmetro fraccionario s € (0,1), introducimos el cociente de Hélder de

una funcion v : R" — R:
u(r) — u(y)

Déu(z,y) == P—

Entonces D*u : R*™ \ A — R.

Los espacios de Orlicz—Sobolev fraccionarios se definen por

Q><Q |a:—y| |z —y|

WLA = {u € L* : D*(u) € LA(1,)}

WeEA — {uGEA Vk > 0 // A(W(“@)“(y)’) du dy <oo}.
OxQ k]x—y[s \x—y\”

W*EA .= {u € BE*: D*(u) € E4(v,)}

La estructura del espacio W*LA(Q) est4 determinada por dos contribuciones: la inte-
grabilidad de la funcién en el espacio de Orlicz L*(Q) y el control de sus incrementos
fraccionarios medidos mediante la funcién de Young A.
La idea fundamental consiste en interpretar el término no local como la imagen de
u bajo la aplicacién lineal
0 W) —uly)
[z —yl*
la cual toma valores en un espacio de Orlicz definido sobre el producto € x €2, dotado

de la medida ponderada |z — y| ™" dz dy.
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Ademsds, pueden identificarse isométricamente como subespacios cerrados de L4 x

LA(v,) y E4 x EA(v,), respectivamente, mediante la aplicacién
u— (u, D*u).

Esta interpretacion permite trasladar propiedades funcionales del espacio de Orlicz
subyacente al contexto fraccionario. En particular, bajo hipdtesis adecuadas sobre la
funciéon de Young A, como la ya mencionada condicién A, , se obtienen resultados
estructurales fundamentales tales como completitud, reflexividad y compacidad, que
resultan esenciales en el estudio variacional de problemas no locales con crecimiento no
estandar.

Dado un conjunto abierto y acotado Q C R™, el espacio W5 LA(Q2) se define como la
clausura de C°(€) en W*LA con respecto a la topologia o(L* x LA(v,), EA x EA(v)).

Este espacio se dota de la norma

[ullwsza@) = llulla + [ D*ul| 4,40, - (1)

Por la desigualdad de Poincaré fraccionaria que se demostrara a continuacion , este
espacio se lo considera con la norma equivalente a la norma inducida de W*L4 a saber
1Dl g,

En cambio el espacio W5E“(Q) como la clausura de C>(Q) en W*EA(Q) con la

topologia heredada de la norma.

Observacion 5.4. En el contexto de los espacios de Orlicz—Sobolev fraccionarios, la
seminorma de Gagliardo se define reemplazando la potencia | - [P por una funcién

Young A. Més precisamente, para u € W*L*(Q) se define

o=t (k> 00 [ a(FE) (TG <)

Cuando A = [t|P, con 1 < p < 00, esta definicién coincide con el seminorma de

Gagliardo del espacio fraccionario clasico W*P(€Q).

Extrayendo el factor k77 fuera de la integral, se obtiene

p p
// (Iu (y)l> dedy // [u@) = w4
axQ klz —yls |z —y|" Ox0 |$ - |”+Sp

Por lo tanto, la condicion

I. <|uk|x—y|( )l)p |jidyy|n =1

k‘p>// )‘ dx dy.
QxQ |$—Z/|n+5p
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De aqui se deduce que el menor valor admisible de k es

- (//Qm |z — |n(+s;)7‘p dx dy) Up.

En consecuencia, el seminorma de Gagliardo en este caso coincide con la expresion

i ([ B ) .

Observacion 5.5. Notar que [u]s 4 = ||D*u|| 4,4,

clasica:

5.1.1. Resultado tipo Rellich-Kondrachov

Al igual que en el caso cldsico, la convergencia débil en W*L4(Q) no es suficiente
para tratar términos no lineales que dependen de la funciéon u. La falta de control
puntual permite la aparicién de oscilaciones y concentraciones que no son compatibles
con aplicaciones no lineales.

Por esta razon, resulta necesario disponer de resultados de compacidad que per-
mitan mejorar la convergencia débil a convergencia fuerte en espacios funcionales mas
pequenos.

Una de las propiedades clave que asumimos sobre el dominio €2 es que satisface la

llamada propiedad del segmento.

Definicién 5.6. Sea ) C R"™ un dominio abierto y acotado. Decimos que €2 tiene la
propiedad del segmento si existe un recubrimiento abierto localmente finito de 9€2 con
bolas {B;(x;)} centradas en z; € 0§ con radio ¢, una secuencia correspondiente de

vectores unitarios n;, y un nimero t* € (0,1) tal que
r € QN Bj(r;) = x+tn; € Q para todo t € (0,t).

Esta condicién sobre el dominio €2 indica, en cierto sentido, que el dominio se
encuentra localmente de un solo lado de su frontera. Observamos que la propiedad del
segmento no implica ninguna regularidad sobre la frontera 0€2. A la inversa, que un

dominio sea de clase C' no implica que satisfaga la propiedad del segmento.

Teorema 5.7. Sea 2 C R™ un dominio acotado que satisface la propiedad del segmento
y sea A una funcion de Young. Entonces, la inclusion W3 LA(Q) C E4(Q) es compacta.
Es decir, si {ug}ren C WSLA(Q) estd acotada, existe u € EA(Q) y una subsucesion

{ur, }jen C {uptren tal que uy, — u en E4(Q) cuando j — oo.
Ver demostracién en [1].
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El espacio dual

Incluimos a continuacién la definicién de el espacios dual de W (L) con el tinico
propésito de fijar el marco funcional y completar la caracterizacion de el espacio de
Orlicz-Sobolev fraccionario. No profundizaremos en sus propiedades.

Con el fin de definir el espacio dual, necesitamos introducir la nocién de divergencia

fraccionaria. Véase [7].

Dado F € L4(1,), la divergencia fraccionaria de F' se define como

F(y,z)— F F(y,z) — F
(y, ) +(ﬂw) dy = lim (y, ) +(:L’,y)
n |z — y|nts e=0 Jrn\ B, (x) |z — y|nts

div’ F(z) = pv. /

En [¢] se demuestra que, para F' € L(v,), se tiene div® F' € (WSLA(Q))* y que

vale la siguiente formula de integracién por partes fraccionaria:

(div® Fyu) = // F D*uduy,.
R2n

En consecuencia, definimos los siguientes espacios de distribuciones:
WLA(Q) == {¢ eD(Q) : p=f+div'F con fe LA Fe LA(I/n)},

WEAQ) = {¢ eD(Q): d=f+div'Feon fe B Fe Eﬁ(yn)} .
Obsérvese que, dado que E4 y EA(VH) son separables, el espacio W~ E4(£2) también

es separable. Estos espacios se consideran provistos de la norma cociente usual

|6l o :=int {1 fLs+ |Fllsy, s 6= F+div' F}.

En el caso fraccionario, la caracterizacion del dual obedece a la misma estructura que
en el caso local. La funcién complementaria A aparece de manera natural al estimar los
funcionales lineales mediante la desigualdad de Hoélder en espacios de Orlicz, aplicada

ahora al gradiente fraccionario.

5.2. Comportamiento asintético

Relaciéon con el resultado de Bourgain—Brezis—Mironescu
El resultado clasico de Bourgain—Brezis—-Mironescu establece que, para u € LP()

y 1 <p < o0, se tiene

p
hml—s// >’ dr dy = K(n, /Vupdx.
s71 Q%0 \x - y\”“’ / (7.) Q [Vul

P
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Este resultado describe el comportamiento asintotico de la energia fraccional evaluada
en una funcion fija y muestra que, en el limite s 1 1, dicha energia converge a la energia
local clasica del espacio de Sobolev.

Desde el punto de vista variacional, este resultado puede interpretarse como la
evaluacion puntual del I'-limite de una familia de funcionales fraccionales.

En el marco de los espacios de Orlicz—Sobolev fraccionarios, este resultado debe
reformularse debido a la falta de homogeneidad de la funciéon de Young A. En este
contexto, la energia fraccionaria se expresa mediante un reescalamiento adecuado que
no es multiplicativo.

Siguiendo la idea introducida en [10], se consideran familias de funcionales no locales
cuya estructura depende del parametro fraccionario s a través de una familia de fun-
ciones de Young. El resultado principal establece que dichos funcionales convergen, en
el sentido de la I'-convergencia, a la energia local asociada al espacio de Orlicz—Sobolev
cuando s — 17, incluso en ausencia de la condicién .

En esta seccién se demuestra que la familia de funcionales

== [ a(MEl)

['-converge, cuando s 1 1, a un funcional local del tipo

J(u) = /QAO(|Vu|)dx.

donde Ajg resulta ser una funcién de Young con la siguiente expresién

Aolt) = /0 [ Ae)) 2w dr

r

En el caso particular en que la funcién de Young es A(t) = t*, el funcional 7,
coincide con la energia considerada en el resultado de Bourgain—Brezis—Mironescu,

mientras que el funcional limite J se reduce, salvo una constante dimensional, a
J(u) = K(N,p)/ |VulP d.
Q

Por lo tanto, el resultado de Bourgain—Brezis—Mironescu puede verse como un caso
particular del resultado de I'-convergencia, correspondiente a funciones de Young de
crecimiento polinémico.

La I'-convergencia es una nociéon de convergencia para familias de funcionales de
energia, introducida con el objetivo de describir el comportamiento asintético de pro-
blemas de minimizacién que dependen de un pardmetro. A diferencia de otras nociones

de convergencia, la I'-convergencia no busca la convergencia puntual de los funcionales,
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sino la estabilidad de sus minimizadores. Una muestra de ello, se ha desarrollado en
el capitulo de comportamiento asintético para los espacios de Sobolev fraccionarios
reinterpretando el resultado tipo Bourgain-Brezis-Mironescu.

Este tipo de resultados proporcionado por la I'-convergencia da una justificacion
variacional rigurosa del paso del régimen no local al local y muestra que los espacios de
Orlicz—Sobolev fraccionarios constituyen una interpolacién natural entre los espacios

de Orlicz y los espacios de Orlicz—Sobolev locales.

5.2.1. Preliminares

Funciones regularizadas
Como es usual, denotamos por p € C(R"™) la mollifier estdndar con soporte
supp(p) = Bi1(0) y pe(x) = e "p(x/e) la aproximacién de la identidad. De aqui se

sigue que {p.}.~0 es una familia de funciones positivas que satisface

pe € C(R"™), supp(p:) = B:(0), / pedr = 1. (5.1)

Dado u € L#(R"), definimos la funcién regularizada u. € L*4(R") N C*(R") como

us(x) = u* p(x). (5.2)

La siguiente estimacion serd de utilidad para nuestros propoésitos.

Lema 5.8. Sea u € C*(R") y p € C°(R"). Entonces
[uxpllcz < Cplulla,

donde C' depende unicamente de A, de p y de sus derivadas hasta orden 2.

Demostracién. Sea u € C?(R") y p € C>®(R"). Usando la desigualdad de Holder se

obtiene que

107 (u 5 p) ()] = Ju * 0°p(a)| < / [u(y)] 1% plz — v)| dy

n

< 2ljulla [[0%p(z —)lla < Cpa.allulla,

puesto que la norma de Orlicz es invariante por traslaciones, donde 0“p denota una
derivada parcial de orden o = (g, ..., ) € Nj con |a| = a; + -+ +a,, < 2.
m
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Lema 5.9. Sea A una funcién de Young, u € L*(R") y sea p. como en el Lema 5.8.
Definimos

ue() = wk pu(a).
Entonces

Ts(ue) < Js(u), para todo e >0y 0 < s < 1.

Demostracion. Como A es convexa y

/n pe(y) dy =1,

usando la desigualdad de Jensen se obtiene, para todo z € R" y h € R"\ {0}, que

A<|ug(x+|hh)|s— ug(x)|> < A(/n |u(x+h—|yh)‘s— u(z — y)| oe(v) dy)

y, nuevamente por Jensen,

< /nA(lu@Jrh_’yh)’; u@:_y)') pe(y) dy.

Integrando sobre R™ y usando nuevamente que fRn p:(y)dy = 1, se obtiene, para

todo i € R\ {0}, u(z + ) — ue(2)]\ d
ue(r + h) —u.(x il
JoA )

g/n /nA(M“h_'y]B's_ “(x_y)‘) |ilj;pe(y)dy.

Usando el teorema de Fubini, se obtiene

< [ (LA ) i) o

Realizando el cambio de variable z = z — y, con dz = dx, se tiene

/. n"‘<|u<z+|};3|s_ M) i

que no depende de y. Por lo tanto,

LA ) = LA ) i

Integrando finalmente respecto de h € R™ se concluye que

Ts(ue) < Js(u),
como se queria probar. O
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Lema 5.10. Sea A una funcién de Young y sea B C C*(R") tal que existe C' > 0 para
el cual

|lulc2 < C para todo u € B.

Entonces

Js — J uniformemente en B cuando s 1 1.

Demostracion. a)  Sea u € C?(R™), en particular u € W\ (R™).
Definimos g : R — R por
9(t) = u(x + th),

resulta que g es absolutamente continua localmente. Se tiene luego, para casi todo

x € R" y para casi todo h € R". Por lo tanto, se obtiene

1
u(x +h) —u(z) = / Vu(z +th) - hdt, p.c.t. z,h € R".
0

/ / ( u(x + h) —u(x)]) dh s
n Jrn |h]® Al

- —dx—l—/ / LA
/n /|h<1} |h|™ AL W"

Estimacion del término [:

/" /{|h<1} A(W(x - Ihh)ls_ U($)|) IZT” o
: /” /{hgl} A(/o

Usando la convexidad de A, se obtiene

dh
Vu(z + th) - ‘ hl_s) dt
/n /|h<1}/ (‘ A a |h|"

Llamando z = x + th, se tiene dz = dx, por lo tanto:

dh
Vu Rt S) dt — dz
-/ /|/ (' |h| i Al

Ahora pasamos a coordenadas polares en la variable h: sea h = 76, con 7 € (0, 1],

0 € S"!. Entonces:

Consideramos ahora

dh
Vu(x +th) - ’ |h|'~ Sdt) dx.
[A] o]

dh = " tdr do(9),
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y la integral se transforma en:

//s/ (IVu(z 9|Z“)— o(0) dz.

1-s

Llamando w = 7%, se tiene que wTs = 7. Derivando:

do=1—s)r%dr=(1—-s)7"% -7 dr = (1 — s)w -7 'dr,

de donde se deduce:

dw dr

1—s)w 7
Esto permite reescalar la variable de integracion y estudiar el comportamiento

asintotico de la integral en términos de w, lo cual sera 1util para analizar el limite

/n /S /OIA(wu(z).ew) ﬂf_ws)wda(@) "

Usando la definicién de direccién, podemos reescribir:

1_3/n/gn / <|Vu Vféuz ] |) ;wda(Q)sz

Ao(|Vu(=))

cuando s — 1.

y la integral se convierte en:

1

1_8 R™

Ao(|Vu(2)]) d=.

Analicemos que es lo que ocurre cuando |h| > 1.

Estimamos el término I1

// <|u Hﬁjfuw) e

Aplicando la desigualdad triangular y la convexidad de A, se obtiene:

2|u( :C—l—h)]) / / (2|u ) dh

< dx + = —dx
=3 /n /h|>1 ( |hf? o] st |hl> ) [h]®
2|u( :E—I—h)|) / / ( u(z ) dh

< dr + = —dx
=32 /n /h>1 ( |h[* || st |hf> ) [h|"

Como |h| > 1 se cumple que |hl‘s < 1, ademasA(At) < AA(t) para A < 1 luego,
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< %/ /M A@luz + b)) ‘h‘ﬁs d + % / AQJu()]) (/|h|>1 ’hﬁwdh) iz

1
< AQ2lu(x)|) dx / dh
e [

Rn |

Pasando a coordenadas polares con h = rf, r € (1,00), § € S*™1, se tiene:

dh =r""drdo(0), |hl=r

Entonces:

B[] [
= drdo(6) = r— " drdo(0
/|h|>l |h|nts g1 )1 e ©) sn-1.J1 ©)

o
B s, Ty
= nw, - r dr =
1 S

Por lo tanto:

/n /|h|>1A (|U(:c+|hh)‘s— u(:l:)|) ‘Zi‘ln de < n(:n /n A2lu(@)) da

luego,

(1 — s)nw,

Js(u) < J (u) + AQ2lu(x)]) dx

S R™

b)  Por otro lado, para todo = € R" fijo ,
lim 7. (x) = Aol Vu(a)))

donde

Ti(x)=(1—s) [ A(Dul) —2

R~ |x - y|n

Veamos por qué vale. Dado x € R™ fijo, dividimos la integral:

/nA (Iu(ﬁ)_—jgy)I) - iyyln _ /|HI<1(...)|$ iyy|”1+/xy|>1<'”)|x iyy|"j

N

1 11

Observamos que para todo y € R", x # y, como A es Lipschitz continua:

‘A (M) _A(’Vu(x)-(x—y)’)‘ o |0 @) Ve @)

lz —y|¥ |z —y|® |z —y|* |z —y|*

93



< Clz -y~ (*)

Donde L es la constante de Lipschitz de A en el intervalo [0, ||Vul||»] y C depende
de la norma C? de u.

Luego, el término I; es exactamente:

/ o — y> T dy =
|lz—y|<1 2—5

Observacion 5.11. Si en (*) se integra y multiplican por (1 — s) tiende a cero.

i%“—ﬁLyQAC“ﬁi%”Wm?as

- d
= lfm(1 — 3)/ A (|Vu(a:’)] i > d
ot |z—y|<1 [z —yl°) [z —y|"

Se sigue:

Pero

/xNA <|w(x). é:;\s) - fymn _ /01 /Sn_lA(W“(x) - wlr9) dff(w)%

Luego, tras una rotacion adecuada del sistema de coordenadas podemos suponer que:

Vu(x) = |[Vu(z)|en, w,=¢€, w

Obteniéndose,

dr
r

/01 /Sn_1 A (|Vu(z) - w|r'™®) do(w) % = /01 - A(|Vu(@)| |wn] 77 do(w)

Se concluye
lim(1 — s)I; = Ao(|Vul)

s—1

Ahora analizamos [:

L= / A (U(I) - U(?J)) dy / 4 ( 2[|u| o ) dy
jz—y|>1 [z =yl* ) e =yl" 7 Sy |z —yl*/ o=yl

] a(Zelsy
le—y|>1 |ZE - y|s |JZ - y|n+5

recordando que si A = m, 0 <A< 1luego A(Au) < AA(u).
Asi
2l o d o .,
/ A ( [ ul| > Y < A(2[|ul|s) / — dr = A2|Jull0)
lz—y|>1 | 1 T s

|z —yl*) |z —y"
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Con lo cual

Con el fin de probar

vamos en busqueda de un mayorante integrable para Js.

La demostracion del punto b) nos induce a tomar

‘A(Dsu) —A (Vu(x) : !j—_;!s)‘ < Clo —y**

con C' = C(||ul|c2)-
Asumimos sin pérdida de generalidad que supp(u) C Bg(0) con R > 1.
Cuando |z| < 2R, probamos

1—
[Ta(w)] < neon A([ Vo) + ——nwn A(2]|]0)

Cuando |z| > 2R, se tiene u = 0, entonces

mw == [ a(5) 5

Como 1
e —y| > |z| - R > §|x|
Entonces
2% d on 9s
gy [ (M) Lo T [ (M,
Br(0) >/ 2l T 2" ) |z[*
2n S . 2 n
= 1 Alu(9)|2)dy < oo siu e CZ(R™)
|x|n+§ Br(0)

1
I XBR(0) (.7:)) e L'(R")

|Ts(z)] < Ch (XBR@)(J?) + .

Donde C; > 0 depende de n y u, pero es independiente de s.

Por el teorema de convergencia dominada, sigue el resultado.

Observacion 5.12. Sea {uy}r C C*(R™) tal que
Vi, |lull < C,y up — uen C*(R™), S, —1

Entonces
lim Js, (ug) = J(u)
k—oo

por convergencia uniforme.
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5.2.2. Resultado tipo Bourgain-Brezis-Mironescu s 1 1~
Teorema 5.13. Sea u € EAR™) y {up}ren € EA(R") tal que
up —u en EARY)
Entonces, para toda sucesion (si) tal que s, — 1, se tiene
J(u) < liminf J, (u)
Demostracion. Sea u € EA(R™) y (ug)r C EA(R™) tal que
u, —u en E4(R™)
y sea ¢ > 0 fijo. Para cada k se considera la funcién regularizada wy .. Por el Lema 5.9
Ts;, (ure) < T, (u)
Por el Lema 5.8
kellez = llwe * pellcz < Cellugl|pagny < Ce

Donde C. es independiente de k porque {ux} es convergente.

Usando el Lema 5.10 para ¢ fijo, obtenemos:

J(ue) = kh_g)lo Ts;, (ure) < h'lggicgf Ts, (ur)

J(u) < liminf Jg, (ux) sie —0

k—o0

Corolario 5.14.

I-limJ, =J
sT1

donde J,Js : EA(Q)) — R estdn definidos como
_ Ts(u)  siu € WsEA(Q)

(0. 9] en caso contrario

u) Sstu 1 pAo
Jy 2 [T suewiEh@

o0 en caso contrario

Con Q C R" abierto y s € (0,1].
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Demostracion. Se prob6 en el Teorema 5.13
J(u) < lmint T, (uy)

Falta ver que para todo u € E4(R") existe {u;};en C E4(R™) que converge a u tal que
lim sup J;, (ux) < J (u)

Dado u € E4(R™), construimos {u;} C E4(R") de la siguiente forma:
Sea ¢ € CZ° con @y > 0, supp(pr) € B1(0), y

/306:1

uy, = u* @, € BAR")

Definimos

u, —u en E4(R")

Sabemos que

Js(or) = T (pr) cuando s — oo

Para cada k, elegimos Sy tal que Sy < Sgi1 v
_ _ 1
| Ts (o) = T(pn)] < ¢
Entonces
lim sup Js, (ux) < klgn T (ug) = T (u)
k- o0
O

Observacion 5.15. En el marco de los espacios de Orlicz—Sobolev fraccionarios, el resul-
tado de Maz’ya—Shaposnikova sobre el limite s — 0" no se extiende de manera general
si la funcion de Young A no satisface la condicion A,.

Sin esta condicién, el funcional fraccionario puede presentar comportamientos pa-
tolégicos y el limite no coincide con el funcional . Por lo tanto, la validez del resultado
en espacios de Orlicz—Sobolev fraccionarios depende esencialmente de la condicién As.
Ver [19].

5.2.3. Desigualdad de Poincaré fraccionaria

A continuacién estableceremos una desigualdad de tipo Poincaré. Antes de abordar
la demostracién, introduciremos unos resultados previos que permitiran simplificar el

argumento.
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Teorema 5.16. Sea ) C R™ un dominio acotado, y sea A una funcion de Young.

Entonces existe una constante ¢ > 0, que depende de n y de €2, tal que

/QA(M”:)’)dx < /QA(\vu(x)D dz, (1)
para todo u € Wy ().

Demostracién. Como Wy (€) es la clausura de CS°(Q) respecto de la norma de Wh4A(€2),
basta probar (1) para u € C§°(2) y luego concluir por densidad.

Dado que 2 es acotado, existe un cubo
Q= (a,b) x Q' CR xR talque QCQ.

Fijamos z = (x1,2’) € Q. Como u tiene soporte compacto en €, extendemos u por cero

fuera de §2. Entonces, para casi todo x € ) se cumple

u(zy, x / Oru(t,x)

b b
|u(x1,x')|§/ |81u(t,a:’)|dt§/ Vu(t, o)) dt.

Dividiendo por (b — a) y usando que A es convexa y creciente en [0, 00), aplicamos

y por lo tanto

Jensen con respecto a la medida de probabilidad du(t) = ;X dt sobre (a, b):

A(%) < A<ﬁ /:|Vu(t,x’)|dt) < ﬁ/abA(Wu(t,x’)Ddt
Integramos en = = (x1,2’) € Q y aplicamos Fubini:
/A(b—a>d </b—a/ (|Vu(t,2)|) dt dx
< b—a/ /Rn 1/A(\Vu(t,x’)\) dry dx' dt
:/ A(|Vu(z) da:—/A |Vu(x)

donde en el iltimo paso usamos que Vu = 0 fuera de {2 por la extension por cero.

Por consiguiente (1) vale con ¢ = b—a, y como b — a depende sélo de €2, se obtiene
el resultado para toda u € C5°(9). El paso al limite para u € Wy (€) se obtiene por
densidad. O]
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Teorema 5.17. Sea C, la constante de optima de la desigualdad de Poincaré para Ag

funcion de Young del Teorema BBM. Entonces, dado un § > 0 existe un so € (0,1) tal

Jul@zs) wson [ AES) e e

para todo sy < s < 1 y toda funcién u € W*(E4(Q)).

que

Demostracion. Procedemos por contradiccion. Supongamos que la afirmacién es falsa.
Entonces existe dy > 0 tal que, para todo k € N, existen s, € (0,1) con s T 1y una
sucesién uy, € Wi*(E4(Q)) que no satisface (2). En particular, podemos elegir u;, de

modo que

/Q Ao (jur(2)]) dz = 1. (s, //R n ('“kM)_‘J;ﬁy)') |jfdjns 00(15 .

Por el Teorema de Bourgain-Brezis-Mironescu, y utilizando que la sucesion es acotada

se obtiene u € W14 tal que u, — u en E4.

Por semicontinuidad inferior del modular de BBM

— dzx d
/Ao |Vul) dx <11m1nf 1 — sg) // <|uk z) uk(y)|) €ray 7
nxEn |z — yl* |z =y

Luego, pasando al limite

/QAO(gZ(?L) d:pz/QAo(WuDdx

lo que contradice la optimalidad de la constante ¢y en la desigualdad de Poincaré

asociado a Aj.

]

Observacion 5.18. Obeservar que siempre vale Ag(t) < C1A(t) Yt >0 con ¢ >0
en cambio para que Ag resulte equivalente a A es necesario que A satisfaga la condicion

A, v en ese caso se tiene una desigualdad como la del Teorema 5.17 donde solo se utiliza
A ver [9].

Corolario 5.19. Sea 2 C R" un dominio acotado y sea Ay la funcion de Young del

Teorema BBM. Entonces existe una constante C' > 0, que depende solo de Q y Ay, tal

(@) e L RS

para todo 0 < s < 1 y toda funcién u € L4(Q

que
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Demostracion. Sea § > 0 fijo y sean Cd > 0y so € (0,1) las constantes provistas por
el Teorema 5.17. Entonces la desigualdad (4) vale para todo s € [sg, 1) con C' = Cs.
Resta probar la desigualdad (4) para 0 < s < s¢. Sea D := diam(2). Para z,y € Q

se tiene |z —y| < Dy, como s < s,
o=y =l —y[ " e -yl < DO |z -y

Por lo tanto,

) = w)] _ py e lile) = )]

|z —yl* |z —y|*
Como A es creciente,
(LU i) i)

[z —yl* |z =yl
Integrando y usando que (1 —s) > (1 — sg) se obtiene una constante ¢ = ¢(2, A) > 0
tal que

(1 —5)Psa(u) > c(l—50)Psya(u).

Aplicando el Teorema 5.16 con s = sy concluimos

LA(%?Qdxsu—%mmAMSEG—@@Aw.

)

Absorbiendo % en la constante, obtenemos la desigualdad (4) para todo 0 < s < sq. En

consecuencia, existe C' > 0 tal que (4) vale para todo 0 < s < 1. ]
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