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Introduccion

La creciente capacidad de producir y almacenar cantidades
masivas de informacién motiva el desarrollo de técnicas que nos permi-
tan comprender conjuntos de datos cada vez mds grandes y complejos. Es
comun, por ejemplo, tratar con datos en dimensién muy alta que inclu-
yen ruido o informacién que no es relevante para el problema a resolver.
Esto puede dificultar la comprensién y visualizacién del dato y ademads
sugiere la necesidad de extraer una sefial o parte ttil del mismo. Tam-
bién es posible que nuestros datos vengan representados en un sistema
de coordenadas carente de un significado intrinseco, lo cual nos lleva a
querer estudiar propiedades y nociones de similitud que no dependan de
la elecciéon de una métrica.

El andlisis topolégico de datos (o TDA por sus siglas en inglés) refiere al
abordaje de estas tematicas desde la topologia y la geometria para desa-
rrollar métodos robustos de reduccién de dimensionalidad. En este traba-
jo nos enfocamos en una de las construcciones mas utilizadas en el 4rea: la
homologia persistente, presentada originalmente en [1] por Edelsbrunner et
al. en 2002. Se trata de una codificacién de la evolucién de propiedades to-
poldgicas presentes en una filtracién de espacios asociados a un conjunto
de datos bajo distintas escalas.

Lo estdndar es pensar al conjunto de datos como una nube de puntos
en un espacio euclideo n-dimensional con la nocién usual de distancia,
pero se pueden considerar diferentes métricas y construir diversas filtra-
ciones, lo cual puede dar lugar a distintas versiones de esta “descripcién
topolégica” de los datos.

La homologia es un concepto de la topologia algebraica que ayuda a
entender y distinguir los espacios topolégicos asocidandoles una familia
de invariantes que en algunos contextos reflejan informacién geométrica
de dicho espacio como la cantidad de componentes conexas y la presencia
de loops, agujeros y sus andlogos k-dimensionales.



0. INTRODUCCION

Lo que ocurre es que la homologia de un objeto varia en funcién de
la escala en que lo observamos, y no siempre hay una evidente mejor
eleccion de escala dado que puede depender de la naturaleza misma del
problema. Es por eso que se opta por estudiar la evolucion de estas fea-
tures topoldgicas e identificar aquellas mds persistentes a lo largo de una
familia de escalas.

Los objetos que asociamos a los datos y a los que calculamos su ho-
mologia se llaman complejos simpliciales y son muy convenientes en la
préctica por su estructura puramente combinatoria. Algunos de los més
utilizados y a considerar en este trabajo son los complejos de Vietoris-Rips
y de Cech.

Una de las propiedades mds importantes de la homologia persistente
es su estabilidad frente a pequefias perturbaciones en los datos que fue
demostrada en [2]. Esta la hace una herramienta robusta ante el ruido que
ya ha sido utilizada en una gran diversidad de aplicaciones en dreas como
la biologfa, astrofisica, procesamiento de imagenes, e incluso &mbitos en
que los datos no tienen necesariamente una naturaleza geométrica como
la medicina, ciencias sociales y finanzas, entre otros.

En los primeros dos capitulos de esta tesis vamos a desarrollar los fun-
damentos tedricos de la homologia simplicial y la persistencia homolégica
dando algunos resultados esenciales. Luego presentamos una aplicacién
definiendo un problema de clasificaciéon con datos sintéticos y realizan-
do una serie de experimentos con el objetivo de validar el uso de estas
herramientas.
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1
Homologia Simplicial

Comenzamos desarrollando los fundamentos teéricos de la homologia
simplicial. Primero presentamos la clase de espacios topolégicos triangu-
lables y demostramos un teorema de aproximacién simplicial siguiendo
las referencias [5] y [3]. Luego definimos la homologia de un complejo
simplicial con coeficientes en un cuerpo dando ejemplos y algunos resul-
tados siguiendo [4] y [6]. Concluimos el capitulo con ejemplos de comple-
jos que serdn relevantes en esta tesis.

1.1. Complejos Simpliciales

Comenzamos recordando que la cdpsula convexa de A C R? es el con-
junto de todas las combinaciones convexas de finitos puntos en A:

k k
COHV(A) = {Z )\iai a; € A, >\z € Rzo, Z)\Z = 1} .
i=1 =1

Una coleccién finita de puntos {z, z1, . .. 23} C R? es afinmente indepen-
diente si tener escalares Ao, A1, ... A, € R tales que

k
=0

k

y >_ A = 0 implica que debe ser \; = 0 para todo 7, o equivalentemente,
i=0

cuando {zy, ...,z } no estd incluido en una variedad lineal de dimensi6én
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1. HOMOLOGIA SIMPLICIAL

menor a k. En caso contrario decimos que {zy, ...z} es afinmente depen-
diente. Usamos zyz ...z en lugar de Conv({zo, z1,...x}) para simpli-
ficar la notacién.

Definicién 1.1.1 Para £ > 0 llamamos k-simplice o simplice de dimensién
k ala capsula convexa de k + 1 puntos afinmente independientes de R”.

- N

Figura 1.1: Un 0-simplice es un tinico punto, un 1-simplice un segmento,
un 2-simplice un tridngulo, un 3-simplice un tetrahedro y un k-simplice
su analogo k dimensional.

Sio = xox1...x, es un k-simplice, todo elemento w € o se escribe de
manera tinica como combinacién convexa de los z;. En efecto, si fuese

. k k .
para ciertos A;,cp; > Ocon ) 7 A\ =) - ,a; = 1, se sigue que

k

=0

y S¥ s\ — ;) = 0, lo cual por independencia afin de los z; implica
i = o para todo i. A los \; en la escritura de w los llamamos coordenadas
baricéntricas de w en o.

Con esto cada z; se escribe de forma tinica con coordenadas triviales
Ai =1y A = 0paraj # i. En cambio si w € o \ {zo,...;} debe ser
0 < \; < 1 para algtn j y se tiene que

w = )\jﬂfj + (1 — )\j)l’,

dondez =), 4] 24 e . De esto se deduce que los elementos xy, . . . 7,
J 1=X;

son caracterizados como los tnicos en o que no son interiores a un seg-

mento incluido en o y por lo tanto no existe otra coleccién vy, . . . y afin-

mente independiente tal que o = yo . . . Y.
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1. HOMOLOGIA SIMPLICIAL

Definicién 1.1.2 Dado un k-simplice o = vy . .. vg, llamamos vértices de
o a los elementos vy, . . . v, y decimos que o estad generado por sus vértices.
Notamos V(o) al conjunto {vy, ... vy}

Definicién 1.1.3 Para 0 < j < k, las j-caras de un k-simplice o son los j-
simplices 7 dados por subconjuntos de vértices de o, o sea
0 # V(r) C V(o) y #V(r) = j + 1. Se dicen caras propias si j < ky
caras inmediatas si j = £ — 1. Notamos 7 C o cuando 7 escarade o, 7 C ¢
cuando es cara propia y 7 < o cuando es cara inmediata.

Definicién 1.1.4 El borde simplicial do de un simplice o es la unién de sus
caras inmediatas y el interior 0° = ¢\ do es la coleccién de combinaciones
afines en las que \; > 0 para toda coordenada baricéntrica ;.

Un k-simplice o es compacto y convexo, y por lo tanto se tienen los
siguientes homeomorfismos:

o= Bk o°2BF y go=SFL
donde B* y S¥~! denotan la bola k dimensional y la esfera k — 1 dimen-

sional respectivamente.

Definicién 1.1.5 Un complejo simplicial geométrico K es una coleccién
de simplices en R? que satisface:

1. Sioc € Ky 7 escarade o, entonces 7 € K.

2. Sio,7 € KyonT# (0, entonces o N 7 es cara tanto de o como de 7.

La dimensién de un complejo simplicial K es la dimensién méxima
de sus simplices y una subcoleccion L C K es un subcomplejo de K si es
también un complejo simplicial.

Observacion 1.1.6 Cualquier simplice ¢ junto con todas sus caras es en si
mismo un complejo simplicial.

Definicién 1.1.7 Para [ > 0 llamamos /-esqueleto de un complejo simpli-
cial K al subcomplejo formado por los simplices de K de dimensién a lo
sumo [ y lo notamos K.



1. HOMOLOGIA SIMPLICIAL

N > A

Figura 1.2: K y L son complejos simpliciales; A y B son conjuntos de
simplices pero no son complejos.

Definicién 1.1.8 El espacio asociado |K| de un complejo simplicial geo-
métrico K es la union de sus simplices en R%:

K=o,

ceK

junto con la topologia en la que A C |K| es cerrado si y s6lo si AN o es
cerrado en ¢ para todo o € K.

Cuando K es finito la topologia de |K| coincide con la que hereda
como subespacio de R?. Vamos a asumir implicitamente a nuestros com-
plejos finitos de aqui en adelante.

Decimos que un complejo K es una triangulacién de |K| y en general
que un espacio topoldgico es triangulable cuando es homeomorfo al es-
pacio asociado de un complejo simplicial. Es un importante resultado que
toda variedad diferenciable es triangulable y que es compacta si y sélo si
es triangulable por un complejo simplicial finito.

Dos simplices de la misma dimensién son homeomorfos via una trans-
formacién afin que manda los vértices de uno en los del otro preservando
las combinaciones convexas. Esto da lugar a una nocién de isomorfismo
entre complejos simpliciales y resulta que podemos definir estos objetos
desde el algebra dejando de lado la ocurrencia en un espacio euclideo.

Definicién 1.1.9 Un complejo simplicial abstracto K es una familia de

subconjuntos de un conjunto finito dado V' (K') que es cerrada bajo tomar
subconjunto, es decir tal que sic € Ky 7 C o, entonces 7 € K.



1. HOMOLOGIA SIMPLICIAL

En este caso llamamos vértices de K a los elementos de V(K) y k-
simplices (abstractos) a los conjuntos o € K con #0 = k+1. Las j-caras de
un simplice son todos sus subconjuntos de j + 1 elementos y la dimensién
de K es como antes la dimensién méxima de sus simplices.

En lo que sigue vamos a precisar en qué sentido son equivalentes las
dos versiones presentadas de un complejo simplicial.

Definicién 1.1.10 Un complejo simplicial geométrico K en R? se dice una
realizacién geométrica del complejo simplicial abstracto K si existe una
funcién inyectiva ¢ : V(K) — R? tal que {vg, vy, ..., v} € K siy sélo si
©(vo)e(vr) ... o(vg) es un k-simplice en K.

Es trivial que todo complejo simplicial geométrico induce uno abstrac-
to (basta con listar los conjuntos de vértices que generan cada simplice)
y reciprocamente se tiene que todo complejo abstracto admite una reali-
zaciéon geométrica. El motivo es que siempre podemos ubicar los finitos
vértices del complejo en un espacio de dimension lo suficientemente alta
para que los simplices que generan se intersequen adecuadamente segin
la definicién 1.1.5.

Una forma sencilla de dar con una realizacién geométrica se basa en
la observacién 1.1.6. Concretamente, todo complejo K de n vértices es
a su vez un subcomplejo del complejo dado por P(V(K)). Entonces al-
canza con asignar los vértices de K a cualquier conjunto afinmente inde-
pendiente de R? con d > n — 1. Cuando se elige como tal conjunto a los
vectores canénicos {e; }icp,) C R™ le decimos realizacion canénica.

Sin embargo en la practica puede ser costoso trabajar con tantas di-
mensiones como vértices del complejo a realizar. El siguiente resultado
muestra que necesitamos a lo sumo una cantidad de dimensiones del or-
den de la dimension del complejo.

Teorema 1.1.11 Un complejo simplicial abstracto de dimension k admite una
realizacién geométrica en R* 1,

Demostracion. La idea es mapear los vértices de K en
My = {(t,t* ...t € R |t € Rso}

con d = 2k + 1, conocida como la curva de momentos.
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1. HOMOLOGIA SIMPLICIAL

La propiedad clave de esta curva es que cualquier hiperplano de R¢
la interseca en a lo sumo d puntos. En efecto, si H es el hiperplano dado
por la ecuacién Zle hix; — har1 = 0, entonces x € My N H siy s6lo si
S hit' — hayy = 0 para cierto t > 0. Luego ¢ es raiz de un polinomio
de grado d, que por el teorema fundamental del dlgebra tiene a lo sumo d
raices reales. Esto nos dice que cualquier elecciéon de d + 1 puntos sobre la
curva resulta un conjunto afinmente independiente.

Sea ¢ : V(K) — M, inyectiva. Afirmamos que
K ={p(v0)...o(vn) [ {vo,..., 0} € K}

es realizaciéon geométrica de K. Por lo anterior y por ser K un complejo
abstracto se tiene que K es una coleccién de simplices que verifica la pri-
mer condicién de la definicién 1.1.5. Para ver que también cumple con la
segunda notamos que dos simplices 7, 7" € K tienen a lo sumo un total de
n+1 <2k +2 = d+ 1 vértices, que por ser a.i. generan un n-simplice del
cual 7y 7’ son caras. Se sigue que 7 N 7’ es (de no ser vacio) también cara
de dicho n-simplice, y por lo tanto cara de 7 y de 7. O

Ejemplo 1.1.12  ¢) El complejo simplicial abstracto

{{a}.{b}. {c}.{a.b}. {a,c}, {b.c}. {a,b, c}}

describe un 2-simplice con todas sus caras y el espacio asociado a
cualquiera de sus realizaciones geométricas es homeomorfo al disco
D?={zeR*:|z| <1}.

i1) Los grafos simples son complejos simpliciales abstractos de dimen-
sién 1y s6lo aquellos conocidos como grafos planares admiten una
realizacion en R®. Esto se generaliza a mas dimensiones y en parti-
cular nos muestra que la dimensién 2k + 1 en el teorema 1.1.11 no se
puede mejorar.

Continuamos con la nocién de morfismo entre complejos.
Definicién 1.1.13 Dados K y L complejos simpliciales, una funcién
f: K — L se dice un mapa simplicial si para cada ¢ = vy...v; € K se

tiene que f(o) = f(w) ... f(vs) es un simplice en L de igual o menor di-
mension que la de o.

11



1. HOMOLOGIA SIMPLICIAL

La definicién 1.1.13 implica que f manda vértices de K en vértices de
Ly por lo tanto induce un mapa de vértices fy, : V(K) — V(L) dado por
fv=1f ‘ Ko’ Mas atin, f queda completamente determinado por fy. Sin

embargo no cualquier funcién g : V(K) — V(L) puede extenderse a un
mapa simplicial como vemos en la figura 1.3.

g
v, W

B

V2 Wa

v TT—M —7 ws

Figura 1.3: El mapa de vértices g : v; — w; no admite extensién a un mapa
simplicial pues g(v2)g(vs) ¢ L.

Todo mapa simplicial f : K — L tiene asociado una funcién continua
entre los espacios subyacentes |f| : |K| — |L| dada por

S S
/] (Z /\z'Ui) = Z Aif (vi),
i=0 =0
N——
z€|K|
donde \; son las coordenadas baricéntricas de x en v, ... v, € K, el inico
simplice de dimensién minima que contiene a x. La buena definicién de
| f| se deduce de la unicidad de las coordenadas baricéntricas y, mds atin,
|f| es continua pues es afin a trozos (sobre cada simplice). Llamamos a
| f| 1a realizacién geométrica de f. Otra propiedad importante es que para
complejos K, L, M y mapas simpliciales f : K =+ Ly g: L — M, se tiene
que

lgo f = lgl o[/l

Observacion 1.1.14 Si f : K — L induce una biyeccién fy : Koy — L) y
verifica que o es un k-simplice en K siy solosi f(o) es un k-simplice en L,
entonces | f| es un homeomorfismo entre | K|y |L| pues restringida a cada
simplice es también un homeomorfismo.

Recordamos que dos mapas se dicen homot6picos si existe una homo-
topia que “deforma” a uno en el otro de manera continua. Este concepto
también tiene su analogo en nuestro contexto simplicial.

12



1. HOMOLOGIA SIMPLICIAL

Definicién 1.1.15 Dos mapas simpliciales f, g : K — L se dicen contiguos
si para cada o € K se tiene que f(o) U g(o) es un simplice en L.

De la definicion 1.1.15 se sigue que si f,g : K — L son contiguos,
entonces sus realizaciones geométricas |f|, |g| : |K| — |L| son mapas ho-
motopicos. En efecto, la funciéon H : |K| x [0,1] — |L| definida como

H(z,t) = tlg|(x) + (1 = )[f](z)

es una homotopia entre |f| y |g| pues para todo x € |K| existe 0 € K de
dimensién minima tal que |f|(z) € f(0), |9/(z) € g(o) y la convexidad
de f(0) U g(0) garantiza que Im(H) C |L|. Sin embargo la vuelta no vale
necesariamente como vemos en la figura 1.4.

Figura 1.4: Los mapas simpliciales f y g son contiguos y por lo tanto sus
realizaciones geométricas homotdpicas. Los mapas f y g inducen realiza-
ciones geométricas homotodpicas pero no son contiguos.

1.1.1. Aproximaciones simpliciales

Definiciéon 1.1.16 Para K un complejo simplicial y v € K, la estrella
abierta de v es la unién de los interiores de simplices que contienen a v:

St(v) = | J o°

oeK
veV (o)

Lema 1.1.17 Sea K un complejo simplicial. Entonces v, ... v, € K siy s6lo
si

() St(wv:) # 0.
=0

13



1. HOMOLOGIA SIMPLICIAL

Demostracién. Si o = vy...v, € K, claramente ¢° # () y por definiciéon
de estrella abierta es 0° C St(v;) para todo i. La vuelta se sigue de que si
7,7 € K son dos simplices, entonces 7° N (7/)° # @ siy sélosiT = 7.
Luego si z € St(v;) para todo 4, debe existir 7 € K tal que x € 7° C St(v;)
para todo i y se sigue que vy . .. v, es una cara de 7. O

Figura 1.5: La estrella abierta de v es la parte roja y rosa del complejo.

Definicién 1.1.18 Sea f : |K| — |L| una funcién continua y K una trian-
gulacién de | K|. Un mapa simplicial g : K — L se dice una aproximacion
simplicial de f si para todo vértice v € K g se tiene

f(St(v)) - St(g(v)).

Proposicion 1.1.19 Sea g una aproximacién simplicial de f : |K| — |L|. En-
tonces f y |g| son mapas homotdpicos.

Demostracién. Consideramos la funcién H : |K| x [0, 1] — R™ dada por
H(z,t) = tlg|(z) + (1 = 1) f().

Veamos que Im(H) C |L| para mostrar que H es una homotopia entre f
y |g|. Siz € |K| tomamos o = v...vs € K de dimensiéon minima tal que
x € 0. Sabemos por definicién de |g| que

l9l(x) € g(o) = g(vo) - .. g(vs).

Ademéds x € St(v;) para todo i por ser o de dimensién minima asi que
f(z) € ﬂ f(St(w:)) C ﬂSt(g<Ui>)'
i=0 i=0

14



1. HOMOLOGIA SIMPLICIAL

Esto implica que f(z) € &, donde w € L es o bien g(o) o un simplice que
tiene a g(o) de cara. En cualquier caso por convexidad de w se sigue que
H(z,t) € w C |L| para todo ¢t como queriamos ver. O

Lema 1.1.20 Si f,g : K — L son aproximaciones simpliciales del mismo
mapa h : |K| — |L|, entonces fy g son contiguos.

Demostracion. Sea o = vy ... v, € K. Entonces para todo i tenemos

h(St(v;)) C St(f(v:)) NSt(g(v:))

por definicion de aproximacién simplicial. Es decir que
0 # (M_ySt(f(vi)) N St(g(vi)) y por el lema 1.1.17 se concluye que
f(vo) ... f(vy)g(vo) . ..g(v,) es un simplice en L. O

Lema1121Si f: K = Lyg: L — M son aproximaciones simpliciales
de h : |K| = |L|y k : |L| — |M| respectivamente, entonces g o f es
aproximaciéon simplicial de ko h : | K| — |M]|.

Demostracion. Vale trivialmente pues para todo v € K :

(koh) (St(v)) = k(h (St(v)) ) € k(St(f(v))) S St(g(f(v))) = St((gof)(v))-
0

La condicion de la definicién 1.1.18 impone un comportamiento local
sobre las estrellas abiertas que depende de la triangulacién K y existen
finitos mapas simpliciales definidos sobre K pero (posiblemente) infini-
tas clases de mapas homotoépicos f : |K| — |L|. Es por esto que f no
admite a priori una aproximacién simplicial y vamos a necesitar de otra
triangulacion K’ de | K| apropiada para aproximar mapas arbitrarios.

15



1. HOMOLOGIA SIMPLICIAL

Definicién 1.1.22 El baricentro ¢ de un simplice geométrico o = vy ... v,
es el promedio de sus vértices:

S

N 1
U=8+1ZU¢-

=0

Para K un complejo simplicial definimos su primer subdivisién baricén-
trica KW como el complejo simplicial

KW ={6¢61...6m|0i €K, 00 Co1 C -+ Cop}.
La r-ésima subdivisién baricéntrica se define inductivamente como

K0 = (K)o,

Sioy C oy C --- C o, son algunas caras de un simplice o0 € K, sus
respectivos baricentros 6y, . . . 6,, son afinmente independientes y forman
un m-simplice en K(). Més atn, la unién de todos estos simplices dados
por los baricentros de caras anidadas de o es precisamente o, y como esto
vale para todo o € K se tiene que

K| = KO

Vamos a usar K" (o) para referirnos al subcomplejo de K™ cuyo espacio
asociado es |o]|.

Figura 1.6: A la izquierda un 2-simplice y a la derecha su primer subdivi-
sién baricéntrica.

Definicién 1.1.23 Dados K un complejo simplicial y 0 € K un k-simplice
con k > 1, el didmetro y(o) de o es la longitud maxima de sus 1-caras,

(o) = mie{ o — wl]},
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1. HOMOLOGIA SIMPLICIAL

) G
Ji
K
J F
c M
E
N B D
a e c
A
/ e
F'=G'
I'=J
M’ E'
A'=N'
C'=D'
B/

Figura 1.7: A la izquierda los complejos K y su segunda subdivision ba-
ricéntrica K(?), ambos triangulaciones de S*. A la derecha el complejo L,
una posible triangulacion del anillo A = {z € R* : r < ||z|| < R}. El
mapa continuo f no admite una aproximacién simplicial definida sobre
K pero sf una sobre K? (el mapa dado por g), donde notamos f(a) = A,
g(a) = A"y similarmente para los demds vértices.

y el didmetro p(K) de K es el didmetro méximo de sus simplices:

u(K) = mix{ju(o)}.

ceK

Lema 1.1.24 Si K es un complejo simplicial de dimensién n y » € N en-

tonces ,
KMy < (2 K
() < (5 ) i)

y por lo tanto u(K™) — 0 cuando r — <.
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1. HOMOLOGIA SIMPLICIAL

Teorema 1.1.25 (Aproximacién simplicial) Sean K y L complejos simpliciales
y [ |K| — |L| una funcién continua. Entonces existe r € N y un mapa
simplicial g : K" — L tal que g es una aproximacion simplicial de f.

Demostracién. Sea S = {St(w)}uer,, €l cubrimiento por estrellas abier-
tas de |L|. Como f es continua, { ™" (St(w))}weLm) es un cubrimiento por
abiertos de | K|. Por ser |K| compacto este cubrimiento tiene un niimero
de Lebesgue A > 0 y podemos tomar r lo suficientemente grande para
que p(K™) < 3. Luego diam(St(v)) < A para todo v € (K("“))(O).

Tomamos gy : (K) — Ly dado por v +— w, donde

(0)
St(v) C f~ (St(w)) (tal w existe pues diam(St(v)) < X y de no ser tnico
elegimos cualquiera). De esto se deduce que f(St(v)) C St(w) = St (gy (v)).

Solo queda ver que gy se extiende a un mapa simplicial g. En efecto, si

K
zg... 75 € K, entonces () St(x;) # 0y luego
i=0

0#f (ﬂ St(%‘)) - ﬂ f (St(z;)) ﬂSt (gv(zi)).

Es decir que gy (7o) . . . gv (z1) es un simplice en L como queriamos ver. [J

Observacion 1.1.26 Como consecuencia del teorema 1.1.25 existen a lo su-
mo numerables clases de mapas homotépicos f : |K| — |L| pues existen
numerables mapas simpliciales definidos sobre K y sus subdivisiones ba-
ricéntricas.

1.2. Homologia

En esta seccion vamos a definir la homologia de un complejo simplicial
con coeficientes en un cuerpo K (que consideramos fijo de aqui en adelan-
te). Para esto primero definimos la nocién de orientaciéon de un simplice.

Recordamos que las permutaciones de un conjunto finito se dividen en
dos clases de igual tamafio: las pares y las impares. Dado 0 = vy ... v, un
p-simplice, decimos que dos ordenamientos de sus vértices (vg, vy, ... v,),
(Vr(0), V(1) - - - Ur(p)) SON equivalentes si 7 es una permutacién par. Con

18



1. HOMOLOGIA SIMPLICIAL

esto definimos las posibles orientaciones de ¢ como las clases de ordena-
mientos equivalentes de V(o).

Definicién 1.2.27 Un p-simplice orientado es un p-simplice 0 = vy...v,
junto con una orientaciéon de 0. Usamos [vyv; . . . v,] para referirnos a o con
la orientacién dada por la paridad del ordenamiento (vg, vy, . .. vp).

Observacién 1.2.28 Un 0O-simplice admite una tnica orientacién y un
p-simplice (p > 0) tiene exactamente dos orientaciones posibles. Mds atn,
intercambiar dos vértices consecutivos cambia la orientacién del simplice.
Por ejemplo, [vov1vs ... v, Y [V100v2 . . . v, tienen orientaciones opuestas.

Wa

Wo wq

Figura 1.8: Dos simplices orientados [vgv;] y [wowws].

Definicién 1.2.29 Sea K un complejo simplicial. Una p-cadena en K
(p > 0) es una suma formal finita de p-simplices orientados de K con
coeficientes en el cuerpo K:

Z Q0

donde «; € Ky {0,}; es la coleccién de p-simplices orientados de K (cada
simplice con sus posibles orientaciones). Adicionalmente imponemos

/
0= —0

siempre que o y ¢’ sean el mismo simplice con orientaciones opuestas.

Dado ¢ € K un p-simplice orientado, su p-cadena elemental asociada
es la p-cadena 1- 0. Vamos a abusar de la notacién y usar o para referirnos
tanto al simplice como al simplice orientado y a su p-cadena elemental
asociada.

19
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La suma de dos p-cadenas ¢ = ) . oo;, ¢ = >, ao; y lamultiplicacién
por un escalar A € K se definen a partir de las operaciones en el cuerpo:

c+cd = Z(ai + of)oi,

i

Ac = Z()\CQ)O}
i
Con estas operaciones las p-cadenas en K forman un K-espacio vecto-
rial que notaremos C,(K). Este espacio es isomorfo a K"» donde m,, es la

cantidad de p-simplices en K y para definir una base de C,(kK) basta con
elegir arbitrariamente una orientacion para cada p-simplice.

Ejemplo 1.2.30 Consideramos el complejo simplicial dado por:

K = {{vo}, {v1}, {va}, {vo, v1}, {v1,v2}, {v2, v0} }.

i) Los espacios Cy(K) y C;(K) son ambos isomorfos a K* = K& Ko K
pues K contiene exactamente tres 0-simplices y tres 1-simplices.

i1) Parap > 2 C,(K) es el espacio trivial {0} dado que K no contiene
ningtn p-simplice.

Continuamos definiendo el operador de borde 9, : C,(K) — C,_1(K).
Sobre una p-cadena elemental o = [vy . . . v,| se define como sigue:

p
Oy [vg...vp) — Z(—l)’[vo P T
1=0
donde la notacién 9; indica que omitimos tal vértice. Notamos que esta
definicién coincide con la nocién geométrica de borde simplicial. El ope-

rador 0, se define extendiéndolo linealmente a todo C,(K).

Definicién 1.2.31 Para p > 1 el p-ésimo operador de borde
8y : Cy(K) = Cyi(K)

es la transformacién lineal dada por
Op Z%Uz‘ — Zai Op(0;).

Por convenciéon definimos 0y = 0 la transformacién nula.
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w3
w2
wo
w1
(wiwews]  —  [wowaws] + [wowiws] —  [wowiws]

w3 ws w3
wo wo W w2
w2 wo w2 w1
w1 w1

Figura 1.9: El borde del 3-simplice orientado [wow;wows] es la suma alter-
nada de sus caras inmediatas.

Sean [vg ... VjVj11...Up] Y [Uo...Vj410; ... vy] Orientaciones opuestas del
mismo simplice. Para ¢ # j, j + 1 los términos i-ésimos en las sumatorias
de las expresiones 9, ([vo . .. vjvj41 ... Up]) Y Op([vo . . . vj110; . . . vp]) difieren
de un signo pues son idénticos pero con v; y v;;1 intercambiados. Para los
términos correspondientes a ¢ = j, j + 1 en la primer expresion tenemos

(=1 [vg ... D501 - vp) + (=17 wg 0D -1y,
mientras que en la segunda se tiene
<_1)][U0 R zAjj%»lvj c. Up] + (—1>j+1[1)0 c. Uj+173j Ce Up].

Mirando con atencién vemos que los términos cruzados también difieren
de un signo y se sigue que

8p ([Ug e U041 - Up]) - —ap([l)g O S O I Up])7

mostrando que 0, estd bien definido.

Lema 1.2.32 Para todo p > 1 se tiene que

8p,1 O 8p = O
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Demostracién. Sea o = [ugvy . . . vp]. Por definiciéon tenemos

=0
= (_1)2(_1)j[00 Oj ... 0 Up]
j<i
+ Y (=)= ug By By ),
j>i

de donde se ve que los términos de estas sumas se cancelan de a pares.
Como esto vale para todo o el resultado se sigue por linealidad de los
operadores. O

Hasta acd obtuvimos una sucesion de K-espacios vectoriales unidos
por transformaciones lineales

025 Cu(K) 5 () #5 25 C1(K) 25 Co(K) 2+ 0,

donde £ es la dimensién de K y vale que 0,_; o d, = 0 para todo p. Una
sucesion como esta se llama un complejo de cadenas.

Definicién 1.2.33 Un p-ciclo es una p-cadena ¢ tal que d,(c) = 0y
un p-borde es una p-cadena b que es la imagen bajo 0,1 de alguna
(p+1)-cadena w, i.e. b = 0,41 (w). Notamos Z,(K) y B,(K) a los conjuntos
de p-ciclos y p-bordes de K respectivamente.

Por definicién tenemos que Z,(K) y B,(K) son los subespacios de
C,(K) dados por
Zy(K) = ker(9p), By,(K) =1Im(dy+1),
y ademas el lema 1.2.32 nos dice que todo p-borde es un p-ciclo, es decir
B,(K) C Z,(K) C C,(K).

Definicién 1.2.34 El p-ésimo espacio de homologia de K es el cociente

Llamamos p-ésimo nuimero de Betti a la dimensién de H,(K) como
K-espacio vectorial y lo notamos £, (K).
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Cuando no sea ambiguo omitimos “(K)” en la notacién introducida
para simplificarla. La clase de homologia de un p-ciclo ¢ € Z, es la clase

c+B,=[]€eH,

y dos ciclos en la misma clase de homologia se dicen ciclos homélogos.

Figura 1.10: Los octégonos verdes son 1-ciclos homoélogos pues la diferen-
cia de ambos es el 1-borde de la 2-cadena dada por los tridngulos verdes
orientados convenientemente.

Observacién 1.2.35 Los nameros de Betti estdn dados por
Bp = dimZ, — dim B,

y cuentan la cantidad de clases independientes de p-ciclos homélogos pre-
sentes en K.

Una posible intuicién geométrica de la homologia es que describe la
presencia de “agujeros” en las distintas dimensiones de un objeto. Por
ejemplo, ) cuenta la cantidad de componentes conexas de K, /3, la can-
tidad de ciclos, 3, las cavidades encerradas, y andlogamente para p arbi-
trario.

Ejemplo 1.2.36 Sea K el complejo simplicial de la figura 1.11 que contiene
el 3-simplice abcd y los 2-simplices bee, bde y cde junto con todas sus caras.
Entonces Cy(K) estd generado por {a,b,c,d, e} y es por lo tanto isomor-
fo a K°. Similarmente se tiene que C;(K) = ([ab], [ac], [ad], [bc], [cd], [dD],
[be], [ce], [de]) = K°, Cy = ([abc], [acd], [abd), [bed), [bee), [ede], [bde]) = KT,
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1. HOMOLOGIA SIMPLICIAL

C;(K) = ([abed]) = Ky C,(K) = 0 para todo p > 4. Esto da lugar al
complejo de cadenas

o o o 9 o
0—C; —>Cy —C; — Cy—0.

K

N

(&

Figura 1.11: El complejo K es una triangulaciéon de un espacio homot6pi-
camente equivalente a 5.

Dado que 0, es la transformacion nula y 95([abcd]) = [bed] — [acd] +
[abd] — [abc| # 0 se sigue que Z3 = B; = H; = 0y que By = ([bed] — [acd] +
[abd] — [abc]). Para calcular los 2-ciclos planteamos la ecuacién:

0 = 05 (e [abe] + aslacd] + aslabd] + culbed] + aslbee] + aglede] + oq[bde])
= a105([abc]) + azds([acd]) + - - - + 705 ([bde])
= ay([bc] — [ac] + [ab]) + - - - + ar([de] — [be] + [bd]),

la cual es equivalente al sistema lineal de ecuaciones

()41+CY4+C¥5:0

—@1+O£2:O

Omitimos los detalles de calculos que muestran que
Zy = ([bed] — [acd] 4 [abd] — [abc], [bde] — [cde] + [bed] — [bee])

y por lo tanto Hy = K pues estd generado por la clase de homologia de
[bde] — [cde] + [bed] — [bee] € Zs. Por otro lado al aplicar 0, a los generadores
de C; obtenemos dos 1-bordes que son combinaciones lineales del resto,
lo que implica B; = K5. Esto se corresponde con el hecho visual de que
hay dos tridngulos que “tapan” los tetrahedros abcd y bede (el primero con
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1. HOMOLOGIA SIMPLICIAL

y el segundo sin su relleno). Resolviendo otro sistema lineal se sigue que
Z; =~ K° y entonces H; = 0. Por ultimo siempre vale que Z, = C, pues
do = 0y se verifica facilmente que By = K* y Hy = K.

El ejemplo 1.2.36 ilustra el hecho de que los espacios de homologia
de un complejo simplicial finito son computables y podemos calcularlos
con un algoritmo de algebra lineal: cada transformacion 9, se escribe co-
mo una matriz donde cada columna representa el borde en C,_; de un
generador de C,. Luego basta con hacer eliminacién gaussiana y usar el
teorema de la dimensién para calcular los ntimeros de Betti usando la
observacién 1.2.35. De hecho el cdlculo de la homologia en dimension p
depende sélo de la estructura del complejo en dimensiones py p + 1.

Morfismos inducidos por mapas simpliciales

Un mapa simplicial f : K — L induce para cada p > 0 una transfor-
macion lineal f}, : C,(K) — C,(L) dada por

P
Ja E Qo —> Zozm,
i i

donde
f(o;) si f(o;) esun p-simpliceen L,
T —
0 si no,

y la orientacion de 7; es la dada al preservar el ordenamiento de los vérti-
ces de o;.

Proposicién 1.2.37 Sean f : K — L un mapa simplicial y 0f, 0} los p-ésimos
operadores de borde en C,(K) y C,(L) respectivamente. Entonces los mapas in-
ducidos f;, fi‘l conmutan con dichos operadores, es decir conmuta el siguiente
diagrama:

%

CP(K) — Cpfl(K)
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Demostracién. Basta ver que (f, " o 0)(0) = (9% o f1,)(0) para toda
p-cadena elemental o = [vg, v1,...v,] € C,(K). Si f(0) es un p-simplice
en L entonces f(7) es una cara inmediata de f(o) para toda cara inmedia-
ta 7 de o y el resultado se sigue por definicién de f7, fi‘l y los operadores
de borde:

—_—

O (f5(0)) = S (1) lf (w0), . (0, - . f ()]

-
=l M*@
o

=) (=)' ([vo, - - B, - vp]) = fi 1 (05 ().

0

7

Si f(o) es un k-simplice en L con k < p — 2 entonces f;fl (1) = 0 para toda
cara inmediata 7 de ¢ y la igualdad se cumple trivialmente

0y (F(0)) = 0= £ (5°(0)).
Si f(o) es un (p — 1)-simplice en L existen tnicos j < k tales que
fv;)) = flue) y fi_l(T) = (0 para toda cara inmediata 7 de o con
{v;,v} C V(7), lo cual implica
p

FH0(0) =) (=) ([vo, - By, . vy))

— (1Y [f(v0), - F(07), - ()]
+ (=DM (o) Fn), - F(wp)].

Dado que (f(vo), .- f(v;), .- f(vp)) ¥ (f(v0), ... f(vg), ... f(v,)) son orde-
namientos que difieren de una permutacion de signo (—1)*7*! se cance-
lan los términos dando el resultado. O

La coleccion { f}, },>0 se llama un mapa de complejos de cadenas que va-
mos a notar simplemente f» y puede visualizarse con el siguiente diagra-
ma:

05ys 05 ar 05,
. — C(K) — Cy(K) —— C,(K) ——

L

L
9,4
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donde cada subdiagrama es conmutativo debido a la proposicién 1.2.37.

Lema 1.2.38 Sea f : K — L un mapa simplicial. Entonces
Fp(Zp(K)) € Zp(L) y  [3(By(K)) CBy(L)
para todo p > 0.

Demostracion. Ambos resultados se siguen de la proposicién 1.2.37. En el
primer caso si ¢ € Z,(K), entonces J5(c) = 0 y debe ser

0= f471(0%(c)) = 95(f4(c)), es decir f4(c) € Z,(L). En el segundo caso
sib € By(K)esb= 90X (c) paraalgtin c € C,,(K) y la conmutatividad

b1
del diagrama implica que f5(b) = f4(9X,(c)) = 9%, (4" (c)), es decir
f;(b) S Im<agja:+1) =B,(L). =

Este lema nos dice que f : K — L induce a su vez un morfismo entre
los espacios de homologia que esta bien definido:

f2Hy(K) — H,(L)
[c] — [f4(c)]
Para ver la buena definicién basta verificar que [c] = [¢/] en H,(K) impli-

ca que [fi(c)] = [fL(c)] en H,(L), y esto se sigue inmediatamente pues
[c] =[] siysblosic— ¢ € B,(K) yellema 1.2.38 nos dice que

fale =) = fle) = fo(c) € By(L),

o equivalentemente [}, (c)] = [f}(c')] en H,(L). De forma similar vamos a
usar f, para referirnos a la coleccion { f?},>.

En general un mapa entre los espacios de homologia puede ser induci-
do por distintos mapas simpliciales. Decimos que dos mapas de comple-
jos de cadenas f4 y g son homot6picos por cadenas si existen para cada
p > 0 transformaciones lineales %, : C,(K) — C,.1(L) tales que

gi_ff# :8£+1ohp+hp,1oﬁf

para todo p > 0 (por convencién h_; = 0). La colecciéon H = {h,},>0 es
una homotopia por cadenas entre f4 y g4.
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Lema 1.2.39 Sean f,g : K — L mapas simpliciales tales que fx y g4 son
homotdépicos por cadenas. Entonces los mapas inducidos en la homologia
coinciden: f, = g., es decir

1P =gt
para todo p > 0.

Demostracién. Sea H = {h,},>o la homotopia entre f. y g.. Basta ver que
[f5(c)] = [g%(c)] en H,(L) para toda clase de homologia [c] € H,(K). Se
sigue inmediatamente pues ¢ € Z,(K) y entonces

94(0) = f5(c) = (941 0 hp) (€) + (hp—108;7) (€)

= 0F1 (1)) +0 € B, (L)

O

Teorema 1.2.40 Sean f,g : K — L mapas simpliciales contiguos. Entonces
Je = g

Demostracién. Basta ver que existe una homotopia H = {h,},>¢ entre los
mapas de complejos de cadenas inducidos fx y gz y concluir usando el
lema 1.2.39. Para 0 = vy...v, € K notamos L(o) al subcomplejo de L
dado por el simplice f(vg) ... f(vy)g(vo) ... g(v,) junto con todas sus caras.
Construimos H por induccién en p.

Para p = 0 sea [v] € Cy(K) una 0-cadena elemental. Como f y ¢ son
contiguos f(v)g(v) es un simplice en L y podemos definir h([v]) como la
1-cadena 7 € Cy(L) dada por:

__ {[f(v)g(v>] i f(v) # g(v)

0 sino.

En cualquier caso se tiene que

93] = () = l9(v)] = [f ()]
= 0y (ho([]))
como queriamos y s6lo queda extender linealmente £ a todo Cy(K). No-
tamos que ho([v]) € C; (L(v)) para toda 0-cadena elemental [v] € Cy(K).

Supongamos ahora que tenemos h, definido para todo ¢ < p de mane-
ra tal que para toda g-cadena c € C,(K) se tiene

94(c) = F4(¢) = Ogy (hq(€)) + g1 (9 ()
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y hy(o) € Cy1 (L(0)) para toda g-cadena elemental o € C,(K).
Sea 0 € C,(K) una p-cadena elemental. Queremos definir /,(c) como
la (p + 1)-cadena cuyo borde 9, (h,(0)) sea la p-cadena ¢ € C,(L) dada

por:
¢ = g4(0) ~ [3(0) — b1 (95(0))

Notar que c estd bien definida pues h,_; lo esta por hipétesis inductiva.
Més atn, ¢ € Z, (L(0)): que es p-cadena en L(o) se sigue de que tanto
f5(0) y g.(0) 1o son por definicion y h,_1 (85 (o)) 1o es por hipétesis in-
ductiva y porque L(7) C L(o) siempre que 7 C o; que es un p-ciclo se
sigue de

0y (c) = 0, (dla(0)) = WUQD—%WMWW
=g (w) = [l (w) = (g (w) = [ (w) = hy—s (95, (w)))
=0
donde aplicamos la hipétesis inductiva a la (p — 1)-cadena w = 9X(0) y
usamos que 0% o f4, = fi' 0 0K y que 0K | 0 9K = 0.
Finalmente como H, (L(J)) {0} para todo p > 0 debe existir
7 € Cpi1 (L(0)) tal que
01 (1) = ¢ = gh(0) = (o) = hp1 (9, (0)) -

Definiendo h,(c) = 7, h,(—0) = —7 y extendiendo h, a todo C,(K) se
sigue el resultado. O

Observacién 1.2.41 El morfismo h estd univocamente determinado pero
en general h, no lo estd dando lugar a diferentes homotopias entre f4 y
gy La figura 1.12 ilustra un ejemplo de esto.

Figura 1.12: Los mapas f y ¢ son contiguos y tales que f(v), f(w),g(v)y
g(w) son todos distintos. Las 2-cadenas [f(v)g(v)f(w)] + [g(v)g(w) f(w)]
y [f(v)g(v)g(w)] + [g(w)f(w)f(v)] son ambas posibles eleccio-
nes para hi([vw]) pues tienen el mismo 1-borde dado por

93 ([vw]) = f(lww]) = ho(fw] — [v]).
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En lo que sigue vamos a ver que todo mapa arbitrario entre espacios
triangulables h : |K| — |L| induce un morfismo en la homologia bien
definido.

Proposicién 1.2.42 Sea K" una subdivisién baricéntrica de K. Entonces la
identidad i : |KW| — | K| admite una aproximacion simplicial

g: K" 5 K.

Demostracién. Lo probamos para r = 1. Para w € K" por definicién exis-
te 0 € K tal que w = 6 € ¢° y definimos g(w) como cualquier vértice
v € V(o). Basta ver que g se extiende a una aproximacién simplicial de
la identidad. En efecto, si wy . .. w, es un p-simplice en K1) existen caras
anidadas de K oy C --- C o, tales que w; = 7;. Luego vy ... v, es un sim-
plice en K para cualquier eleccién de vértices v; € o, pues en particular
es una cara de o,,. Para ver que es aproximacion simplicial de la identidad
tomamos w = 6 € (KY)y),v € V(o) y alcanza con ver que

| K[\ St(v) C K|\ St(w).

El miembro izquierdo en la inclusion es la unién de los simplices en K que
no tienen a v de vértice, y por ser K V) una subdivisién es también la unién
de ciertos simplices 7 € K1), Se sigue que ninguno de estos simplices 7
puede tener a w de vértice pues w € 0° C St(v) y luego 7 C |K| \ St(w).

Para r € N arbitrario recordamos que K = (K (“1))(1) y tomamos g
como la composicién sucesiva de los mapas construidos para r = 1. El
resultado se sigue del lema 1.1.21. O

La consecuencia algebraica de las subdivisiones que nos interesa esta
en el siguiente teorema que presentamos sin demostracién (consultar [6]).

Teorema 1.2.43 Sea K la r-ésima subdivision baricéntrica de un com-
plejo simplicial K. Entonces existe un iinico mapa de complejos de cadenas
Ar = {Arplpzo,

Arp © Cp(K) = Cy(K)

tales que \,,(0) € C, (K"(0)) para toda p-cadena elemental o € C,(K).
Mds ain, si g : K" — K es una aproximacion simplicial de la identidad
i+ |[KW| — |K|, entonces (\,)2 y gP son isomorfismos inversos el uno del otro
para todo p > 0.

30



1. HOMOLOGIA SIMPLICIAL

El mapa A, se conoce como operador de subdivision baricéntrica y es lo
que nos faltaba para definir el morfismo inducido en la homologia por
h:|K|—|L|.

Definicién 1.2.44 Dados K, L complejos simpliciales y h : |K| — |L]
continua, tomamos 7 € N tal que h admita una aproximacién simplicial
f: K" — [y definimos el morfismo inducido por h como la coleccién
h. = {h2},>0 dada por

Veamos que h, es independiente tanto de la elecciéon de » € N como de
la de f. Por el teorema 1.2.43,

= fo ()™

para toda g : K™ — K aproximaci6n simplicial de la identidad. Una
vez que fijamos r € N, aproximaciones simpliciales del mismo mapa son
contiguas (esto es el lema 1.1.20) y por lo tanto inducen el mismo mapa
en la homologia.

Por otro ladosir < sy f. : K™ — L, f, : K& — L son aproxima-
ciones simpliciales de h, por la proposicién 1.2.42 existen g : K — K,
k: K® — K@) aproximaciones simpliciales de la identidad en |K| y en-
tonces f, o k'y gok son aproximaciones simpliciales de i y de la identidad
en | K| respectivamente. Se sigue que f, o k'y f; son contiguas y entonces

(fo)e o (A2 = (frok)Pol(gok)™
= ((fr)ho kD)o [(gh o k)]
= ()P o () = (fi)h o (M),

donde usamos que el morfismo inducido por una composiciéon de mapas
simpliciales es la composicion de los mapas inducidos y que una apro-
ximacion simplicial de la identidad induce el morfismo identidad en la
homologia.

Este morfismo inducido también cumple con las propiedades funto-
riales y es invariante bajo homotopia.

Teorema 1.2.45 La identidad i : |K| — | K| induce en la homologia el morfismo

identidad % : H,(K) — H,(K).Si h: |K| — |L|y k : |L| — |M| son mapas
continuos entonces (k o h), = ki o h,.
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Teorema 1.2.46 Si h, k : |K| — |L| son mapas homotdpicos, entonces h, = k.

Corolario 1.2.47 (Invarianza homotépica de la homologia simplicial) Si
f o |K| — |L| es una equivalencia homotdpica, entonces f, es un isomorfismo.

Demostracion. Sea g : |[L| — |K|tal que fogy go f son mapas homotépicos
a las identidades 7|z y 7|x| respectivamente. Entonces (f o g). = (i)« y
(g o f)« = (ijx|)« Se sigue que f. o g, ¥ g, o f. son isomorfismos, y por lo
tanto f, lo es. H

1.2.1. Homologia relativa

Sea K\ un subcomplejo de K. Dado que C,(K)) es un subespacio de
C,(K), el cociente
Cy(K)
CP(KO)
estd bien definido y lo llamamos espacio de cadenas relativas a K. Se trata
del K-espacio vectorial cuyos elementos son las clases

C,(K,Ky) =

c=c —I— Cp(Ko)

para c € C,(K).
El operador de borde es el inducido en los cocientes de forma natural:

a;ﬂKo : Cp(K, Ko) — C,1(K, Ky)

¢ —s OK(0)

Se verifica facilmente que 911 o 9XKo = 0 y por lo tanto el espacio de
p-bordes relativos a K,

B, (K, Ko) = Im(9,21°).
estd incluido en el espacio de p-ciclos relativos a K,
Z,(K, Ko) = ker(0)°%°),
y queda bien definido el p-ésimo espacio de homologia relativa a K:

Z,(K, Ky)

HP<K7 Ko) - m
D )
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Teorema 1.2.48 (Teorema de Escisién) Sean K, un subcomplejo de K y
U C |Ky| abierto tal que |K| \ U = |L| para algiin subcomplejo L C K. Sea Ly
el subcomplejo de K tal que |Lo| = |Ko| \ U. Entonces la inclusion induce un
isomorfismo en la homologia, i.e.

H,(L, Ly) = H,(K, Ky)
para todo p > 0.

Demostracién. Sea ¢ = moi : C,(L) — C,(K, Ky) la composiciéon de mapas
dada por la inclusién seguida de la proyeccién:

Cy(L) —— Cy(K) —— C,(K, Ko).

T~ ¢

Dado que L contiene todos los simplices que no estdn en K|, se sigue que
¢ es sobreyectiva. Ademds son los simplices de L aquellos de L que estan
en K, por lo que ker(¢) = C,(Ly). Por lo tanto ¢ induce un isomorfismo

C,(L,Ly) = C,(K, Ky)
para todo p > 0. Dado que el operador de borde se preserva bajo este
isomorfismo se sigue el resultado. O
Si Koy Lo son subcomplejos de K y L respectivamentey f : K — Les
un mapa simplicial tal que f(o) € L, para todo o € K, decimos que
f : (K7 KO) - (L7L0)

es un mapa simplicial de pares. El mapa fx inducido por f satisface
f4(Cu(Ko)) € Cy(Lo) y por lo tanto induce un mapa en los espacios de
cadenas relativas bien definido

fi : CP(K7 Ko) — Cp(L, Lo)

c— flulc)

que también notamos f4. Dicho mapa conmuta con el operador de borde
y por lo tanto induce un morfismo en la homologia

ff : HP(K7 KO) — HP(L7 LO)

que también satisface las propiedades funtoriales.
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Definicién 1.2.49 Sean f,g : (K, K,) — (L, Ly) mapas simpliciales de
pares. Decimos que f y g son contiguos como mapas de pares si tanto
f,g: K — Lcomo f,g: Ky — Ly son contiguos.

Teorema 1.2.50 Si f,g : (K, K,) — (L, L) son contiguos como mapas de
pares, entonces existen para cada p > 0 mapas

hp 5 CP(K7 Ko) — Cp+1(L7 L0>
tales que gl — f, = 8§f1° 0 hy + hy_y 0 DR, Se sigue que fP = gP como
morfismos de los espacios de homologia relativa para todo p > 0.

Demostracion. La homotopia h = {h,},>¢ construida en el teorema 1.2.40
manda p-cadenas de C,(Kj) en (p + 1)-cadenas de C,1(Lo) pues L(o) es
un subcomplejo de L, para todo o € K. Se sigue que h, induce el mapa
deseado en los espacios de homologia relativa. O

La homologia relativa a K estd vinculada a un complejo conocido co-
mo el cono de K respecto a K. Supongamos que K es realizable en R" y
que existe = € R" tal que todo rayo con origen en x interseca a | K| en a lo
sumo un punto (de no existir tal = en R” podemos pensar a K realizado
en R" x {0} C R"" y tomar z = (0,...0,1) € R*).

Definicién 1.2.51 El complejo cono de K respecto a K es el complejo
(K,Ko)xx=KU{vg...0x|vg...v, € Ko}
Cuando K, = K lo notamos simplemente K x* x.

Algebraicamente (K, K;) * = es el complejo simplicial abstracto que
contiene todos los simplices de K y ademads los simplices o U {z} para
todo o € K, donde = es un nuevo vértice distinto a los de K.

Para 0 = [vg...v,] € C,(K) una p-cadena elemental, vamos a notar
[zo]ala (p+1)-cadena elemental en C, (K *x) dada por [zvy . . . v,]. Simi-
larmente para una p-cadena ¢ = ) oo, € C,(K), [zc] es la
(p+ 1)-cadena en C, (K * ) de la forma

Z a;lxoy)].
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K (K,K(g))*l‘ Kxzx

Figura 1.13: A la izquierda el complejo K , en el medio el complejo cono
de K respecto a su 0-esqueleto y a la derecha respecto a todo K.

Esta notacion da lugar a las siguientes férmulas para los bordes:
— ip=0
aK*x — g [13] S1p ’
bt ([2o]) {a — [z0K(0)]  sip >0,

y mds generalmente,

P c— [x0f(c)] sip>0.

aK*x([ICD _ {C_Eiai[x] Sip:oyczz:iai[vi]v

Teorema 1.2.52 Sea K un complejo simplicial. Entonces Ho(K * z) = Ky
H, (K * x) = 0 para todo p > 0.

Demostracién. La homologia en dimensién 0 se sigue facilmente de que
| K * x| es conexo: si [v], [w] € Zo(K * z) entonces
[v] = [w] =[] = [w] + [2] — [2] = 0" ([wa] + [2v]) € Bo(K * 2),

es decir [v] = [w] en Ho(K * z) y se sigue que Ho(K * z) = K.
Para p > O sea ¢, € Z,(K ) y basta ver que ¢, es también un p-borde.
En efecto, podemos escribir

¢, = cp+ [rcy 1],

donde ¢, € C,(K) y ¢,-1 € Cp_1(K). Tomamos [zc,] € C,1(K * ) y se
sigue que

Cp— agﬁ*fv([fcp]) =¢+ [rep1] — o + [x@f(cp)]

p
= [Idpfl]v
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donde d,_1 = ¢,—1 + 9 (¢,) € Cp_1(K). Aplicando 9f** a cada miembro
de esta igualdad obtenemos

0= {dp—l—Ziaz-[x] sip=1yd, 1= ;alvil,

dp—1 — [5175;(—1(%—1)] sip>1.

En cualquier caso se sigue que d,.; = 0, y por lo tanto
¢ = 0f([zey)) € By(K * x) dando el resultado. O

Proposicién 1.2.53 (Homologia de un simplice y su borde) Sea o un
n-simplice y K, el complejo que consta de o y todas sus caras. Entonces
Hy(K,) = Ky H,(K,) = 0 para todo p > 0. Mds aiin, si n > 1 entonces
Ho (Ko)(n-1)) = Hoot (Ko)n-1)) = Ky Hy (Ko)@-1)) = 0 para todo
p#0,n—1

Demostracién. El caso n = 0 es trivial. Supongamos o = vy . ..v,. La pri-
mera parte se sigue inmediatamente del teorema 1.2.52 puesto que
K, = K; xv;,

donde 7 =1vy...7;...v, es alguna (cualquiera) de las caras inmediatas de
o. Para ver la segunda parte notamos que C,(K,) = C, ((K,)(,-1)) para
todo p # n mientras que K = C,,(K,) # C, ((Ky)n-1)) = 0. Se sigue que
H,(K,) =H, ((Ks)(n-1)) paratodop #n — 1. Parap=n—les
()
H, ((KU)(nfl)) = Zn ((Ka)(nfl))
= ker (8,(51)("710 = ker (0)

= Im (9,7) = (07 (0)) = K
donde () vale porque no hay (n — 1)-bordes en C,,_; ((KU)(H,U) Y ()
porque H,,_(K,) = 0. H
Teorema 1.2.54 Sea K, un subcomplejo de K. Entonces
Ho((K, Ko) * z) = Ho(K, Ko) ® K

Y HP((K’ KO) 5 x) = Hp<Ka KO)
para todo p > 0.
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Idea de la demostracion. La primera parte es consecuencia de que K * z es
un subcomplejo conexo de (K, Ky) *  mientras que Hy(K, K,) depende
s6lo de la parte de K que yace fuera o en el borde de K, por lo que estos
espacios difieren justamente de una componente conexa.

Para la segunda parte se puede definir ¢ = {¢, }, dado por

¢p : Cp((K, Ko) * .T) — CP(K’ Ko)
C;*) = ¢p + [vep1] = T = ¢, + Cp(K)p)

y se sigue facilmente que ¢ es un mapa de complejos de cadenas sobre-
yectivo y tal que
ker(¢,) = C,(Kq = 2)

para todo p > 0. Luego resta ver que ¢ induce un morfismo ¢, bien de-
finido en la homologia que es ademds un isomorfismo dando el resulta-
do. O

1.2.2. Cohomologia

En lo que sigue fijamos K un complejo simplicial y K el cuerpo de
coeficientes sobre el que definimos C,(X).

Definicién 1.2.55 Una p-cocadena es una transformacion lineal
¢: Cy(K) = K
Para una p-cadena elemental 0 € C,(K), notamos ¢* a la p-cocadena ele-
mental que vale 1 sobre ¢ y 0 en cualquier otra p-cadena elemental. Con
esta notacién escribimos
¢=) o
[
pues ¢ queda determinada por sus valores sobre una base de C,(K).

Las p-cocadenas junto con la suma y multiplicacién escalar dadas por:

¢+ ¢ :cr— dc) + ()
B-d:cr— Bo(c)

37
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forman el K-espacio vectorial dual a C,(K), que notaremos CP(K). Por
ser el dual en dimension finita, la dimension de C? coincide con la de C,.

Definicién 1.2.56 El p-ésimo operador de coborde se define como el dual
del operador de borde:

6’ : CP(K) — CPTH(K)
ol
donde 6P¢ es la (p + 1)-cocadena dada por:
56 : Cpy1 (K) — K
c— ¢ (0541(0))

y la llamamos el coborde de la p-cocadena ¢.

Observacion 1.2.57 Se verifica facilmente que si ¢ = ) oo € CP(K),
entonces
¢ =Y i (507).
Por lo tanto, 7¢ s6lo depende del coborde de cada p-cocadena elemental:
oo* = ZBjT;,
J

donde sumamos sobre los (p + 1)-simplices 7; que tienen a ¢ de cara y 3;
es el signo de o en 9, (7;).

Similar a antes llamamos p-cociclo a toda p-cocadena ¢ € CP tal que
0P¢ es la transformacion nula y p-coborde al coborde de una
(p — 1)-cocadena, i.e. tenemos los subespacios

7P = ker(6"), BF =Im(6"1).

Para p > 0 se sigue facilmente que ¢” o 6?~! = 0 pues 9, 0 9,41 = 0. En
efecto, para todas ¢ € CP 'y c € C,;; es

(67 08"1)(9)) (¢) = ¢((0p © Fps1)(c)) = ¢(0) =0,

lo cual implica B? C Z”. Ahora tenemos un complejo de (co)cadenas pero
en la direccion opuesta:

0 crr) I ey ) B2 8 eli) & k) «— o,
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donde k es la dimensién de K.

Definicién 1.2.58 El p-ésimo espacio de cohomologia de K es el cociente

77 (K)
Br(K)

H? (K) =

Observacién 1.2.59 Por estar trabajando con un cuerpo de coeficientes K

tenemos que
H(K) = (H,(K))",

donde (H,(K))" denota el espacio dual de H,(K). Més atin, dado que
nuestros complejos son finitos estos espacios son todos finitamente gene-
rados e isomorfos entre si:

Un mapa simplicial f : K — L induce también un mapa de cocadenas
para todo p > 0, pero en la direccién opuesta:

[ Cr(L) — C7(K)
O —> (cn—> qﬁ(f;(c)) )

Ahora conmutan los siguientes diagramas:

o,

CP(L) — s CrHi(L)

En efecto si ¢ € CP(L), entonces

0k £ () - cr— f7(9) (0511(0) = & (£§ (0511(0)))

mientras que

Fra (600) e 056 (f5 () = ¢ (9% (£ ()
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y las dos expresiones que estdn en el argumento de ¢ coinciden gracias
a la conmutatividad de los diagramas en la homologia (ver proposicién
1.2.37).

Proposicion 1.2.60 Para f : K — L un mapa simplicial y p > 0 se tiene que
£ (Zr(L) € Z7(K) y f} (BP(L)) € BY(K).
Se sigue que [ induce un morfismo en los espacios de cohomologia bien definido

fi:HP(L) — HP(K).

Demostracion. Esigual que en la parte de homologia. O

1.3. Ejemplos y filtraciones

Sabemos que hay espacios topoldgicos no triangulables por un com-
plejo simplicial. Podemos pedir menos y preguntarnos cuando un espa-
cio es homot6picamente equivalente a un complejo simplicial. Motivados
por esto continuamos con el concepto de nervio, un complejo asociado al
cubrimiento de un espacio topolégico.

Nervio

Definicién 1.3.61 Sea X un espacio topoldgico y C = {U,}ic; un cubri-
miento de dicho espacio. Definimos el nervio de C como el complejo sim-
plicial N(C) que tiene de vértices al conjunto de indices / y un k-simplice
ig...1 € N(C) siy so6lo si

k
(Ui, #0.
j=0

Elnervio depende del cubrimiento elegido y X puede admitir infinitos
cubrimientos distintos.
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Teorema 1.3.62 (Teorema del Nervio [7]) Sea U un cubrimiento por abiertos
finito de un espacio topolégico X tal que toda interseccion no vacia de elementos
de U es contrdctil. Entonces X es homotdpicamente equivalente a |N (U)|.

El Teorema 1.3.62 no vale para espacios topoldgicos arbitrarios sino
para aquellos “buenos” que admiten cubrimientos de intersecciones con-
tractiles. En general lo que vale es que existe un nervio “débilmente equi-
valente” al espacio (consultar [8]).

Figura 1.14: Dos cubrimientos ¢/ y V de S' y sus nervios N (i) y N(V). El
de la izquierda no tiene intersecciones contractiles; el de la derecha si las
tiene y por lo tanto | N (V)| es homotopicamente equivalente a S.

SiU = {U;}ier yV = {V;},es son dos cubrimientos de un espacio X,
un mapa de cubrimientos de U a V es una funcién
E T — J

tal que U; C Vg, para todo i € I. Un mapa como este induce un mapa
simplicial entre los nervios

N(E): NU) — N(V)
Qg ... ik — &(ig) - .. E(ig)

dado que £(ip) . .. £(ix) € N(V) para todo iy ... 1, € N(U) pues

k k
0# (U, () Vet
=0 =0

Mas aun, si §,( : U4 — V son dos mapas de cubrimientos, los mapas
simpliciales inducidos son contiguos pues para todo i es

Ui © Veiy) N Ve
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Cuando estudiamos datos con topologia pensamos a estos como una
nube de puntos P C R? que proviene de algun espacio topolégico sub-
yacente X del cual queremos inferir, por ejemplo, su homologia. En este
contexto P es un espacio métrico finito y discreto que carece de propieda-
des topoldgicas interesantes. Es por esto que uno reemplaza a P por un
complejo simplicial que se parezca a X en algtin sentido.

Vietoris-Rips y Cech

Definicién 1.3.63 Sean (X, d) un espacio métrico finito y ¢ > 0. El com-
plejo de Vietoris-Rips de X a escala ¢ es el complejo simplicial que tiene
de vértices al conjunto X y

o € VR.(X)siysolosid(z,y) < 2e

para todo par de vértices z,y € V(o). Usamos VR.(X) para referirnos a
este complejo.

Observacion 1.3.64 El Vietoris-Rips de X estd completamente determinado
por su l-esqueleto ya que vy . . . v, € VR.(X) siysélo siv;v; € VR.(X) para
todopar 0 <i,5 <p.

Definicién 1.3.65 Sean (X, d) un espacio métrico, P C X finitoy £ > 0. El
complejo de Cech de P a escala ¢ es el nervio del cubrimiento de P dado
por la coleccién de bolas cerradas {m}pe »- Notamos C.(P) a dicho
complejo.

Observacién 1.3.66 Cuando (X, d) es un espacio euclideo las bolas son con-
vexas y sus intersecciones contractiles. Luego el Teorema 1.3.62 nos dice

que el espacio |J B:(p) es homotépicamente equivalente a |C.(P)|.
peEP

Lema 1.3.67 Sea (X, d) un espacio métrico tal que para todo » > 0y todos
z,y € X con d(z,y) < 2r se tiene B,(z) N B,(y) # 0 y sea P C X finito.
Entonces los 1-esqueletos de C"(P) y VR"(P) coinciden.

Demostracién. Por definicién vw € VR"(P) siy s6lo si d(v,w) < 2r. Pero
por la propiedad que cumple X esto equivale a B, (v) N B,(w) # 0, lo cual
es precisamente vw € C"(P). O
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Proposicion 1.3.68 Sea P un subconjunto finito de un espacio métrico (X, d).

Entonces
C'(P) C VR'(P) C C¥(P).

Demostracién. La primer inclusién es consecuencia de la desigualdad trian-
gular: si ¢ € C'(P) y p,q son dos de sus vértices, debe existir
s € B.(p) N B,(q) y luego d(p,q) < d(p,s) + d(s,q) < 2r. Para ver la
segunda inclusiéon consideramos o = pop; ...ps € YR"(P). Luego por de-
finicién d(p;, p;) < 2r para todo 0 < 4,5 < s. En particular d(po, p;) < 2r

para todo 0 < ¢ < s, es decir, py € [ Ba(p;) # 0 dando el resultado. [
=0

-
/
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Figura 1.15: A la izquierda una coleccién P cubierta por { B;(p) },ep. En el
centro el complejo C;(P) y a la derecha VR, (P).

Cuando pensamos a P como una muestra de un espacio X a inferir,
el complejo de Cech es geométricamente més “fiel” a X. Por ejemplo, en
[9] se demuestra que si ¢ es lo suficientemente chico y P lo suficientemen-
te denso, (U, » B.(p) tiene la misma homologia que X con probabilidad
tendiendo a 1. Sin embargo este complejo es muy costoso computacio-
nalmente ya que depende del espacio ambiente donde vive P y hay que
calcular todas las posibles intersecciones de bolas. En cambio el complejo
de Vietoris-Rips s6lo depende de sus aristas y puede calcularse eficiente-
mente a partir de la matriz de distancias de P.

Por otro lado la eleccion de € no es trivial: para valores chicos los pun-
tosno llegan a conectarse y para valores suficientemente grandes nos que-
da un complejo contractil de dimensién alta. En lugar de buscar un valor
Optimo para ¢ la idea serd considerar todos los posibles y asociar a P una
filtracion de complejos simpliciales.
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Filtraciones

Definicién 1.3.69 Dado un complejo simplicial K, una filtracion F de K
es una sucesion anidada de subcomplejos de K, i.e.

F =Ky~ K — - —K,=K.

F se dice expandida si K; \ K;_; es un tinico simplice para todo i.

Ejemplo 1.3.70 Consideremos un complejo simplicial X y una funcién
f: K — Rtalque f(¢') < f(o) paratodo o’ C o. Esta propiedad garantiza
que las preimagenes f~!(—o0, a] sean subcomplejos de K. Con esto, una
sucesion de nameros reales —oco = ap < a; < --- < a,, = +oo dalugar ala
filtraciéon
l=Ky— K —...=> K, =K,

donde K; = f~!(—00, a;]. A una funcién f con esta propiedad la llamamos
simplicial mondtona.

Ejemplo 1.3.71 Sea K un complejo simplicialy f : V(K) — R una funcién
sobre sus vértices. Supongamos que V(K) = {vy,v9,...v,} de manera tal
que sea

fon) < flvg) < -+ < flwn).

Esto da lugar a la filtracién
)= Kf(vo) — Kf(vl) — ... = Kf(vn) =K

donde v, es un vértice ficticio con valor f(vy) = —oo y Ky, denota el
complejo de simplices generados por vértices en {v,};<;. La figura 1.16
muestra un ejemplo de tal filtracion.

.1(7

Figura 1.16: La filtraciéon inducida por una funcién f de altura sobre los
vértices de K. De izquierda a derecha los complejos K y(,,) en sentido cre-
ciente.
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Ejemplo 1.3.72 Sea P C X un subconjunto finito de un espacio métrico.
Dado que VR.(P) C VR..(P) siempre que ¢ < ¢/, obtenemos una filtracién
indexada en la escala . Dicha coleccion Fygr(P) = {VR.(P)}.>¢ es la fil-
tracion de Vietoris-Rips de P. Como P es finito Fyg(P) puede escribirse
como sigue:

Fyvr(P) : 0 =VR_(P) = VRy,(P) = VR4, (P) — ... = VR, (P),

donde 0 = dy < dy < --- < dy = diam(P) son los valores en la matriz de
distancias de P ordenados en forma creciente.

Figura 1.17: La filtracién de Vietoris-Rips de P siendo P los vértices de un
hexagono regular.

Observacion 1.3.73 Toda filtracién simplicial es inducida como en el ejem-
plo 1.3.70. En efecto, si F es una filtracion de Ky f : K — R la funcién
que a todo simplice 0 € K;\ K;_; con K; # K;_; leasigna el valor f(c) =i,
entonces f da lugar a la filtracién F.

Para concluir el capitulo observamos que las inclusiones en una fil-
traciéon son mapas simpliciales y por lo tanto inducen morfismos en los
espacios de homologia:

(infl)p

0= H,(Ko) "% H, (k) “EH (K, — ... " H (K,),

donde ij : Kj — Kj+1.
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2

Persistencia

En este capitulo motivados por el estudio de la homologia en una fil-
tracion de complejos simpliciales introduciremos los médulos de persis-
tencia usando el lenguaje de la teoria de quivers y daremos algunos resul-
tados fundamentales siguiendo [10] y [5]. Luego definiremos los diagra-
mas de persistencia y presentaremos algunas de sus posibles vectoriza-
ciones.

2.1. Mboébdulos de persistencia

Definicién 2.1.1 Un quiver es un multigrafo dirigido que admite loops y
multiples flechas entre dos vértices. Un quiver finito es aquel que consta
de finitos nodos y flechas.

Vamos a estudiar un caso particular de quivers que notaremos L,, para
n € N:aquellos con n nodos, lineales y con todas las flechas orientadas en
el mismo sentido como el que muestra la figura 2.1.

Definicién 2.1.2 Una representacion V de un quiver ¢ sobre un cuerpo K
es una realizaciéon de ¢ como diagrama de K-espacios vectoriales y trans-
formaciones lineales en los nodos y flechas de ¢ respectivamente. V se dice
de dimension finita cuando los espacios son todos de dimension finita.
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K23 K250,k _-2.,0

Figura 2.1: Arriba un quiver L,, y abajo una posible representacioén de L;
sobre K.

Definicién 2.1.3 Un médulo de persistencia es una representacion de di-
mension finita de L,,.

Por ejemplo, como ya mencionamos las inclusiones en una filtracién
inducen morfismos en los espacios de homologia. Es decir, para p > 0
tenemos el siguiente médulo de persistencia:

hE h? oy
H,(Ky) — H,(K;) — H,(K,) — ... — H,(K,),

donde 7Y es el morfismo inducido por la inclusion K; < Kj;.

En lo que sigue fijamos un quiver ¢ y un cuerpo K. Un morfismo
f 'V = W entre dos representaciones V y W de ¢ sobre K es una colec-
cién de transformaciones lineales

fit Vi = W;

en los nodos e de ¢ tales que para cada flecha ¢ — e de ¢ el siguiente
7 ? J

diagrama conmuta:
¢V

\7 \7

lfi lf j
¢W

W, —2s W,

[ se dice monomorfismo, epimorfismo o isomorfismo de representaciones

cuando todas las f; son inyectivas, sobreyectivas o biyectivas respectiva-
mente.

Ejemplo 2.1.4 Si K y L son complejos simpliciales y f : K — L un ma-
pa simplicial, los complejos de cadenas con coeficientes en K, (C.(K), 9L),
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(C.(L),dL), definidos en el capitulo anterior son representaciones del qui-
ver Ly sobre K, donde N = max{dim(K), dim(L)}, y el mapa de complejos
de cadenas f4 inducido por f es un morfismo entre dichas representacio-
nes.

La composicién de dos morfismos de representaciones f : U — Vy
g : Y = W es un morfismo de representaciones y se define componiendo
cada par de transformaciones, es decir g o f : U — W es la coleccién

(gofli=giofi:U; =W,

Ademas toda representacion V admite un morfismo identidad 1y : V — V
dado por la coleccién de identidades (1y); = Lv,.

La suma de dos representaciones Vy W es la representaciéon V & W con
espacios vectoriales V; ® W, y transformaciones

_(%a O
¢Z@¢Y—(O ¢\;¢>

El “cero” de las representaciones o representacion trivial es aquella con
todos espacios triviales y transformaciones nulas. Decimos que una repre-
sentacion no trivial es descomponible cuando es isomorfa a la suma directa
de dos representaciones no triviales, y en caso contrario decimos que es
indescomponible.

También podemos definir el niicleo, imagen y contcleo de un morfis-
mo de representaciones ¢ : V — W. Concretamente, se definen poniendo
en cada nodo de q el espacio ker(¢;), Im(¢;), coker(¢;) respectivamente, y
en las flechas los morfismos inducidos por aquellos entre Vy W.

Todas estas son propiedades que heredan las representaciones de los
espacios vectoriales (los cuales pueden pensarse como representaciones
de un tnico nodo sin flechas). Sin embargo hay otras que los espacios
vectoriales poseen pero las representaciones no. La semisimplicidad es un
ejemplo de ellas: todo subespacio vectorial S C V posee un complemento
T en suma directa tal que V = S @ T. Contrariamente la representacion

W=0-2K

.z 1 . .
es una subrepresentaciéon de V = K — K, i.e. sus espacios son subespa-
cios y sus transformaciones las restricciones de aquellas en V, pero W no
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estd en suma directa, es decir no existe otra subrepresentaciéon U tal que
V=wWeU.

Un problema central en la teorfa de quivers es el de caracterizar las
clases de representaciones isomorfas de ¢ sobre K. Para representaciones
de dimensién finita la clasificaciéon depende s6lo de las dimensiones de
los espacios y de los rangos de todas las transformaciones y sus compo-
siciones. Enunciamos sin demostracion el siguiente resultado para tales
representaciones de quivers finitos.

Teorema 2.1.5 (Krull, Remak, Schmidt [11]) Sea q un quiver finito y sea V
una representacion de dimension finita de q sobre un cuerpo K. Entonces existen
representaciones no triviales indescomponibles V1, V5 ...V, de q sobre K tales que

VEV, @V @ - - V,.

Mds miin, la descomposicion es iinica salvo isomorfismo y reordenamiento de los
sumandos.

El Teorema 2.1.5 convierte el problema de caracterizacion de represen-
taciones en identificar las clases de representaciones indescomponibles de
q. Los quivers L,, ademads de ser finitos se dicen de tipo finito: pertenecen
al conjunto de quivers que admiten finitas clases de representaciones in-
descomponibles de dimension finita.

Definicién 2.1.6 Para 1 < b < d < n, llamamos representaciéon de
intervalo y notamos 1,[b, d] a la siguiente representacién de L,,:

0 0 (0] 1 1 0 0 0
0 >0 > K > K > 0 >0

[1,b— 1] b, d] d+1,7]

Notamos que una representacioén de intervalo 1,,[b, d| es esencialmente
un vector que “vive” o “persiste” desde el indice b hasta morir en d. El teo-
rema a continuacién nos dice que estas caracterizan las representaciones
indescomponibles de los quivers L, (esto es un caso especial del Teorema
de Gabriel [12]).
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Teorema 2.1.7 Toda representacion de dimension finita de L, sobre K indes-
componible es isomorfa a una representacion de intervalo 1,[b, d| para ciertos
b,d € [1,n].

Demostracion. Por induccién en n. Las representaciones de dimensién fi-
nita de L; se corresponden con K-espacios vectoriales de dimension finita
en el inico nodo de L;, por lo que aquellas indescomponibles deben ser
isomorfas a la representacion V = K, es decir V = 1,1, 1].

Ahora supongamos que el teorema vale para n y sea V una representa-
cién de dimensién finita indescomponible de L, ;. Como V es indescom-
ponible también lo es V, la representacién de L,, dada por los primeros n
espacios Vi,...V, de V 'y las respectivas transformaciones

}/’i g Yi = Vi (@ =1,...n — 1). Luego la hipétesis inductiva nos di-
ce que V es isomorfa a 1, [b, d] para ciertos b, d € [1,n).

Como V es indescomponible, se sigue que deben ser V,.; = 0y

w1 = 0,0bienV, ; =Ky ¢y =1 Enel primer caso V es isomorfa a

Tpi11b, J] y en el segundo a ]lnﬂ[?), n + 1], dando el resultado. O

Como corolario tenemos una respuesta al problema de clasificacién de
representaciones para los quivers L,,.

Corolario 2.1.8 Sea V una representacion de dimension finita de L,, sobre K.
Entonces existen representaciones de intervalo 1,[by,d4], ... 1,[bny,dn,] tales
que

V= jln[blu dl] b---D jln[va? dNV]
y la descomposicion es vinica salvo isomorfismo y reordenamiento de los suman-

dos.

Demostracion. Es consecuencia inmediata de los teoremas2.1.5y2.1.7. [J

Observacion 2.1.9 Todo médulo de persistencia V contiene un submoédulo
que se obtiene esencialmente descartando la parte efimera (que no per-
siste) de V. Concretamente, para cada 7 existen subespacios de dimensién
méxima E; C V; tales que

ker( Y ):Im( Y )EB[Ei.

iyit1 i—1,i
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Luego estd bien definida la representacion

_ Vi 801,2> Vo ¥2,3 @nfl,'n( VYo

y
E E, Eo /[En7

donde ¢; ;41 son los morfismos inducidos por pasar al cociente, que estdn
bien definidos pues E; C ker (¢};,). Aunque dependa de la eleccién de
los [;, esta construccién es tinica salvo isomorfismo y se corresponde con
eliminar los intervalos degenerados en la descomposiciéon de V. Es decir,
£ se descompone como una suma de intervalos no degenerados:

v N
E = @ ]ln[bj7 dj]
j=1

con b; < d; para todo j.

Sea F una filtraciéon de complejos simpliciales. Tenemos naturalmen-
te un médulo de persistencia H (F) inducido por la homologia de dicha
filtracion:

h1,2 n—1,n

hg’l P hp
H(F) : H,(Kyo) — H,(K;) — H,(K;) — ... — H,(K,). (21)

En general para 0 <i < j < k < n definimos:

hy' =1

Bk = B o B
Definicién 2.1.10 Los p-ésimos espacios persistentes de homologia son
las imégenes de los morfismos 1%’ en un médulo de homologia:

HYY ~ Im (1)

para 0 < ¢ < j < n. Los p-ésimos ntimeros persistentes de Betti son sus
dimensiones
J A3 1,J
B, =dimH’.

Observacién 2.1.11 Los elementos en H}’ son clases de ciclos homologos
que persisten desde i a j. Es decir, se tiene que

Zp(Ki) .
Z,(K:) N By(K;)

4] ~
H)/ =
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Definicién 2.1.12 Decimos que una clase no trivial [¢] € H,(K,) naci6 en
i (i < a)si[c] € H* pero [] ¢ H, "% Similarmente, [c] € H,(K,) muere
en j (a < j) si h%~"([c]) es no trivial pero hg/([c]) = 0.

Cuando una clase [c] nace, también nacen todas las clases [c] + [¢/] con
[c] # [¢] # 0y, de forma andloga, cuando [¢] muere (se fusiona con la clase
trivial), las clases [c] + [¢] se fusionan con sus respectivas clases [¢/].

Observacion 2.1.13 Si [¢] € H,(K;_;) es una clase que muere en j, enton-
ces [c] naci6 en ¢ si y s6lo si existen iy < iy < .-+ < i = i tales que
0 # [c;] € Hy(Kj_1) naci6 en i, paratodo1 <! <ky

] = [ea] + [ei] + -+ + les].

2.2. Diagramas de persistencia

Vamos a definir los diagramas de persistencia, una representacioén gra-
fica de los médulos de persistencia. Consideramos el plano extendido
=2
R™ = (RU {#00})” en el cual un par (a,, a;) representa una clase que nace
en ¢y muere en j.

Definicién 2.2.14 Para 0 < i < j < n + 1 definimos la funcién de pares de
persistencia:

Y = (B — B) = (7 = 7).

Observacién 2.2.15 El primer término de 47 cuenta el niimero de clases
independientes en H,(K;_;) que persisten desde i hasta j — 1 y mueren al
entrar en j, mientras que el segundo cuenta las que persisten desde 7 — 1
y mueren al entrar en j. La diferencia cuenta por lo tanto aquellas que
nacen en : y mueren en j.

Extendemos el médulo de homologia en (2.1) poniendo H,(K,,+1) = 0
y hp"tt = 0, de modo que ;" cuenta el niimero de clases independien-
tes ¢ que nacen en ¢ y nunca mueren.
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Definicién 2.2.16 Si 1/ # 0, la persistencia Pers([c|) de una clase [c] que
nace en ¢ y muere en j es la diferencia

Pers([c]) = a; — a;,

donde ap < a7 < -+ < a, < a,y1 = 400 son los valores asociados a
la filtracién mediante la observacién 1.3.73. Cuando j = n + 1 ponemos
Pers([c]) = +o0.

Definicién 2.2.17 El diagrama de persistencia Dgm (F;) de una filtra-
cién F; inducida por una funcién f es el multiconjunto que se obtiene
marcando los puntos (a;, a;) con multiplicidad ugj # 0 (i < j) en el plano

extendido R’

Debido a un tecnicismo que luego nos permitird definir una métrica,
incluimos en un diagrama de persistencia los puntos en la diagonal y = «
con multiplicidad infinita.

Definicién 2.2.18 Los puntos esenciales de persistencia en un diagrama
son aquellos ubicados en la recta y = 400, que se corresponden con clases
de homologia que nunca mueren.

Una forma alternativa de representar la persistencia es con barras,
dando lugar a un cédigo de barras, donde el par (a;,a;) se corresponde
con la barra [a;, a;) (el extremo abierto indica que la clase muere y deja de
existir al entrar en j).

+00 £---- O------------1 7
v ’
o w ou Y ’
y — >
r — o w
muerte I ., — ou
oq T —or
;T ——o0¢g
op// e—oOopP
nacimiento

Figura 2.2: Un diagrama de persistencia y su cédigo de barras asociado.
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Lema 2219 1. Una clase con persistencia s es representada en el dia-
grama por un punto a distancia - de la diagonal.

2. Sim,; es la multiplicidad de un punto esencial (a;, +00) en el diagra-
ma, entonces ) . m; = [3,(K,).

Demostraciéon. 1. Es inmediato observando el triangulo rectdngulo que
forman r, ' y 7 en el diagrama de la figura 2.2, donde 1’ es la pro-
yeccion de r sobre la diagonal y s = a; — a; la persistencia del punto
r=(a;,a;).

2. Por definicién m; = ;""" es la cantidad de clases independientes
que nacen en ¢ y nunca mueren, por lo que sumando sobre 7 obte-

nemos el nimero de clases independientes de p-ciclos homologos
esenciales, es decir dim H,,(K,,).

]

Teorema 2.2.20 Para todo par de indices 0 < k <1 < nytodop > 0, el p-ésimo
niimero persistente de Betti satisface

Byt =22 iy

i<k j>l

Demostracion. Se sigue rapidamente usando la definicién de 7 y simpli-
ficando las sumas telescépicas:

Z Zﬂgj = Z Z [(ﬁé’j_l - 6;’j) - (5;—14‘—1 _ Bé—l,j)}

i<k j>I i<k j>l
D A B )

i<k
— Z [(ﬂ;’l — ﬂ;—ll) . (ﬂ;’),n—i-l _ ﬁ;_l’n—ﬂ)}

i<k

= (B = BY) — (B = 5 =
[
Observacion 2.2.21 El ntimero persistente de Betti 3}’ es la cantidad de
puntos del diagrama (contados con sus multiplicidades) que aparecen en

el cuadrante superior izquierdo de esquina (ax, a;), cerrado a la derecha y
abierto abajo.
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Distancia de Bottleneck y estabilidad

Los diagramas de persistencia son estables, es decir, pequefas altera-
ciones en la funcién f que induce la filtraciéon da lugar a pequefios cam-
bios en el respectivo diagrama. Sean F; y F, dos filtraciones inducidas
por las funciones fy g y sea

Il = {m: Dgm (Fy) — Dgm (F,) : = biyectiva}.

Dado que incluimos en la definicién de diagrama los puntos de la diago-
nal con multiplicidad infinita II resulta no vacio. La norma infinito entre

dos puntos = = (z1,22),y = (y1,72) € R es
|7 =yl = méx{|z1 — w1, |22 — 2|},
donde asumimos co — oo = 0.

Definicién 2.2.22 La distancia de Bottleneck entre dos diagramas se defi-
ne como sigue:

db(ngp(]:f), ngp(fg)) = inf sup |z — w(2)||

well zeDgm, (Fy)

oo -

+00 f---------- @0 ;-

muerte

nacimiento

Figura 2.3: La distancia de Bottleneck entre dos diagramas de persistencia,
la cual coincide con la mitad de la longitud de los lados de cada cuadrado.
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La distancia d;, es una métrica en el espacio de diagramas de persisten-
cia: vale la desigualdad triangular y, dado que incluyen los puntos de la
diagonal con multiplicidad infinita, dos diagramas son distintos si y s6lo
si difieren sus puntos fuera de la diagonal, es decir

dpy(X,Y) =0 siysélosi X =Y.

Sin embargo, cuando se la define sobre el espacio de médulos de homo-
logia como la distancia entre los diagramas inducidos:

dy (H(F}), H(F,)) := dy (Dgm,(F;), Dgm, (F)))

resulta una pseudo-métrica pues dos médulos con distintos intervalos de-
generados en su descomposiciéon no son isomorfos pero pueden dar lugar
al mismo diagrama de persistencia.

Tenemos el siguiente resultado de estabilidad originalmente demos-
trado en [2].

Teorema 2.2.23 (Estabilidad de los diagramas de persistencia) Sea K un
complejo simplicial y sean f,g : K — R dos funciones simpliciales mondtonas
dando lugar a dos filtraciones F; y F,. Entonces para todo p > 0

dy(Dgm,(Fy), Dgm,(Fy)) < |I.f — 9l

Observacion 2.2.24 Cuando la filtracion y los complejos simpliciales son fi-
nitos, la distancia de Bottleneck se puede calcular buscando un matching
perfecto en un grafo bipartito. Concretamente, sean A y B los multicon-
juntos de puntos (y sus multiplicidades) fuera de la diagonal de dos dia-
gramas de persistencia Dgm (Fy) y Dgm (F,) respectivamente. Para ca-

daa € Ayb € Bnotamosay b a sus proyecciones sobre la | diagonal y de-
finimos A={a@: ac AyyB={b:bc B}.Sean A= AUBy B = BUA.
Entonces la distancia de Bottleneck entre Dgm (F;) y Dgm (F,) se calcu-

la encontrando un matching perfecto entre Ay B. Es decir,

db(ngp(ff), ngp(Fg)) = min max ||z — 7 (z)||

- 0 )
well z€eA

dondell={r:A—=B:n« biyectiva}. En particular la distancia coincide
con ||z —y|| paraalginparz € A,y € B.
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2.3. Vectorizaciones de diagramas

En esta secciéon presentamos atributos escalares o features y algunas
técnicas de vectorizacion de diagramas. Una vectorizacion del conjunto
de diagramas de persistencia PD es una funcién ® : PD — V, donde V es
un espacio vectorial tipicamente de dimensioén finita.

Atributos escalares

Dado D = {(b;,d;)}ie; un diagrama de persistencia con finitos puntos
fuera de la diagonal, enumeramos a continuacién algunos de sus atribu-
tos méas comtnes en la practica.

1.
2.

Cantidad de puntos (contados con multiplicidad): #D.

Cantidad de puntos en rango (0 < A\ < Apax < +00):

#D()\mfny Arﬂéx) = Z :H-{Aml'n S dz - bz S )\ma'.x}~

i€l

. Persistencia de puntos en rango (0 < A\, < Apax < +00):

PD(/\ml'na Améx) = Z ]l{>\m1'n S dz - bz S )\méx}(di - bz)

el

. Persistencia promedio de puntos en rango (0 < A\ < Apax <

+00):
PD()\mim Améx)
#D(Aml’rn )\méx) ‘

Cantidad de puntos en intervalo (a < b):

#DI = "1{b; <a<d; 6 b <b<di}.

i€l

. Persistencia de puntos en intervalo (a < b):

P[gbl — Zl{bi <a<d; 6 b;<b<d}(d;—10b).

el
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7.

10.

11.

12.

13.

Persistencia promedio de puntos en intervalo (a < b):

Pl
#Dladl”

. Cantidad de puntos estrictamente contenidos en intervalo (a < b):

> 1{a < b <d; <D},

il

y andlogamente la persistencia y persistencia promedio de puntos
estrictamente contenidas.

. Persistencia total:

PTp= Y (di—b).
i€l
d; <400
Persistencia de la j-ésima barra mds persistente:
dj* - bj*7

donde j* = arg méx"{d; — b;} y méx") denota el j-ésimo maximo.
icl

Valor de aparicién de la j-ésima barra mas persistente:

VAY (D) = b;..
Entropia de persistencia:

EP(D) =— > pilog(pi),
diiefoo

d; — b,
PT)

Amplitud (para d alguna métrica de diagramas como Bottleneck,
Wasserstein, L? de Betti):

donde p; =

Ad<D) = d(D7D®)7

la distancia al diagrama trivial, o la norma de D cuando d induce
una norma.
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Curva de Betti

La curva de Betti es esencialmente tomar el nimero de Betti como fun-
cién del parametro de la filtracién.

Definicién 2.3.25 Sea D, un diagrama de persistencia. Su curva de Betti
es la funcién 8p, : R — Ny que a cada s € R le asigna el ntimero de puntos
(b;,d;) € D, tales que b; < s < d; contados con multiplicidad.

Cuando el diagrama viene de una filtracién finita su curva de Betti
cambia en finitos valores criticos y es eventualmente constante con valor
igual a la cantidad de puntos esenciales.

Dy _____ O---mmm—————— — -,
y o
[e] [e) 7
// N
o 4+ B e
7 HE H : ‘
, 7 3 iR i“_)l‘ 4
, :
o ’ q
, 2+ —
o y ﬁDP
7 1 + ,_)
7 i
// X

T

Figura 2.4: Un diagrama de persistencia y su curva de Betti asociada. No-
tar que cuando r — +o0, lim p, () es la cantidad de puntos en la recta
Y = +00.

Fijemos un indice maximo de la filtracién 7,5« > 0. Una forma natural
de vectorizar la curva de Betti consta de discretizar el intervalo [0, 7y,4x]
en N + 1 puntos 7; equiespaciados y tomar el vector cuya i-ésima entrada
es 3p,(7;). Sin embargo, esto tiene como desventaja la posible pérdida de
informacidn, ya que por ejemplo aquellos puntos (b, d) del diagrama con
7, < b < d < 741 no llegan a ser tomados en cuenta. La siguiente es
una alternativa propuesta en [14] que coincide con la anterior en el limite
cuando N — oo.
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Definicién 2.3.26 Sea D un diagrama de persistencia con finitos puntos
fuera de la diagonal, y sean 0 = 75 < 7 < ... < Tn = Tmax €quiespaciados.
Definimos la sucesién de Betti como el vector

T(D) = (vi)iLy

cuya i-ésima entrada v; es la cantidad de puntos (b, d) € D que satisfacen
b < 7 < d para al menos un valor 7 € (7,_1, 7).

Proposicion 2.3.27 (Inestabilidad de la sucesion de Betti) La sucesion de
Betti de la definicion 2.3.26 no es estable respecto a la norma infinito y distancia
de Bottleneck. Es decir, para toda constante C > 0 existen diagramas D, D' tales
que

155(D) = G(D) o, > Cdy(D, D).

Demostracién. Tomamos el diagrama trivial Dy sin puntos fuera de la dia-
gonal, lo cual implica

v3(Dy) = (0,0,...0)".

Fijamos un indice j y para € > 0 definimos el diagrama D. cuyo tnico
punto fuera de la diagonal es

P. = (TH; U, Tj_l; Ly 5) .

D

’
Ti T [

I
I
I
I
I
I
(2
Ti—1 + /V

Ti1 i z

Figura 2.5: La distancia de Bottleneck entre D, y Dy es la norma infinito
entre F. y P.. El hecho de que P. caiga en la regién mds oscura implica
que v3(D) sea un vector candnico.
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Se puede ver en la figura 2.5 que si tomamos ¢ > 0 lo suficientemente
chico resulta
v3(D.) =e; = (0,...1,...0)"

el vector canénico, y por lo tanto ||v3(Dy) — vs(De )| = 1.

Sin embargo, la distancia de Bottleneck puede hacerse arbitrariamente
chica pues la tinica biyeccién a considerar es la que asigna P. a su proyec-
ci6n P.. Es decir, podemos hacer el cociente

|05(Dy) — Us(De)ll,, 1

db(DQ)?Ds) B €

arbitrariamente grande, eventualmente superando cualquier constante
C' > 0y dando el resultado.

[]

Persistence Landscape

Continuamos con una vectorizacion propuesta originalmente en [15].

Definicién 2.3.28 El persistence landscape (PL) de un diagrama D =
{(bi, d;) }ier con finitos puntos fuera de la diagonal es la sucesion {\; :
R — R}k’GINI

Ar(t) = max®{A;(t) : i € I},

donde méx*) denota el k-ésimo valor mas grande y
Ak es la k-ésima capa del persistence landscape de D.

El persistence landscape de un diagrama es una coleccién de funcio-
nes lineales a trozos y su gréfico puede describirse en forma geométrica
como sigue: por cada i € I dibujamos un tridngulo is6sceles con base en
el intervalo (b;, d;) sobre el eje ¢t horizontal y pendientes 1y —1. Para cada
k > 0 llamamos R}, a la unién de regiones poligonales contenida en exac-
tamente £ tridngulos. Luego el grafico de A\, no es méas que el contorno
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superior de la region

como puede verse en la figura 2.6.

muerte

A A
A3 2 1

nacimiento

Figura 2.6: Diagrama de persistencia y su persistence landscape asociado.
Las regiones R;, R, y R3 pintadas de rosa, verde y celeste respectivamen-
te. Intuitivamente )\ (¢) nos da una medida de cudl es la k-ésima clase
homolégica que domina en el valor ¢ de la filtracion

Cuando la familia A = {\; }rewn es p-integrable (1 < p < 400) podemos

definir:
1/p
AL, == (Z ||M||§> ,

keN

1/p
donde [|A¢[[, = ( / Ai(m)dm) . Esta norma le da al conjunto de PLs es-
R

tructura de espacio de Banach separable. Adicionalmente, cuando
p = +oo la distancia inducida A (D, D) = ||A — X||, (donde Ay X’ son
los PLs de los diagramas D y D’) acota inferiormente a la distancia de
Bottleneck garantizando la estabilidad de los PLs (consultar [15]).
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Persistence Image

Para introducir a la definicién, primero hacemos un cambio de va-
riables para representar un diagrama de persistencia D en coordenadas
nacimiento-persistencia en lugar de nacimiento-muerte via la transformacién
lineal

T:R =R T(x,y)=(z,y—x).

Luego por cada u = (b,p) € T(D) tomamos ®, : R — R una funcién
de distribucién diferenciable con media u, como por ejemplo la normal
simétrica:

I @’+te-p?

(I)u(flf, y) = € 207

Adicionalmente fijamos una funcién de pesos no negativa f : R* — R tal
que f es continua, diferenciable a trozos y f(z,0) = 0 para todo x.

2mo?

Definicién 2.3.29 Sea D un diagrama de persistencia con finitos pun-
tos fuera de la diagonal. Su superficie de persistencia es la funcién escalar
pp : R = R dada por

po(w)= Y flu)®y(w).

ueT (D)

Para vectorizar esta superficie discretizamos un subdominio relevante
[0, B] x [0, P] en una grilla de m = ij pixeles p;; = [b" 1, b'] x [pP~ 1, p]
e integramos sobre cada uno de ellos. Llamamos imagen de persistencia
(o persistence image) de D a la coleccién {I(pp)i;},;, donde

I(pp)ij = // ppdxdy.
Dij

Las PIs tiene la ventaja de ser una vectorizacién en R”, lo cual la com-
patibiliza con una mayor variedad de técnicas de ML. En [16] se demues-
tra que las normas L™, L' y L? de estos vectores son estables respecto a la
distancia 1-Wasserstein de sus diagramas de persistencia, con constantes
que no dependen de la cantidad de puntos del diagrama.
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muerte
°
A
N
persistencia

nacimiento nacimiento PD I ( PD )

Figura 2.7: De izquierda a derecha: un diagrama de persistencia D, su
version transformada 7'(D), su superficie de persistencia pp y su imagen
de persistencia I(pp) con resolucién de 10 x 10 pixeles.

Cabe mencionar que esta construcciéon depende de tres elecciones no
triviales: la resoluciéon de la imagen, la funcién de distribucién y sus
pardametros asociados, y la funcién de pesos f.

64



3

Aplicacion: deteccion de circulos

Vamos a definir un problema de deteccién de circulos para poner en
préctica las ideas desarrolladas en los anteriores capitulos.

Consideremos X C R" un subespacio formado por la unién de N co-
pias de S* con la topologia usual. X es siempre triangulable y, si las curvas
no se intersecan, una variedad de dimensién 1 cuya sucesién de nimeros
de Betti a coeficientes en un cuerpo K es

Po(X) = Bu(X) = Ny 5,(X) =0
parap > 2.

Supongamos que tenemos P C R™ una nube de puntos finita (o point-
cloud) que conforma una muestra con ruido de X'. Adicionalmente P pue-
de contener puntos de ruido ambiente (y sélo consta de ellos cuando
N = 0). La tarea consistird en adivinar /N a partir de P.

La estrategia: calcular la persistencia homolégica de alguna filtracién
de complejos simpliciales construida sobre P, vectorizar la informacién
y usarla como covariable para inferir N con un algoritmo de aprendizaje
automatico.

3.1. Metodologia

En esta seccién detallamos los procedimientos empleados para abor-
dar el problema: la confeccién de los datos, su procesamiento y vectori-
zacion, el algoritmo clasificador y los criterios para medir los resultados
obtenidos. El esquema metodoldgico completo se ve ilustrado en la figura
3.1.
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raw data
0,000 ) S —

F
1 1
18 1] [0030
17| 1] {0,061
dlagrama 15 1] 0091
10| 1] [0122
6| [1] 0122
1] (0,091
1| o061
1| |0,030
0] (0,000

vectorizacion
y atributos clasificador
.

\4
\4

filtracion

J

barcode

métricas

Figura 3.1: Pipeline general de la metodologia empleada.

3.1.1. Datasets

Vamos a trabajar con datasets sintéticos conformados de la siguiente
manera. En primer lugar son balanceados: para cada 0 < N < 9 tenemos
T instancias de pointclouds con N circulos. En cada instancia el centro
y radio de cada circunferencia se muestrean uniformemente de [0, 1]" y
[Tmin, 'max) Tespectivamente. Cuando n > 2 el plano contenedor de cada
circulo es generado por un par de vectores con distribuciéon gaussiana
N(0,1d,,).

La cantidad total de puntos en una instancia P es la variable aleatoria
M = Y|, donde Y tiene distribucién normal Y ~ N (u,v). Dicha canti-
dad se divide en M, puntos de sefial y M, puntos de ruido mediante un
pardmetro o € [0, 1] como sigue:

M, = 0 S%N:O,
|(1—0o)M] siN>0.

M, =M — M.

Se reparten los M, puntos equitativamente entre los N circulos y sus ubi-
caciones son perturbadas mediante un pardmetro ¢ > 0. Concretamen-
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te, si r es el radio de la circunferencia C' entonces P ha de contener MW

(o % + 1) puntos de la forma

-

X =Xc+ (er) - d,

donde X tiene distribucién uniforme sobre la circunferencia C'y d es
una direccién tomada uniformemente de la esfera (n — 1)-dimensional.
Por dltimo, los M, puntos de ruido restantes se toman uniformemente de
[0,1]". En la figura 3.2 un ejemplo de pointcloud para N = 3.

Figura 3.2: Una instancia de tres circulos en dimensién n = 3 y su nube
de puntos generada con parametros . = 100, v = 10, 0 = 0,05, ryin = 0,25,
rmax = 0,45 y € = 0,15. En rojo los puntos de ruido ambiente.

La idea es generar variabilidad en los datos para medir la robustez del
método. En un dataset los pardmetros n, ji, v, 0, "min, Tmax Y € S€ mantienen
fijos. Recordar no confundir el pardmetro de ruido ¢ con el épsilon que
indexa tipicamente la filtracion de Cech o Vietoris-Rips.

3.1.2. Procesamiento topoldgico

Hacemos uso de la libreria numpy de Python para crear los datasets
como en 3.1.1 y optamos por giotto-tda ([17]) para el procesamiento
topoldgico de cada pointcloud P. Vamos a computar las filtraciones de
Vietoris-Rips y de Cech completas de P con la métrica euclidea, y a calcu-
lar homologia simplicial en dimensiones 0 y 1 con coeficientes en [».

En la préctica los diagramas presentan una cantidad variable de clases
de baja persistencia mayormente asociadas a la presencia de ruido.
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LN *
¢ ! ¢
°
o g -
Y
K -
[ ] .
[ . < .
° -"l o, 3
. ¥ P o
... ° ‘e
e=0 e=0,2
7/
7
7/ 7/
7/ e
e
// e
[ // [} ‘
g O ” g oo
GSJ . » g ° s
& ’ E L4 4
7/ e
7/ e
7 [ ] 7
H e e Ho e .7 e Ho
l // e Hjy l // Hy
. .
(U 0+
; }
0 nacimiento 0 nacimiento

Figura 3.3: Diagramas de persistencia de la filtracién VR de dos nubes con
p = 120, 0 = 0: a la izquierda ¢ = 0 y a la derecha ¢ = 0,2. La distancia
de Bottleneck entre estos diagramas es 0,0548 en para p = 0 y 0,0562 para
p = 1. En ambos casos se observan tres puntos de mayor persistencia en
H, que se condicen con la presencia de los tres circulos.
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En la figura 3.3 mostramos los diagramas de persistencia de la mis-
ma instancia generada con distintos valores de € con fines exploratorios.
Tanto las distancias entre diagramas, las vectorizaciones presentadas en
2.3 y la entropia de persistencia se calcularon con funciones del paquete
giotto-tda. En el caso de las vectorizaciones se elige un hiperparame-
tro de discretizacion n_bins que determina el tamafio del vector en cada
dimensién (0 y 1). Para los PLs ademéds se elige n_layers que determina
cudntas de sus capas )\, vamos a considerar. Los restantes atributos esca-
lares se obtuvieron con funciones auxiliares implementadas por el autor.

Cech Vietoris-Rips

a
@ () b | ( (b)
#H; 1275 1431 14 3
#H (%) 21 9 7 2
P~ 0,059 0,112 | 0,104 0,364
Lt 0,002 0,003 | 0,053 0,265
(b) EP(H;) 7,492 7,681 | 3,464 1,339
Ag(Hy) 0,029 0,056 | 0,052 0,182

Figura 3.4: Dos instancias con yt = 50: (@) N = 0y (b) N = 2. En la tabla los
siguientes atributos: #H; es la cantidad de barras de H;; p;- es la persis-

tencia de la barra mas persistente de H;; #H,(%") la cantidad de barras

en H, de persistencia mayor a 2*; ;‘;111 la persistencia promedio de barras
en H;; EP(H,) la entropia de persistencia del diagrama en H;; y A,, (H;)

la amplitud del diagrama en H; respecto a la distancia de bottleneck.

Con el fin de explorar el uso de ambas filtraciones se incluye la figura
3.4 en la cual se muestra una tabla con algunos atributos escalares de sus
diagramas de persistencia.

3.1.3. Random Forest

Como clasificador vamos a usar el algoritmo random forest (RF) imple-
mentado en scikit—-learn ([18]). Un RF es un método de ensamble:
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consta de un conjunto de clasificadores elementales que en nuestro caso
son los drboles de decision y se toma como output-prediccion la clase mas
votada entre ellos.

A partir de un conjunto de datos de entrenamiento
X = {2"}, C R? se ajusta una cantidad n_estimators de arboles
con la técnica de bagging o bootstrapping: en lugar de usar todos los datos
para cada arbol ¢ se toma una muestra X; con reposicién de X de tamafio
max_samples.

Un drbol ¢ se construye comenzando por la raiz con la muestra X; y ra-
mificando sus nodos con reglas de decisiéon binaria. Una regla de decisiéon
es un par atributo-umbral (j,t;) que se elige de un conjunto de posibles
candidatos y da lugar a la siguiente particion de X", los datos en el nodo
m:

Xm

7

®=) (%)

donde X7, = {zr € XI" : z; < t;}y XU, = X;"\ X, . Las features
candidatas se determinan usando la segunda técnica que caracteriza a un
random forest llamada feature bagging: en cada nodo se selecciona alea-
toriamente un subconjunto de tamafio max_features en lugar de con-
siderar las d disponibles. Para cada variable seleccionada, los umbrales
candidatos se toman como los puntos medios entre los valores ordenados
de dicha variable.

Entre todas las reglas candidatas se elige aquella que optimice algtn
criterio (criterion) que esencialmente mide la calidad de la particién
que la regla induce sobre los datos del nodo. Algunos de los posibles cri-
terios son:

e Impureza de Gini:

G(X™) = me,k(l — Pm.k)s
k

e Entropia log loss:

H(X™) == pmxlog (Pmi)
k
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donde p,, ;. es la proporcién de datos del nodo m que pertenecen a la clase
k.

Por altimo, un nodo se ramifica sélo si se satisfacen simultineamente:

i) no se ha alcanzado la profundidad méxima max_depth del arbol,
i1) hay al menos min_samples_split datosenm,y

i7i) la particiéon a considerar deja al menos la cantidad minima
min_samples_leaf de datos remanentes en cada rama.

En caso contrario, el nodo representa una hoja donde se toma como out-
put la clase de mayor proporcion, i.e.

arg max p, k-
k

Todos estos hiperparametros inciden en la complejidad del bosque.
Por ejemplo, mds arboles y de mayor profundidad aumentan la compleji-
dad del modelo, lo que tiende a sobreajustar los datos de entrenamiento y
exhibir mayor varianza en las predicciones sobre los datos de validacién.
Idealmente queremos un modelo poco complejo con una buena relacién
sesgo-varianza que logre disminuir la diferencia entre puntajes de entre-
namiento y validacién. Los valores en la tabla 3.1 se obtuvieron realizando
una busqueda aleatoria en el espacio de hiperpardmetros con validacién
cruzada 30-folds sobre un dataset balanceado de 500 instancias.

hiperparametro valor
n_estimators 50
max_samples 0,6
max_features 0,3

criterion "gini’
max_depth 9
min_samples_split 4
min_samples_leaf 13

Tabla 3.1: Hiperpardmetros elegidos para el problema de clasificacién.

3.1.4. Meétricas de evaluacion

A continuacién definimos algunas de las métricas a considerar para
medir la performance de un clasificador.
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= accuracy: proporcion de predicciones correctas,

# aciertos

acc = — :
# predicciones

m Brier score loss: error promedio de las probabilidades de pertenencia
a cada clase respecto a la norma 2. Da una medida de cudn bueno es
el acierto promedio y se define como

N

1 ~ 2

BSL = N E ||€(i) _p(i)||27
=1

donde N es la cantidad total de samples a clasificar, e, € RX el
vector que tiene un 1 en la k-ésima coordenada si el dato ¢ pertenece
a la clase £ y 0 en las demads coordenadas, y p,, € RX el vector de
probabilidades empiricas de pertenencia a cada clase estimado por
el clasificador.

» matriz de confusion: se define como la matriz C' € R**X donde la
entrada C}; es la cantidad de datos pertenecientes a la clase k que
fueron clasificados como clase I. De C se pueden recuperar otras
meétricas como:

* accuracy:
Tr(C)

K Y
Ei,j:l Cij
* precision (respecto a la clase k):

Crk

K
> Ci
=1

* recall (respecto a la clase k):

Ckk

k.
> Cj
j=1
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» distancia cuadrdtica: promedio del error cuadratico. Se define como

1 N
~ N2
ecm = — i — Yi),
N;:l(y 9i)

donde y; y y; son respectivamente la clase veradera y la clase predi-
cha del dato «.

3.2. Experimentos

En esta seccion detallamos los experimentos realizados. El procedi-
miento general es el ilustrado en la figura 3.1. Vamos a usar las tres re-
presentaciones definidas en 2.3 y una combinacién de atributos escalares
como covariables para inferir N usando un Random Forest configurado
como en la tabla 3.1.

Primero vamos a fijar un dataset base y a explorar distintas formas
de vectorizar los diagramas de persistencia. En el resto de los casos va-
mos a partir de tal configuracién y hacer variar un pardmetro del data-
set manteniendo el resto fijos para observar el impacto en el desempefio
del clasificador. La implementacién de los experimentos realizados estan
disponibles en este link junto con la rutina de generacién de datos y su
procesamiento, y la exploracién de hiperparametros del modelo.

pardmetro 7 n 4 VvV 0 Tmin Tmax €

valor 20 3 180 10 0,06 0,1 0,15 0,05

Tabla 3.2: Configuracién base del dataset para los experimentos.
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Experimentos principales

E1. Dimensionalidad de las vectorizaciones

Comenzamos explorando la dimensionalidad de las distintas vecto-
rizaciones. Sobre el dataset de la tabla 3.2 calculamos los diagramas de
persistencia de la filtraciéon VR y clasificamos usando distintos esquemas
de vectorizacién. En general se espera que una mayor dimensionalidad
en las covariables impacte positivamente en los resultados del clasifica-
dor hasta que eventualmente se mantengan estables y no presenten una
evidente mejora.

E1.1. Betti Curves

En esta representacion n_bins es la cantidad de valores del pardme-
tro de la filtracion en los que se evalta la curva de Betti por dimensién
homolégica, por lo que el vector tiene dimensién 2 x n_bins. En general
los valores de la filtracién que se eligen son diferentes para las distintas
dimensiones homolégicas. Hacemos variar n_bins entre 10 y 150 con pa-
so 10.

E1.2. Persistence Landscapes

Ahora n_bins esla cantidad de valores que se samplean de la k-ésima
capa del PL por dimensién homolégica, es decir tenemos dimension 2 x
n_layers x n_bins. Consideramos n_bins de 10 a 150 con paso 10 y
n_layers entre 1y 20 con paso 1.

E1.3. Persistence Images

Acd n_bins es la cantidad de subintervalos en los que se discreti-
za el dominio nacimiento-persistencia dando una imagen rasterizada de
n_bins x n_bins pixeles por cada dimensién homolégica, es decir te-
nemos dimensién 2 x n_bins?. El hiperpardmetro sigma es la varian-
za de las funciones de distribucion Gaussianas ®,, en la definicién de la
superficie de persistencia y su incremento da lugar a una imagen mads
“difuminada” alrededor de los puntos de persistencia. En tercer lugar la
funciéon weight_function le asigna pesos a los valores de la filtraciéon
considerados en la discretizacién del dominio.
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Vamos a hacer variar nuevamente n_bins de 10 a 150 con paso 10,
sigma entre 0,1y 1 con paso 0,1 y consideraremos dos posibilidades para
weight_function:la constante 1 (pesos uniformes) y la funcién moné-
tona identidad.

E2. Tamariio de las nubes

Continuamos partiendo del dataset base de la tabla 3.2 y haciendo va-
riar el tamafio promedio de P, es decir el pardmetro i, tomando como
posibles valores los multiplos de 50 entre 50 y 500. Para cada valor de x se
calcularon los diagramas de las filtraciones VR y se clasific6 usando:

1. curvas de Betti con n_bins = &0,

2. mezcla de atributos del diagrama D, en dimensiones homolégicas
p=0,1:

entropia de persistencia EP(D,)),

amplitud respecto a la distancia bottleneck Ay, (D,),

cantidad de puntos en intervalo [0; 0,6]: # DLl

persistencia de puntos en intervalo [0; 0,6]: ng;o’q.

A medida que ; aumenta también crece la densidad de puntos por
circulo, lo cual deberia hacer mds temprana la creacién y prolongar la
persistencia de 1-ciclos que reflejen la presencia de los circulos. Por ende
se espera obtener mejores métricas de rendimiento en funcién de .

Observamos también que con ;@ aumenta exponencialmente la canti-
dad de simplices en la filtracién y por lo tanto su computo consume sig-
nificativamente mds tiempo y memoria.

E3. Ruido en las circunferencias

Hacemos variar el pardmetro de perturbacién radial ¢ en el intervalo
[0, 1] con paso 0,05. Se aplic6 el mismo flujo de procesamiento, esta vez
usando:

1. los persistence landscapes con n_bins = 80y n_layers = 10,

2. misma mezcla de atributos que en E2.
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El incremento de ¢ introduce mayor dispersién en los puntos degra-
dando la estructura de cada circunferencia hasta hacerla indistinguible
cuando ¢ es del orden del radio. Se espera que los diagramas presenten
mas ruido y la accuracy del clasificador decaiga.

E4. Ruido ambiente

Se hace variar la proporcién de puntos de ruido ambiente o en el in-
tervalo [0, 0,5] con paso 0,05. Nuevamente los restantes pardmetros fijos,
filtraciones de VR y esta vez clasificamos usando:

1. las imagenes de persistencia con una resolucién de 100 x 100 pixeles
(n_bins = 100), tomando como funciones de distribucién ¢, todas
gaussianas de varianza 1 y funcién de pesos weight_function =
1,

2. misma mezcla de atributos que en E2.

Al aumentar o crece la fraccién %= de puntos que no provienen de

circunferencias, lo cual deberia introducir pares nacimiento-muerte en los
diagramas que no aportan informacién ttil para la inferencia de NV. Esto
se debe a que la filtracién VR no distingue si un punto de la nube es ruido
o sefial. Por lo tanto se espera que las métricas de desempefio empeoren
con el incremento de o.

Experimentos exploratorios

E5. Dimension del espacio

Continuamos con un experimento mds exploratorio haciendo variar
n en los enteros entre 2 y 30 inclusive. En esta ocasién volvemos a usar
filtracién de VR y como vectorizacion las curvas de Betti con n_bins=80
y el mix de atributos de E2.

Para n = 2 las circunferencias viven todas en el mismo plano lo cual
hace mds probable su interseccién. La superposiciéon de los circulos afec-
tarfa directamente la homologia de X, disminuyendo la cantidad de com-
ponentes conexas y posiblemente incrementando las clases de 1-ciclos ho-
mologos, lo cual se espera que dificulte la inferencia de N resultando en
un peor desempefio.
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Figura 3.5: Volumen de la Grassmanniana Gr(n,2) en funcién de n. Al-
canza su maximo en n = 8 y tiende a 0 cuando n — oc.

Cuando n > 2 conjeturamos mejores resultados en la medida en que
haya “mds espacio” para orientar los circulos y por lo tanto menos pro-
babilidad de que se intersequen. El objeto que parametriza todos los po-
sibles subespacios de dimension 2 en un espacio vectorial n-dimensional
corresponde a la variedad Grassmanniana Gr(2, n). Como referencia gra-
ficamos en la figura 3.5 el volumen de dicha variedad respecto a la métri-
ca inducida por la euclidea en funcién de n (sobre el cdlculo del volumen
consultar [19], Proposition 9.1.14).

E6. Radio de las circunferencias

Por tltimo hacemos variar el rango de dispersién radial de las cir-
cunferencias. Comenzando con un radio fijo 7min = rmax = 0,25 se tomo
posteriormente § > 0 tal que

Tmin = 0,20 =0 ¥ Tmax = 0,25+ 0

y la amplitud 26 tome valores entre 0 y 0,5 con incremento 0,05. Nueva-
mente se uso la filtracién VR y para clasificar Betti Curves con n_bins =
80 y la mezcla de atributos de E2.

Circulos con radios més grandes vuelven a ser mas propensos a chocar
entre si dificultando la correcta clasificacion, por lo que se espera que el
aumento de § afecte negativamente a los resultados.
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3.3. Resultados

Cada experimento se replicé 90 veces con datasets de idéntica confi-
guracion paramétrica, variando tinicamente la semilla aleatoria. En cada
corrida se dividieron los datos en conjuntos de entrenamiento y valida-
cién al 75-25 % manteniendo las proporciones de datos en cada clase y
sobre cada uno se calcularon métricas de desempefio.

E1. Dimensionalidad de las vectorizaciones
E1.1. Betti Curves

La figura 3.6 muestra los resultados obtenidos para los distintos valo-
res de n_bins usando la curva de Betti como vectorizacién. A partir de
n_bins = 40 el rendimiento del clasificador no crece significativamente
y ambas curvas de entrenamiento y validacién se mantienen con una dife-
rencia estable. Para el valor n_bins = 100 se alcanza la maxima accuracy
promedio sobre los datos de validacion.

o accuracy matriz de confusién promedio
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Figura 3.6: A la izquierda la accuracy promedio del clasificador en funcién
de n_bins (cada punto es el promedio de los puntajes obtenidos sobre
las 90 semillas y el sombreado representa su desvio estdndar). La linea
punteada representa el nivel de “chance”, es decir de acertar clasificando
aleatoriamente, que al ser datos balanceados es de 1 sobre la cantidad de
clases: ;. A la derecha la matriz de confusion normalizada respecto a sus
filas y promediada sobre las 90 réplicas para el valor n_bins = 100.
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3. APLICACION: DETECCION DE CIRCULOS

Las entradas en la diagonal de la matriz de confusién indican el recall
respecto a la clase correspondiente. Se observa una mejor deteccién de las
clases N = 0 a N = 4 mientras que para /N més grande empieza a haber
mayor confusién entre clases.

E1.2. Persistence Landscapes

Continuamos con los resultados obtenidos usando los persistence lands-
capes.

o accuracy para n_bins = 80

mean test accuracy
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Figura 3.7: A la izquierda la accuracy promedio obtenida en entrenamien-
to y validacién en funcién de n_layers paran_bins = 80 fijo; a la dere-
cha la accuracy del clasificador sobre el conjunto de validacién en funcién
den_bins yn_layers (el color de cada celda es el promedio de las 90
réplicas del experimento).

Acd podemos observar en la figura 3.7 que el incrementoden_layers
tiene un gran impacto sobre la accuracy del clasificador, mientras que
n_bins sé6lo aporta un efecto visible para valores bajos. Las curvas de en-
trenamiento y validacion alcanzan una diferencia minima para
n_layers = 20.
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3. APLICACION: DETECCION DE CIRCULOS

E1.3. Persistence Images

Concluimos el primer experimento con los resultados de las imagenes
de persistencia.

monotonic weight uniform weight

0.7

0.5

accuracy

0.3

10 30 50 70 90 110 130 150 10 30 50 70 90 110 130 150
n_bins n_bins

Figura 3.8: Mapa de calor con la accuracy sobre los datos de validacién en
funcién de n_bins y sigma usando persistence images: a la izquierda con
weight_function = Idy aladerecha weight_function = 1.

Lo primero que se observa en la figura 3.8 es la ventaja de asignar més
importancia a las regiones de mayor persistencia en el dominio usando la
funcién de pesos monétona. Nuevamente el impacto de n_bins parece
no ser significativo a partir de los menores valores explorados y en cambio

Lo accuracy para n_bins = 80 matriz de confusién promedio
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Figura 3.9: Resultados para n_bins = 80 y funcién de pesos monétona.
A la izquierda las curvas de accuracy en funcién de sigma y a la derecha
la matriz de confusién promedio y normalizada respecto a sus filas para
sigma = 0,1.
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3. APLICACION: DETECCION DE CIRCULOS

sigma afecta positivamente al resultado a medida que este decrece en
todo el intervalo explorado alcanzando el valor 6ptimo en sigma = 0,1.

En la figura 3.9 observamos que este método detecta mejor instancias
de las clases 3, 4 y 5 pero también exhibe un grado de confusién entre las
clases 0 y 9.

E2. Tamaiio de las nubes

Continuamos con los resultados del segundo experimento principal
que consistié en variar el tamafio promedio de las nubes.

Betti curves accuracy Betti curves BSL Mix accuracy Mix BSL

08 //’/ 08 08 08
06 06 ‘\‘\H—o——.\,_,_._. o o
—e8— train

04 0.4 0.4

train —e— train train
—o— test o test | | e —o— test —o— test

-~ chance -~ chance -=-- chance --- chance

100 200 300 400 500 100 200 300 400 500 100 200 300 400 500 100 200 300 400 500

Figura 3.10: Curvas de accuracy y Brier Score Loss sobre datos de entrena-
miento y validacién: a la izquierda usando Betti curves y a la derecha una
mezcla de atributos escalares. Para BSL el nivel esperado al clasificar alea-
toriamente es de . Los puntos y el sombreado en las curvas representan
los promedios y desviacién estdndar sobre las 90 réplicas del experimen-
to.

En los gréficos de la figura 3.10 observamos un desempefio crecien-
te en funcién de p. Las curvas de accuracy presentan mayor desviaciéon
respecto al promedio sobre las réplicas mientras que las de Brier score
exhiben menor variabilidad y una menor diferencia entre puntajes de en-
trenamiento y validacién. En la figura 3.11 vemos que la confusién en-
tre clases es mas frecuente usando los atributos escalares para clasificar,
mientras que para la inferencia con Betti Curves se concentra en clases
adyacentes a medida que yx crece.
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Figura 3.11: Matrices de confusién promedio normalizadas para algunos
valores de ;1 y ambos esquemas de vectorizacién.

E3. Ruido en las circunferencias

En este experimento observamos en la figura 3.12 una mayor diferen-
cia entre las curvas de entrenamiento y validacion respecto a otras confi-
guraciones, indicando un sobreajuste en los datos de entrenamiento que
crece con el aumento de ¢, tanto para la clasificacién con PLs como con el
mix de atributos. La accuracy decae a medida que ¢ crece y nuevamen-
te las curvas de BSL presentan menor variabilidad respecto al promedio
sobre las réplicas y menor diferencia entre entrenamiento y validacion.

PLs accuracy PLs Brier Score Loss Mix accuracy Mix Brier Score Loss
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Figura 3.12: Curvas de accuracy y Brier score loss sobre los datos de entre-
namiento y validacién en funcién de ¢: a la izquierda usando Persistence
Landscapes y a la derecha una mezcla de atributos escalares.
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3. APLICACION: DETECCION DE CIRCULOS

E4. Ruido ambiente

En los graficos de la figura 3.13 se observa cémo el aumento del rui-
do dificulta la inferencia de IV obteniendo resultados cada vez peores en
todo el intervalo de o explorado. La curvas de accuracy en los datos de
validacién presentan mayor desviacion estdndar que en los datos de en-
trenamiento. El error cuadrético medio da una medida de cudn cerca esta
la prediccién respecto a la clase verdadera y en ambos esquemas de vec-
torizacién es muy variable indicando la confusién entre clases.
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Figura 3.13: Curvas de accuracy y error cuadratico medio sobre entrena-
miento y validaciéon en funcién de o: a la izquierda usando Persistence
Images y la derecha una mezcla de atributos escalares.
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Figura 3.14: Matrices de confusién promedio normalizadas para algunos
valores de o.

En la figura 3.14 corroboramos que las clases con mayor cantidad de
circulos son las que el modelo mds confunde, incluso para valores bajos
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3. APLICACION: DETECCION DE CIRCULOS

de 0. Cuando el parametro crece la diagonal pierde contraste aunque con-
sistentemente preservando una alta deteccién de la clase N = 0.

E5. Dimension del espacio

Los resultados en este experimento se muestran en la figura 3.15. Cuan-
do usamos Betti Curves la accuracy mejora a medida que aumenta n y
alcanza un maximo en n = 7, mientras que usando los atributos se ve un
minimo local en n = 7. Para dimensiones altas el modelo presenta mayor
variabilidad en los puntajes de validacion.

Betti curves accuracy Mix accuracy

0.8

0.6

0.4

0.2 0.21

g % 1‘0 1‘5 Zb 2‘5 3‘0 é lb 1‘5 2‘0 2‘5 2‘8 3b

n n
Figura 3.15: Accuracy sobre entrenamiento y validacién en funcién de n:
a la izquierda clasificando con Betti Curves y a la derecha con atributos
escalares.

E6. Radio de las circunferencias

Por dltimo los resultados del experimento en el que variamos el ta-
mafio de las circunferencias. Acd observamos en la figura 3.16 cémo el
incremento del rango radial tiende a dificultar la inferencia de N con ma-
yor impacto en la primer regién del intervalo explorado. Por otro lado la
clasificacién usando la mezcla de atributos escalares vuelve a presentar
una mayor variabilidad en los puntajes de validacién y mayor diferencia
entre entrenamiento y validacion.
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Betti curves accuracy Mix accuracy
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Figura 3.16: Curvas de accuracy sobre entrenamiento y validacién en fun-
cion de 7max — rmin: @ la izquierda usando Betti Curves y a la derecha la
mezcla de atributos escalares.

3.4. Discusion de los experimentos

Los resultados de los experimentos en general muestran que las vec-
torizaciones captan un mayor volumen de informacién ttil para la de-
teccion de los circulos respecto a la mezcla de atributos escalares. Podria
ampliarse la extraccion de atributos escalares para ver si una nueva mez-
cla logra alcanzar los puntajes de alguna de las vectorizaciones.

Por otro lado la exploracién de multiples configuraciones en los para-
metros de los datos tuvo un impacto en la diferencia entre los puntajes de
entrenamiento y validacién, lo cual es algo que usualmente se atribuye
a la complejidad del modelo. Esto se ve particularmente en los experi-
mentos E3, E4 y E6 donde el modelo tiende a sobreajustar los datos. Un
posible futuro experimento serfa medir el impacto de la introduccién de
ruido en los datos utilizando un modelo menos complejo.

En las matrices de confusién en general se observa confusiéon entre
clases adyacentes y también entre las clases 0 y 9. Esto evidencia que una
gran cantidad de circulos dificulta su distincién por haber mds superpo-
sicion y cercania entre sus puntos haciendo que el modelo confunda a la
nube con ruido.
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Conclusiones

La homologia persistente es una herramienta ttil para estudiar cémo
evolucionan las propiedades de un objeto bajo mltiples escalas. Dos pro-
piedades que la hacen muy atractiva en un contexto de analisis de datos
son: su posible formulacién en un contexto discreto y finito lo cual facili-
ta considerablemente su computabilidad mediante algoritmos eficientes;
y la estabilidad de los diagramas de persistencia que la hace una herra-
mienta robusta a la presencia de ruido en los datos.

A la hora de representar la informaciéon existe una buena diversidad
de vectorizaciones que permiten explorar diferentes grados de reduccién
de dimensionalidad y nos ofrecen una amplia libertad de disefio apto pa-
ra el aprendizaje automéatico. Como ejemplo recordamos la posibilidad
de asignar mayor o menor importancia a las distintas regiones de los dia-
gramas al definir las persistence images. Esta eleccion puede parecer obvia
pero en realidad depende de la naturaleza del problema.

También es evidente que los complejos de Vietoris-Rips son sensibles a
la presencia de outliers, lo cual abre el camino a la posibilidad de conside-
rar filtraciones alternativas que aprovechen mejor la geometria presente
en los datos, por ejemplo priorizando regiones con mayor densidad de
puntos.

En esta tesis integramos conceptos de la topologia algebraica con mé-
todos de aprendizaje automaético para abordar un problema de deteccién
de circulos que podriamos pensar como una variante del problema de re-
construccién de variedades en el que tenempos una nube de puntos que
representa una muestra con ruido de un objeto y se buscar recuperar in-
formacién sobre su estructura. Una posible continuacién en esta linea de
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trabajo podria incluir la generalizacién a otras familias de variedades co-
mo la clasificacion de superficices en R®.
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Apéndice: Glosario Topolagico

1. contractil: Un espacio topolégico X se dice contrdctil si es homotépica-
mente equivalente a un punto.

2. espacio de Hausdorff: Un espacio de Hausdorff es un espacio topolégico
(X, T) con la propiedad de que para todo par de puntos =,y € X exis-
ten entornos disjuntos U,., U, € T talesquez € U,,y € U,y U,NU, = 0.

3. espacio topolégico: Un espacio topolégico es un par ordenado (X,7T)
donde X es un conjunto y 7 una topologia sobre X, es decir, una familia
de subconjuntos de X que satisface:

i 0, XeT.

ii. La unién arbitraria de subconjuntos en 7 también estd en 7: VO C

T, U SeT.

S€0
iii. La interseccion finita de subconjuntos en 7 también estd en 7

k
VS, S9,..., S €T, keN, NS, eT.
=1

(2

A los elementos de 7 los llamamos abiertos de X y un entorno de x € X
es cualquier abierto que contenga a x.

4. homeomorfo: Dados X e Y espacios topolégicos, un homeomorfismo de
X aY esuna funcién f : X — Y que satisface:

i. f esbiyectiva,
ii. f es continua,

iii. la inversa de f es continua.

Cuando existe tal homeomorfismo decimos que X e Y son homeomorfos
o topoldgicamente equivalentes.
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4. APENDICE TOPOLOGICO

5. homotépicamente equivalente: Dados X e Y espacios topoldgicos, dos
funciones continuas f,¢g : X — Y se dicen homotdpicas si existe una
funcién continua H : X x [0,1] — Y talque H(-,0) = fy H(-,1) =¢. A
la funcién H se la llama homotopia entre [y g.

Dos espacios topoldgicos X e Y se dicen homotdpicamente equivalentes,
o que tienen el mismo tipo homotdpico, si existen mapas f : X — YV
y h Y — X tales que ho fy f oh son mapas homotdpicos a las
respectivas identidades 1x : X - Xy 1y : Y =Y.

6. localmente euclideo: Un espacio topolégico (X, T) es localmente eucli-
deo si para todo x € X existe un entorno U, € 7 homeomorfo a R",
n e Zzo.

7. segundo numberable: Un espacio topolégico X se dice segundo nume-
rable si admite una base numerable.

8. variedad topolégica: Una variedad topoldgica es un espacio de Hausdorff
(M, T) localmente euclideo y segundo numerable.
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