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Introduccion

Las formas modulares son funciones meromorfas definidas en el semiplano su-
perior complejo que satisfacen propiedades de simetria bajo la accion del grupo
modular o de sus subgrupos de congruencia, que ademéas cumplen cierta holomorfia.
Una propiedad fundamental de estas funciones es que, debido a su periodicidad,
toda forma modular f admite una expansion en serie de Fourier de la forma:

oo

f(z) = Z a(n)q”, donde q = e*™*,

n=ng

Estos objetos son centrales en la teoria de nimeros moderna. Un caso destacado de
su relevancia es la demostracion del Ultimo Teorema de Fermat por Andrew Wiles
[Wil95], quien probo el Teorema de Taniyama-Shimura |[Tan57, Shi58] que dice que
toda curva eliptica racional tiene una forma modular asociada.

Mas alla de esta aplicacion, las formas modulares son una herramienta fundamen-
tal para estudiar las propiedades aritméticas de funciones generadoras. La estrategia
consiste en probar que la serie de potencias de una funcién aritmética es, en efec-
to, la expansion de Fourier de una forma modular, permitiendo asi utilizar la rica
estructura de esta tltima para inferir propiedades sobre los coeficientes.

Un ejemplo clasico de esta relacion es la funcion de particién p(n), que cuenta
las formas de escribir un entero positivo n como suma de enteros positivos. Euler
estableci6 su funciéon generadora como:

> g =1] 1_1 -
n=0 n=1 q

Ramanujan [Ram19| utilizo6 esto para obtener las siguientes congruencias para los
coeficientes:

p(bn+4) =0 (mdd 5),
p(Tn+5)=0 (mdd 7),
p(1ln+6) =0 (mdéd 11).

Durante mucho tiempo se consideraron estas propiedades como casos aislados, aun-
que generaron un gran interés sobre la distribucion de los valores de p(n) en clases
de congruencia. En este contexto, Erdos e Ivic [EI89] conjeturaron que para todo
primo m, existe al menos un entero no negativo n tal que p(n) = 0 (méd m). En
una direccion maés fuerte, M. Newman [New60| conjeturd que para todo entero m,
la funcién de particion llena todas las clases de residuos moédulo m infinitas veces.
Trabajos posteriores de Ono [Ono00] y Ahlgren [Ahl00]| hicieron avances signi-
ficativos sobre estos resultados, demostrando la existencia de infinitas familias de
congruencias lineales, validando la Conjetura de Erdos e Ivic como corolario.

Teorema (Ahlgren-Ono [Ahl0O0, Ono00]). Sea ¢ > 5 un nimero primo y m un

entero positivo. Erxiste una proporcion positiva de primos Q = —1 (mdd 244) tales
que:
Sn+1



para los enteros n coprimos con () que satisfacen una congruencia modulo 24¢.

Un aspecto crucial en la demostracion de este resultado radica en el hecho de
que la funcion generadora de p(n) es una forma modular débil; es decir, satisface las
condiciones de modularidad y de holomorfia en el semiplano superior, pero posee
polos en las cuspides. La estrategia central de Ahlgren y Ono consistié en demostrar
que, a pesar de las singularidades en las cuspides, dicha forma débil es congruente
modulo m a una forma modular holomorfa clasica. Este resultado permite utilizar
la teoria sobre formas modulares para concluir propiedades médulo m sobre los
coeficientes de la forma original.

La observacion de que una forma débil es congruente moédulo m a una forma
holomorfa motivo a Treneer [Tre06a| a investigar si este fenomeno es una propiedad
general. Treneer generalizo los trabajos previos demostrando que los coeficientes de
cualquier forma modular débil pueden ser capturados por formas cuspidales.

Teorema (Treneer [Tre06al). Sea f(z) = > a(n)q" una forma modular débil de
peso k/2, nivel N y caracter x. Para cualquier primo p que no divida a N, si m es
suficientemente grande, existe una forma cuspidal g, tal que:

> ap™)g”  (méd p).

nZ0 (méd p)

9p(2)

Especificamente, la forma g, construida tiene nivel Np*, caracter XX];m Y peso % +

p—ﬁ(p;_l) para un entero B suficientemente grande.

Sin embargo, las técnicas empleadas por Treneer suelen producir formas modula-
res g, Cuyo peso crece como un polinomio sobre p de grado arbitrariamente grande,
y con un nivel que aumenta como el cuadrado del primo. Desde una perspectiva
computacional, esto representa un obstaculo mayor para verificar congruencias, ya
que la cantidad de coeficientes necesarios depende linealmente de estos pardmetros,
segun lo establece el siguiente resultado fundamental:

Teorema (Cota de Sturm [Stu87]). Sea k > 3 un entero y m un nimero primo.
Supongamos que g =3, - a(n)q" es una forma modular débil de peso E y nivel N
con coeficientes a,, € Z. Sea

no = L%[SLQ(Z) : FO(N)]J .

Sia(n) =0 (méd m) para todo 1 < n < ng, entonces g =0 (mdéd mZ[q]).

En consecuencia, para demostrar que dos formas modulares son congruentes
(aplicando el teorema a su diferencia), reducir el peso a un crecimiento lineal y
mantener el nivel fijo disminuye drasticamente este limite, haciendo viable la verifi-
caciéon computacional.

La evidencia computacional obtenida al estudiar la funcién de sobreparticiones
junto con el trabajo de [Wea0l| para la funcion de particiones, sugiere que es posible
encontrar formas congruentes mucho mas eficientes en términos del peso y el nivel.
Esta mostraba que la congruencia se puede satisfacer con una forma modular de peso



lineal, aproximadamente m/2, y manteniendo el nivel fijo. Esto motiva la pregunta
central de esta tesis:

¢ Es posible demostrar que una forma modular débil es congruente modulo m a
una forma modular holomorfa con un peso que supere a la original en mT_l y nivel
fijo?

Respondemos afirmativamente a esta pregunta en el caso particular de los co-
cientes eta.

Tanto la funcién generadora de particiones como la de sobreparticiones pertene-
cen a una familia especial de funciones conocidas como cocientes eta. Estas funciones
se construyen a partir de la funcién eta de Dedekind, definida como:

oo

n(z) .= ¢'/* H(l —¢"), donde q = >,

n=1

En general, un cociente eta se define como un producto finito de la forma:
fz) =T ne2),
5

donde ¢ recorre un conjunto finito de enteros positivos y rs € Z. En el caso de la
funciéon de particion, esta se constituye como un cociente eta a través de la siguiente

relacién:

= 1
p(n)g*" ™t = ———.
nz_% n(24z)

Gracias a los resultados de Newman [New57| y Ligozat [Lig75], es posible de-
terminar condiciones explicitas para que estas funciones sean formas modulares, y
calcular con exactitud su orden de anulacién en las ctuspides. Esto nos permite iden-
tificar facilmente cuéles de ellos son formas holomorfas y cuéles poseen polos (formas
débiles).

Sobre esta familia de funciones, se obtuvo el siguiente resultado.

Teorema (3.5.4). Sea f un cociente eta de nivel d, peso k. Para todo primo m
suficientemente grande, existe una forma modular holomorfa g,, tal que:

flUm = gm  (méd m),
donde g, tiene peso mT’l + k, nivel constante N = mem(d,576) y caracter x5 .

Como aplicacion, mejoramos los resultados de Ono [Ono00] para la funcion de
particion p(n), reduciendo el peso de la forma modular congruente de un orden
cuadratico a uno lineal y fijando el nivel. Es destacable que Weaver [Wea(1| ya habia
logrado encontrar dicha congruencia con peso mT_2 y nivel 576, pero restringiéndose
solo a los primos m < 31, mientras que nuestro resultado garantiza la existencia
de tales formas para todo primo m. De manera similar, refinamos los resultados de
[RSVMZ24| para la funcién de sobreparticiones p(n), obteniendo formas congruentes
de peso 2 en lugar de 3(m(16 — a,,) — 17) con 0 < ay, < 8, ay, = —m (m6d 8).
Estos resultados optimizan la verificaciéon computacional de congruencias.



Estructura de la tesis

Esta tesis esta organizada en tres capitulos que condensan las bases teoricas
necesarias y conducen hacia los resultados originales.

En el Capitulo 1 establecemos los fundamentos de la teoria de formas modu-
lares de peso entero. Definimos los subgrupos de congruencia y las propiedades de
holomorfia en las cuspides. Estudiamos en detalle el espacio de Eisenstein y los
operadores lineales que actiian sobre estos espacios: los operadores de Hecke, las
involuciones de Atkin-Lehner y los operadores U y V. Finalizamos el capitulo pre-
sentando el Teorema de Densidad de Serre, una herramienta crucial para establecer
la existencia de infinitos primos con ciertas propiedades de congruencia.

El Capitulo 2 extiende la teoria al contexto de formas modulares de peso se-
mientero. Introducimos los factores de automorfia necesarios y la definiciéon de los
operadores de Hecke en este entorno. El niicleo de este capitulo es la Corresponden-
cia de Shimura, que actiia como un puente conectando las formas de peso semientero
con las de peso entero. Utilizando esta correspondencia y los resultados del capitulo
anterior, detallamos la prueba de una version del teorema de densidad para peso
semientero.

Finalmente, el Capitulo 3 se centra en los cocientes eta de Dedekind. En este
capitulo incluimos demostraciones formales y detalladas del Teorema de Newman,
que determina cuando un cociente eta es una forma modular, y del Teorema de
Ligozat, que proporciona una férmula explicita para el orden de anulaciéon en las
cuspides. Dado que las demostraciones completas de estos teoremas suelen estar dis-
persas o resumidas en la literatura, su desarrollo en esta tesis pretende servir como
una referencia autocontenida y accesible. Exploramos la conexion con las funciones
generadoras aritméticas, como la funciéon de particion p(n) y la de sobreparticiones
p(n). El trabajo culmina en la Seccion 3.5, donde presentamos los resultados origi-
nales de esta tesis. Demostramos que, bajo la acciéon del operador U,,, una amplia
clase de cocientes eta resulta congruente moédulo m a formas modulares holomorfas
de peso lineal y nivel fijo, y aplicamos este teorema general para recuperar familias
explicitas de congruencias.
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Capitulo 1

Formas modulares de peso entero

Las formas modulares son funciones complejas definidas en el semiplano supe-
rior complejo que satisfacen ciertas propiedades de simetria y condiciones analiticas.
Juegan un papel crucial en diversas areas de las mateméticas, como la teoria de
numeros y la geometria algebraica. Esta seccién introduce los conceptos fundamen-
tales de las formas modulares; para un tratamiento riguroso y detallado de estos
fundamentos, referimos al lector al texto de Diamond y Shurman [DS05].

1.1. Subgrupos de congruencia

El escenario principal para las formas modulares es el semiplano superior com-
plejo.

Definiciéon 1.1.1 (Semiplano superior complejo). El semiplano superior complejo,
denotado por H, es el conjunto

H={zecC|Im(z) > 0}.
El grupo que actiia naturalmente sobre H es el grupo lineal especial real GL3 (R).

Definicion 1.1.2. El grupo lineal general real GL2(R)™ consiste en matrices de 2 x 2
con entradas reales con determinante positivo:

GL{ (R) = {7: (Z Z) |a,b,c,d€R,ad—bc>O}

Este grupo actia sobre H mediante las transformaciones fraccionales lineales (o
transformaciones de Mobius).

Definicién 1.1.3 (Accion de GL3 (R) sobre H). Siy = (2%) € GLy(R) y z € H, la

accion de v sobre z se define como:

az+b

L cz+d (1.1)

Proposicion 1.1.4. La accion definida en (1.1) mapea H en si mismo. Es decir, si
ze€H yvye GL](R), entonces vz € H.
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Demostracion. Calculamos la parte imaginaria de ~yz:

(az +b)(cz + d)
Im(yz) = Im ( o+ d?
Im(aczz + adz + bez + bd)
lcz + d|?
dl bcIm(z
4 m|(;) —|—|:d|62 m(Z) (ya que Im(aczz + db) = 0)
I —bcl
o m|(2 I 2|C2 () (ya que Im(2) = —Im(z))
(ad — be) Im(z)
lcz + d|?
_ k-Im(z)
ez +d)?

(con ad — bec = k > 0)

Dado que kIm(z) > 0 ya que k > 0 para z € Hy |cz +d|*> > 0 con ¢,d € R no

ambos cero, se tiene que Im(yz) > 0. O
Un subgrupo discreto fundamental de GLj (R) es el grupo modular SLy(Z).

Definicién 1.1.5 (Grupo modular). El grupo modular SLy(7Z) es el subgrupo de
GLj (R) formado por matrices con entradas enteras:

SLe(Z) = {(CCL Z) |a,b,c,dEZ,ad—bc:1}

Las formas modulares se definen con respecto a ciertos subgrupos de SLy(Z) de
indice finito, conocidos como subgrupos de congruencia.

Definicién 1.1.6 (Subgrupo principal de congruencia). Dado un entero positivo
N > 1, el subgrupo principal de congruencia de nivel N es:

T(N) = {(;‘ Z) € SLo(Z) | (‘CL Z) - (3 (1)) (méd N)}

La congruencia modulo N significa que a =d =1 (méd N) y b=c=0 (méd N).

Definicién 1.1.7 (Subgrupo de congruencia). Un subgrupo I' C SLy(Z) se dice de
congruencia si existe algan N > 1 tal que I'(N) C I'. El menor entero N para el
cual esto sucede se llama el nivel de I'.

Ejemplo 1.1.8. Otros subgrupos de congruencia importantes incluyen:

To(N) = {(“ Z) €SIo(Z) [ c=0 (méd N)} (1.2)
Iy (N) = {(i Z) €SIo(Z) [c=0 (méd N),a=d=1 (méd N)} (1.3)

Estos subgrupos satisfacen la cadena de inclusiones:

I'(N) CTy(N) CTo(N) C SLy(Z).
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Lema 1.1.9 (Indice finito de subgrupos de congruencia). Si I es un subgrupo de
congruencia de SLy(7Z), entonces el indice [SLo(Z) : T'| es finito.

Demostracion. Por definicion, si I' es un subgrupo de congruencia, existe un entero
positivo N > 1 tal que el subgrupo principal de congruencia I'(N) esta contenido
en I'. Es decir, I'(N) CT' C SLy(Z).

La formula de la torre para indices de subgrupos establece que:

[SL(Z) : T(N)] = [SLy(Z) : T] - [T : T(N)]

Para demostrar que [SLy(Z) : T'] es finito, es suficiente con demostrar que [SLy(Z) :
['(N)] es finito.
Consideremos la aplicaciéon que reduce las entradas de una matriz moédulo N:

én : SLa(Z) — SLy(Z/NZ)

(o) s )

El niicleo de este homomorfismo, ker(¢y), es el conjunto de matrices en SLy(Z) que
se mapean a la matriz identidad en SLy(Z/NZ). Por definicion, este es precisamente
el subgrupo principal de congruencia I'(N):

ker(¢y) = {(‘CL 2) € SLy(Z) | (‘CL Z) = <(1) (1)) (méd N)} — T(N)

Por el Primer Teorema de Isomorfismo para grupos, tenemos que SLy(Z)/ ker(¢n)
Im(¢y). Por lo tanto, SLy(Z)/T'(N) es isomorfo a un subgrupo de SLy(Z/N7Z).

El grupo SLy(Z/NZ) es el grupo de matrices de 2 x 2 con entradas en el anillo
finito Z/NZ y determinante 1. Como el anillo base es finito, el grupo SLy(Z/NZ) es
un grupo finito. El indice que buscamos es el orden del grupo cociente:

~

[SLa(Z) : T(N)] = [SLo(Z)/T(N)| = [Im(¢n)| < [SLa(Z/NZ)| < o0

Hemos establecido que [SLy(Z) : T'(IV)] es finito. Como [SLy(Z) : T'] < [SLy(Z) :
['(N)], se sigue que [SLy(Z) : T'] debe ser finito. O

Proposiciéon 1.1.10 (Generadores del grupo modular). El grupo modular SLs(Z)
estd generado por las matrices S = (9 3') y T = (§1).

Demostracion. Sea G el subgrupo generado por S'y T'. Dada una matriz v = (‘; 3) €
SLs(Z), nuestro objetivo es reducirla a la identidad multiplicando por la izquierda
por elementos de GG. Observamos que la operacion 17" suma n veces la segunda fila
a la primera (a — a + nc), mientras que S intercambia las filas y cambia signos
(¢ = a,a — —c). Si ¢ # 0, podemos elegir n € Z tal que |a + nc| < || (division
con resto) y luego aplicar S, obteniendo una nueva matriz cuya entrada inferior
izquierda tiene valor absoluto estrictamente menor. Repitiendo este algoritmo de
Fuclides, eventualmente llegamos a una matriz con ¢ = 0, que necesariamente es de
la forma £7* ya que el determinante sigue siendo 1. Como —I = S? € G, concluimos
que la matriz reducida pertenece a GG, lo que implica que v € G. O
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1.2. Formas modulares

En esta seccién, definiremos el factor de automorfia, la nocién de forma modular
débil y de forma modular para peso entero.

Definicién 1.2.1 (Operador slash de Peso k). Sea k € Z (el peso) y sea f: H — C
una funcién. Para v = (24) € GL3 (R), el operador slash (de peso k) denotado — |y
se define como:

(Fli)(2) = (det)*2(cz +d) " f(72) (1.4)
Cuando nos restringimos a vy € SLy(R), det vy = 1 y la definicion se simplifica a:
(fli7)(2) = (cz +d) " f(v2) paray € SLy(R) (1.5)

Definicion 1.2.2 (Factor de automorfia j(7,z)). Para una matriz v = (29) €
GL3 (R) y z € H, definimos el factor de automorfia j(, z) como:

Jjv,2) =cz+d

Con esta notacion, el operador slash de peso k (para v € SLy(R)) se puede escribir
como:

(Flim)(2) = § (v, 2) " f(v2)
Proposicion 1.2.3 (Propiedades de j(v,2) y el operador slash). Sean 71,72 €
SLy(R), k€ Z y f : H — C una funcion.

(a) (Relacion Cociclo) El factor de automorfia satisface:
32, 2) = 5(,722)5 (72, 2)
(b) (Accion de Grupo) El operador slash define una accion de grupo (derecha):

(fley) ke = fle(r172)

az b

a bl) VYo = (62 d2). Primero, calculamos el pro-

Demostracion. (a): Sean v, = (c1 a1

ducto matricial v;7,:

_ ajas + blcg a1b2 + bldg
2 Cc109 + d102 Clbg + dldg

El lado izquierdo de la identidad es j(7y172, 2), que por definicion es:
J(ne, 2) = (crag + dica)z + (c1by + didy)
Ahora, calculamos el lado derecho, j(v1,722)7 (72, 2):

3(71,722)7 (72, 2) = [e1(122) + di] - (c22 + d2)

- {cl (“22 ki bz) 4 dl} (caz + da)

Co2 + ds
= c1(agz + bg) + dyi(c2z + da)
= 1022 + c1by + dicoz + dydy
= (c1as + dica)z + (c1by + dyds)
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de lo que se concluye la relaciéon de cociclo.
(b): Partimos del lado izquierdo, (f|xv1)|kY2, v aplicamos la definicion del ope-
rador slash dos veces. Sea g(2) = (f[x71)(2) = j(71,2) " f(112).

((fler)er2)(2) = (9lk12)(2)
= j(72,2) " g(722)
= (72, 2)7* [ (1, 722) F (1 (122))]
(sustituyendo z por 72z en la def. de g)
= [j(y1,722) (92, 2)| 7" F((1172)2)
usando la relacion cociclo que probamos en la parte (a), j(v1,722)7 (72, 2) = j(172, 2)
obtenemos:

[(71,722) (72, 2)) 7 F(172)2) = (72, 2)] " F(1172)2),

por definicion, esta es la expresion para (f|x(7172))(z). Por lo tanto:

(flev)leyz = fle(nr2)
como se queria ver. ]

Proposicion 1.2.4 (Conservacion de la holomorfia por el operador slash). Sea
f + H — C una funcion holomorfa en el semiplano superior, k € 7Z un entero, y

o= (CCL Z) € SLy(Z). La funcion transformada (f|xo)(2), definida por:

(flko)(2) = (cz +d) " f(o2)
es también una funcion holomorfa en H.

Demostracion. La holomorfia de (f|xo)(z) es consecuencia de las siguientes propie-

dades:

1. La funcion z — oz = 2+t g holomorfa en el semiplano superior H.
cz+d

2. La composicion de una funciéon holomorfa (f) con una funcion holomorfa (0z)
resulta en una funcién holomorfa. Por lo tanto, z — f(0z) es holomorfa.

3. El factor de automorfia (cz+d)~* es una funcién holomorfa en H, ya que cz+d
nunca se anula para z € H.

4. El producto de dos funciones holomorfas, (cz +d)~* y f(oz), es holomorfo.
Se concluye que (f|r0)(z) es holomorfa en H. O

Definicion 1.2.5 (Ley de modularidad). Sea I' un subgrupo de congruenciay k € Z.
Decimos que una funciéon f : H — C satisface la ley de modularidad de peso k para
I' si es invariante bajo el operador slash para toda matriz del grupo. Es decir, si
flxy = f para todo v € T,

Explicitamente, esto significa que:

f(v2) = (cz+d)*f(2) paratodo z € Hy y= (i Z) el
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Proposicion 1.2.6. Sea I' un subgrupo generado por un conjunto de matrices S. Si
una funcion f satisface la condicion de modularidad f|xy = f para todo generador
v € S, entonces satisface la condicion para todo elemento v € T'.

Demostracion. La demostracion se basa en la propiedad asociativa del operador
slash (accion de grupo a derecha), la cual es consecuencia directa de la relacion de
cociclo del factor de automorfia j(v,z) = (cz + d). Especificamente, sabemos que
para cualesquiera y;,7, € I':

Fle(r72) = (fley)|x72

Sea v € I'. Podemos escribir v como un producto finito de generadores v = g19> . . . g,
donde g; € S. Procedemos por inducciéon sobre la longitud m del producto.

El caso base (m = 1) se cumple por hipdtesis. Supongamos que la propiedad
es cierta para cualquier producto de longitud m — 1. Sea v = ¢;...¢gm_1 tal que
flxy' = f. Entonces:

ey = fle('9m) = (F16Y) kG

Por hipétesis inductiva, f[xy = f, por lo que la expresion se reduce a:

ey = flegm

Dado que g,, es un generador, tenemos f|xg,, = f. Concluimos asi que f|yy = f
para todo y € I'. O

1.2.1. Cuspides

Una forma modular debe comportarse bien en la “frontera” de H, compuesta por
las cuspides.

Definiciéon 1.2.7 (Cuspides y accioén sobre Q) A continuacion, vamos a definir el
conjunto QQ, las matrices acttian sobre este y por tltimo el concepto de ciispide.

L. Puntos racionales extendidos: El conjunto de puntos racionales extendidos es
Q =QU{oo}.
2. Accion de SLy(Z) sobre Q: La accion de una matriz y = (2 %) € SLy(Z) sobre

un punto x € @ se define de la siguiente manera:

» Six € Q: Escribimos = p/q para enteros p,q con g # 0. La accion es
el resultado de aplicar la transformacion fraccional lineal:

voz=nry-P a(p/q) +b _ ap+bg
q clp/g)+d cp+dg

Adoptamos la convenciéon de que si el denominador cp+ dg = 0, entonces
el resultado de la accion es oo.
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» Six = oo: La accién se define como el limite de la transformacién cuando
z — 00, 0 equivalentemente, pensando en oo como “p/0™:

az+b_a

’Y.OO':zLIEocz+d c
Adoptamos la convencion de que si ¢ = 0, el resultado es co. (Notar que
si ¢ =0 en SLy(Z), entonces ad =1, asi a = £1,y v- 00 = £1/0 = o0).

Se puede verificar que esta accion esta bien definida (el resultado para z € Q no
depende de la representacion p/q) y que cada vy € SLy(Z) define una biyeccion
de Q en si mismo.

3. Cuspide: Las cuspides de un subgrupo de congruencia I' C SLy(Z) son las
clases de equivalencia (6rbitas) de Q bajo la accion de I' definida anteriormente.
El conjunto de cuspides se denota como I'\Q.

Ejemplo 1.2.8. Para I' = SLy(Z), la accion sobre @ es transitiva. Esto significa
que cualquier elemento p/q € Q puede ser mapeado a oo por alguna vy € SLay(Z).
Por lo tanto, SLy(Z) tiene una sola cispide, usualmente representada por co.

Proposicion 1.2.9 (Finitud del namero de cuspides). Sea I' un subgrupo de con-

gruencia de Slio(Z). Entonces, el nimero de cuspides de T', es decir, el nimero de
orbitas I'\Q, es finito.

Demostracion. Por el Lema 1.1.9, sabemos que si [' es un subgrupo de congruencia,
su indice [SLy(Z) : '] es finito. Sea m = [SLy(Z) : T].

Podemos escribir SLy(Z) como una union disjunta finita de coclases a izquierda
respecto a I

SLy(Z) = U [y
i=1

donde {71,72,...,vm} €s un conjunto de representantes de estas coclases.

Sabemos que SLy(Z) actiia transitivamente sobre el conjunto Q = QU{co} (como
se menciono en el ejemplo anterior, STiy(Z) tiene una sola caspide, 0o). Esto significa
que para cualquier x € Q, existe alguna matriz g € SLy(Z) tal que = = g - c0.

Dado z € Q, tomemos g € SLs(Z) tal que x = g - 0c0. Como g € SLy(Z), debe
pertenecer a una de las coclases izquierdas I'y; para algin i € {1,...,m}. Asi,
podemos escribir g = v; para alguna v € I'.

Ahora consideramos la ¢rbita de x bajo la acciéon de I'. Usando que la accion de
grupo es asociativa:

z=g-00=(yy) 00="7"(y"0)

Sea s; = 7; - o0. El punto s; pertenece a Q v, la ecuacion z = v - s; muestra que x
esta en la misma I'-O6rbita que s;, ya que v € I'; es decir, 'z = I's;.

Hemos demostrado que todo = € Q pertenece a la I'-6rbita de alguno de los
puntos i, o, . .., Sy,. Por lo tanto, el conjunto de todas las T-6rbitas (es decir, el
conjunto de cispides de I') estda contenido en el conjunto {I'sy,I'sq,...,I'sy,}. El
nimero de cuspides de T, ]F\Q], es por lo tanto menor o igual que el namero de
estos representantes, m. Como m = [SLy(Z) : I'] es finito, concluimos que el ntimero
de cuspides de I es finito. n
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Para analizar el comportamiento de una forma modular débil f en una cispide
s € Q, se utiliza una matriz o € SLy(Z) tal que o(00) = s. Se estudia entonces el
comportamiento de la funcion g(z) := (f|xo)(z) cuando z — ioco.

Proposicion 1.2.10 (Estructura del estabilizador de una cuaspide). Sea I' un sub-
grupo de congruencia de SLy(Z), s una de sus cuspides, y sea 0 € SLy(Z) una matriz
tal que o(o0) = s. El estabilizador de la cispide oo en el grupo conjugado o~ 'T'o,
denotado (07'T'0), estd formado por matrices de traslacion y es de la forma:

(0" To)e = {1} - {((1) ”f) Ine Z}

para algin entero positivo h.

Demostracion. Sea I'" = o0~ 'T'o. El estabilizador de co en este grupo, I, consiste
en las matrices 4" € I que fijan oco.

Una matriz (Z 1) € SLs(Z) fija 0o si y solo si ¢ = 0. La condicion del determi-
nante ad — bc = 1 se reduce a ad = 1, lo que para enteros implica que a = d = +1.

Por lo tanto, cualquier elemento de I debe ser de la forma (iol :::11) para algin

n € R.
El resto se deduce de que I" es un subgrupo discreto de SLy(Z) y de que la
matrices de I' tienen coeficientes enteros. O

Definicion 1.2.11 (Ancho de ctspide). Con la notacion de la Proposicion 1.2.10,
el ancho de la cispide s (respecto a I'), denotado hy, es el menor generador positivo
del grupo de traslaciones. Es decir, es el menor valor positivo de h para el cual
se cumple la igualdad del estabilizador (notar que el h que nos da la proposicion
anterior, también va a ser el minimo).

Para el grupo I'g(N), el ancho puede calcularse explicitamente.

Proposicion 1.2.12 (Formula para el ancho de ctspide en I'g(N)). Sea s = a/c una
cispide de T'o(N) representada por una fraccion irreducible (i.e., med(a,c) =1). El
ancho hg de la cispide s para I'o(N) estd dado por la formula:

N

hy = ————
mced(c?, N)

En particular, para la cispide s = oo (representada por 1/0, i.e., ¢ =0), el ancho
es ho = 1.

Demostracion. Sea s = a/c con med(a, c) = 1. Dividimos la prueba en dos casos.
Caso 1: s = co. Esta cuspide se representa por a/c = 1/0, por lo que ¢ = 0.
Podemos elegir 0 = (39) = I € SLy(Z), ya que o(00) = 0o = s. El estabilizador de
s = oo en I'o(N), denotado I'y(N)w, consiste en las matrices v = (4 5) € I'h(N)
tales que 7(o0) = oo. La condicion y(co) = oo implica C' = 0. La condicion v €
[Fo(N) requiere C' =0 (méd N) (lo cual se cumple si C =0) y AD — BC' = 1. Con
C =0, la condicién del determinante se convierte en AD = 1. Como A, D € Z, las
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tnicas posibilidades son A = D =10 A = D = —1. Por lo tanto, el estabilizador

T nee={(3 ) imedl-n (5 D) inez)

El subgrupo de traslaciones puras dentro de o 'T'o(N)o = T'o(N)w es {({ F) | B €
Z}. El menor entero positivo h tal que (%) esté en este grupo es claramente h = 1.
Asi, el ancho de la cuspide oo es hy, = 1. Verifiquemos con la formula: para ¢ = 0,
med(c?, N) = med(0, N) = N. La féormula da hy, = N/N = 1. Coinciden.

Caso 2: s = a/c con ¢ # 0. Como mcd(a,c) = 1, por la identidad de Bézout,
existen enteros b,d tales que ad — be = 1. Tomamos o = (2}%) € SLy(Z). Esta
matriz satisface o(00) = a/c = s. De acuerdo con la Definicion 1.2.11, el ancho hg
es el menor entero positivo h tal que v, = oT"e™ € Ty(N), donde T" = (} ).

Calculamos vy:

B 1 h\ 4
a b 1 h d —b
c d 01 —c a
a ah-+b d -=b
¢ ch+d —Cc a

ad — c(ah +b) —ab+ a(ah + b)
cd —c(ch+d) —bc+ a(ch+d)

I
N TN TN TN T

~ (ad — ach — bc a’h
o —c2h ad — be + ach
1—ach  d®h

—2h 1+ ach) (usando ad — be = 1)

Esta matriz 7, tiene entradas enteras y det(v;,) = (1—ach)(1+ach)— (a?h)(—c*h) =
1. Para que 7, € T'o(IN), necesitamos que la entrada (2, 1) sea congruente a 0 modulo
N:

—c*h=0 (méd N)

Esto es equivalente a la condicion de divisibilidad N|c?h. Buscamos el menor entero
positivo h que satisfaga N|c*h. Sea g = mcd(c?, N). Entonces podemos escribir
? = gv y N = gy para algunos enteros z,y tales que med(x,y) = 1. La condicién
N|c?h se convierte en gy|(gx)h. Como g > 1, podemos dividir por g: y|zh. Dado
que med(z,y) = 1, la condicion y|zh implica que y debe dividir a h. El menor
entero positivo h que es divisible por y es precisamente h = y. Por lo tanto, el ancho

buscado es h, = y. Sustituyendo y = N/g = N/ mcd(c?, N), obtenemos:

N

he=—
* mcd(c?, N)

Esto completa la demostracion para c # 0. O

Proposicion 1.2.13 (Desarrollo de fourier para funciones periodicas). Sea h > 0
un namero real. St una funcion g : H — C es holomorfa en el semiplano superior
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H y periddica con periodo h (es decir, g(z+ h) = g(2) para todo z € H), entonces g
admite un desarrollo en serie de Fourier de la forma:

g(Z) = Z Cnql

ne”L

donde q, = e*™#/".
Demostracion. Este es un resultado clasico del anélisis complejo. La demostracion
se basa en el cambio de variable ¢ = €?™*/" que transforma la funciéon g(z) en una
funcién holomorfa sobre un disco perforado, a la cual se le puede aplicar el Teorema
de la Serie de Laurent.

O

Proposicion 1.2.14 (Existencia de la expansion de Fourier en caspides). Sea f una
funcion que satisface la ley de modularidad de peso k para I'. Sea s una cispide de
I con ancho hs, y sea 0 € SLa(Z) una matriz tal que o(00) = s. Entonces la funcion
g9(z) = (f|xo)(2) es holomorfa y periddica con periodo hs. Por lo tanto, admite un
desarrollo de Fourier (o q-expansion) de la forma:

9(2) = > cag,

ne”

donde q, = e*™%/hs.
Demostracion. Sea g(z) = (f|xo)(2).

1. Holomorfia de g: Dado que f es holomorfa, la Proposicion 1.2.4 establece
directamente que g(z) es holomorfa en H.

2. Periodicidad de g: Por la Definicion 1.2.11, el ancho hg es el menor entero
positivo tal que 20T o~ ! € I, donde Ths = ((1) hf) Sea vy = oT"o~1. Como
f cumple la ley de modularidad para I', satisface f|ryr = f. Ahora, usando que
(/6 A) B = fl(AB) (1.2.3)

f = flovr = flu(oT0™Y) = (flroT™)
Aplicamos |po desde la derecha a ambos lados de la ecuacion:

fleo = (fleoT™) (07 o) = (fleoT™) kI = fli(oT")

po

Por otro lado, consideremos gl 7"

gleT" = (fleo) T = fle(oT™)

Combinando las dos lineas anteriores, obtenemos g|,T" = f|.0 = g. Finalmente,
expandimos g[;T": el factor de automorfia para T" = (L") es (0- 2z + 1) = 1.
Entonces, (g[xT")(2) = (1)*g(z + hs) = g(z + hs). Como g|; T = g, concluimos
que g(z + hs) = g(z). La funcién g(z) es periddica con periodo hs.

Habiendo probado que g(z) es holomorfa en H y periodica con periodo hs, apli-
camos la Proposicion 1.2.13 para concluir que admite el desarrollo de Fourier bus-

cado. O
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Definicién 1.2.15 (Forma modular débil). Sea I' un subgrupo de congruencia y
k € Z. Una funciéon f : H — C se dice que es una forma modular débil de peso k
para ' si satisface las siguientes tres condiciones:

1. Holomorfia en H: La funciéon f es holomorfa en todo punto del semiplano
superior H.

2. Ley de modularidad: Para toda matriz v € I, se cumple f|yy = f. Es decir:
f(v2) = (cz + d)* f(2) para todo y = (CCL 2) el.

3. Meromorfia en las cispides: La funcion f es meromorfa en todas las ctuspides
de I'. Esto significa que para cualquier v € SLy(Z), la expansion de Fourier de
la funcion transformada (f|xy)(z) en torno al infinito,

(i) (2) = angh (g = /M),

ne’

tiene solo un namero finito de coeficientes a,, no nulos con indice n < 0. En
otras palabras, f no tiene singularidades esenciales en las cuspides, sino a lo
sumo polos.

Definicion 1.2.16 (Holomorfia y anulacion en cuspides). Sea f una forma modular
débil de peso k para I', s una cuspide, hs su ancho, y sea g(z) = (f|rxo)(2) (con
o(00) = s) la funcion periddica asociada cuya expansion de Fourier (garantizada
por la Proposicion 1.2.14) es g(2) = >, oy caGjr..-

= Decimos que f es holomorfa en la cispide s si su g-expansion asociada no
tiene potencias negativas, es decir, si ¢, = 0 para todo n < 0. En este caso, la

expansion es g(z) = > caqj .

» Decimos que f se anula en la cispide s (o que es cuspidal en s) si es holomorfa
en s y su término constante en la g-expansion asociada es cero, es decir, si
¢, = 0 para todo n <0 (¢y = 0).

Se puede demostrar que esta definicién es independiente de la eleccion de la matriz
o € SLy(Z) utilizada para mapear co a s.

Ahora podemos dar la definicién completa de forma modular.

Definicién 1.2.17 (Forma modular). Sea I' un subgrupo de congruencia y k € Z.
Una funciéon f : H — C es una forma modular de peso k para I si:

1. f es holomorfa en H.
2. f satisface f|yy = f para todo v € T.
3. f es holomorfa en todas las cispides de T'.

El espacio vectorial de formas modulares de peso k para I' se denota por My(T).
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Definicién 1.2.18 (Forma cuspidal). Una forma modular f € M(T") es una forma
cuspidal si se anula en todas las cuspides de I'. Esto significa que el coeficiente
constante (n = 0) de su desarrollo de Fourier en cada cuspide es cero. El espacio
vectorial de formas cuspidales de peso k para [ se denota por Si(I"). Es un subespacio

Ejemplo 1.2.19 (Forma modular discriminante y funciéon 7 de Ramanujan). La
funcion discriminante, definida por el producto infinito:

Alz) =q (1 =g,

es una forma cuspidal de peso 12 para el grupo modular completo SLy(Z) (es decir,
A€ Slg(SLQ(Z)))

Los coeficientes de su expansion de Fourier definen la funcion tau de Ramanujan,
denotada por 7(n), de modo que:

n=1

Demostracion. Este resultado serda demostrado rigurosamente en el Capitulo 3. La
prueba se sigue directamente como una aplicacién del Teorema de Newman (para
el nivel y el caracter) y del Teorema de Ligozat (para el orden de anulacion en las
cispides), los cuales nos permitiran determinar las propiedades de transformacion y
la condicién de cuspidalidad de los cocientes eta. O

A continuacién, generalizamos la nocién de forma modular para I' permitiendo
una transformacion no trivial bajo la acciéon de este. Esto se logra introduciendo la
nocion de un caracter de Dirichlet.

Definiciéon 1.2.20 (Caracter de Dirichlet). Un caracter de Dirichlet médulo N es
un morfismo de grupos x : (Z/NZ)* — C*. Por convencion, se extiende x a una
funcién sobre todo Z definiendo x(n) = 0 si med(n, N) # 1.

Definicion 1.2.21 (Espacio de formas modulares con caracter). Sea y un caracter
de Dirichlet médulo N. El espacio de formas modulares de peso k y nivel N con
caracter x, denotado My (N, x), es el subespacio de M (I'1(NN)) que consiste en las
formas que satisfacen la siguiente condicion de transformacion:

Floy =x(@)f, para todo = () € Tu()

Observacion 1.2.22. Es importante notar que, si bien muchos teoremas en la
literatura se enuncian para el caso sin caracter (es decir, para el espacio M (I'g(NV))),
la mayoria de estos resultados pueden generalizarse al espacio My(N, ) sin mayor
dificultad. Del mismo modo, los resultados demostrados para el caso general con
caracter a menudo recuperan los resultados clasicos al especializarlos para el caracter
trivial (el caracter x que toma el valor 1 para todo argumento).
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Si una forma modular f no es idénticamente nula, podemos definir su orden de
anulacion en cada cuspide. Existen dos convenciones comunes:

Definicion 1.2.23 (Orden normalizado en una cuspide). Sea f € My(T'), f #Z 0.

» En la cispide co: Sea h = ho el ancho de co. Sea f(z) = Ziino an(f)gy el
desarrollo de Fourier (g, = 627ri2/h)
f en oo es ordy(f) :==ng/h.

, con an,(f) # 0. El orden normalizado de

» FEn una cispide s # 00: Sea h, el ancho de s. Sea o € SLy(Z) tal que o(00) = s.
Sea g(z) = (flxo)(2) = 2o, bu(g)qp. €l desarrollo correspondiente (g, =

n=mg

e?miz/hs) con by, (g) # 0. El orden normalizado de f en s es ord,(f) = mg/hs.
El orden ord,(f) es un nimero racional no negativo.

Definiciéon 1.2.24 (Orden no normalizado en ctspide). Con la misma notacion que
en la Definicion 1.2.23, el orden no normalizado de f en la cuspide s, denotado v(f),
es el exponente entero mas bajo que aparece en la expansion de Fourier relevante:

» Voo f) = np (exponente méas bajo de g )
» v (f) = mp (exponente méas bajo de ¢, para s # c0)
Este orden v4(f) es siempre un entero no negativo.

Observacion 1.2.25 (Relacion entre 6rdenes). El orden normalizado ords(f) y el
orden no normalizado v,(f) estan relacionados por el ancho hg de la cuspide s:

vo(f)
hs

ords(f) =

El orden no normalizado vs(f) es tutil porque es siempre un entero y simplifica
algunas formulas, como la del Teorema de Ligozat (Teorema 3.3.8).

Observacion 1.2.26 (Formas cuspidales y orden). Una forma modular f € M(I)
es una forma cuspidal (f € Si(I")) si y solo si su orden es estrictamente positivo
en todas las cuspides. Esto es equivalente a ords(f) > 0 para toda cuspide s, o
equivalentemente, v¢(f) > 0 para toda ctspide s (ya que hs > 0). Si f no es
cuspidal, entonces vs(f) = 0 (y ords(f) = 0) para al menos una cuspide s.

Miiltiples veces a lo largo de este texto usaremos la palabra orden sin aclarar si es
el normalizado o el no normalizado; hay dos formas de entender a cual nos referimos.
Uno es por la notacion usada, siguiendo la convencion elegida en las definiciones de
arriba. Y la otra es por contexto.

Teorema 1.2.27 (Dimension Finita). El espacio de formas modulares My (Io(N), x)
es un espacio vectorial complejo de dimension finita.

Demostracion. El ingrediente clave para la finitud es la condicion de holomorfia en
las cispides. Sin esta restriccion, el espacio seria de dimension infinita.

La demostracion puede realizarse de manera elemental utilizando la Formula de
Valencia. Esta formula establece que, para cualquier f € My (T'o(N), x) no nula, la
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suma ponderada de los 6rdenes de sus ceros en el dominio fundamental compactifi-
cado es igual a una constante fija (k/12 multiplicado por el indice del grupo).
Puesto que f es holomorfa tanto en el semiplano superior como en las ciispides,
todos los 6rdenes de anulacion son no negativos (v,(f) > 0). Esto limita severamente
la cantidad de ceros que la funcién puede tener. En consecuencia, una forma modular
queda univocamente determinada por un ntmero finito de los primeros coeficientes
de su expansion de Fourier, lo que implica que la dimension del espacio es finita.
Para la formula explicita de la dimension (cuya deduccion habitual si utiliza el
Teorema de Riemann-Roch), véase [DS05, Teorema 3.5.1]. O

1.3. Operadores de Hecke

En las secciones anteriores introdujimos las formas modulares clésicas, sus es-
pacios Mg(I') y Sk(I'), v la descripcién mediante coeficientes de Fourier. En lo que
sigue, estudiamos operadores lineales naturales sobre estos espacios, definidos de
manera que preservan el peso y actian de forma controlada sobre el nivel. En to-
dos los casos trabajaremos con descripciones explicitas en términos de matrices en
SLy(Z) y de g-expansiones.

Comenzamos con los operadores de Hecke. Primero los definimos a partir de co-
clases de matrices en SLy(Z) y luego mostramos como esta construccion se traduce
en formulas explicitas sobre las g-expansiones. Esto nos permite trabajar con auto-
vectores de Hecke y expresar los autovalores de estos operadores en funciéon de los
coeficientes de Fourier. En particular, las relaciones algebraicas entre los operadores
de Hecke se reflejan directamente en relaciones de tipo multiplicativo entre los coefi-
cientes, que seran utilizadas més adelante al estudiar congruencias entre coeficientes
de formas modulares y de cocientes eta.

Definiremos los operadores de Hecke comenzando por su estructura algebraica
relacionada con coclases de matrices y luego mostraremos su conexion con otras
formulaciones. Nos centraremos en I' = SLy(Z) para claridad.

Definicion 1.3.1 (Conjunto M,). Para un ntimero primo p, se define M, como el
conjunto de matrices enteras de 2 X 2 con determinante p:

M, = {a € My(Z) | det(e) = p}

El grupo I' = SLy(Z) actta sobre M, por multiplicacién a la izquierda: (v, o) — ~va.
Nos interesan las orbitas I'a, es decir, las coclases izquierdas I'\ M,,.

Lema 1.3.2 (Representantes de coclases para M,). Un conjunto completo de repre-
sentantes para las coclases izquierdas T\ M, (donde I = SLy(Z)) es:

(R R

Demostracion. Sea a = (2%) € M,. Como I' contiene las matrices elementales
(1) y (L9) (y sus transposiciones), la accion de I" por la izquierda permite realizar

operaciones elementales de fila sobre «. Usando el algoritmo de Euclides sobre la
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primera columna mediante estas operaciones podemos transformar o en una matriz
o =~a (cony €T) tal que o = (¢ b ). Como det() = det(ya) = det(y) det(a) =
1-p = p, tenemos a'd = p. Ya que a',d son enteros, y podemos asumir a’ > 0
(multiplicando por ( o ) el'sies necesarlo) las tnicas posibilidades para (a’, d)
son (p,1) y (1,p).

Caso 1: (¢/,d’) = (p,1). La matriz es (
(3F') € Dy obtenemos (3, ) (5) = (2
en R,.

Caso 2: (a/,d') = (1,p). La matriz es (§%). La entrada b’ esta determinada
modulo p, porque si multiplicamos por la izquierda por (§7) € T, obtenemos

(&) (4 l;,/) = <é bl*;“”). Podemos elegir un tnico n € Z tal que 0 < ¥’ +np < p. Por
lo tanto, cada matriz en este caso es I'-equivalente a una tnica matriz de la forma

(é;) con j € {0,1,...,p — 1}. Estos son los otros p representantes en R,,.

Finalmente, hay que verificar que estos p+1 representantes no son I'-equivalentes

entre si. Si yo; = ay para a;, as € R, se puede mostrar que necesariamente a; = o

y 7 debe ser una matriz triangular superior (iol jfl) que actia trivialmente en estos

representantes. O

bl' ) Multiplicando por la izquierda por

= OO0

) . Este es el primer tipo de representante

A continuacién, vamos a definir el operador de Hecke T}, usando estos represen-
tantes. A lo largo de la literatura uno puede encontrar multiples definiciones de este,
por supuesto, todas equivalentes. Vamos a presentar las distintas definiciones que
se conocen y que seran tutiles para probar diversas propiedades. Luego probaremos
que estas son todas equivalentes.

Definicion 1.3.3 (Operador de Hecke T), via coclases). Sea ' = SLy(Z)y f : H — C
una funcion sobre la que acttia el operador slash |, (Def. 1.2.1). Para un primo p, el
operador de Hecke T, se define como:

phl Z flra (1.6)
a€Ryp

donde R, es el conjunto de representantes del Lema 1.3.2.

Teorema 1.3.4 (Equivalencia de definiciones de T},). Sea I' = SLy(Z) y f : H — C.
El operador T, f definido en 1.3.3 es igual al operador T, f definido por la suma de
transformaciones:

T,f(2)

Sf (2“) P (p2), (L.7)

_1
P p

M

Demostracion. Calculamos explicitamente 7T}, f usando los representantes R,.

p—1 .
_ p 0O 1
Tpf:pk/2 1<f|k: (0 1>+j20f|k (0 p))

Calculamos cada término usando f|pa = (det )*/2j(a, 2) 7% f(az2).
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s Para oy = (6’(1)): detag =p, j(ap,2) =0-2+1=1.
fleao = p*2(1)* f(pz) = p"* f (p2)

. Paraozj:(é;) (7=0,....,p—1):deta; =p, j(aj,2) =0-2+p=0p.

Py =2y (L) = ooty (EED) = ey (221
! p p

Sustituyendo en la definicién de T, f:

T,f(2) = pk/Q 1 ( k/2f (p2 _i_zpfk/Qf (Z—i-]))

p

p—1
pk/Q_lpk/Qf(pZ) +pk/2—1p—k/2 Z f (
j=0

p—1 .
=" )+ Y S (Z i ‘7)
=0 p

Comparando con la suma de transformaciones, vemos que son idénticos. ]

Definiciéon 1.3.5 (Operador de Hecke T},). Para un entero n > 1, el operador T,
(para SLy(Z)) se define mediante: Ty = Id, Ty = TTp—1 — pF 1Tz (r > 2), y
T =[1T, sin=]]p;"

Proposicion 1.3.6 (Accion de T, en coeficientes de Fourier). Sea I' = SLy(Z)
[ € Mi(T') con g-expansion f(z) =~ amq™. La g-expansion de T, f es T, f(z)

S emq™, donde
Cm = Z dk_lamn/dz

m=0
d| med(m,n),d>0

I

o0

En particular, para un primo p, T,f(z) = Z(amp —l—pk*lam/p)qm CON Cpyjyy = 0 87
m=0
nt{m.

Demostracion. Vamos a probar unicamente la formula para 7, con p primo. La idea
para el caso general es proceder por induccion en la cantidad de factores primos de
n. Lo que vamos a mostrar a continuacion, es el caso base.

De (1.7) tenemos que

p—1
T,f(z) = P f(p2) + 1 1Zf(
7=0

remplazando ahora con la ¢-expansion de f obtenemos

27



p—1
Tof(2) = o fp2) + 1 1Zf<z+‘7)

Jj=
p—1 oo

klZamqmp—i-p*lZZame e

7=0 m=0

Expandiendo el lado derecho de la ultima igualdad

p—1 oo

) fo'e) p—1
-1 jm 21 -1 2riz ™ iz ™
P ame P =D A€ P e P
m=0 §=0

§=0 m=0

p—1
Donde 262”” - Zf;”j con &, la raiz p-ésima primitiva de la unidad de
§=0 §=0
menor argumento. Esta suma da 0 si p{ m o, si p|m, tenemos que &, = 1 para todo
p—1
Jj y por ende Z 2miztt p. Sustituyendo obtenemos
§=0

[e%¢) e’} p—1 )
k—1§: —123 2'm§:2‘M
f(Z) =p amqmp +p A€ Tz, e Tz,
m=0 m=0 7=0
00 00
k—1 mp —1 P
=p E amq™ +p E Ampdy"P
m=0 m=0

oo

= pk_l Z am/pqm + Z ampqm

m=0 m=0
= Z(pkilam/p + Amp) g™
m=0

Como se queria ver.
]

Proposicion 1.3.7 (Preservacion de espacios por operadores de Hecke). Sea I' =
Lo(N) un subgrupo de congruencia. T,, mapea My (I') a Mg(I") y Sp(I") a Sk(I).

Demostracion. Sea f € Mg(T').

1. Holomorfia en H: La definicion T, (1.7) muestra que 7, f es holomorfa si f lo
es. Por induccion usando las recurrencias (Def. 1.3.5), T,,f es holomorfa.

2. Holomorfia en cuspides: Debemos mostrar que T, f es holomorfa en cada cts-
pide s de I'. Distinguimos dos casos.

» Caso 1: Cispide s = 00. Si f = 3 °_ay,q™ es holomorfa en co (ie.,
an, = 0 para m < 0), entonces

Tnf = Z Cmqm
m=0
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con ¢, = Ed|mcd(m7n) dk_lamn/dz (Proposiciéon 1.3.6). Como m > 0, el
indice mn/d? también es > 0. Ya que f es holomorfa en oo, todos los
Umn/q2 con indice no negativo estén bien definidos y los de indice negativo
son cero. Por lo tanto, ¢,, = 0sim <0,y T, f es holomorfa en co.

n Caso 2: Cuspide s # oo. Sea s una cuspide arbitraria. Por definicion, f es
holomorfa en s si la funciéon transformada g(z) = (f|xo)(2) es holomorfa
en oo, donde o € SLy(Z) es una matriz tal que o(co) = s. Para probar
que T,,f es holomorfa en s, debemos probar que (T),f)|xo es holomorfa
en oco. Usando la propiedad

(Tnf)|k0 = Tn(f|k0)

y usando un argumento similar al del caso anterior, tenemos que es holo-
morfa en s. Dado que s era una ctspide arbitraria, T;, f es holomorfa en
todas las cuspides.

3. Modularidad en I': Sea v € I, aplicando 7, como en (1.3.3) obtenemos:

(T Aley = |07 flea | | 7
a€Rp k
=S (fla)lr = 027 S flkla)
a€Rp aERyp

Como se argumenté en pruebas anteriores, el conjunto {ay | @ € R,} es tal
que sus elementos pertenecen a coclases I'a/ donde {I'e/ | o € R,} = '\ M,,.
Especificamente, ay = d, 0’ para algtn d,, € I' y &/ € R, donde a — o'
es una permutacion de R,. Entonces f|i(ay) = flk(0ar@’) = (flk0aqy) |k =
flxe/. La suma se convierte en p*/>~! Za,eRP flee/ = T,f. Esto prueba la
modularidad para 7). Para T}, la propiedad se sigue usando las relaciones de
recurrencia, ya que si T, y Ty satisfacen la condicion, también lo hacen T,T; y
cly,.

4. Preservacion de Sp(T"): Si f € Si(T'), ag = 0. El término constante ¢ de T, f
es co = (D 4pn d*Yag = 0 (usando la Proposicién 1.3.6). Argumentos similares
aplican a otras cuspides. Asi T,,f € Si(T).

Concluimos que T,, preserva My (T") y Si(T'). O

Definicién 1.3.8 (Autovector de Hecke). Una forma modular f € M(I") que no
sea idénticamente nula (f # 0), se llama autovector de Hecke si es un autovector
para todos los operadores de Hecke T,, con med(n, N) = 1. Es decir, para cada
entero n > 1 tal que med(n, N) = 1, existe un nimero complejo A\, (f) € C, llamado
el valor propio asociado a T,, y f, tal que:
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Proposicion 1.3.9 (El primer coeficiente de una forma propia no es nulo). Sea
f(z) =320 amg™ € Si(T) una forma cuspidal no nula (f #0) que es autovector
simultdneo de todos los operadores de Hecke T, con mcd(n, N) = 1. Entonces, el
primer coeficiente de Fourier es no nulo:

CL17£O

Demostracion. Sea A, el valor propio tal que T, f = A, f. Comparemos el coeficiente
del término ¢! (es decir, para m = 1) en ambos lados de la ecuacion.
Por un lado, el coeficiente de ¢! en la expansion de A, f es simplemente \,a;.
Por otro lado, recordemos la accién del operador de Hecke T,, sobre los coeficien-
tes. Si escribimos T,,f = > ¢,,¢™, la formula para el coeficiente m = 1 es:

a= >  d"'X(daye

d| med(1,n)

Como el tnico divisor positivo de med(1,n) = 1 es d = 1, la suma se reduce a un
solo término:
e =1 'y(Da, = a,

Igualando ambos resultados, obtenemos la relaciéon fundamental para los coeficientes
de una forma propia:

a, = A\,a; para todo n con med(n, N) =1

Supongamos por el absurdo que a; = 0. Entonces, la ecuaciéon anterior implica que
a, = A, -0 = 0 para todo n (donde operan los T,,). Esto implicaria que todos los
coeficientes de Fourier de f son cero, es decir, f = 0. Esto contradice la hipdtesis
de que f es un autovector (que por definicion debe ser un vector no nulo). Por lo
tanto, concluimos que a; # 0. O]

Proposicion 1.3.10 (Autovalores y coeficientes de Fourier normalizados). Sea f(z) =
Yo s am(f)g™ € Sp(T') una autovector de Hecke cuspidal con a(f) =1 (Notemos
que todo autovector de Hecke cuspidal se puede normalizar por la proposicion ante-
rior). Entonces, para todo entero n > 1 con med(n, N) = 1, el valor propio \,(f)
asociado al operador T, es precisamente iqual al n-ésimo coeficiente de Fourier de
f:

An(f) = an(f)

Como consecuencia, los coeficientes de Fourier de una forma propia normalizada
satisfacen las mismas relaciones algebraicas que los operadores de Hecke. En parti-
cular, si x es el caracter de f:

v an(f)an(f) = amn(f) st med(m,n) =1 y med(mn, N) = 1.
w a, (f) = ap(flay—(f) — x(p)p"ay—2(f) para primopt N yr > 2.

Demostracion. Sea f =~ a,,q™ una forma propia de Hecke normalizada (a; =
1) con T,,f = A\, f para med(n, N) = 1. (Omitimos el (f) en a,,, A, por brevedad).
Consideramos la g-expansion de ambos lados de la ecuacion T, f = A\, f.
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1. Lado Derecho: La g-expansion es A, f = Xy Y o amq@™ =Y o (Anam)q™.

2. Lado Izquierdo: La g-expansion es T,,f = > >°_, ¢,,q™, donde, segtn la Propo-
sicion 1.3.6 (generalizada para I'; (V) con caracter ), el coeficiente ¢, viene
dado por:

Crm = Z dk_lx(d)amn/dg

d| med(m,n),d>0

Igualando los coeficientes de ¢™ para todo m > 1:

Al == > dX(d) gy (1.8)

d| med(m,n),d>0

Esta igualdad es vélida para todo m > 1y n con med(n, N) = 1.
Ahora, especializamos la ecuacién 1.8 para el caso particular m = 1:

)\nal = Z dk_lx(d)al.n/dz
d| mcd(1,n),d>0

El tnico divisor positivo d de med(1,n) = 1 es d = 1. La suma en el lado derecho
se reduce a un unico término:

AnQ1 = 1k_1X<1)an/12

Sabemos que 1¥71 = 1 (para k € Z) y x(1) = 1 para cualquier caracter de Dirichlet.
Por lo tanto:
>\na1 = Qp

Finalmente, utilizamos la condicién de que f estd normalizada, es decir, a; = 1:
A 1l=a,

Esto prueba que A, = a, para todo n con med(n, N) = 1.

Las relaciones multiplicativas para los coeficientes a,, son una consecuencia di-
recta de este resultado y de las relaciones algebraicas que satisfacen los opera-
dores T,, (Definicion 1.3.5), ya que los a, son los autovalores. Por ejemplo, pa-
ra med(m,n) = 1 (y med(mn,N) = 1), sabemos T,,T,, = T,,,. Aplicando a f:
TonTnf =TonAnf) = M(Tnf) = (A f) = AnAnf. También T, f = Apn f. Com-
parando, A\, A\, = \,. Sustituyendo A\, = a,,, obtenemos a,,a,, = a,,,. La relacion de
recurrencia para a,- se deriva de forma analoga a partir de la relacion para T),-. O

1.4. Espacio de Einsestein

En esta seccion definimos el espacio de series de Eisenstein y establecemos la
descomposicion fundamental del espacio de formas modulares.

Definicién 1.4.1 (Producto Interno de Petersson). Sean f,g € M(To(N), x). Si
al menos una de las dos formas es cuspidal (es decir, pertenece a Si(I'o(V), X)), la

integral
pdx dy

(f,g) = / PR CrCe
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converge absolutamente. Aqui, z = x + iy, y la integral se evaliia sobre un dominio
fundamental para la accion de I'o(N) en el semiplano superior H. Definimos (f, g)
como el producto interno de Petersson de fy g.

Este producto dota a Si(Ig(N), x) de estructura de espacio de Hilbert de dimen-
sion finita. La finitud es una propiedad crucial de los espacios de formas modulares.

Recordemos que el espacio de formas modulares M (I'g(IV), x) contiene al subes-
pacio de formas cuspidales Si(I'o(IV), x). Definimos el espacio de Eisenstein como
el complemento ortogonal de las formas cuspidales respecto al producto interno de
Petersson.

Definicion 1.4.2 (Espacio de Eisenstein). El espacio de series de Eisenstein, deno-
tado por E(I'y(N), x), se define como:

gk(FO(N)7 X) = Sk(FO(N)v X)J_

donde el complemento ortogonal se toma en My (T'o(N), x) con respecto al producto
interno de Petersson (-, ).

Una consecuencia inmediata del Teorema 1.2.27 sobre la finitud del espacio de
formas modulares y la propiedad del producto interno es la siguiente descomposicion.

Proposicion 1.4.3 (Descomposicion de My). El espacio de formas modulares se
descompone como la suma directa:

Mi(To(N), x) = E(Lo(N), x) © Sk (T'o(N), x)

En particular, toda forma modular f € My(Lo(N),x) puede escribirse de manera
unica como f = E+ g, donde E pertenece al espacio de Eisenstein y g es una forma
cuspidal.

1.4.1. Autovectores: Una base del espacio de Einsestein

El espacio &(T'o(IV), x) tiene una base formada por autovectores para los ope-
radores de Hecke T}, (para p { N). Estas series se construyen explicitamente a partir
de caracteres de Dirichlet.

Sean v y ¢ caracteres primitivos de Dirichlet médulo u y v respectivamente,
tales que uv | Ny (¢9)(—1) = (—=1)*. Definimos la serie de Eisenstein asociada

E%(2) =) oi 5 (n)g"

cuyo n-ésimo coeficiente de Fourier (para n > 1, normalizado) es

onh(n) =Y w(n/d)p(d)d.

dln

Teorema 1.4.4 (Base del Espacio de Eisenstein). El espacio E(T'o(N),x) estd
generado por el conjunto de series de Eisenstein generalizadas de la forma

Ey*(dz)

donde los pardmetros recorren todas las posibles elecciones que satisfacen:
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m )y @ son caracteres primitivos de Dirichlet modulo u y v respectivamente,
tales que (Y)(—1) = (=1)*.

» Y = x (visto como igualdad de caracteres inducidos mddulo N ).
» d es un entero positivo tal que duv | N.
Mas aun, la dimension de E,(To(N), x) es igual al nimero de tales tuplas (1, ¢, d).

Demostracion. Para una demostracion rigurosa de que estas series forman una ba-
se, remitimos al lector a [DS05, Teorema 4.5.2] y a [DS05, Proposicion 4.2.1| para
verificar su modularidad. O

Proposicion 1.4.5 (Las series de Eisenstein son autovectores de Hecke). La serie
de Eisenstein E;f"p(z) es un autovector normalizado para todos los operadores de
Hecke T,. Especificamente, si f = E;f’“", entonces para todo primo p:

fTy = Mf
donde el autovalor A\, estd dado por:

Ao = U(p) + o(p)p*! (1.9)

Demostracion. La demostracion sigue los pasos delineados en [DS05, Ejercicio 5.2.5].
Para probar que E}f’“” es una autovector, debemos analizar el comportamiento de
sus coeficientes de Fourier bajo la accién de los operadores de Hecke.

Recordemos que el n-ésimo coeficiente de Fourier de la serie de Eisenstein E}f’“"
(salvo constantes de normalizacion) esta dado por la funcion:

= v(n/d)p(d)d"".

dln

La accion del operador de Hecke T}, sobre una forma modular f = ) a,¢" produce
una nueva forma cuyos coeficientes b,, estan dados por:

b, = QAnp + X(p)pk_lan/]n

donde x = vy es el caracter de Dirichlet asociado y a,/, = 0 si p t n. Por lo

tanto, para demostrar que f|T, = A, f, basta demostrar que los coeficientes U}f’fl (n)
satisfacen la relacion de recurrencia:

oy (np) + ()PP o (n/p) = (V(p) + e(p)p* ") o4 (n). (1.10)

Primero, observamos que la funcién wa(n) es multiplicativa. Esto se debe a

que es la convolucion de Dirichlet de dos funciones multiplicativas: n +— ¥(n) y
n — p(n)n*~1. Dado que a}f’_‘pl es multiplicativa, es suficiente verificar la ecuacion
(1.10) para potencias de primos. Sea n = p® con e > 0.

Evaluamos 0¢ ¥ (p°). Usando la multiplicativdad de los caracteres, tenemos:

=2 _ v )e) (v Zw ) (et
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Para probar (1.10), analizamos el término o}'% (p°™'). Separando el ultimo tér-
mino de la suma (j = e + 1) y factorizando ¢ (p) de los restantes, obtenemos:

e+1

e+1 le e+1 ] )pkfl)j

Ahora, consideramos el lado derecho de la relacion deseada (1.10) para n = p©:

(V(p) + 0(P)p*1) o5 (0°) = V(p)op 5 (0°) + e (p)p" ol (p°).

Desarrollamos el segundo término del lado derecho usando la suma explicita de
P
o5 (p°):

(p(p)p Jk_l(pe k IZw e j k 1)]

e

=" 0 (o)™ )

=0

El término correspondiente a j = e en esta suma es precisamente (¢(p)p*~1)°*L. Los
términos restantes (de j = 0 a e — 1) pueden reescribirse factorizando ¥ (p)(p)p*~!:

—_
a
—_

D) ()" = 0"y e () I (et

=0 J

e—

Il
=)

w

donde reconocemos la suma de la derecha como o} (p°~!). Por lo tanto:

_ e —1\etl — , e—
()" o (%) = ()T + x()p o ().

Sustituyendo esto en la expresion del autovalor, tenemos:

Ao (0°) = b (p)oph (0°) + e(p)p" o (p°)
= ¥(p)oy s (p°) + [(90 p)p ) 4 x(p)p’“‘laﬁfi(pe‘l)]

( )
= [¥(P)ap () + (e(p p’H)EH] +x(p)p o (07

Esto demuestra la relacion de recurrencia para potencias de primos. Debido a la
multiplicatividad de o, la relacion se extiende a todo n. O]

Para los propositos del teorema de densidad de Serre (Teorema 1.7.4) es crucial
encontrar un conjunto de primos con densidad positiva para los cuales la parte
Eisenstein se anula modulo m. El siguiente lema muestra una condiciéon suficiente
bajo la cual el autovalor de Hecke es congruente a 0.
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Lema 1.4.6 (Anulacion de autovalores de Eisenstein). Sea E}¥ € & (To(N), x)
un elemento de la base del espacio de Eisenstein, con 1 y ¢ caracteres primitivos
modulo u y v respectivamente (uv | N ). Sea m un entero positivo arbitrario.

Si p es un primo tal que:

p=-—1 (méd Nm)
entonces el autovalor de Hecke (1.9) asociado satisface la congruencia:
A =0 (méd m)

Demostracion. El autovalor de Hecke para la serie E}f’@ en un primo p esta dado
por la formula A, = ¢ (p) + @(p)p*~t.

La condicion p = —1 (m6d Nm) implica:
1. p = —1 (mdéd N). Como u y v dividen a N, entonces p = —1 (méd u) y
p=—1 (méd v). Por lo tanto, los caracteres toman los valores:

U(p) =v(=1) v o(p) =¢(-1)

Sustituyendo esto en la formula del autovalor médulo m:
A = 9(=1) + o(=1)(=1)*"  (méd m)

Recordemos ademas que vale la condicion (¢p)(—1) = (—=1)*. Como los valores
de los caracteres en —1 son 41, sus inversos son ellos mismos. Multiplicando la
condiciéon de paridad por ¢(—1), obtenemos la relacion:

Reemplazando ¢ (—1) en la ecuacion de la congruencia:
A = o= (=) + o(=1)(-=1)*" (méd m)
Factorizando ¢(—1):
A= ¢(=) [ + (=] (m6d m)

Dado que k£ y k£ — 1 tienen paridades opuestas, la suma dentro del corchete es
exactamente cero (1 + (—1) o —1 + 1). Por lo tanto:

Ay =0 (méd m)
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1.5. Involuciones de Atkin-Lehner

Para el grupo I'o(IV), existe otro conjunto importante de operadores llamados
involuciones de Atkin-Lehner, asociados a los divisores primos de V.

Definicion 1.5.1 (Divisor de Hall). Un divisor de Hall de N es un entero () tal
que QN y med(Q, N/Q) = 1

Proposicion 1.5.2 (Existencia de la matriz ag). Sea N un entero positivo y sea @
un divisor de Hall de N. Existe una matriz ag € Mo(Z) de la forma

_(Qa b
Q= (Nc Qd)

Demostracion. Por la definicion de divisor de Hall, sabemos que @ | N y que
med(Q, N/Q) = 1. Aplicando la identidad de Bézout a los enteros coprimos @ y
N/Q, existen enteros z,y € Z tales que:

tales que det(ag) = Q.

Qr — gy: 1. (1.11)

Definimos los coeficientes de la matriz o como:
a=xz, b=y, c=1, d=1.

Sustituyendo estos valores en la forma general de ag, obtenemos:

e (8 ) (5 2)

©TAND) Q) N Q

Dado que z,y € Z, es claro que ag € Ms(Z). Finalmente, calculamos su determi-
nante:

det(ag) = (Q)(Q) ~ (V) = Q% = Ny = (@~ ).

Usando la identidad (1.11), sustituimos el término entre paréntesis por 1:

det(ag) =Q -1 =0Q.
Esto demuestra la existencia de la matriz con las propiedades deseadas. O

Definicién 1.5.3 (Involucién de Atkin-Lehner Wy). Sea N un entero positivo y
sea Q un divisor de Hall de N y sea o una matriz como en la proposiciéon anterior
(1.5.2). La involucion de Atkin-Lehner W es el operador que actia sobre M (I'g(N))
definido por:

fIWq = fluag = Q¥*(Nez + Qd) ™ f(agz).
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Definicion 1.5.4 (Involucién de Fricke Wy ). Definimos la involucion de Fricke
como la involucion de Atkin-Lehner para el divisor de Hall ) = N. La condicion de
ser un divisor de Hall, mcd(N, N/N) = mcd (N, 1) = 1, se cumple trivialmente para
cualquier N > 1.

El operador Wy se representa comtinmente por la matriz:

(0 -1
aN=A{nN o0

y su accion sobre una forma f es:

1
fIWn(2) = flran(z) = NT227kf <_N_) (1.12)
z
Observacion 1.5.5. La definicion de f|W parece depender de la eleccion de ag,
pero se puede demostrar que el operador esté bien definido modulo I'y(N).

Proposiciéon 1.5.6 (Propiedades de Wg). Sea I' = I'y(N) y Q un divisor de Hall
de N.

1. Wq preserva los espacios My(To(N)) y Sk(Lo(N)).

2. Wq conmuta con los operadores de Hecke T, si med(n, N) = 1.

Demostracion. Sea f € My(I'o(N)) y Wof = flrag. Primero veamos que preserva
los espacios.

» Modularidad en I'g(N): Necesitamos mostrar que (Wq f)|ry = Wof para v €
Lo(N). Tenemos (Wo )|y = (flrag)lky = flk(agy). Para que esto sea igual
a flrag = Wof, necesitamos que agy = dag para alguna § € I'o(N). Esto
es equivalente a 6 = onvozél € I'h(N). Este es un resultado estandar que
afirma que g normaliza ['h(N), i.e., aQFO(N)aél = To(NV). La prueba de
este hecho involucra verificar explicitamente que para v = (4 8) € T'o(N)
(con C' = kN), la matriz 6 = aQ’yaC}l tiene entradas enteras, determinante
1, y su entrada (2,1) es divisible por N. Los célculos matriciales, usando la
condicion med(Q, N/Q) = 1 y la existencia de a, b, ¢, d tales que det g = @,
confirman esto. Asumiéndolo, si ano@l = 0§ € I'y(N), entonces agy = dag.
Luego fli(agy) = flk(dag) = (f|kd)|rag. Como f € My(Lo(N)), flxd = f.
Por lo tanto, f|x(agy) = flrag = Wof.

» Holomorfia en cispides: El operador Wy induce una permutacién en el con-
junto de cuspides de I'g(N). Si f es holomorfa en una cispide s, entonces
f|Weq sera holomorfa en la cuspide s’ = aéls (la accion aqui es conceptual,
la verificacion formal requiere analizar f|x(ago)). Como f es holomorfa en
todas las cuspides, y Wy las permuta, f|Wg también es holomorfa en todas
las cuspides.

» Preservacion de Sg: Si f € Sk(I'o(IN)), f se anula en todas las cuspides s. El
valor de W f en una cispide s’ esté relacionado (por un factor no nulo) con
el valor de f en la cispide s = ags’. Si f(s) = 0 para todas las s, entonces
(fIWg)(s') = 0 para todas las s’. Por lo tanto, Wy mapea Si(I'((N)) en

Se(Co(N)).
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Concluimos que Wy preserva My(Io(N)) y Si(Fo(N)).
La demostracion de la conmutatividad se puede encontrar esbozada en, por ejem-
plo, [AL70, Lema 11| ]

Proposicion 1.5.7 (Relacion de 6rdenes bajo Wy). Sea f € Mk(FO( )). Sea Wy
la involucion de Fricke, representada por la accion fIWyx = fli (5 o). Entonces,
usando el orden no normalizado vs(f) (Definicion 1.2.24), se tiene la igualdad:

vo(f) = veo (f|[Wn)

Demostracion. Recordemos que S = (9 ') € SLy(Z) mapea co a 0. Por la definicion
del orden no normalizado en la Cusplde s = 0, tenemos vo(f) = Vool f|pS). Sea

G(z) = fleS(2).
Por otro lado, sea F(z) = f|Wx(z). Queremos calcular v (F). La accién de Wy

usando ay = (}\), o) esta dada como en (1.12), es decir:

F(z) = N*?(N2)"*f(-1/N=z)
Queremos relacionar F(z) con G(z) = 2% f(—1/z). Consideremos G(Nz):
G(Nz) = (N2)"*f(=1/(N=z))
Comparando con F(z), vemos que:
F(z) = N*2(N2)7*f(—=1/Nz) = N*2G(N>)

Ahora analizamos las expansiones en co. Sea hg el ancho de la cuspide 0 y hy, €l
ancho de oo para ['o(/N). Sabemos que hyg = N y ho, = 1. Sea la expansion de G(z2)

(que corresponde a f en la cuspide 0) en la variable local apropiada g, = e2miz/ho —
2miz/N.
e .

z) = Z b;(e*™#/N)7 con by, # 0
J=jo

Por definicién, el orden no normalizado de G en 0o es v (G) = jo. Y por definicion,

vo(f) = veo(G) = Jo-

Ahora calculamos la expansion de F(z):

F(Z) _ Nk/2G(NZ> Nk/2 Z b 27rz Nz) /N Nk/2 Z b 27rzz

J=Jo Jj=Jjo

Sea ¢ = €*™*. Como hs, = 1, q es la variable local ¢, para la ctspide oo. La

expansion de F'(z) es:
z) = N*/?2 ijqj
J=Jjo
El exponente méas bajo de ¢ en esta expansion con coeficiente no nulo (N*/ 2bj,) es Jo.
Por lo tanto, el orden no normalizado de F' en 0o es voo(F) = jo. Como F = f|Wy,

tenemos Voo (f|Wn) = Jo-
Comparando ambos resultados, concluimos que vo(f) = jo = Voo (f|Wn). ]
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1.6. Operadores U y V

Ademas de los operadores de Hecke y Atkin-Lehner, otros dos operadores que
acttian directamente sobre las series de Fourier (g-expansiones) son de uso frecuente,
especialmente en el estudio de congruencias y la relacion entre formas modulares de
diferentes niveles.

Dado un anillo conmutativo A, denotamos por A[q] al anillo de series formales
de potencias f(q) = >~ ,a,q", y por A((¢)) al anillo de series formales de Laurent
fla) =20, ang” (con ng € Z).

Sea f(q) = >, @nq" € A((q)) una serie formal de Laurent y sea m un entero
positivo.

Definicién 1.6.1 (Operador V,,). El operador V;, es un endomorfismo del anillo
A((q)) que actta sobre una serie f(¢) mediante la sustitucion formal de la indeter-
minada ¢ por ¢™:

(fIVi)(@) =D anl@™)" = > ang™

En el caso donde f es una forma modular y la identificamos con su g-expansion,
se tiene que la accidon del operador se corresponde con la evaluacién de la funcién

en mz: (f|Vin)(2) = f(mz).

Definicién 1.6.2 (Operador U,,). El operador U, actiia sobre f seleccionando los
términos cuyo indice es multiplo de m:

o0

n=[ng/m]

Si f es una funciéon holomorfa en H, también:

e =255 (510

j=0

Proposicion 1.6.3 (Accion del operador V,,, en espacios de formas modulares). Sea
k un entero, m > 1 un entero, y x un caracter de Dirichlet modulo N. El operador
Vi actia sobre los espacios de formas modulares y cuspidales de la siguiente manera:

1. Si f € Mp(To(N),x), entonces f|V,, € M(To(Nm), x).
2. Si f € Mp(T'1(N)), entonces f|V,, € My(T'1(Nm)).

En ambos casos, si f es una forma cuspidal (f € Sy), entonces f|V,, también es
una forma cuspidal.

Demostracion. La prueba es una generalizacion directa. Probaremos el caso (1) para
M (To(N), x), ya que los demés son analogos o méas simples.

Sea f € Mi(Lo(N),x) y sea g(z) = (f|Vm)(2) = f(m2).

39



1. Holomortfia: La holomorfia de g en H y en las ctispides se deduce directamen-
te de la holomorfia de f, ya que z — mz es una funciéon holomorfa que preserva la
condiciéon de anulacion en las cispides (si la g-expansion de f tiene solo potencias
no negativas, la de g también).

2. Ley de transformacion: Sea ' = (‘clf Zﬁ) € I'o(Nm). Debemos verificar que g
se transforma como una forma de nivel Nm y caracter y. Construimos la matriz

a’ mb R —

v = (C//m "7 ). Como ¢ (méd Nm), se deduce que m|c y que ¢/m =
(méd N). Esto, junto con dety = det+’ = 1, implica que v € T'y(N).

La ley de transformacion para f, al ser actuada por 7, es f(vz) = x(d')((¢/m)z+
d')*f(z). Ahora, transformamos g con 7. Usando la identidad m(y'2z) = ~(mz),
tenemos:

g(v’Z) f(m(~'2))
f(y(mz2))

, k
= x(d) ( (mz) + d’) f(mz) (por la transformacion de f)

= X(d)(c'z + d)* f(mz)
= X(d) (2 +d)*g(2)
Esta es precisamente la ley de transformacion requerida para que g pertenezca a
La prueba para f € M (I';(N)) es idéntica, notando que si v € I'\(Nm) :
a’ = d’ = 1 (méd Nm)), entonces la matriz v construida satisface o’ = d' = 1
(méd N), por lo que v € T'1(N).

ie.

_

3. Holomorfia en las cuspides: Debemos verificar que si f es holomorfa (o se
anula) en todas las cuspides de I'g(V), entonces g lo es en todas las cuspides de

= (lispide 0o: La g-expansion de f encoes f(2) = Y7 anq". Si f es holomorfa
en 0o, ng > 0. La expansion de g es g(2) = f(mz) = Y7 a,q™". Como
m > 1, si ng > 0, entonces mny > 0, por lo que g es holomorfa en co. Si f es

cuspidal (ng > 1), entonces mng > 1, y g también es cuspidal.

» Otras cuspides: Sea s’ una cuspide arbitraria de I'o(Nm). Para analizar el
comportamiento de g en §', escogemos una matriz o’ € SLy(Z) tal que o'(c0) =
s’. La holomorfia de g en s requiere que la funcion (g|yo’)(z) tenga una g-
expansion con potencias no negativas.Analicemos esta funcion:

(9lk0")(2) = x(d)(det o')**( 2 + d') g(0'2) = X(d') (2 + d') " f(mo'z)

La clave es que la aplicacion z — mz mapea la cispide s’ (para g) a la cuspide
s =ms’ (para f), para la cual sabemos que el orden es no negativo.

Habiendo verificado las tres condiciones, concluimos que la proposicion es cierta.
m
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Proposiciéon 1.6.4 (Accion de U, en espacios de formas de peso entero). Sea k un
entero, x un caracter de Dirichlet modulo N, y p un nimero primo. El operador U,
actia sobre los espacios de formas modulares de peso entero de la siguiente manera:

1. Sip|N, entonces U, es un endomorfismo que preserva el espacio:

Up : Mi(To(N), x) — My(To(N), x)

2. Sipt N, el operador U, sube el nivel pero preserva el caracter (interpretado
en el nuevo nivel):

Up : Mp(To(N), x) = Mp(T'o(Np), x)

En ambos casos, los subespacios de formas cuspidales Sy son preservados.

Demostracion. La holomorfia en H y en las ctspides se deduce directamente de
la definicion de U, sobre las g-expansiones, por lo que nos enfocamos en la ley de
transformacion.

Sea f € My(I'o(N),x) y sea g = f|U,. Por definicion:

a . : :
una matriz en el grupo de congruencia correspondiente.

b
d
Debemos demostrar que g|xy = x(d)g.

I (1
9|W—];jz:;f|k ((0 p) 7)

La clave es la identidad matricial: para cada j € {0,...,p — 1}, existe un tnico
7' €{0,...,p— 1} y una matriz 7; € SLy(Z) tal que

I A I
(0 p)v_%(o p)

La correspondencia j — j’ es una permutacion del conjunto {0,...,p — 1}, y un
célculo muestra que la entrada (2,2) de v; es d.

Caso 1 (p|N y v € I'o(IN)): En este caso, se puede verificar que la matriz v,
construida pertenece a I'q(N). La demostracion sigue:

1p—1 1 110—1 1
=, 20 (o)) =5 S g )

j=0

Ahora, sea v =

— %Zx(d)flk ((1) ;;) (va que f € Mi(To(N),x) vy v; € To(N))

123 1 j’>
=v(d) | - al ser 7 — j' una permutacion
X( )(p;)flk (0 ) (al ser j — j" una p )
= x(d)g
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Esto demuestra que g € M (I'o(IV), x), preservando el nivel y el caracter.

Caso 2 (pt N y v € I'o(Np)): La misma manipulacion algebraica es valida. La
diferencia es que la matriz ; construida ahora pertenece a I'g (/') (no necesariamente
aT'o(Np)). Como f es una forma de nivel N, la ley de transformacion f,y; = x(d) f
sigue siendo valida. El resultado final es que ¢ satisface la ley de transformacion
para el nivel Np, es decir, g € M(To(Np), x). ]

Observacion 1.6.5. Sean f(q) = > a,q",9(q) = > b.q" € Zl[q]], y sea p un
ntmero primo. f y g son congruentes modulo p, y lo denotamos por:

fla) =g(g) (mdd pZ[q])

si la diferencia entre f y g esta en el ideal generado por p en Zl[[g|], es decir
a, =b, (méd p)
para cada n.

Proposiciéon 1.6.6 (Congruencia entre T, y U,). Sea p un nimero primo. Sea
f(z) € My(N,x) con coeficientes de Fourier en Z, k > 2 y x un caracter cuadrado.
Si p no diwide al nivel N, entonces la accion de los operadores T, y U, sobre f es
congruente modulo p:

fIT, = f1U,  (méd pZ[q])

Demostracion. Consideramos el caso p { N. La accién del operador de Hecke T,
sobre los coeficientes de Fourier es (Prop. 1.3.6, adaptada para x):

T,f =Y cuq", donde ¢, = an, + X(p)p" ' ansp

n=0

(con la convencion ay,/, = 0 si p{n). La accion del operador U, es (Def. 1.6.2):

Upf = Z anpqn
n=0

Calculamos la diferencia de las series:

f|Tp - f|Up = Z(Cn - a'np)qn = Z (X(p)pk_lan/p) qn
n=0 n=0

Sea C,, = x(p)p*ta, /p €l n-ésimo coeficiente de esta serie diferencia. Por hipotesis,

los coeficientes a; son enteros (a,/, € Z o es 0). El caracter cuadrado x toma valores
enteros. El peso k es un entero tal que k > 2. El exponente k — 1 satisface k—1 > 1.
Esto significa que el factor p~! es un entero divisible por p. Como C,, es un producto
de enteros donde uno de los factores (p*~!) es divisible por p, el coeficiente C,, es
divisible por p para todo n. Es decir, C;, = 0 (méd p) para todo n. Esto significa
que todos los coeficientes de la serie f|T}, — f|U, son congruentes a 0 moédulo p. Por
lo tanto:

fIT, = f1U,  (méd pZ[q])
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Lema 1.6.7 (Identidad U,,, V,,, (cf. [RSVMZ24, Lemma 4.2|)). Sean
f(z) =30 pan)g yg(z) =3 0" b(n)g™ dos series de potencias en q. Sea m > 1
un entero. Entonces, se cumple la siguiente identidad entre los operadores Uy, y Vi, :

((F1Vin) - 9) [Um = [ - (9]Unn)

Demostracion. Usaremos la definicion de los operadores en términos de los coefi-
cientes de las g-series. Denotamos:

" (fle)(Z) = ZZO:() a(n)qmn
= (9lUn)(2) = 27Z b(ml)q'
= Para una serie H(z) = )" c(h)q", tenemos (H|Uy,)(2) = 3 72, c(m)q’.

Primero, calculamos el producto (f|V,) - g.

Sea
(oo}

H(z) = (fIVa)(2) - g(2) = > _ e(h)d".

h=0
Los coeficientes c¢(h) vienen dados por el producto de Cauchy. Podemos escribir

o

flVin =D ali)d,

Jj=0

donde
. a(n), sij=nm para algin n > 0,
a(j) =
0, en otro caso.

Entonces, el coeficiente c(h) de ¢" en H(z) es:

h
c(h) =Y a(k)b(h — k),

k=0

ahora, aplicamos U, a H(z). El coeficiente de ¢/ en (H|U,,)(z2) es c(jm):
(Vi) - 9|0 = Y c(jm)e’.
=0

Calculamos explicitamente c(jm):
jm
c(jm) =Y alk)b(jm — k),

k=0

en la suma, a(k) es no nulo solo si k es un multiplo de m. Sea k = Im, donde
0 <Im < jm, lo que implica 0 < < j. Cuando k = Im, a(k) = a(l). Por lo tanto,
la suma se reduce a:
J J
c(jm) =Y a(l)b(jm —tm) = a(l)b(m(j 1))

=0 =0
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Este es el coeficiente de ¢’ en el lado izquierdo de la identidad que queremos probar.
Ahora, calculamos el lado derecho, f - (g|U,,):

f(2) - (9lUn)(2) = (Za(l)ql> ( b(mi)qi> = Zd(j)qj

=0 =0

El coeficiente d(j) de ¢/ en este producto es:

j
Z a(l) - (coeficiente de ¢’~' en g|U,,)

=0

El coeficiente de ¢* en g|U,, es b(mi). Por lo tanto, el coeficiente de ¢/~ es b(m(j—1)).

Za m(j —1))

Comparando las expresiones para c(jm) y d(j), vemos que ¢(jm) = d(j) para todo
j > 0. Como los coeficientes de las g-series son iguales, las series mismas son iguales:

((f1Vin) - 9) |Unm = f - (9]Un)

1.7. Teorema de densidad de Serre

Utilizando la maquinaria de las representaciones de Galois, Jean-Pierre Serre
probo resultados sobre las congruencias que satisfacen los coeficientes de las formas
modulares.

Definiciéon 1.7.1 (Reduccion modulo m). Sea f =" a,q" € Si(Fo(N), x) NZ][q]]-
Definimos el espacio Si(I'o(IV), X)m como el conjunto formado por las reducciones
de dichas formas modulo m, donde los coeficientes se consideran en Z/mZ.

Definicién 1.7.2 (Densidad Natural). Sea P el conjunto de todos los ntimeros
primos. Dado un subconjunto S C P, definimos su funciéon contadora como 7g(x) =
#{p € S : p <z}. La densidad natural de S, denotada por 4(5), se define como el
limite (si existe):

5(S) = lim TS

z—o0 T(x)
donde 7(x) es la funciéon contadora de primos usual. Decimos que el conjunto S tiene
densidad positiva si 6(S) > 0.

Teorema 1.7.3 (Teorema de densidad de Serre [Ser75, Exercise 6.4]). El conjunto
de los niumeros primos ¢ = —1 (m6éd mN) para los cuales

flT, =0 (méd m)
para toda forma modular f € Si(To(N), X)m, tiene una densidad positiva.

Demostracion. Para una demostracion, ver [Tre06b, Teorema 2.11]. O
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Significado del Teorema

Este teorema es una afirmacion muy fuerte. Vayamos por partes:

» La condicion f|T; =0 (méd m) significa que f|T} tiene todos sus coeficientes
de Fourier divisibles por m. En particular, si f es una autovector, esto implica
que su f-ésimo coeficiente a,(f) es divisible por m.

= La conclusion de que el conjunto de primos £ tiene densidad positiva signi-
fica que no solo hay infinitos primos que cumplen esta propiedad, sino que
constituyen una proporcién no nula de todos los nimeros primos.

La demostracion esta basada en la teoria de representaciones de Galois, la cual
escapa a esta tesis, y por ello no la contaremos con detalle. La idea de la demostracion
es la siguiente:

1. Se comienza reduciendo el problema a probarlo para cada autofuncién, ya que
toda forma es combinacion de estas.

2. Se traduce la condicién de congruencia a,(f) = 0 (méd m) a una condicion
sobre la representacion de Galois asociada py,,. Usando la relacion
tr(psm(Froby)) = ar(f) (méd m), la condiciéon se convierte en
tr(psm(Froby)) =0 (moéd m).

3. La condicién ¢ = —1 (méd N) corresponde a elegir elementos de Frobenius
asociados a la conjugacion compleja en el cuerpo ciclotémico Q(uy).

4. Finalmente, se utilizando el teorema de densidad de Chebotarev, que relaciona
la densidad de los primos para los cuales Frob, pertenece a una cierta clase de
conjugacion en el grupo de Galois, con el tamano de dicha clase.

Serre seniala que para que Frob,, tenga traza cero, basta que este en la clase de la
conjugacion compleja. En efecto, la imagen de la conjugacion compleja en el grupo
de Galois esta formada por elementos de traza nula, y por el teorema de Chebotarev,
el conjunto de primos p tales que Frob, pertenece a esa clase tiene densidad positiva.
Esto permite concluir el teorema de densidad.

A continuacion, presentaremos un corolario clave que constituye el fundamento
para demostrar la generalizacion establecida en [RSVMZ24, Teorema 4.8]. Cabe
destacar que, si bien este resultado se desprende de la teoria subyacente en el articulo,
su demostraciéon no aparece desarrollada de manera explicita en el mismo. Por ello,
aqui reconstruimos el argumento formal completo para clarificar este paso esencial.

Complementamos la prueba original utilizando la descomposicion del espacio de
formas modulares como suma directa del espacio cuspidal y el de Eisenstein (Pro-
posicion 1.4.3) y los resultados sobre series de Eisenstein obtenidos anteriormente,
extendiendo asi la validez del resultado a todo el espacio de formas modulares y no
solo a los cuspidales.
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Corolario 1.7.4 (Densidad para formas modulares). El conjunto de los nimeros
primos £ = —1 (méd mN) para los cuales

flT; =0 (méd m)
para toda forma modular f € Mg(To(N), X)m tiene una densidad positiva

Demostracion. En virtud del Teorema 1.4.3, cualquier f admite una descomposicion
tinica como la suma f = F+ g, donde E € &(T'o(IV), x) es una serie de Eisenstein y
g € Sp(T'o(N), x) es una forma cuspidal. Nuestro objetivo es identificar un conjunto
de primos donde la acciéon del operador de Hecke T, anule ambas componentes
simultaneamente modulo m.

Consideremos los primos en la progresion aritmética p = —1 (méd Nm). Segun
el Lema 1.4.6, para cualquier elemento de la base del espacio de Eisenstein, el au-
tovalor asociado a dichos primos es congruente a 0 médulo m. Por la linealidad de
T, esto implica que E‘Tp =0 (mdd m) para todo primo en esta progresion.

Por otro lado, para la componente cuspidal g, el Teorema 1.7.3 asegura la existen-
cia de un conjunto de primos de densidad positiva que verifican p = —1 (méd Nm)
y para los cuales g|Tp =0 (mdd m). Luego, para estos primos, se satisface que tanto
E como g se anulan bajo T, médulo m, y en consecuencia, f‘Tp = E‘Tp + g|Tp =0
(méd m), lo que concluye la demostracion.
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Capitulo 2

Formas modulares de peso
semientero

En el capitulo anterior establecimos los fundamentos de la teoria para formas
modulares de peso entero. Sin embargo, muchas de las funciones generadoras de
interés aritmético —como las funciones theta o, centralmente para esta tesis, los
cocientes eta asociados a particiones— poseen un comportamiento modular que no
puede ser capturado enteramente bajo esa definicion, requiriendo la nocién de peso
semientero k € Z + %

El proposito de este capitulo es extender la maquinaria desarrollada previamente
a este contexto mas general. Comenzaremos en la Secciéon 2.1 definiendo las formas
modulares de peso semientero, introduciendo el factor de automorfia necesario que
involucra el simbolo de Jacobi extendido.

Posteriormente, en la Seccion 2.2, estudiaremos la acciéon de los operadores de
Hecke. Veremos que la teorfa difiere significativamente del caso de peso entero: los
operadores T}, se anulan y la estructura multiplicativa relevante recae sobre los ope-
radores indexados por cuadrados, T):.

Finalmente, la Seccién 2.3 presenta la herramienta tedrica central de este capi-
tulo: la Correspondencia de Shimura. Este resultado establece un isomorfismo que
permite trasladar problemas sobre formas de peso semientero al contexto, mejor en-
tendido, de peso entero. Utilizaremos esto para extender el Teorema de densidad de
Serre (1.7.3), probando asi la existencia de infinitas congruencias para los coeficien-
tes de Fourier de formas modulares de peso semientero, un resultado clave para las
aplicaciones sobre particiones que discutiremos en el Capitulo 3.

2.1. Preliminares

Definicién 2.1.1 (Simbolo de Legendre). Sean p un ntmero primo impar y ¢ un

entero. El simbolo de Legendre (i) se define como:

0 sic=0 (mdd p)
c
<]—?> = 1 sic#0 (mdd p)y cesun residuo cuadratico moédulo p

—1 sic#0 (mdd p)y cesun no residuo cuadratico moédulo p
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Es decir, si ¢ # 0 (méd p) vale 1 si la congruencia 2 = ¢ (méd p) tiene solucion, y
-1 si no la tiene.

Definicion 2.1.2 (Simbolo de Jacobi extendido). Para enteros ¢y d con d impar y
d # 0, se define el simbolo de Jacobi extendido (fl) de la siguiente manera:

1. Caso d > 0 (Simbolo de Jacobi cldsico): Si d = 1, entonces (%) =1.Sid>1,

sea d = pi' - - - pir su factorizacion en primos impares. El simbolo de Jacobi se
define a partir del simbolo de Legendre como:

c c\"
() =11 (£)
Este simbolo es completamente multiplicativo en ambas variables.
2. Caso d < 0: Se define en términos del valor absoluto de d:
c <‘%> sic>0
(4) = (i) sie<o

En particular, para d = —1 se tiene (%1) =sgn(c)sic#0,y (%) =1.

Definiciéon 2.1.3 (Factor ¢;). Para d € Z impar,
1 sid=1 (mdd 4)
€] =
T )i sid=3 (méd 4)

Notar que €3 = (_71)

Definicion 2.1.4 (Factor de automorfia ji (v, 2)). Sea k = A+ 1/2 con A € Z. Para
v=(2%)eTy(4), el factor de automorfia de peso k es:

Cc

Je(v, 2) = (E)% ;2" (cz + d)*

con (cz+d)* = (cz+d)*v/cz + d usa la rama principal de la raiz cuadrada (argumento
en (—m/2,7/2]).

Observacion 2.1.5. Observamos que para cualquier k& € Z + 1/2, el factor de
automorfia de peso k se relaciona con el de peso 1/2 mediante la identidad:

(1, 2) = (Guj2(7,2)) "

Definiciéon 2.1.6 (Forma modular de peso semientero). Sea k = A+1/2 con \ € Z.
Sea N un entero positivo divisible por 4, y sea y un caracter de Dirichlet moédulo
N. Una funcién f : H — C es una forma modular de peso k, nivel N y caracter x
si:

1. f es holomorfa en H.
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2. Para toda v = (2Y) € I'o(V), se cumple la ley de transformacion:

f(vz) = x(d)ji(v, 2) f (2)
Notar que T'o(N) C T'g(4) ya que 4|N.
3. f es holomorfa en todas las cuspides de I'o(N). Esto significa que para toda

o € SLy(Z), 1a funcién (f|xo)(z) == jr(o,z) "' f(cz2) tiene una g-expansion de
la forma > 7 ¢,¢"/" en oc.

El espacio de estas formas se denota por My (N, x) o M(To(N), x).

Definicién 2.1.7 (Forma cuspidal de peso semientero). Una forma f € My (N, x) es
una forma cuspidal si se anula en todas las ctuspides. Esto significa que el coeficiente
constante ¢y en la g-expansion de (f|x0)(z) es cero para toda o € SLy(Z). El espacio
de formas cuspidales se denota por Si (N, x) o Sk(I'o(N), x).

Ejemplo 2.1.8. La funcién 0(z) = > ¢" es una forma modular de peso 1/2, nivel
N = 4, caracter trivial xo y no se anula en el semiplano superior. Pertenece a

Ml/2(47 XO)

Asumiendo la modularidad de la funcién 6, vamos a demostrar la siguiente pro-
posicion como es estandar. Mas adelante en la Proposicion 3.4.13 vamos a proveer
una demostracion de este hecho utilizando el Teorema de Newman (Teorema 3.2.6).

Proposicion 2.1.9 (Relacion cociclo para ji (v, 2)). Parak € Z+1/2 y cualesquiera
Y,72 € To(4), el factor de automorfia ji(7, z) satisface la relacion cociclo:
Jk(n72, 2) = Jr(1,722) 3k (2, 2)
Demostracion. Por la Observacion 2.1.5, basta con demostrar la relacion para el
peso 1/2. Es decir, queremos ver que:
jl/z(’h’h, z) = j1/2(71: ’Yzz)jl/z(’Yz, z).

Como 6 es una forma modular no nula de peso % y nivel 4. Entonces 0(vz) =
Ji2(7,2)0(2).
Sean 71,72 € I'g(4). La composicion 17, también esta en I'g(4).
Por un lado, aplicando la ley de transformacion a ~;7vs directamente:
0(11722) = Jij2(n172,2)0(2) (2.1)
Por otro lado, aplicando la ley secuencialmente:
0(11722) = 0(71(122))
= Jij2(71, 722) - 0(722)
= J1/2(71,722) - [J12(72, 2)0(2)]
= [j1/2(71,722)71/2(72, 2)]0(2) (2.2)

Al igualar las ecuaciones (2.1) y (2.2) y notar que 6(z) no es idénticamente nula,
podemos concluir que:

Ji2(my2, 2) = Jij2(1, 722)J1/2(72, 2).
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2.2. Operador de Hecke para peso semientero

Los operadores de Hecke para peso semientero son mas sutiles que en el caso de
peso entero. Notablemente, los operadores T, para p primo son nulos. Sin embargo,
podemos definir los operadores indexados por cuadrados, T.

Definicion 2.2.1 (Operador de Hecke T)2). Sea f € My(I'o(N), x) una forma mo-
dular de peso semientero y p un primo que no divide al nivel N. El operador de
Hecke T2 se define como la accion de un doble coset (double coset).

Sea o, = ((1) ;)2) El doble cociente I'g(N)a,I'o(IN) se puede descomponer en

una uniéon disjunta de cocientes por la derecha:

Lo(N)ayl'o(N) = U Lo (N)B;

El operador de Hecke se define entonces como la suma sobre las acciones de estos
representantes:

fITy = pk/2_2ZX<aj>(f|k6j)

para ciertas matrices 3;.
De forma explicita, los representantes 3; se pueden tomar como el conjunto de
p? 4+ p matrices:

. ((1] ;2) para 0 < b < p*.

ap b
(CN dp) € SLy(Z) para 0 < b < p.

. (%2 g).

Proposicion 2.2.2 (Accion de T)2 sobre las g-expansiones). Sea f € M (I'o(N), x)
una forma modular de peso semientero con q-expansion f(z) = > .~ amg™. La
accion del operador de Hecke T2 sobre f resulta en una nueva forma modular cuya
q-expansion T2 f(z) = 07 cq™ tiene coeficientes dados por:

m\ _
Cm = G2 + X1(P) (;) P+ X ()P
Aqui, A= (k—1)/2, xa(p) = x(p) <ﬂ>, y se entiende que a2 =0 si p® tm.

p

Esquema de la demostracion. La férmula para los coeficientes se obtiene al aplicar
la definicion de Shimura (Def. 2.2.1) y sumar los efectos de cada conjunto de re-

presentantes sobre la g-serie de f. La demostraciéon se encuentra en el articulo de
Shimura [Shi73, Teorema 1.7]. O

20



2.3. Correspondencia de Shimura y Serre para peso
semientero

En esta secciéon se establece uno de los resultados centrales de esta tesis, concer-
niente a las propiedades aritméticas de las formas modulares de peso semientero. El
objetivo principal es demostrar el siguiente teorema, que garantiza la existencia de
congruencias para sus coeficientes de Fourier:

Teorema 2.3.1 (Congruencias para los coeficientes de Fourier). Sea k > 3 un
entero impar, y sea f(2) =Y a(n)q" € My/2(L'o(4N), x) una forma con coeficientes
de Fourier a(n) enteros. Para cualquier entero positivo m, existe un conjunto de
primos p de densidad positiva tal que los coeficientes a(n) satisfacen las congruencias
a(p?n) =0 (méd m).

La estrategia para esta demostracion se basa en dos pilares fundamentales. Pri-
mero, usaremos el resultado anédlogo para formas de peso entero (Teorema 1.7.3).
Segundo, se introduciré la correspondencia de Shimura, la cual provee un “puente”
que conecta las formas de peso semientero con las de peso entero.

Finalmente, se combinaran ambas herramientas: se utilizara la correspondencia
de Shimura para trasladar el problema al contexto de peso entero, donde se aplicaré
el teorema de Serre, permitiendo asi probar el resultado principal.

2.3.1. El Puente entre Pesos Semi-Enteros y Enteros

El resultado de Serre se aplica tnicamente a formas modulares de peso entero,
mientras que en nuestro caso nos interesa considerar formas de peso semi-entero.
Para superar esta limitacion, en esta seccién presentamos una de las conexiones
més profundas y fructiferas de la teoria de formas modulares: la Correspondencia
de Shimura.

Descubierta por Goro Shimura, esta correspondencia establece un puente entre
los espacios de formas modulares de peso semi-entero y los de peso entero par,
permitiendo transferir informaciéon aritmética entre ambos. En particular, asocia a
cada forma modular g de peso k/2 (con k impar) con una forma modular f de peso
entero k — 1, vinculando de manera precisa sus coeficientes de Fourier.

Teorema 2.3.2 (Correspondencia de Shimura [Shi73, Main Theorem|). Sea k > 3
un entero impar, y sea f(z) =Y - a(n)g" una forma cuspidal en Sy2(N,x) con
4|N. Para un entero positivo libre de cuadrados t, se define una funcion Fy(z) a
través de su serie de Dirichlet:

Z Ay(n)n™*% = <Z Xt(m)m”\_l_s) (Z a(th)m_5>

m=1
donde X = (k —1)/2 y xe(m) = x(m)(Z2)M(L). Si [ es una autovector de los
operadores T2 para todo primos p, entonces la funcion Fy(z) = > 7 | Ai(n)q™ es una
forma modular de peso entero k—1 y nivel Ny (En la mayoria de casos, Ny = N/2).
Si k> 5, F;, es una forma cuspidal.
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Este teorema, aunque potente, depende de la eleccion de t. El corolario siguiente
unifica el resultado de una manera mas elegante y directa.

Corolario 2.3.3 (Corolario del teorema principal). Sea f una autofuncion comin
de los operadores T,z para todos los primos p, con autovalores w,. Se define una
funcion F(z) a través del siguiente producto de Fuler:

Z A(n)nfs _ H[l _ wppfs + X(p)2pk7272s]71

p

Entonces, la funcion F(z) = >~ A(n)q" es una forma modular de peso entero.
Especificamente, si k > 3, F pertenece a My_1(No,x?), y si k > 5, F pertenece a
Sk-1(No, x?).

En esencia, la correspondencia de Shimura toma los autovalores {w,} de una
forma de peso semientero y los usa para construir los coeficientes de Fourier de una
forma de peso entero.

Teorema 2.3.4 (Generalizacion de la correspondencia de Shimura). La correspon-
dencia de Shimura, formulada originalmente para autovectores de Hecke, puede ex-
tenderse a cualquier forma modular de peso semientero, y el nivel del levantado se
puede tomar siempre como Ny = N/2 (donde N es el nivel de la forma original en

Dy(4N)).

Demostracion. La demostracion, desarrollada por Niwa y extendida por Cipra, con-
siste en introducir una definicién alternativa de la correspondencia y luego demostrar
que ambas son equivalentes.

1. Siguiendo a Cipra [Cip83|, definimos el levantamiento de Niwa para un entero
t libre de cuadrados, denotado por N;(f). Si escribimos la variable compleja
en el semiplano superior como z = u+iv (con u € Ry v > 0), el levantamien-
to se define como la transformacion integral contra el nucleo theta 0} (z, w)
utilizando la medida hiperboélica v—2du dv:

_ k)2 —— dudv
N = [ e (2.3

Es importante notar que esta definicién integral no requiere que f sea un
autovector de los operadores de Hecke.

2. Utilizando las propiedades de transformacion del niicleo theta, se demuestra
que el levantado de Niwa, N;(f), es efectivamente una forma modular de peso
entero k — 1.

3. El resultado clave que conecta ambas definiciones es que estan directamente
relacionadas (coinciden salvo constante y reescalamiento). El Teorema 2.17 en
el trabajo de Cipra establece que:

Ni(f)(w) = Ci(A) - Si(f) (tw)

donde Cy(\) es una constante explicita y S;(f) es el levantamiento de Shimura
clasico.
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Por lo tanto, la construccién integral asegura que existe una forma modular
de peso entero correspondiente para cualquier forma f en el espacio de partida,
generalizando asi la correspondencia. O]

El operador de Hecke conmuta con la correspondencia de Shimura

Proposicion 2.3.5 (Conmutatividad del levantado de Shimura con los operadores
de Hecke). Sea f € Si/2(4N,x) una forma cuspidal de peso semientero. Sea t un
entero libre de cuadrados y p un numero primo. Entonces, el levantado de Shimura
S conmuta con la accion de los operadores de Hecke de la siguiente manera:

Si(fIT2) = (S (IDIT,

Donde T2 es el operador de Hecke que actia sobre formas de peso semi-entero, y
T, es el operador de Hecke que actia sobre formas de peso entero.

Demostracion. La igualdad se verifica directamente cuando f es una autovector
simultanea de los operadores de Hecke. Dado que los autovectores de Hecke ge-
neran el espacio Si2(4N,x) y que tanto S; como los operadores de Hecke son
operadores lineales, la identidad se extiende por linealidad a toda forma cuspidal

fe Sk/2(4N7 X)- O

2.3.2. Teorema de densidad de Serre para peso semientero

Combinado el teorema de densidad de Serre con la correspondencia de Shimura,
obtenemos ahora una demostracion de [RSVMZ24, Teorema 4.8|, cuya demostracion
completa solo se encuentra desarrollada para el caso cuspidal, desarrollada en [AOO1,
Lema 3.1]

Proposicion 2.3.6 (Teorema de densidad para formas de peso semientero). Sea
k > 3 un entero impar y sea f(2) € My2(T'o(4N),x) con coeficientes de Fourier
enteros. Para cualquier entero positivo m, el conjunto de numeros primos p que
satisfacen p = —1 (m6éd 4Nm) y para los cuales

flT,2 =0 (méd m)
tiene una densidad positiva.

Demostracion. Escribimos k =2 X+ 1 con A = (k —1)/2.
Por la generalizacion de la correspondencia de Shimura (Teoerma 2.3.4), para
cada entero libre de cuadrados t > 1 el levantado de Shimura

Si(f)z) =D Aun)q"

n>1

es una forma de peso entero k — 1 y nivel 2N (con cierto caracter v independiente
de t). Es decir,

Si(f) € My—1(Fo(2N),v) para todo t libre de cuadrados.
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Vemos ahora este espacio como subespacio de
Mk:—l (FQ (4Nm), l/)

mediante la inclusién natural. Aplicamos el Teorema de Serre 1.7.4 a este espacio.
Obtenemos un conjunto de primos P de densidad positiva, todos satisfaciendo

p=-—1 (méd 4Nm),
tal que para toda forma modular
G e Mk_l(F0(4Nm), V)m

se cumple

G|T,=0 (méd m).
En particular, para cada entero libre de cuadrados t > 1 y todo p € P tenemos
SiH|T, =0 (méd m).

Fijemos ahora un primo p € P y consideremos

9(2) = f|T,(z) = D _b(n)g".

n>1

Por definicion de T}, los coeficientes b(n) son enteros. La conmutatividad del levan-
tado de Shimura con los operadores de Hecke (Proposicion 2.3.5) nos dice que

Si(g9) = Si(f|Tp2) = Se(f)|T, =0 (méd m)

para todo t libre de cuadrados. Es decir, para todo ¢ libre de cuadrados la forma de
peso entero S¢(g) es congruente a cero modulo m.
Por la definicion de la correspondencia de Shimura (Teorema 2.3.2), si escribimos

Si(9)(2) = Bi(n)g",

n>1

los coeficientes de Fourier satisfacen

B = Y@ aeo(e(5)7), (2.4

dln
donde y; es el caracter asociado a t. Como S;(¢g) =0 (mdéd m) para todo ¢, se tiene
Bi(n) =0 (méd m) para todo n > 1y todo ¢t libre de cuadrados.
Fijemos un t libre de cuadrados y probemos por induccién en n > 1 que
b(tn*) =0 (méd m).
Para n = 1, la formula (2.4) da
By(1) = x:(1) 171 b(t) = b(1),
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de modo que B;(1) =0 (méd m) implica b(t) =0 (méd m). Supongamos ahora que
para algin ng > 2 se tiene b(tn*) = 0 (mdéd m) para todo 1 < n < ng. Aplicando
(2.4) con n = ng obtenemos

_ A1 no\?\ _ 2 A—1 N\ 2
Byne) = 3 xi(d) d z<tpg>)_4mmg+§:xgad l(tcg>).
d|n0 d‘”O
d>1
En la suma restringida se tiene ng/d < ng, asi que por hipotesis inductiva todos esos
términos son congruentes a 0 moédulo m. Por lo tanto

Bi(ng) = b(tn3) (méd m).

Como ademas Bi(ng) =0 (méd m), concluimos que b(tng) = 0 (méd m), cerrando
la inducciéon. Por tanto, para todo t libre de cuadrados y todo n > 1 se cumple

b(tn*) =0 (méd m).

Finalmente, sea n > 1 cualquier entero. Escribimos n = tndi, donde t,, es el
factor libre de cuadrados de n y d,, > 1. Entonces

b(n) = b(t,d?) =0 (méd m).

Es decir, todos los coeficientes de Fourier de g = f|T},2 son congruentes a cero médulo
m, y por lo tanto
f|T,2 =0 (méd m).

Como esto vale para todo p € P, y el conjunto P tiene densidad positiva y
estd contenido en la clase de congruencia p = —1 (mdéd 4Nm), el enunciado queda
demostrado. ]

Ahora ya tenemos todos los ingredientes para concluir el resultado principal de
esta seccion.

Teorema 2.3.7 (Congruencias para los coeficientes de Fourier). Sea k > 3 un entero
impar, y sea f(z) = Y a(n)q" € My/(I'g(4N), x) una forma con coeficientes de
Fourier enteros. Para cualquier entero positivo m, existe un conjunto de primos p de
densidad positiva tal que los coeficientes a(n) satisfacen las congruencias a(p®n) = 0
(méd m)

Demostracion. La Proposicion 2.3.6 garantiza que para un conjunto de primos p de
densidad positiva (que satisfacen p = —1 (méd 4Nm)), se cumple que f|T,2 =0
(méd m). Esto implica que todos los coeficientes de Fourier de la forma transformada
f|T}2 son congruentes a cero moédulo m.

El n-ésimo coeficiente de Fourier de f|T,2 esta dado por la formula:

(=1)*n
p

Mﬁm+x@<

) P la(n) + X a(n/?)

donde A = (k — 1)/2. Por lo tanto, para todo n > 1, esta expresion es congruente a
0 (moéd m).
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A partir de esta congruencia general, podemos deducir una relacién més simple
eligiendo valores especificos de n.
Tomando n = np con med(n,p) = 1 y remplazando en la ecuacion obtenemos:

a(p’n) + x(p) (%) p*ta(np) + x(p*)p* ta(n/p) = a(p’n) =0 (méd m)

ya que a(n/p) =0y (m) = 0. ]

p
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Capitulo 3

Coclentes eta

En este capitulo se introduce y estudia la teoria de los cocientes eta, una clase
fundamental de formas modulares que constituyen el objeto central de los resultados
originales presentados en esta tesis.

El recorrido comenzaré con la definiciéon formal de los cocientes eta. Posterior-
mente, se enunciardn y demostraran las condiciones precisas bajo las cuales estas
funciones son formas modulares débiles de peso entero o semientero, especificando
su nivel, peso y caracter (teorema de Newman). Se presentara el teorema de Ligozat,
una herramienta esencial que proporciona un método directo para calcular el orden
de anulacion de un cociente eta en cualquier cispide. Finalmente, se concluird con
los resultados originales para congruencias sobre cocientes eta.

3.1. Funciéon eta de Dedekind

Definiciéon 3.1.1 (Funcion Eta de Dedekind). La funcion eta de Dedekind, denotada
n(z), se define para z € H mediante el producto infinito:

(e.)
n(z)=q¢" [0 -q"
n=1
donde g = €*™* y tomamos la rama principal para la rafz, es decir, ¢'/?* = e™#/12,

Proposicion 3.1.2 (Holomorfia y no anulacion de n). La funcion n(z) es holomorfa
en H y no se anula en ningun punto z € H.

Demostracion. Para z € H, tenemos que |g| < 1. La convergencia de la serie geo-
métrica ) |¢|™ implica que el producto infinito converge absoluta y uniformemente
sobre compactos de H, garantizando la holomorfia. Por otro lado, la funcién no se
anula dado que el factor exponencial ¢'/?* nunca es cero y los factores del producto
(1 — ¢™) son distintos de cero para todo z € H (pues |¢"| < 1). O

3.1.1. Ley de transformacién para eta

En esta seccion, se buscan leyes de transformacion para 1 que seran de utilidad
para probar la modularidad de esta méas adelante.
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Proposicion 3.1.3 (Ley de Transformacion de n(7) bajo T'). La funcidn eta de

Dedekind satisface la siguiente ley de transformacion para el generador T = ((1) D :

n(r+1) =™/ (r)
Demostracion. La demostracion se sigue directamente de la definicion de n(7). Re-

emplazamos 7 por 7 + 1 en la féormula del producto:

,',/(7_ + 1) — eﬁi(T—i—l)/lQ H(]- . 627rin(’r+1))

n=1
El factor exponencial inicial se puede separar como e™7/12 . ¢™/12_ Para el término
dentro del producto, usamos el hecho de que €™ = 1 para cualquier entero n:

2min(T+1) 2minT  2min __ 2mWinT

(& =€ - e =€

Por lo tanto, el producto infinito no cambia:

[e.9] o0

H(l . 627rin(7+1)) _ H(l . €2m'm-)

n=1 n=1

Combinando estos resultados, obtenemos:

77(7 + 1) _ e7ri/12 . (eﬂ'i‘r/IQ H(l . eQm’nT)) _ eﬂ'i/lZn(T)
n=1
Esto completa la demostracion. O

Corolario 3.1.4 (Transformacion bajo T°). La funcion eta se transforma bajo la
traslacion T — 7+ b de la siguiente manera:

1(r +b) = ()

Definiciéon 3.1.5 (Serie de Eisenstein Gy(7)). Para 7 € H, la serie de Eisenstein
Go(7) se define mediante su expansion de Fourier:

Gao(r) = 2¢(2) +2(2mi)* Y oy(n)e™™

donde o1(n) =3, d es la funcién suma de los divisores.
Si bien (G5 no es una forma modular, satisface una ley de transformacion similar.

Lema 3.1.6 (Ley de Transformacion de Go(7)). La serie de Eisenstein Gy(T) sa-
tisface la siguiente ley de transformacion bajo la inversion ST = —1/7:

1
G <——) = 72Gy(1) — 2miT

T
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Referencia. Esta es una propiedad fundamental de la serie Go(7). Una demostracion
detallada se describe en los ejercicios 1 a 5 del Capitulo 3 del libro de Apostol
[Apo90]. O
Proposicion 3.1.7 (Derivada Logaritmica de la Funcion Eta). La derivada loga-
ritmica de la funcion eta de Dedekind estd relacionada con la serie de Fisenstein
G(T) por la siguiente identidad:

diT logn(T) = Sain)

—4m7

Demostracion. La demostracion parte de la definicion en producto de n(7) y su
logaritmo. Tomando el logaritmo de la definicion de n(7), obtenemos:

IOgT] Zlog 27rz'n7'>

Usando la expansion en serie de potencias para log(1 — x), la expresion se convierte

e1:
00

T > e
logn(r) = SR =

n=1 m=1

2minmT

Ahora, derivamos con respecto a 7:

dil ogn(T Z Z 2minm eI = — — 27 Z Z ne*minmT

n=1 m=1 n=1 m=1

Haciendo el cambio de indice k = nm y reordenando la suma (lo cual es véalido por
la convergencia absoluta), podemos agrupar los términos por el valor de k:

d i . - 2mikT i . - 2mikT
%logn(T):E—ZTH,Z Z dle :E—ngal(k)e

k=1 \d|k,d>1

Recordemos la definicion de Ga(7):
Go(7) = 2((2) — 8% oy (k)™
k=1
Sabiendo que ((2) = 72/6, tenemos:
m e 2mikr
Go(r) = 5 = 8r ;al(k’)e

Multiplicando la expresion para la derivada logaritmica por —4mi:

. d . TikT
—47rz% logn(r) = —4mi (— — 27?2201 e?mik )
_ 87T2 Z O,1<k)€27rik7'
k=1

== GQ(T)

De aqui se deduce la relacién enunciada. O
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Teorema 3.1.8 (Ley de Transformacion de n(7) bajo S). La funcidn eta de Dede-

kind satisface la siguiente ley de transformacion para el generador S = <O _1)

1 0
0(-3) = Cin e

T

del grupo modular:

donde se elige la rama de la raiz cuadrada con argumento en (—7/2,7/2].

Demostracion. La demostracion se basa en la relacion entre la derivada logaritmica
de n(7) y la serie de Eisenstein G(7), establecida en la Proposicion 3.1.7:

d . GQ(T)
ar 18 = 4

Para encontrar la ley de transformacion de n(7), analizamos la derivada de
logn(—1/7) usando la regla de la cadena. Al aplicar la relacion anterior y la ley de
transformacion de Go(7) del Lema 3.1.6, obtenemos:

Hoel)- 8

_(Ga-vm) L
_ ETQGQZL(Z——Z) )27;7) 1

—4mi T2
GQ (7’) 1 d 1
= i T @ BN Y g
Por otro lado, calculamos la derivada de la funcién que esperamos obtener:
d 1 , n(r) 11 L n(r) 1
— (1 —log(— = ——(—1) = —
dr (ogn(T) + 2 og( ZT)) n(T) * 2 —iT( ) n(T) + 27

Hemos demostrado que las funciones log n(—1/7) y log(n(7)(—it)'/?) tienen la mis-
ma derivada. Por lo tanto, deben diferir en una constante de integracion C'

1 1
logn (—;) = logn(T) + 5 log(—it) + C

Tomando la exponencial de ambos lados, encontramos que 1(—1/7) = e (—it)"/?n(7).
Para determinar la constante e“, evaluamos la expresion en el punto fijo 7 = i. Esto
nos da n(i) = e“(—i-i)"?n(i) = e“n(i). Como n(i) # 0, se concluye que e = 1, lo
que completa la demostracion. O

3.1.2. Sumas de Dedekind

Habiendo establecido las leyes de transformacion de la funcién eta para los gene-
radores Ty S del grupo modular, el objetivo de esta seccion es deducir la férmula
general para una matriz arbitraria. La demostracion procedera por induccion, uti-
lizando las dos propiedades ya probadas. Para poder enunciar el teorema general,
es necesario introducir primero las sumas de Dedekind, un objeto aritmético que
constituye un componente esencial en la ley de transformacion.
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Definicion 3.1.9 (Suma de Dedekind). Para enteros h,k con k > 1, se define la
funcion ((x)) como:

0 siz€eZ

((x)):{a:—[x]—l/Q sizédZ

La suma de Dedekind, denotada s(h, k), se define entonces como:
r hr
wn= 3 (D) ((F))
0<r<k
Si (h, k) = 1, la suma se puede restringir a los valores de r desde 1 hasta k — 1.

Lema 3.1.10 (Identidad para la suma de Dedekind). Para enteros coprimos h,k
con k > 1, se cumple la siguiente identidad:

k—1 k—1 k—1
hr hr h*+1 5 1
Qh.s(h,k‘)—{—;{?} ([?]—l—l): 12 ;r —E;r
Demostracion. La prueba se obtiene al evaluar la suma "1 ((hr/k))? de dos ma-

neras. Primero, como (h, k) = 1, la secuencia hr (mdéd k) es una permutacion de r
(méd k), por lo que:

S((5)-E -t

r=1 r=1

Segundo, expandimos el término ((hr/k))? = (hr/k — [hr/k] — 1/2)%. Una reorga-
nizacion algebraica de la suma de esta expresion expandida, disenada para aislar
el término s(h, k), conduce a la identidad enunciada. La manipulacion es extensa
pero directa, y los detalles se pueden seguir en la derivacion de la Ecuacion (33) en

[Apo90). O

Lema 3.1.11 (Propiedades de las sumas de Dedekind). Las sumas de Dedekind
s(h, k) satisfacen las siguientes propiedades:

1. Periodicidad: Si hy = hy (méd k), entonces s(hy, k) = s(ha, k).
2. Ley de reciprocidad: Si h, k son enteros positivos coprimos, entonces:

P+E+1 1

h,k kh)=—rr— —~

8( ) )+ S( ) ) 12hk 4
Demostracion. Ambas propiedades se demuestran a partir de la definicion de s(h, k).
1. Demostracion de la periodicidad: La funcion ((x)) es periddica con periodo
1. Si hy = hy (méd k), entonces T — % es un entero para cualquier r. Por la

k
periodicidad de la funciéon ((+)), tenemos:

()= (%))

61



Sustituyendo esto en la definicion de la suma de Dedekind, se sigue inmediatamente
que s(hy, k) = s(ha, k).

2. Referencia para la ley de reciprocidad: Para una exposiciéon completa y de-
tallada, nos remitimos a la demostracion del teorema 3.7 en el libro de Apostol
[Apo90).

m

Teorema 3.1.12 (Ley de Transformacion General de la Funcion Eta). Sea A =

(Z Z) € I' una matriz del grupo modular con ¢ > 0. La funcion eta de Dedekind

se transforma segun la formula:
(A7) = e(A){—i(er + d)}'2n(7)

donde €(A) es la raiz de la unidad dada por:

=i (550w,

Demostracion. La prueba se realiza por induccién sobre la estructura del grupo
modular. Dado que toda matriz en I' se puede escribir como un producto de los
generadores T'y S, basta con demostrar que si la féormula es valida para una matriz
A, también lo es para AT™ (para cualquier entero m) y para AS.

Casos Base: La formula es valida para los generadores.

= Para T = <(1) i), la formula no aplica directamente ya que ¢ = 0. Sin em-
bargo, ya hemos probado en la Proposicién 3.1.3 que n(7 + 1) = e™/12p(7).
0 —1
= Para § = 1 0 ) tenemos a = 0,b = —1,¢ = 1,d = 0. El factor de la

raiz de la unidad es €(S) = exp{mi(0 — s(0,1))}. Como s(0,1) =0, €(S5) = 1.
La formula predice n(—1/7) = {—it}}/?n(7), lo cual coincide con el Teorema
3.1.8.

Paso Inductivo: Asumimos que la féormula del teorema es valida para una matriz

a b
A_<c d) con ¢ > 0.

1. Estabilidad bajo T™: Consideremos A’ = AT™ = (a am -+ b).

c cm+d
n(A'T) = n(A(r +m)) = e(A){~i(c(r +m) + ) }/*n(7 + m)
= e(A){—i(cT + (em + d))}/2e™™/ M2y (7)

Por otro lado, el factor de la raiz de la unidad para A’ es:

€(A') = exp {m' <W ~ s(em +d, c)> }
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Usando la periodicidad de las sumas de Dedekind (Lema 3.1.11), s(em + d,c) =
s(d,c). Ast:

a+d m .
N = ) mim/12
e(A) = exp {m ( %6 + 19 s(d, c))} =e(A)e

Sustituyendo €(A) = e(A")e~™™/'2 en la expresion para 1(A’T), los factores expo-
nenciales se cancelan y obtenemos la formula correcta para A’.

2. Estabilidad bajo S: Consideremos la matriz A" = AS = (Z :Z) Debemos
demostrar que la formula también es vélida para A’. Para ello, calculamos n(A't) =

n(A(—1/7)). Usando la hipotesis inductiva para A con la variable —1/7:

N(A(=1/7)) = e(A){~i(c(=1/7) + d)}*n(~1/7)

Ahora usamos la ley de transformacion para n(—1/7) = (—it)"?n(7):

n(A'T) = €(A) {—z‘” — }/ (—im) (7

T

El producto de las raices cuadradas requiere un anélisis cuidadoso de los argumentos
de los numeros complejos. Dependiendo del signo de d, se aplica una de las siguientes
identidades:

= Sid >0, {2 (—im) !V = e Y —i(dr — o)},
= Sid <0, (=it 2 (—in) 2 = i )},

Dividimos la prueba en dos casos.
Caso (a): d > 0. La matriz A’ tiene su entrada (2,1) positiva. Sustituimos la
primera identidad de raiz cuadrada:

n(A'T) = e(A)e™ ™ ~i(dr — )} *n(r)

La formula del teorema para A" = (Z :CCL) predice:

0AT) = ) =ildr = () con o) = exp {mi (P~ () |

Comparando ambas expresiones, la prueba se reduce a demostrar que e(A)e ™4 =
e(A"). Esto es equivalente a demostrar la identidad:

a+d 1 b—c
—s(d,c) — - = —s(—c,d
LA o B
Usando s(—c¢,d) = —s(c,d) y reordenando, esto es equivalente a la ley de reciproci-

dad para las sumas de Dedekind (Lema 3.1.11). Por lo tanto, la igualdad se cumple
y la formula es valida para A’ en este caso.
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Caso (b): d < 0. La matriz A’ tiene su entrada (2, 1) negativa. Para aplicar la

) —b .
formula del teorema, debemos usar la matriz —A" = ( d Z>, que tiene la entrada

(2,1) positiva. Sustituimos la segunda identidad de raiz cuadrada:
N(A'T) = e(A)e™—i(—dr + ) }*n()
La formula del teorema para —A’ predice:

n((=A)1) = n(A'T) = e(=A){~i(=dr + 0)}/*n(7)

e(—A') = exp {m' (% — s(c, —d)> }

Comparando, debemos demostrar que €(A)e™/* = ¢(—A’). Esto es equivalente a:

con

Usando la ley de reciprocidad y las propiedades de s(h, k), esta identidad también
se verifica.

Como la formula es valida para el generador Sy se preserva bajo la multiplicacion
a la derecha por T™ y S, se concluye por induccién que es valida para cualquier
matriz A € I con ¢ > 0. O

3.2. Cocientes eta y el Teorema de Newman

El objetivo ahora es probar que bajo ciertas hipotesis, un cociente eta arbitrario,
es en efecto una forma modular con un peso, nivel y caracter apropiado.

Definiciéon 3.2.1 (Cociente eta). Sea X C Z-¢ X Z un conjunto finito tal que
Z ors =0  (méd 24).
(6,r5)€X

Definimos el cociente eta f asociado a X de la forma:
f) =n*@=) =[] nle2)".
(5,1”5)€X

Lema 3.2.2. El grupo modular T'y(N) estd generado por el conjunto de matrices

G— {(1\?0 Z) € To(N) ‘ med(a, 6) = 1}.

]\C;C Z) un elemento arbitrario de I'g(N). Consideremos

Demostracion. Sea M = (
1 1

0 1). Observamos que S € G, ya que S € T'x(N)

la matriz de traslacion S = (
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(pues ¢ = 0 es multiplo de N) y su entrada superior izquierda es 1, la cual cumple
med(1,6) = 1.
Multiplicamos M por la izquierda por una potencia entera S%:

b ocany (1 a b\ (a+xzNc b+xd
M_SM_<O 1)(]\70 d)_( Nc d >

Notemos que M’ sigue perteneciendo a I'g(N). Sea o' = a + xN¢ la nueva entrada
superior izquierda. Dado que det(M) = 1, tenemos que ad — b(N¢) = 1, lo que
implica que ged(a, N¢) = 1.

Aplicando el Teorema de Dirichlet sobre progresiones aritméticas, dado que
ged(a, Ne) = 1, existen infinitos enteros x tales que ¢’ = a + xNc¢ es un ntmero
primo. Podemos elegir un = tal que @’ = p sea un primo mayor que 3. Al ser p > 3,
se cumple que ged(p, 6) = 1.

Por lo tanto, la matriz M’ pertenece a G. Como podemos escribir M = S™*M', y
sabemos que S (y por tanto S~1) pertenece al grupo generado por G, concluimos que
M es producto de elementos de G. Dado que M es arbitraria, G genera ['o(N). [

Recordemos la definicion de €(A) = exp {—mia(A)}) con a(A) = s(d,c) — ¢4,

12¢

Lema 3.2.3. Sia > 0,c>0 ya es coprimo con 6, entonces

a(ay=Ue=b=3 1 (1 - (f)> (méd 2)

12 2 a

donde a =b (mdd 2) sit a —b =2k con k € Z (no necesariamente a y b enteros).

Demostracion. Este lema lo probo Newman en su paper [Newb9|. Para hacerlo pri-
mero prueba un resultado similar pero pidiendo que ¢ sea coprimo con 6, resultado
que se puede deducir de la ecuacion 7 en [New57]|, y luego utiliza esto junto al Lema
1 del primero para concluir. O

Observacion 3.2.4. Notemos que a = b (méd 2) sii exp(—mia) = exp(—mib). Va-
mos a usar esto para estudiar el comportamiento de ¢(A) en el siguiente teorema.

Definicion 3.2.5 (Caracter de Dirichlet x,,). Dado un entero no nulo m, denotamos
por x,, al caracter de Dirichlet primitivo definido como:

Xm(a) = (T)

a

para todo entero a tal que med(a,4m) = 1.

Teorema 3.2.6 (Newman). Toda f como en 3.2.1 es una forma modular débil de
peso k = %25 rs, niwel N, el minimo nimero natural que verifica:

s N es maltiplo de cada 6,

» si k €7, entonces N es maltiplo de 4,

N
. Z 578 = 0 (mod 24);
5
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y caracter X,,, donde m =[[;0™ sik € Z om =2][;0" sik &7

Demostracion. Dado que basta con probar la ley de modularidad sobre un conjunto
de generadores, por el Lema 3.2.2, y como A y —A actian de la misma manera,
es suficiente con probar que f cumple la ley de modularidad para las matrices
A= CCZ Z con (a,6) = 1, ¢ > 0. Usando la ley de transformacion del Teorema
3.1.12 obtenemos:

X

f(AT) = (H E(Aé)”) (=) (er +d)* f(7)
con As = (075 (Z)) Como ¢ > 0, tenemos que ((—4)(ct + d))* = (=i)*(cT + d)*.

Luego, para que se cumpla la modularidad, se debe verificar

(H e(Am) (i) = wmld)eg™ (5)” (3.1)

con €(As) = exp(—mia(As)). Sea A =3 5y rsa(As), tenemos entonces
[ €(As)? = exp(—mi)). Estudiemos entonces las congruencias de A moédulo 2.

Tenemos entonces
A= Z rsx (A(;)
SIN
por el Lema 3.2.3, remplazando el valor de a(Ajs) obtenemos

N (a<c/5 —125b—3)> s, {1 B (ﬁ)} mid 2

SIN

luego la expresion se simplifica a

A= Yy 0c/0) abd 3ay lzm {1 - <C/_5)} (méd 2).

a

Como Z drs =0 (méd 24) y Z gr(; = 0 (mdd 24) (la segunda ya que ¢ = 0
(5,7‘5)€X §
(méd N) tenemos



y dado que (—i)* = exp(—m’%), el lado izquierdo de (3.1) nos queda

exp(—mil) exp(—m’%) = exp(—mi(\ + g))

estudiemos entonces, la congruencia de A + §

()

Notemos que si x = £1, entonces exp (—m’%(l — x)) = x luego
1 5\ /¢ v 0\ /ey
[T (v 1= (3) (]) -IL((E) ) -
S|IN SN

Sea s = [[;0", la expresion se simplifica a
() =00

Notemos ademés que como A € T'o(N), tenemos que ad — bc = 1 y por ende ad = 1
(méd N). Escribiendo a ¢ como el producto de una potencia de 2 por un impar y
usando la multiplicatividad del simbolo de Jacobi combinada con la ley de recipro-
cidad cuadratica, es facil ver que
c\ [C
- (=)=1
(2) (@)

Ademas, si escribimos a s = a*n con n libre de cuadrados, es facil ver que ¢ = 0
(méd n) ya que N|cy n|N. Tenemos entonces

()@=
O -@@"

a—1

5

2

de lo que se deduce

Por otro lado,

exp(—mi®) = exp(wik = (=1)F7,
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la ecuacion (3.1) se reduce a probar

(3) (@)

(5) DM = @)™

conm=ssike€Zom=2ssik¢Z. Separemos en casos.

N—
o
i
L
>
3
—
SH
N—
&
[\~
o
/N
o
N——
[~}
o

» k € Z: Como m = s, tenemos que Y,(d) = (fl) y la expresion se reduce a

probar
d—1

(_1>k% — 65%

que, como k es entero, se reduce a probar que

y como 5 = () = (=1)“2" tenemos la igualdad deseada.

» k& 7Z: Tenemos m = 2s, luego la igualdad se reduce a

(3) o =

separando en los distintos valores de d (méd 8) vemos que la identidad se
verifica.

]

Aunque no es necesario el Teorema de Newman para probar el siguiente resultado,
se sigue como corolario inmediato de este.

Corolario 3.2.7. La funcion A(z) = n(2)** es una forma modular débil de peso 12
para SLy(Z) con caracter trivial.

4

Demostracion. Notemos que 1(z)* cumple las hipotesis del teorema, ya que

d o =24=0 (méd 24).
(5,7‘5)€X

El minimo N que verifica las condiciones del teorema es claramente 1, el peso es

k= 2—24 = 12 y el caracter es trivial.

]

3.3. Teorema de Ligozat

Recordemos algunos conceptos para I'g(N).

Recordatorio 3.3.1 (Cuspides y nivel de cispide). Las cuspides de I'g(N) son las
[o(N)-6rbitas de QU {oo}. Cada ctspide s puede ser representada por una fraccion
a/c con med(a,c) =1y ¢|N.
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Recordemos que, segun la Proposicion 1.2.12, el ancho de una cuspide s = a/c

(en su forma irreducible) para I'y(N) esta determinado por la formula by = m.

Lema 3.3.2. Sea s = b/d una cispide de I'y(N) con d | N y med(b,d) =1, y sea
p € SLa(Z), p(s) = 0.
Escribamos
(b d—be=1
r=\_y . con a c=1.
Sea 0y un divisor positivo de N y pongamos

U = mcd(d, (50), 60 = U(Sl, d= Udl.

Entonces existe una matriz vy € SLa(Z) y un entero q tales que

o d 0 -1 _ u q
M“(o 1)p _7(0 51)'

Mads explicitamente, podemos tomar

—bo1  au + bq
v = c—i—d1q € SLQ(Z)
—d, -
1

Demostracion. Partimos de

. 50 0 —b a . —b(SO CL50
=59 Co o) = ()

Por hipotesis, det(p™!) = 1, luego det M = d.
Definimos
U = mcd(d, 50), 50 = Uél, d= udl,

de modo que necesariamente med(dy, ;) = 1. Escribiendo esto en la primera colum-

na de M obtenemos
M= (—bélu a(51u> '
—dju c

Buscamos una factorizaciéon

A B
M =~S, ’YZ(C D>€SL2(Z)7 S=<g (%),

para algin q € Z.
La igualdad M = S equivale a

—bou adbu\ (A B u q\ _[(Au Aq+ Bo;
—dlu C o C D 0 (51 N Cu C'q+D(51 '
Comparando entradas de la primera columna, obtenemos
Au = —boyu, Cu = —dyu,

69



luego
A:—bél, C:—dl

Nos queda por determinar B, D, ¢ a partir de las ecuaciones

Aq + B, = adu, (3.2)
Cq+ D6 =c (3.3)

w N

de (3.2) se obtiene
—bo1q + By = adju = B =au+bq
y de (3.3) se deduce
—dig+ Déy =¢c = Db =c+dyg.
Como mcd(dy, 1) = 1, la congruencia
c+dig=0 (méd dy)
tiene solucion en ¢ € Z. Fijamos una de estas soluciones; entonces

c+diq

D:
01

€ Z.

So6lo queda comprobar que det(y) = 1. Usando las expresiones previas:

szq—mu+mxﬂm
1

= —b(c+ diq) + di(au + bq)
= —bc — bd1q + adu + bdyq
= adju — be

= ad — bc

=1,

AD — BC = (—bs,) -

donde usamos que d = dyu y que ad — bc = 1 viene de det(p™!) = 1.
Por lo tanto, v € SLy(Z) y se tiene M = ~S con S triangular superior de la
forma indicada. O

El siguiente Lema es util para estudiar el comportamiento de n(dz) en las ctspi-
des.

Recordatorio 3.3.3. La funcion A esté definida por la siguiente formula

En el Corolario 3.2.7 se prob6 que es una forma modular débil de peso 12 para
SLy(Z) con caracter trivial.
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Lema 3.3.4 (Lema de transformacion de Ligozat). Sea s = b/d una cispide de
Lo(N) de nivel cond | N ymed(b,d) = 1. Sea §g un divisor positivo de N y sea p €
SLy(Z) tal que p(s) = oco. Entonces existen constantes complejas B, (dependiendo
sélo de p,d, dy) tales que

Alop~'(2)) = (%ﬁd’%)  + 5) - A(%O"W 4 7) |

Demostracion. Sea p tal que

-1 _ -b a . .
p —(_d K ad — bc = 1.

o 50 0 -1 _ —b(SO G50
= (o) = (),

A(Sop~(2)) = A(M2).

Ponemos u = med(d, dy) y escribimos &y = udy, d = ud;. Por el Lema 3.3.2,
existen v € SLy(Z) y q € Z tales que

—bd1  au + bq

B u q (A B\ _
M_IY(O 51)7 7_(0 D)— _dl C‘;dlq
1

Sea

de modo que

_ (v q _q,_ Urtg
S._(O 51), w:= Sz = 5

Entonces Mz = ~(Sz) = yw, y por el Corolario 3.2.7, tenemos que A cumple la
propiedad de modularidad para toda matriz de SLy(Z) y con peso 12. Luego, para

toda N
B

A(yw) = (Cw + D) A(w).

Aplicando esto a w = Sz obtenemos

A(Mz) = A(y(S2)) = (C(S2) + D)2 A(S2).

se tiene

Calculamos por separado el factor lineal y el argumento de A.

d
1. El factor C(Sz)+ D: Con C' = —dy y D = CtS lq,
1

uz+q c+digq —dwuz—digq+c+dyg —dyuz+c
61 51 61 61

Como (—X)¥ = X2 podemos escribir

C(Sz)+D =—d

(C(Sz) + D) = <w>m-

01
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2. El argumento Sz: Por definicion,

uz +q

Sz = 5

Reintroducimos ahora u = med(d, &), di = d/u, 6; = do/u. Para el factor lineal
tenemos

dwuz—c (d/ujuz—c dz—c u(dz—c)

(51 n (50/U B 50/U n (50
med(d, dg) d med(d, dp) ¢
= z— .
do do

Para el argumento de A,

uz+q  u(uz+q)  wPz4+ug  med(d,d)? L. med(d, &)

Sz = 01 ud; o 5o 5o 5
Resumiendo,
12 5
A(Mz2) = med(d, dp) d . mcd(d, dy) ¢ A mcd(d, do) ' med(d, dg) .
50 50 50 50

Recordando que A(Mz) = A(dpp~'(2)), obtenemos la forma anunciada:

Al (2)) = (TR0 -y ) p (R )

donde podemos tomar

¢ mced(d, &) g med(d, &)

Finalmente, observamos que la eleccion de ¢ en el Lema 3.3.2 no es tnica: si
¢ = q +md, con m € Z, entonces

, ¢ med(d, )
Y= 5—
0

=y +m,

y como A(z +m) = A(z) para todo m € Z, el lado derecho de la identidad no
depende de la eleccion concreta de ¢. Por lo tanto, las constantes 3, quedan bien
definidas en funcién de p, d, dy, y el lema queda demostrado. n

Teorema 3.3.5 (Orden de 7(dpz) en cispides). Sea s = b/d una cispide para I'y(N)
con med(b,d) =1 y d|N. Sea &y un divisor positivo de N. El orden no normalizado

vs(n(doz)) es:
h(d) med(d, &)?

2446

vs(n(doz)) =
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Demostracion. Queremos v4(f) donde f(w) = n(dow). Sea p € SLy(Z) con p(s) =
00. Necesitamos el exponente més bajo ng en la expansion de f(p~1(z)) = n(dop~1(2))
en potencias de g, = e2™*/". Usamos que n(w)* = A(w), asi

f(p~1(2)) = [A(6p~1(2))]/**. Aplicando el Lema 3.3.4:

Foi () = [(d med(d,d) 5) R (mcd(d, f)? 7)

1/24

50 50

= (et ) g g

donde W = %’é’éo)gz + . Cuando z — ico, W — ioco. La expansion de A(W)
es AW) = qw [1(1 — ¢§)** = qw + O(¢%,), donde g = e*™. Luego, tenemos la

siguientes igualdades:

A = (qw + )2 = g (1)

. El factor q%m es el que determina el orden:

. , )
1/24 _ ¢ 2miWy1/24 _ 2mi _ 2mi [med(d, o)
dw (e exp ( 94 W oxp ( 5y 5. 47

h med(d,80)2

2miz  h med(d, &)
miz hmc ( ) 0) ) — (Constante) : (Qh) 2o

h 2446

_ e27rz'y/24 exp <

1/2
El factor (%ﬁd’éo)z + 5) no contribuye al exponente mas bajo de ¢, ya que es
del orden de /z. Por la Definicion 1.2.24, el exponente mas bajo ng = vs(f) es:

h(d) mcd(d, dy)?

vs(n(do2)) = 245,

O

Teorema 3.3.6 (Formula explicita del orden de 1(dpz)). Sea s = a/c una ciuspide
para T'o(N) con med(a,c) =1, ¢|N. El orden no normalizado vs(n(dyz)) es:

N med(c, d)?
Vase(11(002)) = 2409 med(c?, N)

Demostracion. Sustituimos la formula del ancho h(c) = N/ med(c?, N) en el resul-
tado del Teorema 3.3.5.

(N/med(d?, N))med(d, dp)*> N med(d, dp)?

vs(n(do2)) = 245, 244, mcd(dQ,N).

La verificaciéon para ¢ = 0, med(c,dy) = d y med(c®.N) = N. La formula se reduce

a
9o

24
Lo cual coincide con lo deseado. O
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Lema 3.3.7 (Propiedades del orden de anulacion). Sea I' un subgrupo de congruen-
cia y s € QU {oo} una cuspide. La funcion orden de anulacion vs : Mg(I') — Q
satisface las siguientes propiedades para cualesquiera formas f,qg y entero r:

1. Aditividad: vs(f - g) = vs(f) + vs(g).
2. Homogeneidad: vs(g") = rvs(g).

Demostracion. Sea la expansion de Fourier de f en la cuspide s la siguiente (respecto
a la variable local ¢s):

f - Z anqs = qs )(avs(f) + Qo (f)+19s + ... )7

n>vs(f)
donde a,, sy # 0. Analogamente, para g tenemos:
Z bmgy" = qs (bvs(g) + Do, (g)+1¢s + - .- ),
m>vs(g)

con by, (g 7# 0. Al multiplicar las series, el término de menor grado es el producto de
los términos lideres:

f g= qu(f)+vs( 9) (avs(f)bvs(g) =+ .. ) .

Dado que ay,(s)by, g # 0, el orden de anulacién del producto es la suma de los
6rdenes, probando la aditividad. La homogeneidad se sigue aplicando esto inducti-
vamente (o elevando directamente la serie de g a la potencia 7). [

Teorema 3.3.8 (Ligozat, 1975). Sea f(z) = [[5yn(62)" un cociente eta. Sea s =
a/c una ciuspide de T'o(N) con med(a,c) = 1 (¢ = 0 si s = o0). El orden (no
normalizado) de f en la cispide s estd dado por:

N med(c, 6)?
vs(f) = 24mced(c?, N) ;\;m 0

Demostracion. Por el Lema 3.3.7, podemos expresar el orden del producto como la
suma de los 6rdenes de sus factores:

[Tn02) ) = rs - van(a2)).
3IN S|N
Ahora, sustituimos el valor de v4(n(dz)) dado por la formula del Teorema 3.3.6:

N mcd(c, 6)?
vs(n(92)) = 246 med(c?, N)

Al insertar esta expresion en la sumatoria, obtenemos:

) = s (i)

5IN
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N

STmed(@y» due no depende del indice de la

Finalmente, factorizando el término
suma ¢, llegamos al resultado:

B N mcd(c, 0)?
Vs(f)_24mcd(02,N)éz|N:T6 5

]

3.4. Funciones generadoras de particiones y cocien-
tes eta

Una conexién importante y clasica en la teoria de ntimeros es la que existe entre
las funciones generadoras de ciertas funciones aritméticas (como las funciones de
particion) y los productos infinitos que definen a la funcién 7 y sus cocientes. En
esta seccion se explorara la funcion de particion p(n), la funciéon de sobreparticiones
p(n) y otros ejemplos con interés combinatorio.

3.4.1. Funcién de particiones

Definicién 3.4.1 (Funcion de particion p(n)). La funcidn de particion p(n), para
un entero n > 1, cuenta el nimero de formas de escribir n como suma de enteros
positivos, sin importar el orden de los sumandos. Por convencion, se define p(0) = 1.
Por ejemplo, p(4) = 5 ya que las particiones de 4 son: 4, 3+ 1,2+ 2, 2+ 1+ 1,
I1+1+1+1.

Euler descubri6 la notable funcién generadora para p(n).

Teorema 3.4.2 (Funcion generadora de p(n) (Euler)). La serie generadora para la
funcion de particion p(n) viene dada por el siguiente producto infinito convergente
para |q| < 1:

= . oTr 1 1
nzzop(n)q _kHll—q’“_(1—Q)(1—q2)(1—q3)---'

Idea de la Prueba. Expandimos cada factor del producto como una serie geométrica:

1_1qk =1+ ¢"+¢** + ¢* + --- El producto infinito es entonces:

A4+ +¢d 4+ A +F+F2+ ) A +E +-) -

Al multiplicar estos términos, un término genérico ¢" en la expansion final se forma
eligiendo ¢™* del k-ésimo factor, de tal manera que Y ey my - k = n. Cada una
de estas elecciones corresponde precisamente a una particiéon de n donde la parte k
aparece my, veces. Por lo tanto, el coeficiente de ¢™ en el producto es exactamente

p(n). O

Esta funcién generadora estda directamente relacionada con la funcion eta de
Dedekind.
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Proposicion 3.4.3 (Relacion de 1/1(24z) con p(n)). La funcion 1/n(24z) tiene la
siguiente expansion en serie de potencias de ¢ = e*™*, relacionada con la funcion
de particion p(n) (Def. 3.4.1):

oY p(nzzl) v

n>—1

con p(k) =0 si k € Z. Equivalentemente, esta identidad se puede escribir como:

:Zp(k)qu_l:q_1+q23+2q47+3q71+5q95+“‘

Demostracion. La prueba se basa en la identidad fundamental para la funcién gene-
radora de p(n) y la definicién de n(z). Sabemos por el Teorema 3.4.2 y la definiciéon

de n(z) que:
g1/

;p(k =11 e

7=1

Despejando 1/n(z):

- > plk)gE =" p(k)gt—* (3.4)
n(z) P P

Ahora, aplicamos una sustitucién de variable, reemplazando z por 24z. Esto
significa que la variable ¢ = €™ se reemplaza por ¢ = e?™(242) = (g2m=)24 — 24
Sustituimos en ambos lados de (3.4).

El lado izquierdo 1/7(z) se convierte en 1/1(24z). Ellado derecho >_r2 , p(k)g*~1/%*
se convierte en

2miz

00 00
Zp<k) 24 k—1/24 __ Zp 24 k—1/24) __ Zp(k>q24k71.
k=0 k=0

Obtenemos asi la identidad:

=> p(k)g*! (3.5)

Como se queria ver. n

3.4.2. Funcion de sobreparticiones

Definiciéon 3.4.4 (Funcion de sobreparticion p(n)). Una sobreparticion de un entero
n > 1 es una particiéon de n donde la primera aparicion de cada parte distinta puede
ser opcionalmente marcada (usualmente con una barra superior). La funciéon p(n)
cuenta el nimero de sobreparticiones de n. Por convencion, p(0) = 1. Por ejemplo,
p(3) = 8. Las sobreparticiones de 3 son: 3,3, 2+ 1,2+ 1,2+ 1,2+1, 1 +1+1,
14+1+1.
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La funcion generadora para p(n) también admite una hermosa forma de produc-
to.

Teorema 3.4.5 (Funcion generadora de p(n)). La serie generadora para la funcion
de sobreparticion p(n) viene dada por:

o0

— o Trltd A+ +) -
2o =1 = ga—o

Demostracion. Una sobreparticion de un entero n puede ser vista como la unién de
dos particiones independientes: una formada por las partes no sobrerayadas y otra
por las partes sobrerayadas.

La definicion de una sobreparticiéon permite que las partes no sobrerayadas se
repitan, constituyendo una particion ordinaria. La funciéon generatriz de esta com-
ponente, A(q) = > 72, a;¢’, es:

1
Alg) =]]1= qk
k=1
donde a; es el nimero de particiones ordinarias de j.
Por otro lado, la condicién de sobrerayado implica que las partes sobreraya-
das deben ser todas distintas. La funcion generatriz de esta componente, B(q) =

S o ", es:

oo
B(g) = [J(1+¢"
k=1
donde b es el nimero de particiones de k en partes distintas.

El nimero total de sobreparticiones de n, p(n), se obtiene combinando una par-
ticion ordinaria de tamano j (de a; maneras) y una particion en partes distintas de
tamanio k (de by maneras), de forma independiente, tal que sus tamanos sumen n
(es decir, 7 + k = n). El ndmero total de formas es, por tanto, la convolucién de los

coeficientes:
p(n) = Z a;by,
Jj+k=n
Esta operacion de convolucion es precisamente la que define el coeficiente de ¢" en
el producto de las series de potencias A(q) - B(q). Por lo tanto, la funcién generatriz
para p(n) es el producto de las funciones generatrices de sus componentes:

b = Alg)- Bla) = (H 1 qu> ~ <H<1 +qk>> 115

k=1 k=1 k=1

Notablemente, esta funcién generadora resulta ser un cociente eta simple.

Proposiciéon 3.4.6 (Relacion de Y p(n)q" con n(z)). La funcidn generadora de

p(n) es igual al cociente eta jﬁ;’ :

> p(n)g" =
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Demostracién. Manipulamos el producto infinito usando (1 +¢) = (1 —¢*)/(1 —q):

1+¢"  (1-¢")/(1-q¢") 1-g*
1_qk_ 1—¢gk _(1_qk>2

Aplicando esto a cada factor del producto:

(e 9]

Tlhd T 1-¢* TR (¢
kHl I—q* H L=d")? (21— g5

Ahora usamos la definicion n(z) = ¢"/* [[i—,(1 — ¢*). El numerador es [[5

)- (1=
(¢*)F). Lo relacionamos con 7(22): 7(22) = (¢)"*T](1 - (¢ ) ) = ¢ TI(1 — ¢%).
Asi, TI(1 — ¢%) = ¢~/*2»(22). El denominador es (J](1 — ¢*))? = (¢7/*n(2))? =
g '/*?n(z)?. Sustituyendo en la fraccion:

ﬁ 1+¢" ¢ V"n(22)  n(22)
thl—gb (22 n(2)?

El resultado se sigue utilizando el teorema 3.4.5. [

3.4.3. Otros ejemplos

Observacion 3.4.7. La funcion f(z) = 1/n(242)% es la funciéon generatriz para
las k-particiones coloreadas, pg(n), como se describe en [Tre06a, Ejemplo 1]|. Sus
coeficientes estdn dados por

f(z) = > Dk <n2zk:> q".
(méd 24)

n>—kn=—*k

Esta funciéon es un cociente eta. Por el teorema 3.2.6, f(2) se transforma como
una forma modular de peso —k/2, nivel N = 576, y caracter y = x%,.
El orden en las cuspides se deduce de la observacion anterior.

Observacion 3.4.8. La funcién generatriz para las particiones en partes distintas,
D(n), esta relacionada con el cociente eta f(z) = n(48z)/n(24z), como se describe
en [Tre06a, Ejemplo 3|. Especificamente,

o= X o)

n>1,n=1 (méd 24)

Por el teorema 3.2.6, este cociente eta se transforma como una forma modular
de peso 0 y nivel N = 1152 con caracter trivial.

Aplicando el Teorema de Ligozat (3.3.8), podemos calcular el orden de f(z) en
las cuspides. En vez de verificar las ctuspides una a una, como el nivel es muy alto,
es conveniente usar Sage para computar las ctuspides. En la siguiente tabla se puede
ver el resultado:
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Cuspide Orden | Caspide Orden | Caspide Orden | Ciaspide Orden
0 -1 0 1 = 1 = 1
5% 1 2 —1 7 1 o -1
i 1 T 1 o —1 i 1
7% 1 % 1 i 1 ; -1
o 1 15 —1 % —1 2 -1
T 1 16 1 % —1 s -1
% 1 7 -1 i 1 : 1
% 1 % 1 i 1 ; 1
58 1 T 1 i 1 % -1
2 —1 3 -1 % —1 i -1
o 1 £ ! 5 1 o -1
W 1 7 -1 3 -1 ; -1
7% 1 s 1 i 1 ; -1
o2 1 5 —1 5 —1 i —1
% -1 o 1 i 1 o 1
= 1 % —1 > —1 00 1

Cuadro 3.1: Orden de anulacion de

Zgij; en las caspides de I'y(576)

Proposicion 3.4.9 (Identidad entre cociente eta y la funcion theta). La funcion
theta cldsica 0(z) = >, ., q" satisface la siguiente identidad en términos de la
funcion eta de Dedekind:

°(22)
n*(z)n*(4z)

Demostracion. La demostracion se basa en expandir correctamente la siguiente co-
nocida identidad para la funcion 6:

0(z) =

0(z)=> ¢ =[]0 -¢0+¢"")

3.4.4. Aplicaciones del teorema de Newman y de Ligozat

Lema 3.4.10. La funcidn 1(24z) pertenece a S1(576, Xx12)-

Demostracion. Escribimos 7(24z) como un cociente eta en el sentido de la Definicion

3.2.1:
n(24z) = [[ n(62)",
8|576

donde el tinico exponente no nulo es roy = 1.
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En primer lugar, verificamos la condicién
257"5 =0 (mdd 24).
5

En nuestro caso,

» Gr;=24-1=24=0 (méd 24),
é

de modo que el Teorema 3.2.6 es aplicable.
El peso viene dado por

Por lo tanto, 1(24z2) tiene peso 1/2.
Para el nivel, el teorema exige que N sea el entero positivo minimo que verifica:

= N es miltiplo de cada ¢ con rs # 0, es decir, N es multiplo de 24;
» como k ¢ Z, N debe ser multiplo de 4 (lo cual ya esté implicito en que 24 | N);

» > s %rs =0 (méd 24).

En nuestro caso,
Z N N ] N
—rs=—-1=—.
—~ 5" 24
La condicion &£ =0 (méd 24) equivale a
N=0 (méd24*)= (méd 576).

El entero minimo que cumple esto es N = 576. Luego, el nivel de 7(24z) es 576.
El caracter viene dado por el entero

[[o¢. sikez,

m=1 9
2o, sik¢z
1

Como k = 1/2 ¢ Z, estamos en el segundo caso:

[[o7=24"=24, m=2-24=48
19

Por el Teorema 3.2.6, el caracter asociado es x45. Observamos que, como 48 = 4-12,
los caracteres cuadraticos xss v xi12 coinciden (difieren sélo en el modulo por un
cuadrado), de modo que podemos escribir simplemente xi2 en la notacion de la
tesis. Concluimos que 7(24z) es una forma modular débil de peso 1/2, nivel 576 y
caracter xio.

Para calcular el orden en las cuspides de 7(24z), aplicamos el Teorema de Ligozat
(Teorema 3.3.8) con N =576 y roy = 1.
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Sea s = a/c una cuspide de I'¢(576) con med(a,c¢) =1y ¢ | 576, o bien s = oo
(caso ¢ = 0). El Teorema 3.3.8 nos da el orden no normalizado de f(z) = n(24z) en
la cuspide s:

576 med(c, 6)?
J(n(242)) = m _
vs(n(242)) = o7 mcd(c2,576)5|5z76m 5

Como so6lo 794 es no nulo, la suma se reduce a
mcd(c, 6)? med(c, 24)?
e GUM - CE

24
8(576

(a) Cispide en el infinito s = co. Aqui ¢ = 0, y por la convencion en el enunciado
de Ligozat, tenemos

med(c?, 576) = 576, med(c, 24) = 24.

Entonces a 5>2 0
med(c
) 2 9y
D 24 ’
5
y por tanto
576 1
(n(24z2)) = 24 =— .24 =1.
Voo (n(242)) = 555 2

Asi, el orden de 7(24z) en la cuspide co es 1 > 0.

Supongamos ahora ¢ > 0 con ¢ | 576. Entonces

576 med(c,24)* 24 med(c,24)  med(c,24)

24z)) = : = o -
) = (@ 570 24 28 med(@2#) | med(c%,2)

para toda cuspide s = a/c con ¢ > 0.

En resumen, hemos probado que
vs(n(24z)) =1>0

para todas las cispides s de I'g(576) (incluida la cispide en el infinito). En particular,
n(24z) no tiene polos en ninguna cispide y se anula en todas ellas. Como ya sabemos
por el Teorema 3.2.6 que es modular débil de peso 1/2, nivel 576 y caracter yia,
concluimos que 7(24z) es una forma cuspidal:

n(24z) € 55(5760(12)-
Esto prueba el lema. O

Proposicion 3.4.11. La funcion f(z) = 1/n(242) es una forma modular débil de
peso k = —1/2, nivel N = 576 y cardcter x = x12. Ademds, f(z) tiene polos simples
en todas sus cuspides.
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Demostracion. La propiedades de transformacion (peso, nivel y caracter) se obtienen
aplicando el Teorema 3.2.6 al cociente eta f(z) = n(24z)~'.

Para determinar el comportamiento en las cuspides, utilizamos el Teorema de
Ligozat (Teorema 3.3.8). Al calcular los érdenes de anulacion en las ciuspides para
este cociente eta, se verifica que el orden es —1 en todas ellas (como se detalla en
el Lema 3.4.10). La existencia de polos (en este caso, polos simples) en las cispides
confirma que f(z) es una forma modular débil y no una forma modular holomorfa
en todo el dominio extendido. O]

Lema 3.4.12. Sea la funcion

2
F2) = n(z)”
n(22)
Entonces F es una forma modular de peso 1/2 y nivel 16 con caracter trivial, es
decir, F' € My 5(16, x0). Ademds, sus drdenes no normalizados en las cuspides de
[o(16) son:

» vo(F) =1 (en la cispide s = 0).
» v (F) =0 para toda cispide s # 0 de I'y(16).

Demostracion. Escribimos F como un cociente eta en el sentido de la Definicion

3.2.1:
F(z) =n(z)n(22)"" = [ [ n(62)",
516
donde los tinicos exponentes no nulos son
r = 2, To = —1.

En primer lugar, verificamos la condicién

257’5 =0 (mdd 24).
s
En nuestro caso,
d Gry=1-242-(-1)=2-2=0=0 (méd 24),
5

de modo que el Teorema de Newman (Teorema 3.2.6) es aplicable.
El peso viene dado por

k:%;m:%(u(—n):%,

luego F' tiene peso 1/2.
Para el nivel, el Teorema 3.2.6 nos dice que debemos tomar el entero positivo N
minimo que satisface:

= N es miltiplo de cada ¢ con rs # 0, es decir, N es multiplo de 1 y de 2;
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» como k ¢ Z, N debe ser multiplo de 4;
= Y s Xy =0 (méd 24).

En nuestro caso

SN A
—~ 51 2 '

3N

La condicion %5~ = 0 (méd 24) equivale a

BN =0 (mod 48) <= N =0 (mdd 16).

Como ademés N debe ser multiplo de 4, el minimo N que cumple estas condiciones
es N = 16. Por lo tanto, el nivel de F es 16.
El caracter viene dado por el entero

[[o. sikez,

§
2o, sik¢z
1

m =

Como k = 1/2 ¢ Z, estamos en el segundo caso. Aqui

H57‘5 — 12 . 2—1 — 2—17
0

de modo que m =2 271 = 1.

Por el Teorema 3.2.6, el caracter de F' es x,, = X1, que es precisamente el caracter
trivial. Lo vemos como caracter moédulo 16, que denotamos por (. En conclusion,
F' es una forma modular débil de peso 1/2, nivel 16 y caracter trivial.

Para ver que F' es holomorfa en todas las ctispides y calcular sus érdenes, apli-
camos el Teorema de Ligozat 3.3.8 con N = 16 y los exponentes r; = 2, ro = —1 ya
fijados.

Sea s = a/c una cuspide de I'¢(16) con mcd(a,c) = 1y ¢ | 16, o bien s = oo
(caso ¢ = 0). El Teorema 3.3.8 afirma que el orden no normalizado de F' en s es

16 med(c, §)?
Z re———.

s(F) =
vs(F) 24 med(c?, 16) P J

Como s6lo 71 y 9 son no nulos, la suma se reduce a

ZrémCd(; §)? _ chd(c, 1)2 N (_1)mcd(c, 2)2'

1 2
816

(a) Cuspide en el infinito s = co. Aqui ¢ = 0y, por la convencion del Teorema 3.3.8,
med(c?,16) = 16 y med(c, §) = §. Entonces

16 52 1
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Luego F' tiene orden 0 en la ctspide oco.
(b) Cuspide s = 0. La cuspide 0 se representa como 0/1, por lo que tomamos ¢ = 1.
En este caso

med(c?,16) = med(1,16) = 1, med(c, 1) =1, med(c, 2) = 1.

Por lo tanto

Y entonces 6 3 16 3 9 3
e TR I TR Bl Sl
Asi, vo(F) = 1, como se afirma en el enunciado.
(c) Cuspides con ¢ # 0,1. Las demas cuspides de I'y(16) pueden representarse por
fracciones a/c con ¢ | 16 y ¢ # 0, 1. En particular, ¢ es un divisor par de 16, es decir

c € {2,4,8,16}. Para cualquier tal ¢ se tiene
med(c,1) =1 y med(c,2) =2,
de modo que
d(c, 6)? 12 22 4
PN E;’ P L A S S S S )
5|16

Por consiguiente,
B 16
24 med(c?, 16)

para toda cuspide s con denominador ¢ € {2,4,8,16}.

0=0

vs(F)

Resumiendo, los 6rdenes no normalizados de F' en las cuspides de I'y(16) son:
vo(F) =1, vs(F) = 0 para toda caspide s # 0,

en particular son todos > 0. Como ya sabemos por el Teorema 3.2.6 que F' es una
forma modular débil de peso 1/2, nivel 16 y caracter trivial, el hecho de que no
tenga polos en ninguna cuspide implica que F' es de hecho holomorfa en todas ellas.

Por lo tanto
F e M1/2(16),

y el lema queda demostrado. O]

Ademas, introduciremos una forma modular cuspidal que usaremos mas adelante

Proposicion 3.4.13. La funcion

1n°(22)
n?(z)n?(4z)

es una forma modular débil de peso k = 1/2 y nivel N = 4 con caracter trivial.

0(z) =
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Demostracion. Para aplicar el Teorema de Newman (Teorema 3.2.6), primero iden-
tificamos los parametros del cociente eta f(z) = [[51(62)™. El conjunto de pares
(0,75) es:

X ={(1,-2),(2,5),(4,-2)}

Verificamos primero la condiciéon preliminar de la Definicién 3.2.1 sobre la suma

Z (57’5:
> ors=1(-2)+2(5) +4(-2) = -2+ 10 - 8 = 0.
(6,T5)EX
Como 0 = 0 (méd 24), f(z) es un cociente eta valido para aplicar el teorema. A

continuacion calculamos los parametros:

1. Peso (k): Calculamos el peso sumando los exponentes:

1 1 11
k:_ :——2 —2 :—1 = —,
225 ri=g(2s 2 =5 =3

2. Nivel (N ): Buscamos el minimo N que satisfaga las tres condiciones del teo-
rema:

= N debe ser multiplo de cada § € {1,2,4}. Por lo tanto, 4 | N.

» Como k =1/2 ¢ 7Z, N debe ser multiplo de 4. Esto es consistente con la
condicién anterior.

» Verificamos la condicion de congruencia para el candidato minimo N = 4:
N 4 4 4
—rs=—(—2)+=(5) + =(—2
> = 1D+ 56)+ 32

= 4(=2) +2(5) + 1(=2) = -8+ 10— 2 =0,
Dado que 0 =0 (mdd 24), el nivel es N = 4.
3. Caracter (xm): Dado que k ¢ 7Z, calculamos m como:

1 64
=26 =2-(1)?*-(2°- (4 ?=2-1-32-—=— =4
m |5|5 ()77 (2)°-(4) 2 56" 16

Por lo tanto, el caracter es x4 el cual es igual al trivial.
Concluimos que 0(z) es una forma modular débil de peso 1/2, nivel 4 y caracter
trivial. O

3.5. Congruencias para cocientes eta

Esta seccion esta dedicada al estudio de ciertas propiedades de congruencia de
los cocientes eta. Un fenémeno interesante en esta area es que algunos cocientes
eta, que a priori s6lo son formas modulares débiles (es decir, no necesariamente
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holomorfas en todas las ctspides), pueden ser congruentes modulo un primo m a
formas modulares (holomorfas en todas las ctispides).

Demostraremos que, en el caso de cocientes eta, el Teorema 3.1 de [Tre06a]
sigue siendo vélido con un peso del orden de 3 y un nivel constante, independiente
del primo m. Aplicaremos este resultado para mejorar el Teorema 8 de [Ono00]
y asi obtener que la funciéon generadora de particiones es congruente moédulo m
a una forma de peso m772 y nivel 576. Asimismo, refinaremos la Proposicion 4.6 de
[RSVMZ24| para la funciéon generadora de sobreparticiones. Por ltimo, combinando
el Teorema 2.3.7 de la seccién anterior con las mejoras obtenidas en esta seccion,
veremos cOmo estos resultados se traducen en congruencias aritméticas para estas

funciones.

Para las demostraciones que siguen, recordamos las siguientes propiedades fun-
damentales de los operadores de Hecke (7),,) y Atkin-Lehner (Wy) cuando actian
sobre formas modulares f de peso k y nivel T'q(N) (o I'1(V)), asumiendo que m es
un namero primo tal que med(m, N) = 1:

Recordatorio 3.5.1 (Propiedades de los operadores). A continuacion, recordamos
tres propiedades fundamentales sobre la interaccion de los operadores de Hecke y la
involucién de Fricke que seréan utilizadas recurrentemente.

(a) Orden en 0y oo bajo Wi : El orden no normalizado en la caspide 0 se relaciona
con el orden no normalizado en co de la forma transformada por la involucién

de Fricke Wy
vo(f) = veo (fIWn)
(Ver Proposicion 1.5.7).

(b) Preservacion de anulacion en oo por T,,: El operador de Hecke T, preserva
la propiedad de anularse en la ctuspide co. Especificamente:

Veo(f) 21 = vaolf|Th) 21
(ver Proposicion 1.3.7).

(¢) Conmutatividad de T,, y Wx: Para med(m, N) = 1, los operadores T, y la
involucién de Fricke Wy conmutan:

I TnWx = fIWN|Tn
(Ver Proposicion 1.5.6).

Ademas, recordamos propiedades de las series de potencias y de los operadores
Uny Vi
(a) Congruencia entre T, y U,

Sea p un primo tal que p no divide a n. Para formas modulares con coeficientes
enteros, se tiene que

fITy = flUp - (méd pZ[q])
(Ver Proposicion 1.6.6).
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(b) Identidad para series de potencias

Para f una serie de potencias y m un entero, se tiene

(f1Vin) - 9) |Um = £ - (9|Unm)

(Ver Lema 1.6.7).

Si bien el siguiente lema podria enunciarse inmediatamente después de la defini-
cion de cociente eta, lo presentamos en este punto ya que su aplicacion es esencial
para la demostracion del teorema siguiente.

Lema 3.5.2 (Congruencia para V,, (cf. [RSVMZ24, Lemma 4.3])). Sea f(z) =
[T55 n(62)™ un cociente eta tal que su g-expansion pertenece a Z[q] (lo cual se
cumple si Y drs = 0 (méd 24)). Sea m un nimero primo. Entonces se cumple la
siguiente congruencia coeficiente a coeficiente modulo m:

fWV(m) = f™  (méd mZq])
Es decir, f(mz) = f(z)™ (méd m).

Demostracion. La prueba se basa en la propiedad multiplicativa de ambos lados de
la congruencia y una congruencia fundamental para series de potencias moédulo un
primo m.

1. Reduccion a factores: El operador V,, es multiplicativo: si f = g - h, entonces
fIV(m) = f(mz) = g(mz)h(mz) = (g|V(m))(h|V(m)). La operacion f — f™
(méd m) también es multiplicativa: (gh)™ = g™h™. Por lo tanto, si podemos probar
que g|V(m) = g™ (méd m) para los factores basicos de un cociente eta, la propiedad
se extenderé al producto completo.

2. Factores de un cociente eta: Un cociente eta f(z) es de la forma:

JE) =gt TJA =g
0.

donde C' es una constante (usualmente 1), A = - >~ drs (que asumimos entero), y el

producto infinito P(q) = [J(1 —¢%)"ss es una serie en Z[g] con término constante 1.
(Los exponentes rj ; provienen de los 75). Necesitamos verificar la congruencia para
g(2) = ¢* y para h(z) =1 — ¢~ (donde N = 67).

3. Factor g(z) = ¢*: g[V(m) = (¢")[V(m) = (¢")* = ¢™. g™ = (¢*)" = "
Claramente, g|V(m) = g™, por lo que la congruencia g|V(m) = ¢™ (méd m) se
cumple trivialmente.

4. Factor h(z) = 1 — ¢": Sea h(q) = 1 — ¢". Queremos probar h|V(m) = h™
(méd m). h|V(m) significa reemplazar q por ¢™, asi h|V(m) = 1 — ¢™N. h™ =
(1 — ¢™)™. Necesitamos probar que 1 — ¢™" = (1 — ¢")™ (méd mZ[q]). Usamos el
hecho (X +Y)™ = X™ +Y™ (méd m). Aplicamos esto con X =1eY = —¢™:

L+ (") =1"+ (=¢")™ (méd m)
1=¢™)" =1+ (=D"(")™ (méd m)
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1=¢")" =1+ (=1)"g"™" (méd m)

Ahora consideramos dos casos para el primo m: * Si m = 2: (=1)™ = (=1)? = 1.
La congruencia es (1 —¢V)? =1+ ¢*¥ (mdéd 2). Esto es cierto, ya que (1 — ¢V)* =
1-2¢" +¢* =1+¢* (méd 2). Y1—¢*Y =1+¢*N (mdd 2). * Si m es un primo
impar: (—1)™ = —1. La congruencia es (1 —¢")™ =1 — ¢™" (méd m). En ambos
casos, (1—¢¥)™ =1—¢™ (méd mZ[q]), que es lo que necesitabamos probar para
el factor h(z).

5. Conclusion: Como la congruencia g|V(m) = ¢g™ (mdd m) se cumple para el
factor g4 y para cada factor de la forma (1 — ¢"), y como ambas operaciones (V,,
y (-)™ (méd m)) son multiplicativas, la congruencia se cumple para el producto
completo que define al cociente eta f(2):

fIV(m) = ™ (méd mZ[q])
O

Lema 3.5.3 (Division de formas modulares). Sean f € M, (N, xf) y g € M(N, x,)
dos formas modulares para I'y(N) con pesos n, k (enteros o semienteros) y caracteres
Xf, Xg Tespectivamente. Supongamos que:

» g(2) no se anula en el semiplano superior H

= FEl orden no normalizado de f es mayor o igual que el de g en todas las cispides
s de To(N).

Entonces, el cociente h(z) = f(2)/g(2) es una forma modular de peso n—k y caracter
XXy para To(N).

Demostracion. Definimos h(z) = f(z)/g(z). Debemos verificar las condiciones para
que h sea una forma modular del tipo indicado.

1. Holomorfia en H: Como f y g son holomorfas en H por ser formas modulares,
y por hipdtesis g(z) no tiene ceros en H, el cociente h(z) = f(z)/g(z) es una
funcién holomorfa en H.

2. Transformacion modular: Sea v = (2%) € T'o(N). Sabemos que f(yz) =

Xr(d)jn(7,2) f(2) ¥y 9(v2) = x4(d)jk(7, 2)g(2), donde j,(7,2) es el factor de
automorfia para el peso w. Calculamos:

f(v2)  xp(d)gn(v,2)f(2)  xs(d) july, 2) f(2)

h(vz) = = . = ,
(r2) 9(v2)  Xe(Du(v,2)9(2)  xg(d) Ju(v,2) 9(2)
— .y Jn(7:2)
= (XXq)(d)=———=h(z
() (@2 )
Se puede verificar que el cociente de los factores de automorfia es el factor
de automorfia para el peso diferencia: % = jn-r(7,2). (Sink € Z, esto

es (cz + d)"/(cz + d)* = (cz + d)"*. Si n,k € L17Z, los factores (£)e;" se
cancelan y queda (cz + d)"/(cz + d)* = (cz + d)"~%). Por lo tanto, h(yz) =
(X Xg)(d)Jn—k (7, 2)h(z), campliendo la ley de transformacioén para peso n — k
y caracter X sXg-
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3. Holomorfia en cispides: Consideremos una cuspide s. Al transformar f y g
a la caspide s (mapeandola a oo), sus expansiones locales son de la forma
f(2) ~ qu;'s(f) v g(7) ~ C'gqf;s(g), donde ¢, es el pardmetro local. El cociente
h(z') = f(2')/g(%') tendra una expansion local que comienza con o),

Por hipétesis, vs(f) > vs(g), por lo que vs(f) — vs(g) > 0. Esto significa que

la expansion de h en la cuspide s no tiene potencias negativas de ¢,, por lo

que h es holomorfa en s. Esto vale para todas las cispides.

Al cumplir las tres condiciones, concluimos que h € M,_;(N, x£Xg)- ]

A continuacion, presentamos el resultado central de este capitulo. Este teorema
establece que, al restringirnos a la familia de los cocientes eta, es posible obtener una
forma modular congruente con pardmetros considerablemente més eficientes que los
garantizados por la teoria general para formas débiles (|Tre06a, Teorema 3.1]). En
concreto, demostramos que la acciéon del operador U,,, produce una forma holomorfa
cuyo nivel se estabiliza y cuyo peso crece tinicamente de manera lineal respecto al
primo m.

Teorema 3.5.4 (Congruencia de cocientes eta). Sea f un cociente eta de nivel d,
peso k y caracter x. FExiste mg € N y para todo m > mgy primo,
m € MmTAM(N, Xt con N = mem(d, 576) tal que

flUm = gm (mod mZ[q]) .

Demostracion. Sea

B(z) = f(z)n(24z)™
Es claro que /3 es una forma modular débil de peso % +k, nivel N = mem(d, 576)
y caracter xx75, ya que es producto de ellas, y mas aun, tomando m igual al minimo
(vs(f)) sobre todas las cuspides s, tenemos que 5 es una forma modular cuspidal
Vm > my. Esto se debe a que v(f - n(242)™) = vs(f) + mus(n(24z) = vs(f) + m >
Vs(f) + mo Z 0.

Como el operador de Hecke preserva formas cuspidales, tenemos que 3|7, es
B|Tm

(2is) ©S modular con

una forma cuspidal. Luego, por el Lema 3.5.3, la forma g, =

Im € MmT_l-i-k(N? XX;%_l)‘
Por el Lema 3.5.2 para el operador V,,, tenemos que

n(24z)™ = n(242)|V,,  (mdéd mZ[q])
y utilizando identidades de los operadores U, y V;,, (ver Lema 1.6.7) deducimos que

BlUm = (f - (1(242)|Vin)) Ui = f|Un - n(242)  (m6d mZ[q]).

Sabemos ademas que 3|1, = S|U,, (mdéd mZ[q]) (ver Proposicion 1.6.6), luego
gm - 1(24z) = BT = B|Up, = flUpn - n(24z)  (méd mZ[q])

De lo que se deduce que g, = f|U,, (méd mZ[q]) como se queria ver.
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Corolario 3.5.5 (Congruencia para Sea f(z) = 1/n(242). Para todo primo

m, se tiene

242) )

flUm = gm (mod mZ[q])
con G, € MmTﬂ(5767X117§_2)-

Demostracion. La demostracion es una aplicacion directa del Teorema 3.5.4 y del
Lema 3.4.10. O

Observacion 3.5.6. El Teorema 3.5.4 representa una mejora significativa sobre
resultados previos para establecer congruencias para los coeficientes de cocientes
eta.

En el caso general de una forma débilmente holomorfa, el Teorema 3.1 de Treneer
en [Tre06a| construye una forma cuspidal congruente, pero de un peso considerable-
mente mayor (del orden de m” para un § grande) y un nivel que depende del primo
m (de la forma Np?). Al especializarse sobre cocientes eta, nuestro teorema produce
una forma congruente cuyo peso es meramente lineal en m y cuyo nivel N es una
constante fija.

En el caso particular e importante de la funcion de particion (f(z) = 1/n(24z)),
el teorema 8 de Ono en [Ono00| proporciona una forma modular congruente de
peso cuadratico en m (especificamente, %) y nivel 576m. Nuevamente, nuestro
resultado reduce el peso a un orden lineal y mantiene el nivel fijo en 576.

Estas mejoras son sustanciales, ya que un peso y nivel menores facilitan enorme-
mente los calculos computacionales necesarios para encontrar congruencias explici-
tas, por ejemplo, mediante el uso de la cota de Sturm.

El motivo por el que se multiplica por 7(24z) en la demostracion anterior es por-
que f podria tener 6rdenes negativos en cualquiera de las ctuspides. Cuando especia-
lizamos a ciertos cocientes etas cuyos 6rdenes en las ctispides estén méas controlados,
podemos multiplicar por una forma cuyo nivel sea ain mas bajo para conseguir una
forma modular. Esto se puede ver en el siguiente resultado para f la forma asociada
a sobreparticiones.

) Sea [ =

Teorema 3.5.7 (
existe gm € MmT2(16) tal que

flUm = gm  (m6d mZ[q])

Demostracion. Sea 3 = fF™ = F™ ! con F = % Por el Lema 3.4.12 se tiene que
F e M% (16) por lo que (3 es una forma modular para todo m > 1. Como el operador

de Hecke manda formas modulares en formas modulares, 3|7, es también una forma
modular y, en particular, vale lo siguiente: (ver (a) y (c) del Recordatorio 3.5.1)

vo(B|Tim) = Voo (B Tim|Wis)
y, como 16 1 m, los operadores conmutan

Voo(ﬂ‘Tm|W16) = Vm(ﬂ’W16|Tm)
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pero Voo(g) > 1 sii veo(g|Tm) > 1 (ver (b) de la Observacion 3.5.1) pero

Voo (BIWi6) = vo(B)

y vo(8) > 1yaque vo(F) =1 (ver Lema 3.4.12), por lo que vo(5|1,,) > 1. Ahora, por
el Lema 3.5.3 (Con la notacion del lema, 5|71, = f y F = g) existe g, € M%—z(16)
tal que

BT = gmF.

Utilizando las mismas identidades del Teorema 3.5.4:

BlUnm = (f - (FIVa))|Um = flUp - F (md mZ[q])
y, como S|U,, = B|T,, (méd mZ[q])

g F = flU,F  (méd mZ[q])

de lo que se deduce
flUm = gm  (m6d mZ[q])

como se queria ver. (]

Como corolario de los anteriores resultados, recuperaremos resultados ya cono-
cidos en la literatura sobre congruencias para cocientes eta.

Teorema 3.5.8 (Congruencias para los coeficientes de cocientes eta). Sea f(z) =
Z;O:no a,q" un cociente eta de peso semientero k/2 y nivel d. Para cualquier primo
m suficientemente grande, para una proporcion positiva de los primos p que satisfa-
cen la congruencia p = —1 (méd Nm) (donde N = mem(d, 576)) tiene la propiedad

de que los coeficientes de Fourier de [ satisfacen:
Uy =0 (méd m)
para todo entero m coprimo con p.

Demostracion. Por el Teorema 3.5.4, para un primo m suficientemente grande, la
serie h(z) = flUpn = Y am;q’ es congruente médulo m a una forma modular holo-
morfa g,,(z) € MmTA+k(N), con N = mcm(d, 576).

El peso de g, es semientero y mayor o igual que %, por lo que podemos aplicar
el Corolario 2.3.7 a g,,. Debido a que, h(z) = gn(z) (méd m), la congruencia se
traslada a los coeficientes de h(z), denotados b; = a,;, por lo que el corolario nos
asegura que para una proporciéon positiva de los ntmeros primos p que satisface
p=—1 (m6éd Nm), tenemos

bpsp, =0 (méd m)

para todo n coprimo con p. Finalmente, sustituyendo la definicion de b;, obtenemos
la congruencia deseada para los coeficientes de f(2):

Uy =0 (méd m)
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Corolario 3.5.9 (Congruencias para la funcion de particiones). Sea p(k) la funcion

de particion. Para cualquier primo m, una proporcion positiva de los numeros primos

p que satisfacen p = —1 (mdd 576m) tiene la siguiente propiedad: Para todo entero

n que sea coprimo con p y satisfaga la congruencia mn = 1 (mdéd 24), se cumple
que

(mp3n +1

p| ———=

7 )zo (méd m).

Demostracion. Se aplica el Teorema 3.5.8 a la forma modular f(z) = 1/1(24z), cu-
yos coeficientes de Fourier ¢; estan relacionados con la funcion de particiéon por la
Proposicion 3.4.3, a saber, ¢; = p((j + 1)/24) para j = —1 (mdd 24). El Teore-
ma 3.5.8 asegura que Cpps, = 0 (méd m) bajo las condiciones dadas. Para que el
coeficiente no sea trivialmente cero, el indice j = mp®n debe ser congruente a —1
(méd 24). Como p = —1 (mdd 24), esto impone la condicion mn =1 (mdd 24). Al
sustituir 5 = mp3n en la relacién con la funcion de particion, se obtiene la congruen-
cia enunciada. O

Corolario 3.5.10 (Congruencias para la funcién de sobreparticiones). Sea p(n)
la funcion de sobreparticion. Para cualquier primo impar m, para una proporcion
positiva de los nimeros primos p que satisfacen la congruencia p = —1 (méd 16m)
tiene la propiedad de que:

p(mp’n) =0 (méd m)
para todo entero n coprimo con p.

Demostracion. Este resultado es una aplicacion directa del Teorema 3.5.8. La fun-
cion generadora de las sobreparticiones es el cociente eta f(z) = > p(n)¢" =
n(2z)/n(2)?, como se establece en la Proposicion 3.4.6. Los coeficientes de Fourier
de esta forma son directamente p(n).

El Teorema 3.5.7 especifica que para esta funcion, el nivel efectivo N para la
forma congruente modulo m es 16. Aplicando el Teorema 3.5.8 con N = 16, la

congruencia para los primos es p = —1 (mdd 16 - m). El teorema concluye que los
coeficientes de f(z) satisfacen a,,,3, = 0 (méd m), lo que se traduce directamente
en la congruencia para p(n) enunciada. ]
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