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Introducción
Las formas modulares son funciones meromorfas definidas en el semiplano su-

perior complejo que satisfacen propiedades de simetría bajo la acción del grupo
modular o de sus subgrupos de congruencia, que además cumplen cierta holomorfía.
Una propiedad fundamental de estas funciones es que, debido a su periodicidad,
toda forma modular f admite una expansión en serie de Fourier de la forma:

f(z) =
∞∑

n=n0

a(n)qn, donde q = e2πiz.

Estos objetos son centrales en la teoría de números moderna. Un caso destacado de
su relevancia es la demostración del Último Teorema de Fermat por Andrew Wiles
[Wil95], quien probó el Teorema de Taniyama-Shimura [Tan57, Shi58] que dice que
toda curva elíptica racional tiene una forma modular asociada.

Más allá de esta aplicación, las formas modulares son una herramienta fundamen-
tal para estudiar las propiedades aritméticas de funciones generadoras. La estrategia
consiste en probar que la serie de potencias de una función aritmética es, en efec-
to, la expansión de Fourier de una forma modular, permitiendo así utilizar la rica
estructura de esta última para inferir propiedades sobre los coeficientes.

Un ejemplo clásico de esta relación es la función de partición p(n), que cuenta
las formas de escribir un entero positivo n como suma de enteros positivos. Euler
estableció su función generadora como:

∞∑
n=0

p(n)qn =
∞∏
n=1

1

1− qn
.

Ramanujan [Ram19] utilizó esto para obtener las siguientes congruencias para los
coeficientes:

p(5n+ 4) ≡ 0 (mód 5),

p(7n+ 5) ≡ 0 (mód 7),

p(11n+ 6) ≡ 0 (mód 11).

Durante mucho tiempo se consideraron estas propiedades como casos aislados, aun-
que generaron un gran interés sobre la distribución de los valores de p(n) en clases
de congruencia. En este contexto, Erdös e Ivíc [EI89] conjeturaron que para todo
primo m, existe al menos un entero no negativo n tal que p(n) ≡ 0 (mód m). En
una dirección más fuerte, M. Newman [New60] conjeturó que para todo entero m,
la función de partición llena todas las clases de residuos módulo m infinitas veces.

Trabajos posteriores de Ono [Ono00] y Ahlgren [Ahl00] hicieron avances signi-
ficativos sobre estos resultados, demostrando la existencia de infinitas familias de
congruencias lineales, validando la Conjetura de Erdös e Ivíc como corolario.

Teorema (Ahlgren-Ono [Ahl00, Ono00]). Sea ℓ ≥ 5 un número primo y m un
entero positivo. Existe una proporción positiva de primos Q ≡ −1 (mód 24ℓ) tales
que:

p

(
Q3n+ 1

24

)
≡ 0 (mód ℓm),
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para los enteros n coprimos con Q que satisfacen una congruencia módulo 24ℓ.

Un aspecto crucial en la demostración de este resultado radica en el hecho de
que la función generadora de p(n) es una forma modular débil ; es decir, satisface las
condiciones de modularidad y de holomorfía en el semiplano superior, pero posee
polos en las cúspides. La estrategia central de Ahlgren y Ono consistió en demostrar
que, a pesar de las singularidades en las cúspides, dicha forma débil es congruente
módulo m a una forma modular holomorfa clásica. Este resultado permite utilizar
la teoría sobre formas modulares para concluir propiedades módulo m sobre los
coeficientes de la forma original.

La observación de que una forma débil es congruente módulo m a una forma
holomorfa motivó a Treneer [Tre06a] a investigar si este fenómeno es una propiedad
general. Treneer generalizó los trabajos previos demostrando que los coeficientes de
cualquier forma modular débil pueden ser capturados por formas cuspidales.

Teorema (Treneer [Tre06a]). Sea f(z) =
∑
a(n)qn una forma modular débil de

peso k/2, nivel N y caracter χ. Para cualquier primo p que no divida a N , si m es
suficientemente grande, existe una forma cuspidal gp tal que:

gp(z) ≡
∑

n̸≡0 (mód p)

a(pmn)qn (mód p).

Específicamente, la forma gp construida tiene nivel Np2, caracter χχkmp y peso k
2
+

pβ(p2−1)
2

para un entero β suficientemente grande.

Sin embargo, las técnicas empleadas por Treneer suelen producir formas modula-
res gp cuyo peso crece como un polinomio sobre p de grado arbitrariamente grande,
y con un nivel que aumenta como el cuadrado del primo. Desde una perspectiva
computacional, esto representa un obstáculo mayor para verificar congruencias, ya
que la cantidad de coeficientes necesarios depende linealmente de estos parámetros,
según lo establece el siguiente resultado fundamental:

Teorema (Cota de Sturm [Stu87]). Sea k ≥ 3 un entero y m un número primo.
Supongamos que g =

∑
n≥0 a(n)q

n es una forma modular débil de peso k
2

y nivel N
con coeficientes an ∈ Z. Sea

n0 =

⌊
k

24
[SL2(Z) : Γ0(N)]

⌋
.

Si a(n) ≡ 0 (mód m) para todo 1 ≤ n ≤ n0, entonces g ≡ 0 (mód mZJqK).

En consecuencia, para demostrar que dos formas modulares son congruentes
(aplicando el teorema a su diferencia), reducir el peso a un crecimiento lineal y
mantener el nivel fijo disminuye drásticamente este límite, haciendo viable la verifi-
cación computacional.

La evidencia computacional obtenida al estudiar la función de sobreparticiones
junto con el trabajo de [Wea01] para la función de particiones, sugiere que es posible
encontrar formas congruentes mucho más eficientes en términos del peso y el nivel.
Esta mostraba que la congruencia se puede satisfacer con una forma modular de peso
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lineal, aproximadamente m/2, y manteniendo el nivel fijo. Esto motiva la pregunta
central de esta tesis:

¿Es posible demostrar que una forma modular débil es congruente módulo m a
una forma modular holomorfa con un peso que supere a la original en m−1

2
y nivel

fijo?
Respondemos afirmativamente a esta pregunta en el caso particular de los co-

cientes eta.

Tanto la función generadora de particiones como la de sobreparticiones pertene-
cen a una familia especial de funciones conocidas como cocientes eta. Estas funciones
se construyen a partir de la función eta de Dedekind, definida como:

η(z) := q1/24
∞∏
n=1

(1− qn), donde q = e2πiz.

En general, un cociente eta se define como un producto finito de la forma:

f(z) =
∏
δ

η(δz)rδ ,

donde δ recorre un conjunto finito de enteros positivos y rδ ∈ Z. En el caso de la
función de partición, esta se constituye como un cociente eta a través de la siguiente
relación:

∞∑
n=0

p(n)q24n−1 =
1

η(24z)
.

Gracias a los resultados de Newman [New57] y Ligozat [Lig75], es posible de-
terminar condiciones explícitas para que estas funciones sean formas modulares, y
calcular con exactitud su orden de anulación en las cúspides. Esto nos permite iden-
tificar fácilmente cuáles de ellos son formas holomorfas y cuáles poseen polos (formas
débiles).

Sobre esta familia de funciones, se obtuvo el siguiente resultado.

Teorema (3.5.4). Sea f un cociente eta de nivel d, peso k. Para todo primo m
suficientemente grande, existe una forma modular holomorfa gm tal que:

f |Um ≡ gm (mód m),

donde gm tiene peso m−1
2

+ k, nivel constante N = mcm(d, 576) y caracter χm−1
12 .

Como aplicación, mejoramos los resultados de Ono [Ono00] para la función de
partición p(n), reduciendo el peso de la forma modular congruente de un orden
cuadrático a uno lineal y fijando el nivel. Es destacable que Weaver [Wea01] ya había
logrado encontrar dicha congruencia con peso m−2

2
y nivel 576, pero restringiéndose

solo a los primos m ≤ 31, mientras que nuestro resultado garantiza la existencia
de tales formas para todo primo m. De manera similar, refinamos los resultados de
[RSVMZ24] para la función de sobreparticiones p(n), obteniendo formas congruentes
de peso m−2

2
en lugar de 1

2
(m(16 − am) − 17) con 0 < am < 8, am ≡ −m (mód 8).

Estos resultados optimizan la verificación computacional de congruencias.
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Estructura de la tesis

Esta tesis está organizada en tres capítulos que condensan las bases teóricas
necesarias y conducen hacia los resultados originales.

En el Capítulo 1 establecemos los fundamentos de la teoría de formas modu-
lares de peso entero. Definimos los subgrupos de congruencia y las propiedades de
holomorfía en las cúspides. Estudiamos en detalle el espacio de Eisenstein y los
operadores lineales que actúan sobre estos espacios: los operadores de Hecke, las
involuciones de Atkin-Lehner y los operadores U y V . Finalizamos el capítulo pre-
sentando el Teorema de Densidad de Serre, una herramienta crucial para establecer
la existencia de infinitos primos con ciertas propiedades de congruencia.

El Capítulo 2 extiende la teoría al contexto de formas modulares de peso se-
mientero. Introducimos los factores de automorfía necesarios y la definición de los
operadores de Hecke en este entorno. El núcleo de este capítulo es la Corresponden-
cia de Shimura, que actúa como un puente conectando las formas de peso semientero
con las de peso entero. Utilizando esta correspondencia y los resultados del capítulo
anterior, detallamos la prueba de una versión del teorema de densidad para peso
semientero.

Finalmente, el Capítulo 3 se centra en los cocientes eta de Dedekind. En este
capítulo incluimos demostraciones formales y detalladas del Teorema de Newman,
que determina cuándo un cociente eta es una forma modular, y del Teorema de
Ligozat, que proporciona una fórmula explícita para el orden de anulación en las
cúspides. Dado que las demostraciones completas de estos teoremas suelen estar dis-
persas o resumidas en la literatura, su desarrollo en esta tesis pretende servir como
una referencia autocontenida y accesible. Exploramos la conexión con las funciones
generadoras aritméticas, como la función de partición p(n) y la de sobreparticiones
p(n). El trabajo culmina en la Sección 3.5, donde presentamos los resultados origi-
nales de esta tesis. Demostramos que, bajo la acción del operador Um, una amplia
clase de cocientes eta resulta congruente módulo m a formas modulares holomorfas
de peso lineal y nivel fijo, y aplicamos este teorema general para recuperar familias
explícitas de congruencias.
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Capítulo 1

Formas modulares de peso entero

Las formas modulares son funciones complejas definidas en el semiplano supe-
rior complejo que satisfacen ciertas propiedades de simetría y condiciones analíticas.
Juegan un papel crucial en diversas áreas de las matemáticas, como la teoría de
números y la geometría algebraica. Esta sección introduce los conceptos fundamen-
tales de las formas modulares; para un tratamiento riguroso y detallado de estos
fundamentos, referimos al lector al texto de Diamond y Shurman [DS05].

1.1. Subgrupos de congruencia
El escenario principal para las formas modulares es el semiplano superior com-

plejo.

Definición 1.1.1 (Semiplano superior complejo). El semiplano superior complejo,
denotado por H, es el conjunto

H = {z ∈ C | Im(z) > 0}.

El grupo que actúa naturalmente sobre H es el grupo lineal especial real GL+
2 (R).

Definición 1.1.2. El grupo lineal general real GL2(R)+ consiste en matrices de 2×2
con entradas reales con determinante positivo:

GL+
2 (R) =

{
γ =

(
a b
c d

)
| a, b, c, d ∈ R, ad− bc > 0

}
Este grupo actúa sobre H mediante las transformaciones fraccionales lineales (o

transformaciones de Möbius).

Definición 1.1.3 (Acción de GL+
2 (R) sobre H). Si γ = ( a bc d ) ∈ GL2(R) y z ∈ H, la

acción de γ sobre z se define como:

γz :=
az + b

cz + d
(1.1)

Proposición 1.1.4. La acción definida en (1.1) mapea H en sí mismo. Es decir, si
z ∈ H y γ ∈ GL+

2 (R), entonces γz ∈ H.
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Demostración. Calculamos la parte imaginaria de γz:

Im(γz) = Im

(
(az + b)(cz̄ + d)

|cz + d|2

)
=

Im(aczz̄ + adz + bcz̄ + bd)

|cz + d|2

=
ad Im(z) + bc Im(z̄)

|cz + d|2
(ya que Im(aczz̄ + db) = 0)

=
ad Im(z)− bc Im(z)

|cz + d|2
(ya que Im(z̄) = − Im(z))

=
(ad− bc) Im(z)

|cz + d|2

=
k · Im(z)

|cz + d|2
(con ad− bc = k > 0)

Dado que k Im(z) > 0 ya que k > 0 para z ∈ H y |cz + d|2 > 0 con c, d ∈ R no
ambos cero, se tiene que Im(γz) > 0.

Un subgrupo discreto fundamental de GL+
2 (R) es el grupo modular SL2(Z).

Definición 1.1.5 (Grupo modular). El grupo modular SL2(Z) es el subgrupo de
GL+

2 (R) formado por matrices con entradas enteras:

SL2(Z) =
{(

a b
c d

)
| a, b, c, d ∈ Z, ad− bc = 1

}
Las formas modulares se definen con respecto a ciertos subgrupos de SL2(Z) de

índice finito, conocidos como subgrupos de congruencia.

Definición 1.1.6 (Subgrupo principal de congruencia). Dado un entero positivo
N ≥ 1, el subgrupo principal de congruencia de nivel N es:

Γ(N) =

{(
a b
c d

)
∈ SL2(Z) |

(
a b
c d

)
≡
(
1 0
0 1

)
(mód N)

}
La congruencia módulo N significa que a ≡ d ≡ 1 (mód N) y b ≡ c ≡ 0 (mód N).

Definición 1.1.7 (Subgrupo de congruencia). Un subgrupo Γ ⊆ SL2(Z) se dice de
congruencia si existe algún N ≥ 1 tal que Γ(N) ⊆ Γ. El menor entero N para el
cual esto sucede se llama el nivel de Γ.

Ejemplo 1.1.8. Otros subgrupos de congruencia importantes incluyen:

Γ0(N) =

{(
a b
c d

)
∈ SL2(Z) | c ≡ 0 (mód N)

}
(1.2)

Γ1(N) =

{(
a b
c d

)
∈ SL2(Z) | c ≡ 0 (mód N), a ≡ d ≡ 1 (mód N)

}
(1.3)

Estos subgrupos satisfacen la cadena de inclusiones:

Γ(N) ⊆ Γ1(N) ⊆ Γ0(N) ⊆ SL2(Z).
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Lema 1.1.9 (Índice finito de subgrupos de congruencia). Si Γ es un subgrupo de
congruencia de SL2(Z), entonces el índice [SL2(Z) : Γ] es finito.

Demostración. Por definición, si Γ es un subgrupo de congruencia, existe un entero
positivo N ≥ 1 tal que el subgrupo principal de congruencia Γ(N) está contenido
en Γ. Es decir, Γ(N) ⊆ Γ ⊆ SL2(Z).

La fórmula de la torre para índices de subgrupos establece que:

[SL2(Z) : Γ(N)] = [SL2(Z) : Γ] · [Γ : Γ(N)]

Para demostrar que [SL2(Z) : Γ] es finito, es suficiente con demostrar que [SL2(Z) :
Γ(N)] es finito.

Consideremos la aplicación que reduce las entradas de una matriz módulo N :

ϕN : SL2(Z) → SL2(Z/NZ)(
a b
c d

)
7→
(
a (mód N) b (mód N)
c (mód N) d (mód N)

)
El núcleo de este homomorfismo, ker(ϕN), es el conjunto de matrices en SL2(Z) que
se mapean a la matriz identidad en SL2(Z/NZ). Por definición, este es precisamente
el subgrupo principal de congruencia Γ(N):

ker(ϕN) =

{(
a b
c d

)
∈ SL2(Z) |

(
a b
c d

)
≡
(
1 0
0 1

)
(mód N)

}
= Γ(N)

Por el Primer Teorema de Isomorfismo para grupos, tenemos que SL2(Z)/ ker(ϕN) ∼=
Im(ϕN). Por lo tanto, SL2(Z)/Γ(N) es isomorfo a un subgrupo de SL2(Z/NZ).

El grupo SL2(Z/NZ) es el grupo de matrices de 2 × 2 con entradas en el anillo
finito Z/NZ y determinante 1. Como el anillo base es finito, el grupo SL2(Z/NZ) es
un grupo finito. El índice que buscamos es el orden del grupo cociente:

[SL2(Z) : Γ(N)] = | SL2(Z)/Γ(N)| = |Im(ϕN)| ≤ | SL2(Z/NZ)| <∞

Hemos establecido que [SL2(Z) : Γ(N)] es finito. Como [SL2(Z) : Γ] ≤ [SL2(Z) :
Γ(N)], se sigue que [SL2(Z) : Γ] debe ser finito.

Proposición 1.1.10 (Generadores del grupo modular). El grupo modular SL2(Z)
está generado por las matrices S =

(
0 −1
1 0

)
y T =

(
1 1
0 1

)
.

Demostración. Sea G el subgrupo generado por S y T . Dada una matriz γ =
(
a b
c d

)
∈

SL2(Z), nuestro objetivo es reducirla a la identidad multiplicando por la izquierda
por elementos de G. Observamos que la operación T n suma n veces la segunda fila
a la primera (a 7→ a + nc), mientras que S intercambia las filas y cambia signos
(c 7→ a, a 7→ −c). Si c ̸= 0, podemos elegir n ∈ Z tal que |a + nc| < |c| (división
con resto) y luego aplicar S, obteniendo una nueva matriz cuya entrada inferior
izquierda tiene valor absoluto estrictamente menor. Repitiendo este algoritmo de
Euclides, eventualmente llegamos a una matriz con c = 0, que necesariamente es de
la forma ±T k ya que el determinante sigue siendo 1. Como −I = S2 ∈ G, concluimos
que la matriz reducida pertenece a G, lo que implica que γ ∈ G.
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1.2. Formas modulares
En esta sección, definiremos el factor de automorfía, la noción de forma modular

débil y de forma modular para peso entero.

Definición 1.2.1 (Operador slash de Peso k). Sea k ∈ Z (el peso) y sea f : H → C
una función. Para γ = ( a bc d ) ∈ GL+

2 (R), el operador slash (de peso k) denotado −|kγ
se define como:

(f |kγ)(z) := (det γ)k/2(cz + d)−kf(γz) (1.4)

Cuando nos restringimos a γ ∈ SL2(R), det γ = 1 y la definición se simplifica a:

(f |kγ)(z) = (cz + d)−kf(γz) para γ ∈ SL2(R) (1.5)

Definición 1.2.2 (Factor de automorfía j(γ, z)). Para una matriz γ = ( a bc d ) ∈
GL+

2 (R) y z ∈ H, definimos el factor de automorfía j(γ, z) como:

j(γ, z) := cz + d

Con esta notación, el operador slash de peso k (para γ ∈ SL2(R)) se puede escribir
como:

(f |kγ)(z) = j(γ, z)−kf(γz)

Proposición 1.2.3 (Propiedades de j(γ, z) y el operador slash). Sean γ1, γ2 ∈
SL2(R), k ∈ Z y f : H → C una función.

(a) (Relación Cociclo) El factor de automorfía satisface:

j(γ1γ2, z) = j(γ1, γ2z)j(γ2, z)

(b) (Acción de Grupo) El operador slash define una acción de grupo (derecha):

(f |kγ1)|kγ2 = f |k(γ1γ2)

Demostración. (a): Sean γ1 =
(
a1 b1
c1 d1

)
y γ2 =

(
a2 b2
c2 d2

)
. Primero, calculamos el pro-

ducto matricial γ1γ2:

γ1γ2 =

(
a1a2 + b1c2 a1b2 + b1d2
c1a2 + d1c2 c1b2 + d1d2

)
El lado izquierdo de la identidad es j(γ1γ2, z), que por definición es:

j(γ1γ2, z) = (c1a2 + d1c2)z + (c1b2 + d1d2)

Ahora, calculamos el lado derecho, j(γ1, γ2z)j(γ2, z):

j(γ1, γ2z)j(γ2, z) = [c1(γ2z) + d1] · (c2z + d2)

=

[
c1

(
a2z + b2
c2z + d2

)
+ d1

]
(c2z + d2)

= c1(a2z + b2) + d1(c2z + d2)

= c1a2z + c1b2 + d1c2z + d1d2

= (c1a2 + d1c2)z + (c1b2 + d1d2)
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de lo que se concluye la relación de cociclo.
(b): Partimos del lado izquierdo, (f |kγ1)|kγ2, y aplicamos la definición del ope-

rador slash dos veces. Sea g(z) = (f |kγ1)(z) = j(γ1, z)
−kf(γ1z).

((f |kγ1)|kγ2)(z) = (g|kγ2)(z)
= j(γ2, z)

−kg(γ2z)

= j(γ2, z)
−k [j(γ1, γ2z)−kf(γ1(γ2z))]

(sustituyendo z por γ2z en la def. de g)

= [j(γ1, γ2z)j(γ2, z)]
−k f((γ1γ2)z)

usando la relación cociclo que probamos en la parte (a), j(γ1, γ2z)j(γ2, z) = j(γ1γ2, z)
obtenemos:

[j(γ1, γ2z)j(γ2, z)]
−k f((γ1γ2)z) = [j(γ1γ2, z)]

−k f((γ1γ2)z),

por definición, esta es la expresión para (f |k(γ1γ2))(z). Por lo tanto:

(f |kγ1)|kγ2 = f |k(γ1γ2)

como se queria ver.

Proposición 1.2.4 (Conservación de la holomorfía por el operador slash). Sea
f : H → C una función holomorfa en el semiplano superior, k ∈ Z un entero, y

σ =

(
a b
c d

)
∈ SL2(Z). La función transformada (f |kσ)(z), definida por:

(f |kσ)(z) = (cz + d)−kf(σz)

es también una función holomorfa en H.

Demostración. La holomorfía de (f |kσ)(z) es consecuencia de las siguientes propie-
dades:

1. La función z 7→ σz = az+b
cz+d

es holomorfa en el semiplano superior H.

2. La composición de una función holomorfa (f) con una función holomorfa (σz)
resulta en una función holomorfa. Por lo tanto, z 7→ f(σz) es holomorfa.

3. El factor de automorfía (cz+d)−k es una función holomorfa en H, ya que cz+d
nunca se anula para z ∈ H.

4. El producto de dos funciones holomorfas, (cz + d)−k y f(σz), es holomorfo.

Se concluye que (f |kσ)(z) es holomorfa en H.

Definición 1.2.5 (Ley de modularidad). Sea Γ un subgrupo de congruencia y k ∈ Z.
Decimos que una función f : H → C satisface la ley de modularidad de peso k para
Γ si es invariante bajo el operador slash para toda matriz del grupo. Es decir, si
f |kγ = f para todo γ ∈ Γ.

Explícitamente, esto significa que:

f(γz) = (cz + d)kf(z) para todo z ∈ H y γ =

(
a b
c d

)
∈ Γ
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Proposición 1.2.6. Sea Γ un subgrupo generado por un conjunto de matrices S. Si
una función f satisface la condición de modularidad f |kγ = f para todo generador
γ ∈ S, entonces satisface la condición para todo elemento γ ∈ Γ.

Demostración. La demostración se basa en la propiedad asociativa del operador
slash (acción de grupo a derecha), la cual es consecuencia directa de la relación de
cociclo del factor de automorfía j(γ, z) = (cz + d). Específicamente, sabemos que
para cualesquiera γ1, γ2 ∈ Γ:

f |k(γ1γ2) = (f |kγ1)|kγ2

Sea γ ∈ Γ. Podemos escribir γ como un producto finito de generadores γ = g1g2 . . . gm,
donde gi ∈ S. Procedemos por inducción sobre la longitud m del producto.

El caso base (m = 1) se cumple por hipótesis. Supongamos que la propiedad
es cierta para cualquier producto de longitud m − 1. Sea γ′ = g1 . . . gm−1 tal que
f |kγ′ = f . Entonces:

f |kγ = f |k(γ′gm) = (f |kγ′)|kgm
Por hipótesis inductiva, f |kγ′ = f , por lo que la expresión se reduce a:

f |kγ = f |kgm

Dado que gm es un generador, tenemos f |kgm = f . Concluimos así que f |kγ = f
para todo γ ∈ Γ.

1.2.1. Cúspides

Una forma modular debe comportarse bien en la “frontera” de H, compuesta por
las cúspides.

Definición 1.2.7 (Cúspides y acción sobre Q̂). A continuación, vamos a definir el
conjunto Q̂, las matrices actúan sobre este y por último el concepto de cúspide.

1. Puntos racionales extendidos: El conjunto de puntos racionales extendidos es
Q̂ := Q ∪ {∞}.

2. Acción de SL2(Z) sobre Q̂: La acción de una matriz γ = ( a bc d ) ∈ SL2(Z) sobre
un punto x ∈ Q̂ se define de la siguiente manera:

Si x ∈ Q: Escribimos x = p/q para enteros p, q con q ̸= 0. La acción es
el resultado de aplicar la transformación fraccional lineal:

γ · x = γ · p
q
:=

a(p/q) + b

c(p/q) + d
=
ap+ bq

cp+ dq

Adoptamos la convención de que si el denominador cp+ dq = 0, entonces
el resultado de la acción es ∞.
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Si x = ∞: La acción se define como el límite de la transformación cuando
z → ∞, o equivalentemente, pensando en ∞ como “p/0”:

γ · ∞ := ĺım
z→∞

az + b

cz + d
=
a

c

Adoptamos la convención de que si c = 0, el resultado es ∞. (Notar que
si c = 0 en SL2(Z), entonces ad = 1, así a = ±1, y γ · ∞ = ±1/0 = ∞).

Se puede verificar que esta acción está bien definida (el resultado para x ∈ Q no
depende de la representación p/q) y que cada γ ∈ SL2(Z) define una biyección
de Q̂ en sí mismo.

3. Cúspide: Las cúspides de un subgrupo de congruencia Γ ⊆ SL2(Z) son las
clases de equivalencia (órbitas) de Q̂ bajo la acción de Γ definida anteriormente.
El conjunto de cúspides se denota como Γ\Q̂.

Ejemplo 1.2.8. Para Γ = SL2(Z), la acción sobre Q̂ es transitiva. Esto significa
que cualquier elemento p/q ∈ Q puede ser mapeado a ∞ por alguna γ ∈ SL2(Z).
Por lo tanto, SL2(Z) tiene una sola cúspide, usualmente representada por ∞.

Proposición 1.2.9 (Finitud del número de cúspides). Sea Γ un subgrupo de con-
gruencia de SL2(Z). Entonces, el número de cúspides de Γ, es decir, el número de
órbitas Γ\Q̂, es finito.

Demostración. Por el Lema 1.1.9, sabemos que si Γ es un subgrupo de congruencia,
su índice [SL2(Z) : Γ] es finito. Sea m = [SL2(Z) : Γ].

Podemos escribir SL2(Z) como una unión disjunta finita de coclases a izquierda
respecto a Γ:

SL2(Z) =
m⋃
i=1

Γγi

donde {γ1, γ2, . . . , γm} es un conjunto de representantes de estas coclases.
Sabemos que SL2(Z) actúa transitivamente sobre el conjunto Q̂ = Q∪{∞} (como

se mencionó en el ejemplo anterior, SL2(Z) tiene una sola cúspide, ∞). Esto significa
que para cualquier x ∈ Q̂, existe alguna matriz g ∈ SL2(Z) tal que x = g · ∞.

Dado x ∈ Q̂, tomemos g ∈ SL2(Z) tal que x = g · ∞. Como g ∈ SL2(Z), debe
pertenecer a una de las coclases izquierdas Γγi para algún i ∈ {1, . . . ,m}. Así,
podemos escribir g = γγi para alguna γ ∈ Γ.

Ahora consideramos la órbita de x bajo la acción de Γ. Usando que la acción de
grupo es asociativa:

x = g · ∞ = (γγi) · ∞ = γ · (γi · ∞)

Sea si = γi · ∞. El punto si pertenece a Q̂ y, la ecuación x = γ · si muestra que x
está en la misma Γ-órbita que si, ya que γ ∈ Γ, es decir, Γx = Γsi.

Hemos demostrado que todo x ∈ Q̂ pertenece a la Γ-órbita de alguno de los
puntos s1, s2, . . . , sm. Por lo tanto, el conjunto de todas las Γ-órbitas (es decir, el
conjunto de cúspides de Γ) está contenido en el conjunto {Γs1,Γs2, . . . ,Γsm}. El
número de cúspides de Γ, |Γ\Q̂|, es por lo tanto menor o igual que el número de
estos representantes, m. Como m = [SL2(Z) : Γ] es finito, concluimos que el número
de cúspides de Γ es finito.
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Para analizar el comportamiento de una forma modular débil f en una cúspide
s ∈ Q̂, se utiliza una matriz σ ∈ SL2(Z) tal que σ(∞) = s. Se estudia entonces el
comportamiento de la función g(z) := (f |kσ)(z) cuando z → i∞.

Proposición 1.2.10 (Estructura del estabilizador de una cúspide). Sea Γ un sub-
grupo de congruencia de SL2(Z), s una de sus cúspides, y sea σ ∈ SL2(Z) una matriz
tal que σ(∞) = s. El estabilizador de la cúspide ∞ en el grupo conjugado σ−1Γσ,
denotado (σ−1Γσ)∞, está formado por matrices de traslación y es de la forma:

(σ−1Γσ)∞ = {±I} ·
{(

1 nh
0 1

)
| n ∈ Z

}
para algún entero positivo h.

Demostración. Sea Γ′ = σ−1Γσ. El estabilizador de ∞ en este grupo, Γ′
∞, consiste

en las matrices γ′ ∈ Γ′ que fijan ∞.

Una matriz
(
a b
c d

)
∈ SL2(Z) fija ∞ si y solo si c = 0. La condición del determi-

nante ad− bc = 1 se reduce a ad = 1, lo que para enteros implica que a = d = ±1.

Por lo tanto, cualquier elemento de Γ′
∞ debe ser de la forma

(
±1 n
0 ±1

)
para algún

n ∈ R.
El resto se deduce de que Γ es un subgrupo discreto de SL2(Z) y de que la

matrices de Γ tienen coeficientes enteros.

Definición 1.2.11 (Ancho de cúspide). Con la notación de la Proposición 1.2.10,
el ancho de la cúspide s (respecto a Γ), denotado hs, es el menor generador positivo
del grupo de traslaciones. Es decir, es el menor valor positivo de h para el cual
se cumple la igualdad del estabilizador (notar que el h que nos da la proposición
anterior, también va a ser el mínimo).

Para el grupo Γ0(N), el ancho puede calcularse explícitamente.

Proposición 1.2.12 (Fórmula para el ancho de cúspide en Γ0(N)). Sea s = a/c una
cúspide de Γ0(N) representada por una fracción irreducible (i.e., mcd(a, c) = 1). El
ancho hs de la cúspide s para Γ0(N) está dado por la fórmula:

hs =
N

mcd(c2, N)

En particular, para la cúspide s = ∞ (representada por 1/0, i.e., c = 0), el ancho
es h∞ = 1.

Demostración. Sea s = a/c con mcd(a, c) = 1. Dividimos la prueba en dos casos.
Caso 1: s = ∞. Esta cúspide se representa por a/c = 1/0, por lo que c = 0.

Podemos elegir σ = ( 1 0
0 1 ) = I ∈ SL2(Z), ya que σ(∞) = ∞ = s. El estabilizador de

s = ∞ en Γ0(N), denotado Γ0(N)∞, consiste en las matrices γ = ( A B
C D ) ∈ Γ0(N)

tales que γ(∞) = ∞. La condición γ(∞) = ∞ implica C = 0. La condición γ ∈
Γ0(N) requiere C ≡ 0 (mód N) (lo cual se cumple si C = 0) y AD −BC = 1. Con
C = 0, la condición del determinante se convierte en AD = 1. Como A,D ∈ Z, las
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únicas posibilidades son A = D = 1 o A = D = −1. Por lo tanto, el estabilizador
es:

Γ0(N)∞ =

{(
±1 B
0 ±1

)
| B ∈ Z

}
= {±I} ·

{(
1 B
0 1

)
| B ∈ Z

}
El subgrupo de traslaciones puras dentro de σ−1Γ0(N)σ = Γ0(N)∞ es {( 1 B

0 1 ) | B ∈
Z}. El menor entero positivo h tal que ( 1 h

0 1 ) está en este grupo es claramente h = 1.
Así, el ancho de la cúspide ∞ es h∞ = 1. Verifiquemos con la fórmula: para c = 0,
mcd(c2, N) = mcd(0, N) = N . La fórmula da h∞ = N/N = 1. Coinciden.

Caso 2: s = a/c con c ̸= 0. Como mcd(a, c) = 1, por la identidad de Bézout,
existen enteros b, d tales que ad − bc = 1. Tomamos σ = ( a bc d ) ∈ SL2(Z). Esta
matriz satisface σ(∞) = a/c = s. De acuerdo con la Definición 1.2.11, el ancho hs
es el menor entero positivo h tal que γh = σT hσ−1 ∈ Γ0(N), donde T h = ( 1 h

0 1 ).
Calculamos γh:

γh = σ

(
1 h
0 1

)
σ−1

=

(
a b
c d

)(
1 h
0 1

)(
d −b
−c a

)
=

(
a ah+ b
c ch+ d

)(
d −b
−c a

)
=

(
ad− c(ah+ b) −ab+ a(ah+ b)
cd− c(ch+ d) −bc+ a(ch+ d)

)
=

(
ad− ach− bc a2h

−c2h ad− bc+ ach

)
=

(
1− ach a2h
−c2h 1 + ach

)
(usando ad− bc = 1)

Esta matriz γh tiene entradas enteras y det(γh) = (1−ach)(1+ach)−(a2h)(−c2h) =
1. Para que γh ∈ Γ0(N), necesitamos que la entrada (2, 1) sea congruente a 0 módulo
N :

−c2h ≡ 0 (mód N)

Esto es equivalente a la condición de divisibilidad N |c2h. Buscamos el menor entero
positivo h que satisfaga N |c2h. Sea g = mcd(c2, N). Entonces podemos escribir
c2 = gx y N = gy para algunos enteros x, y tales que mcd(x, y) = 1. La condición
N |c2h se convierte en gy|(gx)h. Como g ≥ 1, podemos dividir por g: y|xh. Dado
que mcd(x, y) = 1, la condición y|xh implica que y debe dividir a h. El menor
entero positivo h que es divisible por y es precisamente h = y. Por lo tanto, el ancho
buscado es hs = y. Sustituyendo y = N/g = N/mcd(c2, N), obtenemos:

hs =
N

mcd(c2, N)

Esto completa la demostración para c ̸= 0.

Proposición 1.2.13 (Desarrollo de fourier para funciones periódicas). Sea h > 0
un número real. Si una función g : H → C es holomorfa en el semiplano superior
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H y periódica con período h (es decir, g(z + h) = g(z) para todo z ∈ H), entonces g
admite un desarrollo en serie de Fourier de la forma:

g(z) =
∑
n∈Z

cnq
n
h

donde qh = e2πiz/h.

Demostración. Este es un resultado clásico del análisis complejo. La demostración
se basa en el cambio de variable q = e2πiz/h, que transforma la función g(z) en una
función holomorfa sobre un disco perforado, a la cual se le puede aplicar el Teorema
de la Serie de Laurent.

Proposición 1.2.14 (Existencia de la expansión de Fourier en cúspides). Sea f una
función que satisface la ley de modularidad de peso k para Γ. Sea s una cúspide de
Γ con ancho hs, y sea σ ∈ SL2(Z) una matriz tal que σ(∞) = s. Entonces la función
g(z) = (f |kσ)(z) es holomorfa y periódica con período hs. Por lo tanto, admite un
desarrollo de Fourier (o q-expansión) de la forma:

g(z) =
∑
n∈Z

cnq
n
hs

donde qhs = e2πiz/hs.

Demostración. Sea g(z) = (f |kσ)(z).
1. Holomorfía de g: Dado que f es holomorfa, la Proposición 1.2.4 establece

directamente que g(z) es holomorfa en H.
2. Periodicidad de g: Por la Definición 1.2.11, el ancho hs es el menor entero

positivo tal que ±σT hsσ−1 ∈ Γ, donde T hs =
(
1 hs
0 1

)
. Sea γT = σT hsσ−1. Como

f cumple la ley de modularidad para Γ, satisface f |kγT = f . Ahora, usando que
(f |kA)|kB = f |k(AB) (1.2.3):

f = f |kγT = f |k(σT hsσ−1) = (f |kσT hs)|kσ−1

Aplicamos |kσ desde la derecha a ambos lados de la ecuación:

f |kσ = (f |kσT hs)|k(σ−1σ) = (f |kσT hs)|kI = f |k(σT hs)

Por otro lado, consideremos g|kT hs :

g|kT hs = (f |kσ)|kT hs = f |k(σT hs)

Combinando las dos líneas anteriores, obtenemos g|kT hs = f |kσ = g. Finalmente,
expandimos g|kT hs : el factor de automorfía para T hs =

(
1 hs
0 1

)
es (0 · z + 1)k = 1.

Entonces, (g|kT hs)(z) = (1)−kg(z + hs) = g(z + hs). Como g|kT hs = g, concluimos
que g(z + hs) = g(z). La función g(z) es periódica con período hs.

Habiendo probado que g(z) es holomorfa en H y periódica con período hs, apli-
camos la Proposición 1.2.13 para concluir que admite el desarrollo de Fourier bus-
cado.
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Definición 1.2.15 (Forma modular débil). Sea Γ un subgrupo de congruencia y
k ∈ Z. Una función f : H → C se dice que es una forma modular débil de peso k
para Γ si satisface las siguientes tres condiciones:

1. Holomorfía en H: La función f es holomorfa en todo punto del semiplano
superior H.

2. Ley de modularidad: Para toda matriz γ ∈ Γ, se cumple f |kγ = f . Es decir:

f(γz) = (cz + d)kf(z) para todo γ =

(
a b
c d

)
∈ Γ.

3. Meromorfía en las cúspides: La función f es meromorfa en todas las cúspides
de Γ. Esto significa que para cualquier γ ∈ SL2(Z), la expansión de Fourier de
la función transformada (f |kγ)(z) en torno al infinito,

(f |kγ)(z) =
∑
n∈Z

anq
n
N (qN = e2πiz/N),

tiene solo un número finito de coeficientes an no nulos con índice n < 0. En
otras palabras, f no tiene singularidades esenciales en las cúspides, sino a lo
sumo polos.

Definición 1.2.16 (Holomorfía y anulación en cúspides). Sea f una forma modular
débil de peso k para Γ, s una cúspide, hs su ancho, y sea g(z) = (f |kσ)(z) (con
σ(∞) = s) la función periódica asociada cuya expansión de Fourier (garantizada
por la Proposición 1.2.14) es g(z) =

∑
n∈Z cnq

n
hs

.

Decimos que f es holomorfa en la cúspide s si su q-expansión asociada no
tiene potencias negativas, es decir, si cn = 0 para todo n < 0. En este caso, la
expansión es g(z) =

∑∞
n=0 cnq

n
hs

.

Decimos que f se anula en la cúspide s (o que es cuspidal en s) si es holomorfa
en s y su término constante en la q-expansión asociada es cero, es decir, si
cn = 0 para todo n ≤ 0 (c0 = 0).

Se puede demostrar que esta definición es independiente de la elección de la matriz
σ ∈ SL2(Z) utilizada para mapear ∞ a s.

Ahora podemos dar la definición completa de forma modular.

Definición 1.2.17 (Forma modular). Sea Γ un subgrupo de congruencia y k ∈ Z.
Una función f : H → C es una forma modular de peso k para Γ si:

1. f es holomorfa en H.

2. f satisface f |kγ = f para todo γ ∈ Γ.

3. f es holomorfa en todas las cúspides de Γ.

El espacio vectorial de formas modulares de peso k para Γ se denota por Mk(Γ).
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Definición 1.2.18 (Forma cuspidal). Una forma modular f ∈Mk(Γ) es una forma
cuspidal si se anula en todas las cúspides de Γ. Esto significa que el coeficiente
constante (n = 0) de su desarrollo de Fourier en cada cúspide es cero. El espacio
vectorial de formas cuspidales de peso k para Γ se denota por Sk(Γ). Es un subespacio
de Mk(Γ).

Ejemplo 1.2.19 (Forma modular discriminante y función τ de Ramanujan). La
función discriminante, definida por el producto infinito:

∆(z) := q

∞∏
n=1

(1− qn)24,

es una forma cuspidal de peso 12 para el grupo modular completo SL2(Z) (es decir,
∆ ∈ S12(SL2(Z))).

Los coeficientes de su expansión de Fourier definen la función tau de Ramanujan,
denotada por τ(n), de modo que:

∆(z) =
∞∑
n=1

τ(n)qn.

Demostración. Este resultado será demostrado rigurosamente en el Capítulo 3. La
prueba se sigue directamente como una aplicación del Teorema de Newman (para
el nivel y el carácter) y del Teorema de Ligozat (para el orden de anulación en las
cúspides), los cuales nos permitirán determinar las propiedades de transformación y
la condición de cuspidalidad de los cocientes eta.

A continuación, generalizamos la noción de forma modular para Γ permitiendo
una transformación no trivial bajo la acción de este. Esto se logra introduciendo la
noción de un caracter de Dirichlet.

Definición 1.2.20 (Caracter de Dirichlet). Un caracter de Dirichlet módulo N es
un morfismo de grupos χ : (Z/NZ)× → C×. Por convención, se extiende χ a una
función sobre todo Z definiendo χ(n) = 0 si mcd(n,N) ̸= 1.

Definición 1.2.21 (Espacio de formas modulares con caracter). Sea χ un caracter
de Dirichlet módulo N. El espacio de formas modulares de peso k y nivel N con
caracter χ, denotado Mk(N,χ), es el subespacio de Mk(Γ1(N)) que consiste en las
formas que satisfacen la siguiente condición de transformación:

f |kγ = χ(d)f, para todo γ =

(
a b
c d

)
∈ Γ0(N)

Observación 1.2.22. Es importante notar que, si bien muchos teoremas en la
literatura se enuncian para el caso sin caracter (es decir, para el espacio Mk(Γ0(N))),
la mayoría de estos resultados pueden generalizarse al espacio Mk(N,χ) sin mayor
dificultad. Del mismo modo, los resultados demostrados para el caso general con
caracter a menudo recuperan los resultados clásicos al especializarlos para el caracter
trivial (el caracter χ que toma el valor 1 para todo argumento).
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Si una forma modular f no es idénticamente nula, podemos definir su orden de
anulación en cada cúspide. Existen dos convenciones comunes:

Definición 1.2.23 (Orden normalizado en una cúspide). Sea f ∈Mk(Γ), f ̸≡ 0.

En la cúspide ∞: Sea h = h∞ el ancho de ∞. Sea f(z) =
∑∞

n=n0
an(f)q

n
h el

desarrollo de Fourier (qh = e2πiz/h), con an0(f) ̸= 0. El orden normalizado de
f en ∞ es ord∞(f) := n0/h.

En una cúspide s ̸= ∞: Sea hs el ancho de s. Sea σ ∈ SL2(Z) tal que σ(∞) = s.
Sea g(z) = (f |kσ)(z) =

∑∞
n=m0

bn(g)q
n
hs

el desarrollo correspondiente (qhs =

e2πiz/hs), con bm0(g) ̸= 0. El orden normalizado de f en s es ords(f) := m0/hs.

El orden ords(f) es un número racional no negativo.

Definición 1.2.24 (Orden no normalizado en cúspide). Con la misma notación que
en la Definición 1.2.23, el orden no normalizado de f en la cúspide s, denotado νs(f),
es el exponente entero más bajo que aparece en la expansión de Fourier relevante:

ν∞(f) := n0 (exponente más bajo de qh∞)

νs(f) := m0 (exponente más bajo de qhs para s ̸= ∞)

Este orden νs(f) es siempre un entero no negativo.

Observación 1.2.25 (Relación entre órdenes). El orden normalizado ords(f) y el
orden no normalizado νs(f) están relacionados por el ancho hs de la cúspide s:

ords(f) =
νs(f)

hs

El orden no normalizado νs(f) es útil porque es siempre un entero y simplifica
algunas fórmulas, como la del Teorema de Ligozat (Teorema 3.3.8).

Observación 1.2.26 (Formas cuspidales y orden). Una forma modular f ∈Mk(Γ)
es una forma cuspidal (f ∈ Sk(Γ)) si y solo si su orden es estrictamente positivo
en todas las cúspides. Esto es equivalente a ords(f) > 0 para toda cúspide s, o
equivalentemente, νs(f) > 0 para toda cúspide s (ya que hs > 0). Si f no es
cuspidal, entonces νs(f) = 0 (y ords(f) = 0) para al menos una cúspide s.

Múltiples veces a lo largo de este texto usaremos la palabra orden sin aclarar si es
el normalizado o el no normalizado; hay dos formas de entender a cual nos referimos.
Uno es por la notación usada, siguiendo la convención elegida en las definiciones de
arriba. Y la otra es por contexto.

Teorema 1.2.27 (Dimensión Finita). El espacio de formas modulares Mk(Γ0(N), χ)
es un espacio vectorial complejo de dimensión finita.

Demostración. El ingrediente clave para la finitud es la condición de holomorfía en
las cúspides. Sin esta restricción, el espacio sería de dimensión infinita.

La demostración puede realizarse de manera elemental utilizando la Fórmula de
Valencia. Esta fórmula establece que, para cualquier f ∈ Mk(Γ0(N), χ) no nula, la
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suma ponderada de los órdenes de sus ceros en el dominio fundamental compactifi-
cado es igual a una constante fija (k/12 multiplicado por el índice del grupo).

Puesto que f es holomorfa tanto en el semiplano superior como en las cúspides,
todos los órdenes de anulación son no negativos (vp(f) ≥ 0). Esto limita severamente
la cantidad de ceros que la función puede tener. En consecuencia, una forma modular
queda unívocamente determinada por un número finito de los primeros coeficientes
de su expansión de Fourier, lo que implica que la dimensión del espacio es finita.

Para la fórmula explícita de la dimensión (cuya deducción habitual sí utiliza el
Teorema de Riemann-Roch), véase [DS05, Teorema 3.5.1].

1.3. Operadores de Hecke
En las secciones anteriores introdujimos las formas modulares clásicas, sus es-

pacios Mk(Γ) y Sk(Γ), y la descripción mediante coeficientes de Fourier. En lo que
sigue, estudiamos operadores lineales naturales sobre estos espacios, definidos de
manera que preservan el peso y actúan de forma controlada sobre el nivel. En to-
dos los casos trabajaremos con descripciones explícitas en términos de matrices en
SL2(Z) y de q-expansiones.

Comenzamos con los operadores de Hecke. Primero los definimos a partir de co-
clases de matrices en SL2(Z) y luego mostramos cómo esta construcción se traduce
en fórmulas explícitas sobre las q-expansiones. Esto nos permite trabajar con auto-
vectores de Hecke y expresar los autovalores de estos operadores en función de los
coeficientes de Fourier. En particular, las relaciones algebraicas entre los operadores
de Hecke se reflejan directamente en relaciones de tipo multiplicativo entre los coefi-
cientes, que serán utilizadas más adelante al estudiar congruencias entre coeficientes
de formas modulares y de cocientes eta.

Definiremos los operadores de Hecke comenzando por su estructura algebraica
relacionada con coclases de matrices y luego mostraremos su conexión con otras
formulaciones. Nos centraremos en Γ = SL2(Z) para claridad.

Definición 1.3.1 (Conjunto Mp). Para un número primo p, se define Mp como el
conjunto de matrices enteras de 2× 2 con determinante p:

Mp = {α ∈M2(Z) | det(α) = p}

El grupo Γ = SL2(Z) actúa sobre Mp por multiplicación a la izquierda: (γ, α) 7→ γα.
Nos interesan las órbitas Γα, es decir, las coclases izquierdas Γ\Mp.

Lema 1.3.2 (Representantes de coclases para Mp). Un conjunto completo de repre-
sentantes para las coclases izquierdas Γ\Mp (donde Γ = SL2(Z)) es:

Rp =

{(
p 0
0 1

)}
∪
{(

1 j
0 p

)
| j = 0, 1, . . . , p− 1

}
.

Demostración. Sea α = ( a bc d ) ∈ Mp. Como Γ contiene las matrices elementales
( 1 n
0 1 ) y ( 1 0

n 1 ) (y sus transposiciones), la acción de Γ por la izquierda permite realizar
operaciones elementales de fila sobre α. Usando el algoritmo de Euclides sobre la
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primera columna mediante estas operaciones, podemos transformar α en una matriz
α′ = γα (con γ ∈ Γ) tal que α′ =

(
a′ b′

0 d′

)
. Como det(α′) = det(γα) = det(γ) det(α) =

1 · p = p, tenemos a′d′ = p. Ya que a′, d′ son enteros, y podemos asumir a′ > 0
(multiplicando por

( −1 0
0 −1

)
∈ Γ si es necesario), las únicas posibilidades para (a′, d′)

son (p, 1) y (1, p).
Caso 1: (a′, d′) = (p, 1). La matriz es

(
p b′

0 1

)
. Multiplicando por la izquierda por(

1 −b′
0 1

)
∈ Γ, obtenemos

(
1 −b′
0 1

) (
p b′

0 1

)
=
(
p 0
0 1

)
. Este es el primer tipo de representante

en Rp.
Caso 2: (a′, d′) = (1, p). La matriz es

(
1 b′
0 p

)
. La entrada b′ está determinada

módulo p, porque si multiplicamos por la izquierda por ( 1 n
0 1 ) ∈ Γ, obtenemos

( 1 n
0 1 )

(
1 b′
0 p

)
=
(

1 b′+np
0 p

)
. Podemos elegir un único n ∈ Z tal que 0 ≤ b′+np < p. Por

lo tanto, cada matriz en este caso es Γ-equivalente a una única matriz de la forma(
1 j
0 p

)
con j ∈ {0, 1, . . . , p− 1}. Estos son los otros p representantes en Rp.

Finalmente, hay que verificar que estos p+1 representantes no son Γ-equivalentes
entre sí. Si γα1 = α2 para α1, α2 ∈ Rp, se puede mostrar que necesariamente α1 = α2

y γ debe ser una matriz triangular superior
( ±1 ∗

0 ±1

)
que actúa trivialmente en estos

representantes.

A continuación, vamos a definir el operador de Hecke Tp usando estos represen-
tantes. A lo largo de la literatura uno puede encontrar multiples definiciones de este,
por supuesto, todas equivalentes. Vamos a presentar las distintas definiciones que
se conocen y que serán útiles para probar diversas propiedades. Luego probaremos
que estas son todas equivalentes.

Definición 1.3.3 (Operador de Hecke Tp vía coclases). Sea Γ = SL2(Z) y f : H → C
una función sobre la que actúa el operador slash |k (Def. 1.2.1). Para un primo p, el
operador de Hecke Tp se define como:

Tpf := pk/2−1
∑
α∈Rp

f |kα (1.6)

donde Rp es el conjunto de representantes del Lema 1.3.2.

Teorema 1.3.4 (Equivalencia de definiciones de Tp). Sea Γ = SL2(Z) y f : H → C.
El operador Tpf definido en 1.3.3 es igual al operador Tpf definido por la suma de
transformaciones:

Tpf(z) :=
1

p

p−1∑
j=0

f

(
z + j

p

)
+ pk−1f(pz). (1.7)

Demostración. Calculamos explícitamente Tpf usando los representantes Rp.

Tpf = pk/2−1

(
f |k
(
p 0
0 1

)
+

p−1∑
j=0

f |k
(
1 j
0 p

))

Calculamos cada término usando f |kα = (detα)k/2j(α, z)−kf(αz).
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Para α0 =
(
p 0
0 1

)
: detα0 = p, j(α0, z) = 0 · z + 1 = 1.

f |kα0 = pk/2(1)−kf(pz) = pk/2f(pz)

Para αj =
(
1 j
0 p

)
(j = 0, . . . , p− 1): detαj = p, j(αj, z) = 0 · z + p = p.

f |kαj = pk/2(p)−kf

(
z + j

p

)
= pk/2−kf

(
z + j

p

)
= p−k/2f

(
z + j

p

)
Sustituyendo en la definición de Tpf :

Tpf(z) = pk/2−1

(
pk/2f(pz) +

p−1∑
j=0

p−k/2f

(
z + j

p

))

= pk/2−1pk/2f(pz) + pk/2−1p−k/2
p−1∑
j=0

f

(
z + j

p

)

= pk−1f(pz) + p−1

p−1∑
j=0

f

(
z + j

p

)
Comparando con la suma de transformaciones, vemos que son idénticos.

Definición 1.3.5 (Operador de Hecke Tn). Para un entero n ≥ 1, el operador Tn
(para SL2(Z)) se define mediante: T1 = Id, Tpr = TpTpr−1 − pk−1Tpr−2 (r ≥ 2), y
Tn =

∏
Tpeii si n =

∏
peii .

Proposición 1.3.6 (Acción de Tn en coeficientes de Fourier). Sea Γ = SL2(Z) y
f ∈Mk(Γ) con q-expansión f(z) =

∑∞
m=0 amq

m. La q-expansión de Tnf es Tnf(z) =∑∞
m=0 cmq

m, donde
cm =

∑
d|mcd(m,n),d>0

dk−1amn/d2

En particular, para un primo p, Tpf(z) =
∞∑
m=0

(amp + pk−1am/p)q
m con am/n = 0 si

n ∤ m.

Demostración. Vamos a probar unicamente la formula para Tp con p primo. La idea
para el caso general es proceder por inducción en la cantidad de factores primos de
n. Lo que vamos a mostrar a continuación, es el caso base.

De (1.7) tenemos que

Tpf(z) = pk−1f(pz) + p−1

p−1∑
j=0

f

(
z + j

p

)
remplazando ahora con la q-expansión de f obtenemos
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Tpf(z) = pk−1f(pz) + p−1

p−1∑
j=0

f

(
z + j

p

)

= pk−1

∞∑
m=0

amq
mp + p−1

p−1∑
j=0

∞∑
m=0

ame
2πim z+j

p .

Expandiendo el lado derecho de la ultima igualdad

p−1

p−1∑
j=0

∞∑
m=0

ame
2πim z+j

p = p−1

∞∑
m=0

ame
2πizm

p

p−1∑
j=0

e2πiz
mj
p .

Donde
p−1∑
j=0

e2πiz
mj
p =

p−1∑
j=0

ξmjp con ξp la raíz p-ésima primitiva de la unidad de

menor argumento. Esta suma da 0 si p ∤ m o, si p|m, tenemos que ξmjp = 1 para todo

j y por ende
p−1∑
j=0

e2πiz
mj
p = p. Sustituyendo obtenemos

Tpf(z) = pk−1

∞∑
m=0

amq
mp + p−1

∞∑
m=0

ame
2πizm

p

p−1∑
j=0

e2πiz
mj
p

= pk−1

∞∑
m=0

amq
mp + p−1

∞∑
m=0

ampq
pm
p p

= pk−1

∞∑
m=0

am/pq
m +

∞∑
m=0

ampq
m

=
∞∑
m=0

(pk−1am/p + amp)q
m

Como se quería ver.

Proposición 1.3.7 (Preservación de espacios por operadores de Hecke). Sea Γ =
Γ0(N) un subgrupo de congruencia. Tn mapea Mk(Γ) a Mk(Γ) y Sk(Γ) a Sk(Γ).

Demostración. Sea f ∈Mk(Γ).

1. Holomorfía en H: La definición Tp (1.7) muestra que Tpf es holomorfa si f lo
es. Por inducción usando las recurrencias (Def. 1.3.5), Tnf es holomorfa.

2. Holomorfía en cúspides: Debemos mostrar que Tnf es holomorfa en cada cús-
pide s de Γ. Distinguimos dos casos.

Caso 1: Cúspide s = ∞. Si f =
∑∞

m=0 amq
m es holomorfa en ∞ (i.e.,

am = 0 para m < 0), entonces

Tnf =
∞∑
m=0

cmq
m
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con cm =
∑

d|mcd(m,n) d
k−1amn/d2 (Proposición 1.3.6). Como m ≥ 0, el

índice mn/d2 también es ≥ 0. Ya que f es holomorfa en ∞, todos los
amn/d2 con índice no negativo están bien definidos y los de índice negativo
son cero. Por lo tanto, cm = 0 si m < 0, y Tnf es holomorfa en ∞.

Caso 2: Cúspide s ̸= ∞. Sea s una cúspide arbitraria. Por definición, f es
holomorfa en s si la función transformada g(z) = (f |kσ)(z) es holomorfa
en ∞, donde σ ∈ SL2(Z) es una matriz tal que σ(∞) = s. Para probar
que Tnf es holomorfa en s, debemos probar que (Tnf)|kσ es holomorfa
en ∞. Usando la propiedad

(Tnf)|kσ = Tn(f |kσ)

y usando un argumento similar al del caso anterior, tenemos que es holo-
morfa en s. Dado que s era una cúspide arbitraria, Tnf es holomorfa en
todas las cúspides.

3. Modularidad en Γ: Sea γ ∈ Γ, aplicando Tp como en (1.3.3) obtenemos:

(Tpf)|kγ =

pk/2−1
∑
α∈Rp

f |kα

∣∣∣∣
k

γ

= pk/2−1
∑
α∈Rp

(f |kα)|kγ = pk/2−1
∑
α∈Rp

f |k(αγ)

Como se argumentó en pruebas anteriores, el conjunto {αγ | α ∈ Rp} es tal
que sus elementos pertenecen a coclases Γα′ donde {Γα′ | α′ ∈ Rp} = Γ\Mp.
Específicamente, αγ = δα,γα

′ para algún δα,γ ∈ Γ y α′ ∈ Rp, donde α 7→ α′

es una permutación de Rp. Entonces f |k(αγ) = f |k(δα,γα′) = (f |kδα,γ)|kα′ =
f |kα′. La suma se convierte en pk/2−1

∑
α′∈Rp

f |kα′ = Tpf . Esto prueba la
modularidad para Tp. Para Tn, la propiedad se sigue usando las relaciones de
recurrencia, ya que si Ta y Tb satisfacen la condición, también lo hacen TaTb y
cTa.

4. Preservación de Sk(Γ): Si f ∈ Sk(Γ), a0 = 0. El término constante c0 de Tnf
es c0 = (

∑
d|n d

k−1)a0 = 0 (usando la Proposición 1.3.6). Argumentos similares
aplican a otras cúspides. Así Tnf ∈ Sk(Γ).

Concluimos que Tn preserva Mk(Γ) y Sk(Γ).

Definición 1.3.8 (Autovector de Hecke). Una forma modular f ∈ Mk(Γ) que no
sea idénticamente nula (f ̸≡ 0), se llama autovector de Hecke si es un autovector
para todos los operadores de Hecke Tn con mcd(n,N) = 1. Es decir, para cada
entero n ≥ 1 tal que mcd(n,N) = 1, existe un número complejo λn(f) ∈ C, llamado
el valor propio asociado a Tn y f , tal que:

Tnf = λn(f)f
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Proposición 1.3.9 (El primer coeficiente de una forma propia no es nulo). Sea
f(z) =

∑∞
m=1 amq

m ∈ Sk(Γ) una forma cuspidal no nula (f ̸≡ 0) que es autovector
simultáneo de todos los operadores de Hecke Tn con mcd(n,N) = 1. Entonces, el
primer coeficiente de Fourier es no nulo:

a1 ̸= 0

Demostración. Sea λn el valor propio tal que Tnf = λnf . Comparemos el coeficiente
del término q1 (es decir, para m = 1) en ambos lados de la ecuación.

Por un lado, el coeficiente de q1 en la expansión de λnf es simplemente λna1.
Por otro lado, recordemos la acción del operador de Hecke Tn sobre los coeficien-

tes. Si escribimos Tnf =
∑
cmq

m, la fórmula para el coeficiente m = 1 es:

c1 =
∑

d|mcd(1,n)

dk−1χ(d)a1·n/d2

Como el único divisor positivo de mcd(1, n) = 1 es d = 1, la suma se reduce a un
solo término:

c1 = 1k−1χ(1)an = an

Igualando ambos resultados, obtenemos la relación fundamental para los coeficientes
de una forma propia:

an = λna1 para todo n con mcd(n,N) = 1

Supongamos por el absurdo que a1 = 0. Entonces, la ecuación anterior implica que
an = λn · 0 = 0 para todo n (donde operan los Tn). Esto implicaría que todos los
coeficientes de Fourier de f son cero, es decir, f ≡ 0. Esto contradice la hipótesis
de que f es un autovector (que por definición debe ser un vector no nulo). Por lo
tanto, concluimos que a1 ̸= 0.

Proposición 1.3.10 (Autovalores y coeficientes de Fourier normalizados). Sea f(z) =∑∞
m=1 am(f)q

m ∈ Sk(Γ) una autovector de Hecke cuspidal con a1(f) = 1 (Notemos
que todo autovector de Hecke cuspidal se puede normalizar por la proposición ante-
rior). Entonces, para todo entero n ≥ 1 con mcd(n,N) = 1, el valor propio λn(f)
asociado al operador Tn es precisamente igual al n-ésimo coeficiente de Fourier de
f :

λn(f) = an(f)

Como consecuencia, los coeficientes de Fourier de una forma propia normalizada
satisfacen las mismas relaciones algebraicas que los operadores de Hecke. En parti-
cular, si χ es el caracter de f :

am(f)an(f) = amn(f) si mcd(m,n) = 1 y mcd(mn,N) = 1.

apr(f) = ap(f)apr−1(f)− χ(p)pk−1apr−2(f) para primo p ∤ N y r ≥ 2.

Demostración. Sea f =
∑∞

m=1 amq
m una forma propia de Hecke normalizada (a1 =

1) con Tnf = λnf para mcd(n,N) = 1. (Omitimos el (f) en am, λn por brevedad).
Consideramos la q-expansión de ambos lados de la ecuación Tnf = λnf .
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1. Lado Derecho: La q-expansión es λnf = λn
∑∞

m=1 amq
m =

∑∞
m=1(λnam)q

m.

2. Lado Izquierdo: La q-expansión es Tnf =
∑∞

m=1 cmq
m, donde, según la Propo-

sición 1.3.6 (generalizada para Γ1(N) con caracter χ), el coeficiente cm viene
dado por:

cm =
∑

d|mcd(m,n),d>0

dk−1χ(d)amn/d2

Igualando los coeficientes de qm para todo m ≥ 1:

λnam = cm =
∑

d|mcd(m,n),d>0

dk−1χ(d)amn/d2 (1.8)

Esta igualdad es válida para todo m ≥ 1 y n con mcd(n,N) = 1.
Ahora, especializamos la ecuación 1.8 para el caso particular m = 1:

λna1 =
∑

d|mcd(1,n),d>0

dk−1χ(d)a1·n/d2

El único divisor positivo d de mcd(1, n) = 1 es d = 1. La suma en el lado derecho
se reduce a un único término:

λna1 = 1k−1χ(1)an/12

Sabemos que 1k−1 = 1 (para k ∈ Z) y χ(1) = 1 para cualquier caracter de Dirichlet.
Por lo tanto:

λna1 = an

Finalmente, utilizamos la condición de que f está normalizada, es decir, a1 = 1:

λn · 1 = an

Esto prueba que λn = an para todo n con mcd(n,N) = 1.
Las relaciones multiplicativas para los coeficientes an son una consecuencia di-

recta de este resultado y de las relaciones algebraicas que satisfacen los opera-
dores Tn (Definición 1.3.5), ya que los an son los autovalores. Por ejemplo, pa-
ra mcd(m,n) = 1 (y mcd(mn,N) = 1), sabemos TmTn = Tmn. Aplicando a f :
TmTnf = Tm(λnf) = λn(Tmf) = λn(λmf) = λmλnf . También Tmnf = λmnf . Com-
parando, λmλn = λmn. Sustituyendo λn = an, obtenemos aman = amn. La relación de
recurrencia para apr se deriva de forma análoga a partir de la relación para Tpr .

1.4. Espacio de Einsestein
En esta sección definimos el espacio de series de Eisenstein y establecemos la

descomposición fundamental del espacio de formas modulares.

Definición 1.4.1 (Producto Interno de Petersson). Sean f, g ∈ Mk(Γ0(N), χ). Si
al menos una de las dos formas es cuspidal (es decir, pertenece a Sk(Γ0(N), χ)), la
integral

⟨f, g⟩ :=
∫
Γ0(N)\H

f(z)g(z)yk
dx dy

y2
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converge absolutamente. Aquí, z = x+ iy, y la integral se evalúa sobre un dominio
fundamental para la acción de Γ0(N) en el semiplano superior H. Definimos ⟨f, g⟩
como el producto interno de Petersson de f y g.

Este producto dota a Sk(Γ0(N), χ) de estructura de espacio de Hilbert de dimen-
sión finita. La finitud es una propiedad crucial de los espacios de formas modulares.

Recordemos que el espacio de formas modulares Mk(Γ0(N), χ) contiene al subes-
pacio de formas cuspidales Sk(Γ0(N), χ). Definimos el espacio de Eisenstein como
el complemento ortogonal de las formas cuspidales respecto al producto interno de
Petersson.

Definición 1.4.2 (Espacio de Eisenstein). El espacio de series de Eisenstein, deno-
tado por Ek(Γ0(N), χ), se define como:

Ek(Γ0(N), χ) := Sk(Γ0(N), χ)⊥

donde el complemento ortogonal se toma en Mk(Γ0(N), χ) con respecto al producto
interno de Petersson ⟨·, ·⟩.

Una consecuencia inmediata del Teorema 1.2.27 sobre la finitud del espacio de
formas modulares y la propiedad del producto interno es la siguiente descomposición.

Proposición 1.4.3 (Descomposición de Mk). El espacio de formas modulares se
descompone como la suma directa:

Mk(Γ0(N), χ) = Ek(Γ0(N), χ)⊕ Sk(Γ0(N), χ)

En particular, toda forma modular f ∈ Mk(Γ0(N), χ) puede escribirse de manera
única como f = E+g, donde E pertenece al espacio de Eisenstein y g es una forma
cuspidal.

1.4.1. Autovectores: Una base del espacio de Einsestein

El espacio Ek(Γ0(N), χ) tiene una base formada por autovectores para los ope-
radores de Hecke Tp (para p ∤ N). Estas series se construyen explícitamente a partir
de caracteres de Dirichlet.

Sean ψ y φ caracteres primitivos de Dirichlet módulo u y v respectivamente,
tales que uv | N y (ψφ)(−1) = (−1)k. Definimos la serie de Eisenstein asociada

Eψ,φ
k (z) =

∑
σψ,φk−1(n)q

n

cuyo n-ésimo coeficiente de Fourier (para n ≥ 1, normalizado) es

σψ,φk−1(n) =
∑
d|n

ψ(n/d)φ(d)dk−1.

Teorema 1.4.4 (Base del Espacio de Eisenstein). El espacio Ek(Γ0(N), χ) está
generado por el conjunto de series de Eisenstein generalizadas de la forma

Eψ,φ
k (dz)

donde los parámetros recorren todas las posibles elecciones que satisfacen:
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ψ y φ son caracteres primitivos de Dirichlet módulo u y v respectivamente,
tales que (ψφ)(−1) = (−1)k.

ψφ = χ (visto como igualdad de caracteres inducidos módulo N).

d es un entero positivo tal que duv | N .

Más aun, la dimensión de Ek(Γ0(N), χ) es igual al número de tales tuplas (ψ, φ, d).

Demostración. Para una demostración rigurosa de que estas series forman una ba-
se, remitimos al lector a [DS05, Teorema 4.5.2] y a [DS05, Proposición 4.2.1] para
verificar su modularidad.

Proposición 1.4.5 (Las series de Eisenstein son autovectores de Hecke). La serie
de Eisenstein Eψ,φ

k (z) es un autovector normalizado para todos los operadores de
Hecke Tp. Específicamente, si f = Eψ,φ

k , entonces para todo primo p:

f
∣∣Tp = λpf

donde el autovalor λp está dado por:

λp = ψ(p) + φ(p)pk−1 (1.9)

Demostración. La demostración sigue los pasos delineados en [DS05, Ejercicio 5.2.5].
Para probar que Eψ,φ

k es una autovector, debemos analizar el comportamiento de
sus coeficientes de Fourier bajo la acción de los operadores de Hecke.

Recordemos que el n-ésimo coeficiente de Fourier de la serie de Eisenstein Eψ,φ
k

(salvo constantes de normalización) está dado por la función:

σψ,φk−1(n) =
∑
d|n

ψ(n/d)φ(d)dk−1.

La acción del operador de Hecke Tp sobre una forma modular f =
∑
anq

n produce
una nueva forma cuyos coeficientes bn están dados por:

bn = anp + χ(p)pk−1an/p,

donde χ = ψφ es el carácter de Dirichlet asociado y an/p = 0 si p ∤ n. Por lo
tanto, para demostrar que f |Tp = λpf , basta demostrar que los coeficientes σψ,φk−1(n)
satisfacen la relación de recurrencia:

σψ,φk−1(np) + ψ(p)φ(p)pk−1σψ,φk−1(n/p) =
(
ψ(p) + φ(p)pk−1

)
σψ,φk−1(n). (1.10)

Primero, observamos que la función σψ,φk−1(n) es multiplicativa. Esto se debe a
que es la convolución de Dirichlet de dos funciones multiplicativas: n 7→ ψ(n) y
n 7→ φ(n)nk−1. Dado que σψ,φk−1 es multiplicativa, es suficiente verificar la ecuación
(1.10) para potencias de primos. Sea n = pe con e ≥ 0.

Evaluamos σψ,φk−1(p
e). Usando la multiplicativdad de los caracteres, tenemos:

σψ,φk−1(p
e) =

e∑
j=0

ψ(pe−j)φ(pj)(pj)k−1 =
e∑
j=0

ψ(p)e−j
(
φ(p)pk−1

)j
.
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Para probar (1.10), analizamos el término σψ,φk−1(p
e+1). Separando el último tér-

mino de la suma (j = e+ 1) y factorizando ψ(p) de los restantes, obtenemos:

σψ,φk−1(p
e+1) =

e+1∑
j=0

ψ(p)e+1−j (φ(p)pk−1
)j

= ψ(p)

(
e∑
j=0

ψ(p)e−j
(
φ(p)pk−1

)j)
+
(
φ(p)pk−1

)e+1

= ψ(p)σψ,φk−1(p
e) +

(
φ(p)pk−1

)e+1
.

Ahora, consideramos el lado derecho de la relación deseada (1.10) para n = pe:(
ψ(p) + φ(p)pk−1

)
σψ,φk−1(p

e) = ψ(p)σψ,φk−1(p
e) + φ(p)pk−1σψ,φk−1(p

e).

Desarrollamos el segundo término del lado derecho usando la suma explícita de
σψ,φk−1(p

e):

φ(p)pk−1σψ,φk−1(p
e) = φ(p)pk−1

e∑
j=0

ψ(p)e−j
(
φ(p)pk−1

)j
=

e∑
j=0

ψ(p)e−j
(
φ(p)pk−1

)j+1
.

El término correspondiente a j = e en esta suma es precisamente (φ(p)pk−1)e+1. Los
términos restantes (de j = 0 a e− 1) pueden reescribirse factorizando ψ(p)φ(p)pk−1:

e−1∑
j=0

ψ(p)e−j
(
φ(p)pk−1

)j+1
= ψ(p)φ(p)pk−1

e−1∑
j=0

ψ(p)(e−1)−j (φ(p)pk−1
)j
,

donde reconocemos la suma de la derecha como σψ,φk−1(p
e−1). Por lo tanto:

φ(p)pk−1σψ,φk−1(p
e) =

(
φ(p)pk−1

)e+1
+ χ(p)pk−1σψ,φk−1(p

e−1).

Sustituyendo esto en la expresión del autovalor, tenemos:

λpσ
ψ,φ
k−1(p

e) = ψ(p)σψ,φk−1(p
e) + φ(p)pk−1σψ,φk−1(p

e)

= ψ(p)σψ,φk−1(p
e) +

[(
φ(p)pk−1

)e+1
+ χ(p)pk−1σψ,φk−1(p

e−1)
]

=
[
ψ(p)σψ,φk−1(p

e) +
(
φ(p)pk−1

)e+1
]
+ χ(p)pk−1σψ,φk−1(p

e−1)

= σψ,φk−1(p
e+1) + χ(p)pk−1σψ,φk−1(p

e−1).

Esto demuestra la relación de recurrencia para potencias de primos. Debido a la
multiplicatividad de σ, la relación se extiende a todo n.

Para los propósitos del teorema de densidad de Serre (Teorema 1.7.4) es crucial
encontrar un conjunto de primos con densidad positiva para los cuales la parte
Eisenstein se anula módulo m. El siguiente lema muestra una condición suficiente
bajo la cual el autovalor de Hecke es congruente a 0.
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Lema 1.4.6 (Anulación de autovalores de Eisenstein). Sea Eψ,φ
k ∈ Ek(Γ0(N), χ)

un elemento de la base del espacio de Eisenstein, con ψ y φ caracteres primitivos
módulo u y v respectivamente (uv | N). Sea m un entero positivo arbitrario.

Si p es un primo tal que:

p ≡ −1 (mód Nm)

entonces el autovalor de Hecke (1.9) asociado satisface la congruencia:

λp ≡ 0 (mód m)

Demostración. El autovalor de Hecke para la serie Eψ,φ
k en un primo p está dado

por la fórmula λp = ψ(p) + φ(p)pk−1.
La condición p ≡ −1 (mód Nm) implica:

1. p ≡ −1 (mód N). Como u y v dividen a N , entonces p ≡ −1 (mód u) y
p ≡ −1 (mód v). Por lo tanto, los caracteres toman los valores:

ψ(p) = ψ(−1) y φ(p) = φ(−1)

2. p ≡ −1 (mód m). Esto implica que para la potencia:

pk−1 ≡ (−1)k−1 (mód m)

Sustituyendo esto en la fórmula del autovalor módulo m:

λp ≡ ψ(−1) + φ(−1)(−1)k−1 (mód m)

Recordemos ademas que vale la condición (ψφ)(−1) = (−1)k. Como los valores
de los caracteres en −1 son ±1, sus inversos son ellos mismos. Multiplicando la
condición de paridad por φ(−1), obtenemos la relación:

ψ(−1) = φ(−1)(−1)k

Reemplazando ψ(−1) en la ecuación de la congruencia:

λp ≡ φ(−1)(−1)k + φ(−1)(−1)k−1 (mód m)

Factorizando φ(−1):

λp ≡ φ(−1)
[
(−1)k + (−1)k−1

]
(mód m)

Dado que k y k − 1 tienen paridades opuestas, la suma dentro del corchete es
exactamente cero (1 + (−1) o −1 + 1). Por lo tanto:

λp ≡ 0 (mód m)
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1.5. Involuciones de Atkin-Lehner
Para el grupo Γ0(N), existe otro conjunto importante de operadores llamados

involuciones de Atkin-Lehner, asociados a los divisores primos de N .

Definición 1.5.1 (Divisor de Hall). Un divisor de Hall de N es un entero Q tal
que Q|N y mcd(Q,N/Q) = 1

Proposición 1.5.2 (Existencia de la matriz αQ). Sea N un entero positivo y sea Q
un divisor de Hall de N . Existe una matriz αQ ∈M2(Z) de la forma

αQ =

(
Qa b
Nc Qd

)
tales que det(αQ) = Q.

Demostración. Por la definición de divisor de Hall, sabemos que Q | N y que
mcd(Q,N/Q) = 1. Aplicando la identidad de Bézout a los enteros coprimos Q y
N/Q, existen enteros x, y ∈ Z tales que:

Qx− N

Q
y = 1. (1.11)

Definimos los coeficientes de la matriz αQ como:

a = x, b = y, c = 1, d = 1.

Sustituyendo estos valores en la forma general de αQ, obtenemos:

αQ =

(
Qx y
N(1) Q(1)

)
=

(
Qx y
N Q

)
.

Dado que x, y ∈ Z, es claro que αQ ∈ M2(Z). Finalmente, calculamos su determi-
nante:

det(αQ) = (Qx)(Q)− (y)(N) = Q2x−Ny = Q

(
Qx− N

Q
y

)
.

Usando la identidad (1.11), sustituimos el término entre paréntesis por 1:

det(αQ) = Q · 1 = Q.

Esto demuestra la existencia de la matriz con las propiedades deseadas.

Definición 1.5.3 (Involución de Atkin-Lehner WQ). Sea N un entero positivo y
sea Q un divisor de Hall de N y sea αQ una matriz como en la proposición anterior
(1.5.2). La involución de Atkin-Lehner WQ es el operador que actúa sobreMk(Γ0(N))
definido por:

f |WQ := f |kαQ = Qk/2(Ncz +Qd)−kf(αQz).
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Definición 1.5.4 (Involución de Fricke WN). Definimos la involución de Fricke
como la involución de Atkin-Lehner para el divisor de Hall Q = N . La condición de
ser un divisor de Hall, mcd(N,N/N) = mcd(N, 1) = 1, se cumple trivialmente para
cualquier N ≥ 1.

El operador WN se representa comúnmente por la matriz:

αN =

(
0 −1
N 0

)
y su acción sobre una forma f es:

f |WN(z) := f |kαN(z) = N−k/2z−kf

(
− 1

Nz

)
(1.12)

Observación 1.5.5. La definición de f |WQ parece depender de la elección de αQ,
pero se puede demostrar que el operador está bien definido módulo Γ0(N).

Proposición 1.5.6 (Propiedades de WQ). Sea Γ = Γ0(N) y Q un divisor de Hall
de N .

1. WQ preserva los espacios Mk(Γ0(N)) y Sk(Γ0(N)).

2. WQ conmuta con los operadores de Hecke Tn si mcd(n,N) = 1.

Demostración. Sea f ∈ Mk(Γ0(N)) y WQf = f |kαQ. Primero veamos que preserva
los espacios.

Modularidad en Γ0(N): Necesitamos mostrar que (WQf)|kγ = WQf para γ ∈
Γ0(N). Tenemos (WQf)|kγ = (f |kαQ)|kγ = f |k(αQγ). Para que esto sea igual
a f |kαQ = WQf , necesitamos que αQγ = δαQ para alguna δ ∈ Γ0(N). Esto
es equivalente a δ = αQγα

−1
Q ∈ Γ0(N). Este es un resultado estándar que

afirma que αQ normaliza Γ0(N), i.e., αQΓ0(N)α−1
Q = Γ0(N). La prueba de

este hecho involucra verificar explícitamente que para γ = ( A B
C D ) ∈ Γ0(N)

(con C = kN), la matriz δ = αQγα
−1
Q tiene entradas enteras, determinante

1, y su entrada (2, 1) es divisible por N . Los cálculos matriciales, usando la
condición mcd(Q,N/Q) = 1 y la existencia de a, b, c, d tales que detαQ = Q,
confirman esto. Asumiéndolo, si αQγα−1

Q = δ ∈ Γ0(N), entonces αQγ = δαQ.
Luego f |k(αQγ) = f |k(δαQ) = (f |kδ)|kαQ. Como f ∈ Mk(Γ0(N)), f |kδ = f .
Por lo tanto, f |k(αQγ) = f |kαQ = WQf .

Holomorfía en cúspides: El operador WQ induce una permutación en el con-
junto de cúspides de Γ0(N). Si f es holomorfa en una cúspide s, entonces
f |WQ será holomorfa en la cúspide s′ = α−1

Q s (la acción aquí es conceptual,
la verificación formal requiere analizar f |k(αQσ)). Como f es holomorfa en
todas las cúspides, y WQ las permuta, f |WQ también es holomorfa en todas
las cúspides.

Preservación de Sk: Si f ∈ Sk(Γ0(N)), f se anula en todas las cúspides s. El
valor de WQf en una cúspide s′ está relacionado (por un factor no nulo) con
el valor de f en la cúspide s = αQs

′. Si f(s) = 0 para todas las s, entonces
(f |WQ)(s

′) = 0 para todas las s′. Por lo tanto, WQ mapea Sk(Γ0(N)) en
Sk(Γ0(N)).
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Concluimos que WQ preserva Mk(Γ0(N)) y Sk(Γ0(N)).
La demostración de la conmutatividad se puede encontrar esbozada en, por ejem-

plo, [AL70, Lema 11]

Proposición 1.5.7 (Relación de órdenes bajo WN). Sea f ∈ Mk(Γ0(N)). Sea WN

la involución de Fricke, representada por la acción f |WN = f |k ( 0 −1
N 0 ). Entonces,

usando el orden no normalizado νs(f) (Definición 1.2.24), se tiene la igualdad:

ν0(f) = ν∞(f |WN)

Demostración. Recordemos que S = ( 0 −1
1 0 ) ∈ SL2(Z) mapea ∞ a 0. Por la definición

del orden no normalizado en la cúspide s = 0, tenemos ν0(f) = ν∞(f |kS). Sea
G(z) = f |kS(z).

Por otro lado, sea F (z) = f |WN(z). Queremos calcular ν∞(F ). La acción de WN

usando αN = ( 0 −1
N 0 ) esta dada como en (1.12), es decir:

F (z) = Nk/2(Nz)−kf(−1/Nz)

Queremos relacionar F (z) con G(z) = z−kf(−1/z). Consideremos G(Nz):

G(Nz) = (Nz)−kf(−1/(Nz))

Comparando con F (z), vemos que:

F (z) = Nk/2(Nz)−kf(−1/Nz) = Nk/2G(Nz)

Ahora analizamos las expansiones en ∞. Sea h0 el ancho de la cúspide 0 y h∞ el
ancho de ∞ para Γ0(N). Sabemos que h0 = N y h∞ = 1. Sea la expansión de G(z)
(que corresponde a f en la cúspide 0) en la variable local apropiada qh0 = e2πiz/h0 =
e2πiz/N :

G(z) =
∞∑
j=j0

bj(e
2πiz/N)j con bj0 ̸= 0

Por definición, el orden no normalizado de G en ∞ es ν∞(G) = j0. Y por definición,
ν0(f) = ν∞(G) = j0.

Ahora calculamos la expansión de F (z):

F (z) = Nk/2G(Nz) = Nk/2

∞∑
j=j0

bj(e
2πi(Nz)/N)j = Nk/2

∞∑
j=j0

bj(e
2πiz)j.

Sea q = e2πiz. Como h∞ = 1, q es la variable local qh∞ para la cúspide ∞. La
expansión de F (z) es:

F (z) = Nk/2

∞∑
j=j0

bjq
j

El exponente más bajo de q en esta expansión con coeficiente no nulo (Nk/2bj0) es j0.
Por lo tanto, el orden no normalizado de F en ∞ es ν∞(F ) = j0. Como F = f |WN ,
tenemos ν∞(f |WN) = j0.

Comparando ambos resultados, concluimos que ν0(f) = j0 = ν∞(f |WN).
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1.6. Operadores U y V

Además de los operadores de Hecke y Atkin-Lehner, otros dos operadores que
actúan directamente sobre las series de Fourier (q-expansiones) son de uso frecuente,
especialmente en el estudio de congruencias y la relación entre formas modulares de
diferentes niveles.

Dado un anillo conmutativo A, denotamos por AJqK al anillo de series formales
de potencias f(q) =

∑∞
n=0 anq

n, y por A((q)) al anillo de series formales de Laurent
f(q) =

∑∞
n=n0

anq
n (con n0 ∈ Z).

Sea f(q) =
∑∞

n=n0
anq

n ∈ A((q)) una serie formal de Laurent y sea m un entero
positivo.

Definición 1.6.1 (Operador Vm). El operador Vm es un endomorfismo del anillo
A((q)) que actúa sobre una serie f(q) mediante la sustitución formal de la indeter-
minada q por qm:

(f |Vm)(q) :=
∞∑

n=n0

an(q
m)n =

∞∑
n=n0

anq
mn

En el caso donde f es una forma modular y la identificamos con su q-expansión,
se tiene que la acción del operador se corresponde con la evaluación de la función
en mz: (f |Vm)(z) = f(mz).

Definición 1.6.2 (Operador Um). El operador Um actúa sobre f seleccionando los
términos cuyo índice es múltiplo de m:

f |Um = Um(f) :=
∞∑

n=⌈n0/m⌉

amnq
n

Si f es una función holomorfa en H, también:

(f |Um)(z) =
1

m

m−1∑
j=0

f

(
z + j

m

)
Proposición 1.6.3 (Acción del operador Vm en espacios de formas modulares). Sea
k un entero, m ≥ 1 un entero, y χ un caracter de Dirichlet módulo N . El operador
Vm actúa sobre los espacios de formas modulares y cuspidales de la siguiente manera:

1. Si f ∈Mk(Γ0(N), χ), entonces f |Vm ∈Mk(Γ0(Nm), χ).

2. Si f ∈Mk(Γ1(N)), entonces f |Vm ∈Mk(Γ1(Nm)).

En ambos casos, si f es una forma cuspidal (f ∈ Sk), entonces f |Vm también es
una forma cuspidal.

Demostración. La prueba es una generalización directa. Probaremos el caso (1) para
Mk(Γ0(N), χ), ya que los demás son análogos o más simples.

Sea f ∈Mk(Γ0(N), χ) y sea g(z) = (f |Vm)(z) = f(mz).
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1. Holomorfía: La holomorfía de g en H y en las cúspides se deduce directamen-
te de la holomorfía de f , ya que z 7→ mz es una función holomorfa que preserva la
condición de anulación en las cúspides (si la q-expansión de f tiene solo potencias
no negativas, la de g también).

2. Ley de transformación: Sea γ′ =
(
a′ b′

c′ d′

)
∈ Γ0(Nm). Debemos verificar que g

se transforma como una forma de nivel Nm y caracter χ. Construimos la matriz
γ =

(
a′ mb′

c′/m d′
)
. Como c′ ≡ 0 (mód Nm), se deduce que m|c′ y que c′/m ≡ 0

(mód N). Esto, junto con det γ = det γ′ = 1, implica que γ ∈ Γ0(N).
La ley de transformación para f , al ser actuada por γ, es f(γz) = χ(d′)((c′/m)z+

d′)kf(z). Ahora, transformamos g con γ′. Usando la identidad m(γ′z) = γ(mz),
tenemos:

g(γ′z) = f(m(γ′z))

= f(γ(mz))

= χ(d′)

(
c′

m
(mz) + d′

)k
f(mz) (por la transformación de f)

= χ(d′)(c′z + d′)kf(mz)

= χ(d′)(c′z + d′)kg(z)

Esta es precisamente la ley de transformación requerida para que g pertenezca a
Mk(Γ0(Nm), χ).

La prueba para f ∈ Mk(Γ1(N)) es idéntica, notando que si γ′ ∈ Γ1(Nm) (i.e.,
a′ ≡ d′ ≡ 1 (mód Nm)), entonces la matriz γ construida satisface a′ ≡ d′ ≡ 1
(mód N), por lo que γ ∈ Γ1(N).

3. Holomorfía en las cúspides: Debemos verificar que si f es holomorfa (o se
anula) en todas las cúspides de Γ0(N), entonces g lo es en todas las cúspides de
Γ0(Nm).

Cúspide ∞: La q-expansión de f en ∞ es f(z) =
∑∞

n=n0
anq

n. Si f es holomorfa
en ∞, n0 ≥ 0. La expansión de g es g(z) = f(mz) =

∑∞
n=n0

anq
mn. Como

m ≥ 1, si n0 ≥ 0, entonces mn0 ≥ 0, por lo que g es holomorfa en ∞. Si f es
cuspidal (n0 ≥ 1), entonces mn0 ≥ 1, y g también es cuspidal.

Otras cúspides: Sea s′ una cúspide arbitraria de Γ0(Nm). Para analizar el
comportamiento de g en s′, escogemos una matriz σ′ ∈ SL2(Z) tal que σ′(∞) =
s′. La holomorfía de g en s′ requiere que la función (g|kσ′)(z) tenga una q-
expansión con potencias no negativas.Analicemos esta función:

(g|kσ′)(z) = χ(d′)(detσ′)k/2(c′z + d′)−kg(σ′z) = χ(d′)(c′z + d′)−kf(mσ′z)

.

La clave es que la aplicación z 7→ mz mapea la cúspide s′ (para g) a la cúspide
s = ms′ (para f), para la cual sabemos que el orden es no negativo.

Habiendo verificado las tres condiciones, concluimos que la proposición es cierta.
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Proposición 1.6.4 (Acción de Up en espacios de formas de peso entero). Sea k un
entero, χ un caracter de Dirichlet módulo N , y p un número primo. El operador Up
actúa sobre los espacios de formas modulares de peso entero de la siguiente manera:

1. Si p|N , entonces Up es un endomorfismo que preserva el espacio:

Up :Mk(Γ0(N), χ) →Mk(Γ0(N), χ)

2. Si p ∤ N , el operador Up sube el nivel pero preserva el caracter (interpretado
en el nuevo nivel):

Up :Mk(Γ0(N), χ) →Mk(Γ0(Np), χ)

En ambos casos, los subespacios de formas cuspidales Sk son preservados.

Demostración. La holomorfía en H y en las cúspides se deduce directamente de
la definición de Up sobre las q-expansiones, por lo que nos enfocamos en la ley de
transformación.

Sea f ∈Mk(Γ0(N), χ) y sea g = f |Up. Por definición:

g =
1

p

p−1∑
j=0

f |k
(
1 j
0 p

)

Ahora, sea γ =

(
a b
c d

)
una matriz en el grupo de congruencia correspondiente.

Debemos demostrar que g|kγ = χ(d)g.

g|kγ =
1

p

p−1∑
j=0

f |k
((

1 j
0 p

)
γ

)
La clave es la identidad matricial: para cada j ∈ {0, . . . , p − 1}, existe un único
j′ ∈ {0, . . . , p− 1} y una matriz γj ∈ SL2(Z) tal que(

1 j
0 p

)
γ = γj

(
1 j′

0 p

)
La correspondencia j 7→ j′ es una permutación del conjunto {0, . . . , p − 1}, y un
cálculo muestra que la entrada (2, 2) de γj es d.

Caso 1 (p|N y γ ∈ Γ0(N)): En este caso, se puede verificar que la matriz γj
construida pertenece a Γ0(N). La demostración sigue:

g|kγ =
1

p

p−1∑
j=0

f |k
(
γj

(
1 j′

0 p

))
=

1

p

p−1∑
j=0

(f |kγj)|k
(
1 j′

0 p

)

=
1

p

p−1∑
j=0

χ(d)f |k
(
1 j′

0 p

)
(ya que f ∈Mk(Γ0(N), χ) y γj ∈ Γ0(N))

= χ(d)

(
1

p

p−1∑
j′=0

f |k
(
1 j′

0 p

))
(al ser j 7→ j′ una permutación)

= χ(d)g
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Esto demuestra que g ∈Mk(Γ0(N), χ), preservando el nivel y el caracter.
Caso 2 (p ∤ N y γ ∈ Γ0(Np)): La misma manipulación algebraica es válida. La

diferencia es que la matriz γj construida ahora pertenece a Γ0(N) (no necesariamente
a Γ0(Np)). Como f es una forma de nivel N , la ley de transformación f |kγj = χ(d)f
sigue siendo válida. El resultado final es que g satisface la ley de transformación
para el nivel Np, es decir, g ∈Mk(Γ0(Np), χ).

Observación 1.6.5. Sean f(q) =
∑
anq

n, g(q) =
∑
bnq

n ∈ Z[[q]], y sea p un
número primo. f y g son congruentes módulo p, y lo denotamos por:

f(q) ≡ g(q) (mód pZJqK)

si la diferencia entre f y g está en el ideal generado por p en Z[[q]], es decir

an ≡ bn (mód p)

para cada n.

Proposición 1.6.6 (Congruencia entre Tp y Up). Sea p un número primo. Sea
f(z) ∈Mk(N,χ) con coeficientes de Fourier en Z, k ≥ 2 y χ un caracter cuadrado.
Si p no divide al nivel N , entonces la acción de los operadores Tp y Up sobre f es
congruente módulo p:

f |Tp ≡ f |Up (mód pZJqK)

Demostración. Consideramos el caso p ∤ N . La acción del operador de Hecke Tp
sobre los coeficientes de Fourier es (Prop. 1.3.6, adaptada para χ):

Tpf =
∞∑
n=0

cnq
n, donde cn = anp + χ(p)pk−1an/p

(con la convención an/p = 0 si p ∤ n). La acción del operador Up es (Def. 1.6.2):

Upf =
∞∑
n=0

anpq
n

Calculamos la diferencia de las series:

f |Tp − f |Up =
∞∑
n=0

(cn − anp)q
n =

∞∑
n=0

(
χ(p)pk−1an/p

)
qn

Sea Cn = χ(p)pk−1an/p el n-ésimo coeficiente de esta serie diferencia. Por hipótesis,
los coeficientes aj son enteros (an/p ∈ Z o es 0). El caracter cuadrado χ toma valores
enteros. El peso k es un entero tal que k ≥ 2. El exponente k−1 satisface k−1 ≥ 1.
Esto significa que el factor pk−1 es un entero divisible por p. Como Cn es un producto
de enteros donde uno de los factores (pk−1) es divisible por p, el coeficiente Cn es
divisible por p para todo n. Es decir, Cn ≡ 0 (mód p) para todo n. Esto significa
que todos los coeficientes de la serie f |Tp− f |Up son congruentes a 0 módulo p. Por
lo tanto:

f |Tp ≡ f |Up (mód pZJqK)
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Lema 1.6.7 (Identidad Um, Vm (cf. [RSVMZ24, Lemma 4.2])). Sean
f(z) =

∑∞
n=0 a(n)q

n y g(z) =
∑∞

n=0 b(n)q
n dos series de potencias en q. Sea m ≥ 1

un entero. Entonces, se cumple la siguiente identidad entre los operadores Um y Vm:

((f |Vm) · g) |Um = f · (g|Um)

Demostración. Usaremos la definición de los operadores en términos de los coefi-
cientes de las q-series. Denotamos:

(f |Vm)(z) =
∑∞

n=0 a(n)q
mn

(g|Um)(z) =
∑∞

l=0 b(ml)q
l

Para una serie H(z) =
∑∞

h=0 c(h)q
h, tenemos (H|Um)(z) =

∑∞
j=0 c(jm)qj.

Primero, calculamos el producto (f |Vm) · g.
Sea

H(z) = (f |Vm)(z) · g(z) =
∞∑
h=0

c(h)qh.

Los coeficientes c(h) vienen dados por el producto de Cauchy. Podemos escribir

f |Vm =
∞∑
j=0

ã(j)qj,

donde

ã(j) =

{
a(n), si j = nm para algún n ≥ 0,

0, en otro caso.

Entonces, el coeficiente c(h) de qh en H(z) es:

c(h) =
h∑
k=0

ã(k)b(h− k),

ahora, aplicamos Um a H(z). El coeficiente de qj en (H|Um)(z) es c(jm):

((f |Vm) · g)|Um =
∞∑
j=0

c(jm)qj.

Calculamos explícitamente c(jm):

c(jm) =

jm∑
k=0

ã(k)b(jm− k),

en la suma, ã(k) es no nulo solo si k es un múltiplo de m. Sea k = lm, donde
0 ≤ lm ≤ jm, lo que implica 0 ≤ l ≤ j. Cuando k = lm, ã(k) = a(l). Por lo tanto,
la suma se reduce a:

c(jm) =

j∑
l=0

a(l)b(jm− lm) =

j∑
l=0

a(l)b(m(j − l))
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Este es el coeficiente de qj en el lado izquierdo de la identidad que queremos probar.
Ahora, calculamos el lado derecho, f · (g|Um):

f(z) · (g|Um)(z) =

(
∞∑
l=0

a(l)ql

)(
∞∑
i=0

b(mi)qi

)
=

∞∑
j=0

d(j)qj

El coeficiente d(j) de qj en este producto es:

d(j) =

j∑
l=0

a(l) · (coeficiente de qj−l en g|Um)

El coeficiente de qi en g|Um es b(mi). Por lo tanto, el coeficiente de qj−l es b(m(j−l)).

d(j) =

j∑
l=0

a(l)b(m(j − l))

Comparando las expresiones para c(jm) y d(j), vemos que c(jm) = d(j) para todo
j ≥ 0. Como los coeficientes de las q-series son iguales, las series mismas son iguales:

((f |Vm) · g) |Um = f · (g|Um)

1.7. Teorema de densidad de Serre
Utilizando la maquinaria de las representaciones de Galois, Jean-Pierre Serre

probó resultados sobre las congruencias que satisfacen los coeficientes de las formas
modulares.

Definición 1.7.1 (Reducción módulo m). Sea f =
∑
anq

n ∈ Sk(Γ0(N), χ)∩Z[[q]].
Definimos el espacio Sk(Γ0(N), χ)m como el conjunto formado por las reducciones
de dichas formas módulo m, donde los coeficientes se consideran en Z/mZ.

Definición 1.7.2 (Densidad Natural). Sea P el conjunto de todos los números
primos. Dado un subconjunto S ⊆ P , definimos su función contadora como πS(x) =
#{p ∈ S : p ≤ x}. La densidad natural de S, denotada por δ(S), se define como el
límite (si existe):

δ(S) = ĺım
x→∞

πS(x)

π(x)
,

donde π(x) es la función contadora de primos usual. Decimos que el conjunto S tiene
densidad positiva si δ(S) > 0.

Teorema 1.7.3 (Teorema de densidad de Serre [Ser75, Exercise 6.4]). El conjunto
de los números primos ℓ ≡ −1 (mód mN) para los cuales

f |Tℓ ≡ 0 (mód m)

para toda forma modular f ∈ Sk(Γ0(N), χ)m, tiene una densidad positiva.

Demostración. Para una demostración, ver [Tre06b, Teorema 2.11].
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Significado del Teorema

Este teorema es una afirmación muy fuerte. Vayamos por partes:

La condición f |Tℓ ≡ 0 (mód m) significa que f |Tℓ tiene todos sus coeficientes
de Fourier divisibles por m. En particular, si f es una autovector, esto implica
que su ℓ-ésimo coeficiente aℓ(f) es divisible por m.

La conclusión de que el conjunto de primos ℓ tiene densidad positiva signi-
fica que no solo hay infinitos primos que cumplen esta propiedad, sino que
constituyen una proporción no nula de todos los números primos.

La demostración está basada en la teoría de representaciones de Galois, la cual
escapa a esta tesis, y por ello no la contaremos con detalle. La idea de la demostración
es la siguiente:

1. Se comienza reduciendo el problema a probarlo para cada autofunción, ya que
toda forma es combinación de estas.

2. Se traduce la condición de congruencia aℓ(f) ≡ 0 (mód m) a una condición
sobre la representación de Galois asociada ρf,m. Usando la relación
tr(ρf,m(Frobℓ)) ≡ aℓ(f) (mód m), la condición se convierte en
tr(ρf,m(Frobℓ)) ≡ 0 (mód m).

3. La condición ℓ ≡ −1 (mód N) corresponde a elegir elementos de Frobenius
asociados a la conjugación compleja en el cuerpo ciclotómico Q(µN).

4. Finalmente, se utilizando el teorema de densidad de Chebotarev, que relaciona
la densidad de los primos para los cuales Frobp pertenece a una cierta clase de
conjugación en el grupo de Galois, con el tamaño de dicha clase.

Serre señala que para que Frobp tenga traza cero, basta que este en la clase de la
conjugación compleja. En efecto, la imagen de la conjugación compleja en el grupo
de Galois está formada por elementos de traza nula, y por el teorema de Chebotarev,
el conjunto de primos p tales que Frobp pertenece a esa clase tiene densidad positiva.
Esto permite concluir el teorema de densidad.

A continuación, presentaremos un corolario clave que constituye el fundamento
para demostrar la generalización establecida en [RSVMZ24, Teorema 4.8]. Cabe
destacar que, si bien este resultado se desprende de la teoría subyacente en el artículo,
su demostración no aparece desarrollada de manera explícita en el mismo. Por ello,
aquí reconstruimos el argumento formal completo para clarificar este paso esencial.

Complementamos la prueba original utilizando la descomposición del espacio de
formas modulares como suma directa del espacio cuspidal y el de Eisenstein (Pro-
posición 1.4.3) y los resultados sobre series de Eisenstein obtenidos anteriormente,
extendiendo así la validez del resultado a todo el espacio de formas modulares y no
solo a los cuspidales.

45



Corolario 1.7.4 (Densidad para formas modulares). El conjunto de los números
primos ℓ ≡ −1 (mód mN) para los cuales

f |Tℓ ≡ 0 (mód m)

para toda forma modular f ∈Mk(Γ0(N), χ)m tiene una densidad positiva

Demostración. En virtud del Teorema 1.4.3, cualquier f admite una descomposición
única como la suma f = E+g, donde E ∈ Ek(Γ0(N), χ) es una serie de Eisenstein y
g ∈ Sk(Γ0(N), χ) es una forma cuspidal. Nuestro objetivo es identificar un conjunto
de primos donde la acción del operador de Hecke Tp anule ambas componentes
simultáneamente módulo m.

Consideremos los primos en la progresión aritmética p ≡ −1 (mód Nm). Según
el Lema 1.4.6, para cualquier elemento de la base del espacio de Eisenstein, el au-
tovalor asociado a dichos primos es congruente a 0 módulo m. Por la linealidad de
Tp, esto implica que E

∣∣Tp ≡ 0 (mód m) para todo primo en esta progresión.
Por otro lado, para la componente cuspidal g, el Teorema 1.7.3 asegura la existen-

cia de un conjunto de primos de densidad positiva que verifican p ≡ −1 (mód Nm)
y para los cuales g

∣∣Tp ≡ 0 (mód m). Luego, para estos primos, se satisface que tanto
E como g se anulan bajo Tp módulo m, y en consecuencia, f

∣∣Tp = E
∣∣Tp + g

∣∣Tp ≡ 0
(mód m), lo que concluye la demostración.
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Capítulo 2

Formas modulares de peso
semientero

En el capítulo anterior establecimos los fundamentos de la teoría para formas
modulares de peso entero. Sin embargo, muchas de las funciones generadoras de
interés aritmético —como las funciones theta o, centralmente para esta tesis, los
cocientes eta asociados a particiones— poseen un comportamiento modular que no
puede ser capturado enteramente bajo esa definición, requiriendo la noción de peso
semientero k ∈ Z+ 1

2
.

El propósito de este capítulo es extender la maquinaria desarrollada previamente
a este contexto más general. Comenzaremos en la Sección 2.1 definiendo las formas
modulares de peso semientero, introduciendo el factor de automorfía necesario que
involucra el símbolo de Jacobi extendido.

Posteriormente, en la Sección 2.2, estudiaremos la acción de los operadores de
Hecke. Veremos que la teoría difiere significativamente del caso de peso entero: los
operadores Tp se anulan y la estructura multiplicativa relevante recae sobre los ope-
radores indexados por cuadrados, Tp2 .

Finalmente, la Sección 2.3 presenta la herramienta teórica central de este capí-
tulo: la Correspondencia de Shimura. Este resultado establece un isomorfismo que
permite trasladar problemas sobre formas de peso semientero al contexto, mejor en-
tendido, de peso entero. Utilizaremos esto para extender el Teorema de densidad de
Serre (1.7.3), probando así la existencia de infinitas congruencias para los coeficien-
tes de Fourier de formas modulares de peso semientero, un resultado clave para las
aplicaciones sobre particiones que discutiremos en el Capítulo 3.

2.1. Preliminares
Definición 2.1.1 (Símbolo de Legendre). Sean p un número primo impar y c un
entero. El símbolo de Legendre

(
c
p

)
se define como:

(
c

p

)
=


0 si c ≡ 0 (mód p)

1 si c ̸≡ 0 (mód p) y c es un residuo cuadrático módulo p
−1 si c ̸≡ 0 (mód p) y c es un no residuo cuadrático módulo p
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Es decir, si c ̸≡ 0 (mód p) vale 1 si la congruencia x2 ≡ c (mód p) tiene solución, y
-1 si no la tiene.

Definición 2.1.2 (Símbolo de Jacobi extendido). Para enteros c y d con d impar y
d ̸= 0, se define el símbolo de Jacobi extendido

(
c
d

)
de la siguiente manera:

1. Caso d > 0 (Símbolo de Jacobi clásico): Si d = 1, entonces
(
c
1

)
= 1. Si d > 1,

sea d = pν11 · · · pνrr su factorización en primos impares. El símbolo de Jacobi se
define a partir del símbolo de Legendre como:( c

d

)
=

r∏
i=1

(
c

pi

)νi
Este símbolo es completamente multiplicativo en ambas variables.

2. Caso d < 0: Se define en términos del valor absoluto de d:

( c
d

)
=


(
c
|d|

)
si c ≥ 0

−
(
c
|d|

)
si c < 0

En particular, para d = −1 se tiene
(
c
−1

)
= sgn(c) si c ̸= 0, y

(
0
−1

)
= 1.

Definición 2.1.3 (Factor ϵd). Para d ∈ Z impar,

ϵd =

{
1 si d ≡ 1 (mód 4)

i si d ≡ 3 (mód 4)

Notar que ϵ2d =
(−1
d

)
.

Definición 2.1.4 (Factor de automorfía jk(γ, z)). Sea k = λ+1/2 con λ ∈ Z. Para
γ = ( a bc d ) ∈ Γ0(4), el factor de automorfía de peso k es:

jk(γ, z) :=
( c
d

)2k
ϵ−2k
d (cz + d)k

con (cz+d)k = (cz+d)λ
√
cz + d usa la rama principal de la raíz cuadrada (argumento

en (−π/2, π/2]).

Observación 2.1.5. Observamos que para cualquier k ∈ Z + 1/2, el factor de
automorfía de peso k se relaciona con el de peso 1/2 mediante la identidad:

jk(γ, z) =
(
j1/2(γ, z)

)2k
.

Definición 2.1.6 (Forma modular de peso semientero). Sea k = λ+1/2 con λ ∈ Z.
Sea N un entero positivo divisible por 4, y sea χ un caracter de Dirichlet módulo
N . Una función f : H → C es una forma modular de peso k, nivel N y caracter χ
si:

1. f es holomorfa en H.
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2. Para toda γ = ( a bc d ) ∈ Γ0(N), se cumple la ley de transformación:

f(γz) = χ(d)jk(γ, z)f(z)

Notar que Γ0(N) ⊆ Γ0(4) ya que 4|N .

3. f es holomorfa en todas las cúspides de Γ0(N). Esto significa que para toda
σ ∈ SL2(Z), la función (f |kσ)(z) := jk(σ, z)

−1f(σz) tiene una q-expansión de
la forma

∑∞
n=0 cnq

n/hs en ∞.

El espacio de estas formas se denota por Mk(N,χ) o Mk(Γ0(N), χ).

Definición 2.1.7 (Forma cuspidal de peso semientero). Una forma f ∈Mk(N,χ) es
una forma cuspidal si se anula en todas las cúspides. Esto significa que el coeficiente
constante c0 en la q-expansión de (f |kσ)(z) es cero para toda σ ∈ SL2(Z). El espacio
de formas cuspidales se denota por Sk(N,χ) o Sk(Γ0(N), χ).

Ejemplo 2.1.8. La función θ(z) =
∑
qn

2 es una forma modular de peso 1/2, nivel
N = 4, caracter trivial χ0 y no se anula en el semiplano superior. Pertenece a
M1/2(4, χ0).

Asumiendo la modularidad de la función θ, vamos a demostrar la siguiente pro-
posición como es estándar. Mas adelante en la Proposición 3.4.13 vamos a proveer
una demostración de este hecho utilizando el Teorema de Newman (Teorema 3.2.6).

Proposición 2.1.9 (Relación cociclo para jk(γ, z)). Para k ∈ Z+1/2 y cualesquiera
γ1, γ2 ∈ Γ0(4), el factor de automorfía jk(γ, z) satisface la relación cociclo:

jk(γ1γ2, z) = jk(γ1, γ2z)jk(γ2, z)

Demostración. Por la Observación 2.1.5, basta con demostrar la relación para el
peso 1/2. Es decir, queremos ver que:

j1/2(γ1γ2, z) = j1/2(γ1, γ2z)j1/2(γ2, z).

Como θ es una forma modular no nula de peso 1
2

y nivel 4. Entonces θ(γz) =
j1/2(γ, z)θ(z).

Sean γ1, γ2 ∈ Γ0(4). La composición γ1γ2 también está en Γ0(4).
Por un lado, aplicando la ley de transformación a γ1γ2 directamente:

θ(γ1γ2z) = j1/2(γ1γ2, z)θ(z) (2.1)

Por otro lado, aplicando la ley secuencialmente:

θ(γ1γ2z) = θ(γ1(γ2z))

= j1/2(γ1, γ2z) · θ(γ2z)
= j1/2(γ1, γ2z) · [j1/2(γ2, z)θ(z)]
= [j1/2(γ1, γ2z)j1/2(γ2, z)]θ(z) (2.2)

Al igualar las ecuaciones (2.1) y (2.2) y notar que θ(z) no es idénticamente nula,
podemos concluir que:

j1/2(γ1γ2, z) = j1/2(γ1, γ2z)j1/2(γ2, z).
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2.2. Operador de Hecke para peso semientero
Los operadores de Hecke para peso semientero son más sutiles que en el caso de

peso entero. Notablemente, los operadores Tp para p primo son nulos. Sin embargo,
podemos definir los operadores indexados por cuadrados, Tp2 .

Definición 2.2.1 (Operador de Hecke Tp2). Sea f ∈ Mk(Γ0(N), χ) una forma mo-
dular de peso semientero y p un primo que no divide al nivel N . El operador de
Hecke Tp2 se define como la acción de un doble coset (double coset).

Sea αp =

(
1 0
0 p2

)
. El doble cociente Γ0(N)αpΓ0(N) se puede descomponer en

una unión disjunta de cocientes por la derecha:

Γ0(N)αpΓ0(N) =
⋃
j

Γ0(N)βj

El operador de Hecke se define entonces como la suma sobre las acciones de estos
representantes:

f |Tp2 := pk/2−2
∑
j

χ(aj)(f |kβj)

para ciertas matrices βj.
De forma explícita, los representantes βj se pueden tomar como el conjunto de

p2 + p matrices:(
1 b
0 p2

)
para 0 ≤ b < p2.

(
ap b
cN dp

)
∈ SL2(Z) para 0 ≤ b < p.

(
p2 0
0 1

)
.

Proposición 2.2.2 (Acción de Tp2 sobre las q-expansiones). Sea f ∈Mk(Γ0(N), χ)
una forma modular de peso semientero con q-expansión f(z) =

∑∞
m=0 amq

m. La
acción del operador de Hecke Tp2 sobre f resulta en una nueva forma modular cuya
q-expansión Tp2f(z) =

∑∞
m=0 cmq

m tiene coeficientes dados por:

cm = amp2 + χ1(p)

(
m

p

)
pλ−1am + χ(p2)pk−2am/p2

Aquí, λ = (k − 1)/2, χ1(p) = χ(p)
(

(−1)λ

p

)
, y se entiende que am/p2 = 0 si p2 ∤ m.

Esquema de la demostración. La fórmula para los coeficientes se obtiene al aplicar
la definición de Shimura (Def. 2.2.1) y sumar los efectos de cada conjunto de re-
presentantes sobre la q-serie de f . La demostración se encuentra en el artículo de
Shimura [Shi73, Teorema 1.7].
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2.3. Correspondencia de Shimura y Serre para peso
semientero

En esta sección se establece uno de los resultados centrales de esta tesis, concer-
niente a las propiedades aritméticas de las formas modulares de peso semientero. El
objetivo principal es demostrar el siguiente teorema, que garantiza la existencia de
congruencias para sus coeficientes de Fourier:

Teorema 2.3.1 (Congruencias para los coeficientes de Fourier). Sea k ≥ 3 un
entero impar, y sea f(z) =

∑
a(n)qn ∈Mk/2(Γ0(4N), χ) una forma con coeficientes

de Fourier a(n) enteros. Para cualquier entero positivo m, existe un conjunto de
primos p de densidad positiva tal que los coeficientes a(n) satisfacen las congruencias
a(p3n) ≡ 0 (mód m).

La estrategia para esta demostración se basa en dos pilares fundamentales. Pri-
mero, usaremos el resultado análogo para formas de peso entero (Teorema 1.7.3).
Segundo, se introducirá la correspondencia de Shimura, la cual provee un “puente”
que conecta las formas de peso semientero con las de peso entero.

Finalmente, se combinarán ambas herramientas: se utilizará la correspondencia
de Shimura para trasladar el problema al contexto de peso entero, donde se aplicará
el teorema de Serre, permitiendo así probar el resultado principal.

2.3.1. El Puente entre Pesos Semi-Enteros y Enteros

El resultado de Serre se aplica únicamente a formas modulares de peso entero,
mientras que en nuestro caso nos interesa considerar formas de peso semi-entero.
Para superar esta limitación, en esta sección presentamos una de las conexiones
más profundas y fructíferas de la teoría de formas modulares: la Correspondencia
de Shimura.

Descubierta por Goro Shimura, esta correspondencia establece un puente entre
los espacios de formas modulares de peso semi-entero y los de peso entero par,
permitiendo transferir información aritmética entre ambos. En particular, asocia a
cada forma modular g de peso k/2 (con k impar) con una forma modular f de peso
entero k − 1, vinculando de manera precisa sus coeficientes de Fourier.

Teorema 2.3.2 (Correspondencia de Shimura [Shi73, Main Theorem]). Sea k ≥ 3
un entero impar, y sea f(z) =

∑∞
n=1 a(n)q

n una forma cuspidal en Sk/2(N,χ) con
4|N . Para un entero positivo libre de cuadrados t, se define una función Ft(z) a
través de su serie de Dirichlet:

∞∑
n=1

At(n)n
−s =

(
∞∑
m=1

χt(m)mλ−1−s

)(
∞∑
m=1

a(tm2)m−s

)

donde λ = (k − 1)/2 y χt(m) = χ(m)(−1
m
)λ( t

m
). Si f es una autovector de los

operadores Tp2 para todo primos p, entonces la función Ft(z) =
∑∞

n=1At(n)q
n es una

forma modular de peso entero k−1 y nivel Nt (En la mayoria de casos, Nt = N/2).
Si k ≥ 5, Ft es una forma cuspidal.
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Este teorema, aunque potente, depende de la elección de t. El corolario siguiente
unifica el resultado de una manera más elegante y directa.

Corolario 2.3.3 (Corolario del teorema principal). Sea f una autofunción común
de los operadores Tp2 para todos los primos p, con autovalores ωp. Se define una
función F (z) a través del siguiente producto de Euler:

∞∑
n=1

A(n)n−s =
∏
p

[1− ωpp
−s + χ(p)2pk−2−2s]−1

Entonces, la función F (z) =
∑∞

n=1A(n)q
n es una forma modular de peso entero.

Específicamente, si k ≥ 3, F pertenece a Mk−1(N0, χ
2), y si k ≥ 5, F pertenece a

Sk−1(N0, χ
2).

En esencia, la correspondencia de Shimura toma los autovalores {ωp} de una
forma de peso semientero y los usa para construir los coeficientes de Fourier de una
forma de peso entero.

Teorema 2.3.4 (Generalización de la correspondencia de Shimura). La correspon-
dencia de Shimura, formulada originalmente para autovectores de Hecke, puede ex-
tenderse a cualquier forma modular de peso semientero, y el nivel del levantado se
puede tomar siempre como Nt = N/2 (donde N es el nivel de la forma original en
Γ0(4N)).

Demostración. La demostración, desarrollada por Niwa y extendida por Cipra, con-
siste en introducir una definición alternativa de la correspondencia y luego demostrar
que ambas son equivalentes.

1. Siguiendo a Cipra [Cip83], definimos el levantamiento de Niwa para un entero
t libre de cuadrados, denotado por Nt(f). Si escribimos la variable compleja
en el semiplano superior como z = u+ iv (con u ∈ R y v > 0), el levantamien-
to se define como la transformación integral contra el núcleo theta θ∗t (z, w)
utilizando la medida hiperbólica v−2du dv:

Nt(f)(w) =

∫
Γ0(4Nt)\H

vk/2f(tz)θ∗t (z, w)
du dv

v2
(2.3)

Es importante notar que esta definición integral no requiere que f sea un
autovector de los operadores de Hecke.

2. Utilizando las propiedades de transformación del núcleo theta, se demuestra
que el levantado de Niwa, Nt(f), es efectivamente una forma modular de peso
entero k − 1.

3. El resultado clave que conecta ambas definiciones es que están directamente
relacionadas (coinciden salvo constante y reescalamiento). El Teorema 2.17 en
el trabajo de Cipra establece que:

Nt(f)(w) = Ct(λ) · St(f)(tw)

donde Ct(λ) es una constante explícita y St(f) es el levantamiento de Shimura
clásico.
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Por lo tanto, la construcción integral asegura que existe una forma modular
de peso entero correspondiente para cualquier forma f en el espacio de partida,
generalizando así la correspondencia.

El operador de Hecke conmuta con la correspondencia de Shimura

Proposición 2.3.5 (Conmutatividad del levantado de Shimura con los operadores
de Hecke). Sea f ∈ Sk/2(4N,χ) una forma cuspidal de peso semientero. Sea t un
entero libre de cuadrados y p un número primo. Entonces, el levantado de Shimura
St conmuta con la acción de los operadores de Hecke de la siguiente manera:

St(f |Tp2) = (St(f))|Tp

Donde Tp2 es el operador de Hecke que actúa sobre formas de peso semi-entero, y
Tp es el operador de Hecke que actúa sobre formas de peso entero.

Demostración. La igualdad se verifica directamente cuando f es una autovector
simultánea de los operadores de Hecke. Dado que los autovectores de Hecke ge-
neran el espacio Sk/2(4N,χ) y que tanto St como los operadores de Hecke son
operadores lineales, la identidad se extiende por linealidad a toda forma cuspidal
f ∈ Sk/2(4N,χ).

2.3.2. Teorema de densidad de Serre para peso semientero

Combinado el teorema de densidad de Serre con la correspondencia de Shimura,
obtenemos ahora una demostración de [RSVMZ24, Teorema 4.8], cuya demostración
completa solo se encuentra desarrollada para el caso cuspidal, desarrollada en [AO01,
Lema 3.1]

Proposición 2.3.6 (Teorema de densidad para formas de peso semientero). Sea
k ≥ 3 un entero impar y sea f(z) ∈ Mk/2(Γ0(4N), χ) con coeficientes de Fourier
enteros. Para cualquier entero positivo m, el conjunto de números primos p que
satisfacen p ≡ −1 (mód 4Nm) y para los cuales

f |Tp2 ≡ 0 (mód m)

tiene una densidad positiva.

Demostración. Escribimos k = 2λ+ 1 con λ = (k − 1)/2.
Por la generalización de la correspondencia de Shimura (Teoerma 2.3.4), para

cada entero libre de cuadrados t ≥ 1 el levantado de Shimura

St(f)(z) =
∑
n≥1

At(n)q
n

es una forma de peso entero k − 1 y nivel 2N (con cierto caracter ν independiente
de t). Es decir,

St(f) ∈Mk−1(Γ0(2N), ν) para todo t libre de cuadrados.
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Vemos ahora este espacio como subespacio de

Mk−1(Γ0(4Nm), ν)

mediante la inclusión natural. Aplicamos el Teorema de Serre 1.7.4 a este espacio.
Obtenemos un conjunto de primos P de densidad positiva, todos satisfaciendo

p ≡ −1 (mód 4Nm),

tal que para toda forma modular

G ∈Mk−1(Γ0(4Nm), ν)m

se cumple
G
∣∣Tp ≡ 0 (mód m).

En particular, para cada entero libre de cuadrados t ≥ 1 y todo p ∈ P tenemos

St(f)
∣∣Tp ≡ 0 (mód m).

Fijemos ahora un primo p ∈ P y consideremos

g(z) := f
∣∣Tp2(z) =∑

n≥1

b(n)qn.

Por definición de Tp2 , los coeficientes b(n) son enteros. La conmutatividad del levan-
tado de Shimura con los operadores de Hecke (Proposición 2.3.5) nos dice que

St(g) = St
(
f
∣∣Tp2) = St(f)

∣∣Tp ≡ 0 (mód m)

para todo t libre de cuadrados. Es decir, para todo t libre de cuadrados la forma de
peso entero St(g) es congruente a cero módulo m.

Por la definición de la correspondencia de Shimura (Teorema 2.3.2), si escribimos

St(g)(z) =
∑
n≥1

Bt(n)q
n,

los coeficientes de Fourier satisfacen

Bt(n) =
∑
d|n

χt(d) d
λ−1 b

(
t
(n
d

)2)
, (2.4)

donde χt es el caracter asociado a t. Como St(g) ≡ 0 (mód m) para todo t, se tiene

Bt(n) ≡ 0 (mód m) para todo n ≥ 1 y todo t libre de cuadrados.

Fijemos un t libre de cuadrados y probemos por inducción en n ≥ 1 que

b(tn2) ≡ 0 (mód m).

Para n = 1, la fórmula (2.4) da

Bt(1) = χt(1) 1
λ−1 b(t) = b(t),
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de modo que Bt(1) ≡ 0 (mód m) implica b(t) ≡ 0 (mód m). Supongamos ahora que
para algún n0 ≥ 2 se tiene b(tn2) ≡ 0 (mód m) para todo 1 ≤ n < n0. Aplicando
(2.4) con n = n0 obtenemos

Bt(n0) =
∑
d|n0

χt(d) d
λ−1 b

(
t
(n0

d

)2)
= b(tn2

0) +
∑
d|n0

d>1

χt(d) d
λ−1 b

(
t
(n0

d

)2)
.

En la suma restringida se tiene n0/d < n0, así que por hipótesis inductiva todos esos
términos son congruentes a 0 módulo m. Por lo tanto

Bt(n0) ≡ b(tn2
0) (mód m).

Como además Bt(n0) ≡ 0 (mód m), concluimos que b(tn2
0) ≡ 0 (mód m), cerrando

la inducción. Por tanto, para todo t libre de cuadrados y todo n ≥ 1 se cumple

b(tn2) ≡ 0 (mód m).

Finalmente, sea n ≥ 1 cualquier entero. Escribimos n = tnd
2
n, donde tn es el

factor libre de cuadrados de n y dn ≥ 1. Entonces

b(n) = b(tnd
2
n) ≡ 0 (mód m).

Es decir, todos los coeficientes de Fourier de g = f |Tp2 son congruentes a cero módulo
m, y por lo tanto

f
∣∣Tp2 ≡ 0 (mód m).

Como esto vale para todo p ∈ P , y el conjunto P tiene densidad positiva y
está contenido en la clase de congruencia p ≡ −1 (mód 4Nm), el enunciado queda
demostrado.

Ahora ya tenemos todos los ingredientes para concluir el resultado principal de
esta sección.

Teorema 2.3.7 (Congruencias para los coeficientes de Fourier). Sea k ≥ 3 un entero
impar, y sea f(z) =

∑
a(n)qn ∈ Mk/2(Γ0(4N), χ) una forma con coeficientes de

Fourier enteros. Para cualquier entero positivo m, existe un conjunto de primos p de
densidad positiva tal que los coeficientes a(n) satisfacen las congruencias a(p3n) ≡ 0
(mód m)

Demostración. La Proposición 2.3.6 garantiza que para un conjunto de primos p de
densidad positiva (que satisfacen p ≡ −1 (mód 4Nm)), se cumple que f |Tp2 ≡ 0
(mód m). Esto implica que todos los coeficientes de Fourier de la forma transformada
f |Tp2 son congruentes a cero módulo m.

El n-ésimo coeficiente de Fourier de f |Tp2 está dado por la fórmula:

a(p2n) + χ(p)

(
(−1)λn

p

)
pλ−1a(n) + χ(p2)p2λ−1a(n/p2)

donde λ = (k − 1)/2. Por lo tanto, para todo n ≥ 1, esta expresión es congruente a
0 (mód m).
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A partir de esta congruencia general, podemos deducir una relación más simple
eligiendo valores específicos de n.

Tomando n = np con mcd(n, p) = 1 y remplazando en la ecuación obtenemos:

a(p3n) + χ(p)

(
(−1)λnp

p

)
pλ−1a(np) + χ(p2)p2λ−1a(n/p) ≡ a(p3n) ≡ 0 (mód m)

ya que a(n/p) = 0 y
(

(−1)λnp
p

)
= 0.
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Capítulo 3

Cocientes eta

En este capítulo se introduce y estudia la teoría de los cocientes eta, una clase
fundamental de formas modulares que constituyen el objeto central de los resultados
originales presentados en esta tesis.

El recorrido comenzará con la definición formal de los cocientes eta. Posterior-
mente, se enunciarán y demostrarán las condiciones precisas bajo las cuales estas
funciones son formas modulares débiles de peso entero o semientero, especificando
su nivel, peso y caracter (teorema de Newman). Se presentará el teorema de Ligozat,
una herramienta esencial que proporciona un método directo para calcular el orden
de anulación de un cociente eta en cualquier cúspide. Finalmente, se concluirá con
los resultados originales para congruencias sobre cocientes eta.

3.1. Función eta de Dedekind
Definición 3.1.1 (Función Eta de Dedekind). La función eta de Dedekind, denotada
η(z), se define para z ∈ H mediante el producto infinito:

η(z) = q1/24
∞∏
n=1

(1− qn)

donde q = e2πiz y tomamos la rama principal para la raíz, es decir, q1/24 = eπiz/12.

Proposición 3.1.2 (Holomorfía y no anulación de η). La función η(z) es holomorfa
en H y no se anula en ningún punto z ∈ H.

Demostración. Para z ∈ H, tenemos que |q| < 1. La convergencia de la serie geo-
métrica

∑
|q|n implica que el producto infinito converge absoluta y uniformemente

sobre compactos de H, garantizando la holomorfía. Por otro lado, la función no se
anula dado que el factor exponencial q1/24 nunca es cero y los factores del producto
(1− qn) son distintos de cero para todo z ∈ H (pues |qn| < 1).

3.1.1. Ley de transformación para eta

En esta sección, se buscan leyes de transformación para η que serán de utilidad
para probar la modularidad de esta más adelante.
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Proposición 3.1.3 (Ley de Transformación de η(τ) bajo T ). La función eta de

Dedekind satisface la siguiente ley de transformación para el generador T =

(
1 1
0 1

)
:

η(τ + 1) = eπi/12η(τ)

Demostración. La demostración se sigue directamente de la definición de η(τ). Re-
emplazamos τ por τ + 1 en la fórmula del producto:

η(τ + 1) = eπi(τ+1)/12

∞∏
n=1

(1− e2πin(τ+1))

El factor exponencial inicial se puede separar como eπiτ/12 · eπi/12. Para el término
dentro del producto, usamos el hecho de que e2πin = 1 para cualquier entero n:

e2πin(τ+1) = e2πinτ · e2πin = e2πinτ

Por lo tanto, el producto infinito no cambia:

∞∏
n=1

(1− e2πin(τ+1)) =
∞∏
n=1

(1− e2πinτ )

Combinando estos resultados, obtenemos:

η(τ + 1) = eπi/12 ·

(
eπiτ/12

∞∏
n=1

(1− e2πinτ )

)
= eπi/12η(τ)

Esto completa la demostración.

Corolario 3.1.4 (Transformación bajo T b). La función eta se transforma bajo la
traslación τ 7→ τ + b de la siguiente manera:

η(τ + b) = eπib/12η(τ)

Definición 3.1.5 (Serie de Eisenstein G2(τ)). Para τ ∈ H, la serie de Eisenstein
G2(τ) se define mediante su expansión de Fourier:

G2(τ) = 2ζ(2) + 2(2πi)2
∞∑
n=1

σ1(n)e
2πinτ

donde σ1(n) =
∑

d|n d es la función suma de los divisores.

Si bien G2 no es una forma modular, satisface una ley de transformación similar.

Lema 3.1.6 (Ley de Transformación de G2(τ)). La serie de Eisenstein G2(τ) sa-
tisface la siguiente ley de transformación bajo la inversión Sτ = −1/τ :

G2

(
−1

τ

)
= τ 2G2(τ)− 2πiτ
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Referencia. Esta es una propiedad fundamental de la serie G2(τ). Una demostración
detallada se describe en los ejercicios 1 a 5 del Capítulo 3 del libro de Apostol
[Apo90].

Proposición 3.1.7 (Derivada Logarítmica de la Función Eta). La derivada loga-
rítmica de la función eta de Dedekind está relacionada con la serie de Eisenstein
G2(τ) por la siguiente identidad:

d

dτ
log η(τ) =

G2(τ)

−4πi

Demostración. La demostración parte de la definición en producto de η(τ) y su
logaritmo. Tomando el logaritmo de la definición de η(τ), obtenemos:

log η(τ) =
πiτ

12
+

∞∑
n=1

log(1− e2πinτ )

Usando la expansión en serie de potencias para log(1− x), la expresión se convierte
en:

log η(τ) =
πiτ

12
−

∞∑
n=1

∞∑
m=1

e2πinmτ

m

Ahora, derivamos con respecto a τ :

d

dτ
log η(τ) =

πi

12
−

∞∑
n=1

∞∑
m=1

2πinm

m
e2πinmτ =

πi

12
− 2πi

∞∑
n=1

∞∑
m=1

ne2πinmτ

Haciendo el cambio de índice k = nm y reordenando la suma (lo cual es válido por
la convergencia absoluta), podemos agrupar los términos por el valor de k:

d

dτ
log η(τ) =

πi

12
− 2πi

∞∑
k=1

 ∑
d|k,d≥1

d

 e2πikτ =
πi

12
− 2πi

∞∑
k=1

σ1(k)e
2πikτ

Recordemos la definición de G2(τ):

G2(τ) = 2ζ(2)− 8π2

∞∑
k=1

σ1(k)e
2πikτ

Sabiendo que ζ(2) = π2/6, tenemos:

G2(τ) =
π2

3
− 8π2

∞∑
k=1

σ1(k)e
2πikτ

Multiplicando la expresión para la derivada logarítmica por −4πi:

−4πi
d

dτ
log η(τ) = −4πi

(
πi

12
− 2πi

∞∑
k=1

σ1(k)e
2πikτ

)

=
4π2

12
− 8π2

∞∑
k=1

σ1(k)e
2πikτ

= G2(τ)

De aquí se deduce la relación enunciada.
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Teorema 3.1.8 (Ley de Transformación de η(τ) bajo S). La función eta de Dede-

kind satisface la siguiente ley de transformación para el generador S =

(
0 −1
1 0

)
del grupo modular:

η

(
−1

τ

)
= (−iτ)1/2η(τ)

donde se elige la rama de la raíz cuadrada con argumento en (−π/2, π/2].
Demostración. La demostración se basa en la relación entre la derivada logarítmica
de η(τ) y la serie de Eisenstein G2(τ), establecida en la Proposición 3.1.7:

d

dτ
log η(τ) =

G2(τ)

−4πi

Para encontrar la ley de transformación de η(τ), analizamos la derivada de
log η(−1/τ) usando la regla de la cadena. Al aplicar la relación anterior y la ley de
transformación de G2(τ) del Lema 3.1.6, obtenemos:

d

dτ

(
log η

(
−1

τ

))
=
η′(−1/τ)

η(−1/τ)
· 1

τ 2

=

(
G2(−1/τ)

−4πi

)
1

τ 2

=

(
τ 2G2(τ)− 2πiτ

−4πi

)
1

τ 2

=
G2(τ)

−4πi
+

1

2τ
=

d

dτ
log η(τ) +

1

2τ

Por otro lado, calculamos la derivada de la función que esperamos obtener:

d

dτ

(
log η(τ) +

1

2
log(−iτ)

)
=
η′(τ)

η(τ)
+

1

2

1

−iτ
(−i) = η′(τ)

η(τ)
+

1

2τ

Hemos demostrado que las funciones log η(−1/τ) y log(η(τ)(−iτ)1/2) tienen la mis-
ma derivada. Por lo tanto, deben diferir en una constante de integración C:

log η

(
−1

τ

)
= log η(τ) +

1

2
log(−iτ) + C

Tomando la exponencial de ambos lados, encontramos que η(−1/τ) = eC(−iτ)1/2η(τ).
Para determinar la constante eC , evaluamos la expresión en el punto fijo τ = i. Esto
nos da η(i) = eC(−i · i)1/2η(i) = eCη(i). Como η(i) ̸= 0, se concluye que eC = 1, lo
que completa la demostración.

3.1.2. Sumas de Dedekind

Habiendo establecido las leyes de transformación de la función eta para los gene-
radores T y S del grupo modular, el objetivo de esta sección es deducir la fórmula
general para una matriz arbitraria. La demostración procederá por inducción, uti-
lizando las dos propiedades ya probadas. Para poder enunciar el teorema general,
es necesario introducir primero las sumas de Dedekind, un objeto aritmético que
constituye un componente esencial en la ley de transformación.
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Definición 3.1.9 (Suma de Dedekind). Para enteros h, k con k ≥ 1, se define la
función ((x)) como:

((x)) =

{
x− [x]− 1/2 si x /∈ Z
0 si x ∈ Z

La suma de Dedekind, denotada s(h, k), se define entonces como:

s(h, k) =
∑

0≤r<k

(( r
k

))((hr
k

))
Si (h, k) = 1, la suma se puede restringir a los valores de r desde 1 hasta k − 1.

Lema 3.1.10 (Identidad para la suma de Dedekind). Para enteros coprimos h, k
con k ≥ 1, se cumple la siguiente identidad:

2hs(h, k) +
k−1∑
r=1

[
hr

k

]([
hr

k

]
+ 1

)
=
h2 + 1

k2

k−1∑
r=1

r2 − 1

k

k−1∑
r=1

r

Demostración. La prueba se obtiene al evaluar la suma
∑k−1

r=1((hr/k))
2 de dos ma-

neras. Primero, como (h, k) = 1, la secuencia hr (mód k) es una permutación de r
(mód k), por lo que:

k−1∑
r=1

((
hr

k

))2

=
k−1∑
r=1

(( r
k

))2
=

(k − 1)(k − 2)

12k

Segundo, expandimos el término ((hr/k))2 = (hr/k − [hr/k] − 1/2)2. Una reorga-
nización algebraica de la suma de esta expresión expandida, diseñada para aislar
el término s(h, k), conduce a la identidad enunciada. La manipulación es extensa
pero directa, y los detalles se pueden seguir en la derivación de la Ecuación (33) en
[Apo90].

Lema 3.1.11 (Propiedades de las sumas de Dedekind). Las sumas de Dedekind
s(h, k) satisfacen las siguientes propiedades:

1. Periodicidad: Si h1 ≡ h2 (mód k), entonces s(h1, k) = s(h2, k).

2. Ley de reciprocidad: Si h, k son enteros positivos coprimos, entonces:

s(h, k) + s(k, h) =
h2 + k2 + 1

12hk
− 1

4

Demostración. Ambas propiedades se demuestran a partir de la definición de s(h, k).
1. Demostración de la periodicidad: La función ((x)) es periódica con período

1. Si h1 ≡ h2 (mód k), entonces h1r
k

− h2r
k

es un entero para cualquier r. Por la
periodicidad de la función ((·)), tenemos:((

h1r

k

))
=

((
h2r

k

))
61



Sustituyendo esto en la definición de la suma de Dedekind, se sigue inmediatamente
que s(h1, k) = s(h2, k).

2. Referencia para la ley de reciprocidad: Para una exposición completa y de-
tallada, nos remitimos a la demostración del teorema 3.7 en el libro de Apostol
[Apo90].

Teorema 3.1.12 (Ley de Transformación General de la Función Eta). Sea A =(
a b
c d

)
∈ Γ una matriz del grupo modular con c > 0. La función eta de Dedekind

se transforma según la fórmula:

η(Aτ) = ϵ(A){−i(cτ + d)}1/2η(τ)

donde ϵ(A) es la raíz de la unidad dada por:

ϵ(A) = exp

{
πi

(
a+ d

12c
− s(d, c)

)}
.

Demostración. La prueba se realiza por inducción sobre la estructura del grupo
modular. Dado que toda matriz en Γ se puede escribir como un producto de los
generadores T y S, basta con demostrar que si la fórmula es válida para una matriz
A, también lo es para ATm (para cualquier entero m) y para AS.

Casos Base: La fórmula es válida para los generadores.

Para T =

(
1 1
0 1

)
, la fórmula no aplica directamente ya que c = 0. Sin em-

bargo, ya hemos probado en la Proposición 3.1.3 que η(τ + 1) = eπi/12η(τ).

Para S =

(
0 −1
1 0

)
, tenemos a = 0, b = −1, c = 1, d = 0. El factor de la

raíz de la unidad es ϵ(S) = exp{πi(0 − s(0, 1))}. Como s(0, 1) = 0, ϵ(S) = 1.
La fórmula predice η(−1/τ) = {−iτ}1/2η(τ), lo cual coincide con el Teorema
3.1.8.

Paso Inductivo: Asumimos que la fórmula del teorema es válida para una matriz

A =

(
a b
c d

)
con c > 0.

1. Estabilidad bajo Tm: Consideremos A′ = ATm =

(
a am+ b
c cm+ d

)
.

η(A′τ) = η(A(τ +m)) = ϵ(A){−i(c(τ +m) + d)}1/2η(τ +m)

= ϵ(A){−i(cτ + (cm+ d))}1/2eπim/12η(τ)

Por otro lado, el factor de la raíz de la unidad para A′ es:

ϵ(A′) = exp

{
πi

(
a+ (cm+ d)

12c
− s(cm+ d, c)

)}
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Usando la periodicidad de las sumas de Dedekind (Lema 3.1.11), s(cm + d, c) =
s(d, c). Así:

ϵ(A′) = exp

{
πi

(
a+ d

12c
+
m

12
− s(d, c)

)}
= ϵ(A)eπim/12

Sustituyendo ϵ(A) = ϵ(A′)e−πim/12 en la expresión para η(A′τ), los factores expo-
nenciales se cancelan y obtenemos la fórmula correcta para A′.

2. Estabilidad bajo S: Consideremos la matriz A′ = AS =

(
b −a
d −c

)
. Debemos

demostrar que la fórmula también es válida para A′. Para ello, calculamos η(A′τ) =
η(A(−1/τ)). Usando la hipótesis inductiva para A con la variable −1/τ :

η(A(−1/τ)) = ϵ(A){−i(c(−1/τ) + d)}1/2η(−1/τ)

Ahora usamos la ley de transformación para η(−1/τ) = (−iτ)1/2η(τ):

η(A′τ) = ϵ(A)

{
−idτ − c

τ

}1/2

(−iτ)1/2η(τ)

El producto de las raíces cuadradas requiere un análisis cuidadoso de los argumentos
de los números complejos. Dependiendo del signo de d, se aplica una de las siguientes
identidades:

Si d > 0, {−idτ−c
τ

}1/2(−iτ)1/2 = e−πi/4{−i(dτ − c)}1/2.

Si d < 0, {−idτ−c
τ

}1/2(−iτ)1/2 = eπi/4{−i(−dτ + c)}1/2.

Dividimos la prueba en dos casos.
Caso (a): d > 0. La matriz A′ tiene su entrada (2, 1) positiva. Sustituimos la

primera identidad de raíz cuadrada:

η(A′τ) = ϵ(A)e−πi/4{−i(dτ − c)}1/2η(τ)

La fórmula del teorema para A′ =

(
b −a
d −c

)
predice:

η(A′τ) = ϵ(A′){−i(dτ − c)}1/2η(τ) con ϵ(A′) = exp

{
πi

(
b− c

12d
− s(−c, d)

)}
Comparando ambas expresiones, la prueba se reduce a demostrar que ϵ(A)e−πi/4 =
ϵ(A′). Esto es equivalente a demostrar la identidad:

a+ d

12c
− s(d, c)− 1

4
=
b− c

12d
− s(−c, d)

Usando s(−c, d) = −s(c, d) y reordenando, esto es equivalente a la ley de reciproci-
dad para las sumas de Dedekind (Lema 3.1.11). Por lo tanto, la igualdad se cumple
y la fórmula es válida para A′ en este caso.
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Caso (b): d < 0. La matriz A′ tiene su entrada (2, 1) negativa. Para aplicar la

fórmula del teorema, debemos usar la matriz −A′ =

(
−b a
−d c

)
, que tiene la entrada

(2, 1) positiva. Sustituimos la segunda identidad de raíz cuadrada:

η(A′τ) = ϵ(A)eπi/4{−i(−dτ + c)}1/2η(τ)

La fórmula del teorema para −A′ predice:

η((−A′)τ) = η(A′τ) = ϵ(−A′){−i(−dτ + c)}1/2η(τ)

con
ϵ(−A′) = exp

{
πi

(
−b+ c

12(−d)
− s(c,−d)

)}
Comparando, debemos demostrar que ϵ(A)eπi/4 = ϵ(−A′). Esto es equivalente a:

a+ d

12c
− s(d, c) +

1

4
=
b− c

12d
− s(c,−d)

Usando la ley de reciprocidad y las propiedades de s(h, k), esta identidad también
se verifica.

Como la fórmula es válida para el generador S y se preserva bajo la multiplicación
a la derecha por Tm y S, se concluye por inducción que es válida para cualquier
matriz A ∈ Γ con c > 0.

3.2. Cocientes eta y el Teorema de Newman
El objetivo ahora es probar que bajo ciertas hipótesis, un cociente eta arbitrario,

es en efecto una forma modular con un peso, nivel y caracter apropiado.

Definición 3.2.1 (Cociente eta). Sea X ⊆ Z>0 × Z un conjunto finito tal que∑
(δ,rδ)∈X

δrδ ≡ 0 (mód 24).

Definimos el cociente eta f asociado a X de la forma:

f(z) = ηX(z) :=
∏

(δ,rδ)∈X

η(δz)rδ .

Lema 3.2.2. El grupo modular Γ0(N) está generado por el conjunto de matrices

G =

{(
a b
Nc d

)
∈ Γ0(N)

∣∣∣∣ mcd(a, 6) = 1

}
.

Demostración. Sea M =

(
a b
Nc d

)
un elemento arbitrario de Γ0(N). Consideremos

la matriz de traslación S =

(
1 1
0 1

)
. Observamos que S ∈ G, ya que S ∈ Γ0(N)
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(pues c = 0 es múltiplo de N) y su entrada superior izquierda es 1, la cual cumple
mcd(1, 6) = 1.

Multiplicamos M por la izquierda por una potencia entera Sx:

M ′ = SxM =

(
1 x
0 1

)(
a b
Nc d

)
=

(
a+ xNc b+ xd
Nc d

)
.

Notemos que M ′ sigue perteneciendo a Γ0(N). Sea a′ = a + xNc la nueva entrada
superior izquierda. Dado que det(M) = 1, tenemos que ad − b(Nc) = 1, lo que
implica que gcd(a,Nc) = 1.

Aplicando el Teorema de Dirichlet sobre progresiones aritméticas, dado que
gcd(a,Nc) = 1, existen infinitos enteros x tales que a′ = a + xNc es un número
primo. Podemos elegir un x tal que a′ = p sea un primo mayor que 3. Al ser p > 3,
se cumple que gcd(p, 6) = 1.

Por lo tanto, la matriz M ′ pertenece a G. Como podemos escribir M = S−xM ′, y
sabemos que S (y por tanto S−1) pertenece al grupo generado por G, concluimos que
M es producto de elementos de G. Dado que M es arbitraria, G genera Γ0(N).

Recordemos la definición de ϵ(A) = exp {−πiα(A)}) con α(A) = s(d, c)− a+d
12c

.

Lema 3.2.3. Si a > 0, c > 0 y a es coprimo con 6, entonces

α(A) ≡ a(c− b− 3)

12
− 1

2

(
1−

( c
a

))
(mód 2)

donde a ≡ b (mód 2) sii a− b = 2k con k ∈ Z (no necesariamente a y b enteros).

Demostración. Este lema lo probo Newman en su paper [New59]. Para hacerlo pri-
mero prueba un resultado similar pero pidiendo que c sea coprimo con 6, resultado
que se puede deducir de la ecuación 7 en [New57], y luego utiliza esto junto al Lema
1 del primero para concluir.

Observación 3.2.4. Notemos que a ≡ b (mód 2) sii exp(−πia) = exp(−πib). Va-
mos a usar esto para estudiar el comportamiento de ϵ(A) en el siguiente teorema.

Definición 3.2.5 (Carácter de Dirichlet χm). Dado un entero no nulom, denotamos
por χm al carácter de Dirichlet primitivo definido como:

χm(a) =
(m
a

)
para todo entero a tal que mcd(a, 4m) = 1.

Teorema 3.2.6 (Newman). Toda f como en 3.2.1 es una forma modular débil de
peso k = 1

2

∑
δ rδ, nivel N , el mínimo número natural que verifica:

N es múltiplo de cada δ,

si k ̸∈ Z, entonces N es múltiplo de 4,∑
δ

N

δ
rδ ≡ 0 (mód 24);
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y caracter χm, donde m =
∏

δ δ
rδ si k ∈ Z o m = 2

∏
δ δ

rδ si k ̸∈ Z

Demostración. Dado que basta con probar la ley de modularidad sobre un conjunto
de generadores, por el Lema 3.2.2, y como A y −A actúan de la misma manera,
es suficiente con probar que f cumple la ley de modularidad para las matrices

A =

(
a b
c d

)
con (a, 6) = 1, c > 0. Usando la ley de transformación del Teorema

3.1.12 obtenemos:

f(Aτ) =

(∏
X

ϵ(Aδ)
rδ

)
((−i)(cτ + d))kf(τ)

con Aδ =

(
a δb
c/δ d

)
. Como c > 0, tenemos que ((−i)(cτ + d))k = (−i)k(cτ + d)k.

Luego, para que se cumpla la modularidad, se debe verificar(∏
X

ϵ(Aδ)
rδ

)
(−i)k = χm(d)ϵ

−2k
d

( c
d

)2k
(3.1)

con ϵ(Aδ) = exp(−πiα(Aδ)). Sea λ =
∑

δ|N rδα(Aδ), tenemos entonces∏
X ϵ(Aδ)

rδ = exp(−πiλ). Estudiemos entonces las congruencias de λ módulo 2.
Tenemos entonces

λ =
∑
δ|N

rδα(Aδ)

por el Lema 3.2.3, remplazando el valor de α(Aδ) obtenemos

λ ≡
∑
δ|N

rδ

(
a(c/δ − δb− 3)

12

)
− 1

2

∑
δ|N

rδ

[
1−

(
c/δ

a

)]
(mód 2)

luego la expresión se simplifica a

λ ≡
∑
δ|N

rδ(
(ac/δ)

12
− abδ

12
− 3a

12
)− 1

2

∑
δ|N

rδ

[
1−

(
c/δ

a

)]
(mód 2).

Como
∑

(δ,rδ)∈X

δrδ ≡ 0 (mód 24) y
∑
δ

c

δ
rδ ≡ 0 (mód 24) (la segunda ya que c ≡ 0

(mód N) tenemos

λ ≡
∑
δ|N

rδ(−
a

4
)− 1

2

∑
δ|N

rδ

[
1−

(
c/δ

a

)]
.

Como k = 1
2

∑
δ|N rδ y

(
c/δ
a

)
=
(
δ
a

) (
c
a

)
λ ≡ −ka

2
− 1

2

∑
δ|N

rδ

[
1−

(
δ

a

)( c
a

)]
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y dado que (−i)k = exp(−πik
2
), el lado izquierdo de (3.1) nos queda

exp(−πiλ) exp(−πik
2
) = exp(−πi(λ+

k

2
))

estudiemos entonces, la congruencia de λ+ k
2
.

λ+
k

2
≡ −k(a− 1

2
)− 1

2

∑
δ|N

rδ

[
1−

(
δ

a

)( c
a

)]
.

Sean Φ = −k(a−1
2
) y Ψ = −1

2

∑
δ|N rδ

[
1−

(
δ
a

) (
c
a

)]
. Calculemos primero exp(−πiΨ)

exp (−πiΨ) = exp

πi1
2

∑
δ|N

rδ

[
1−

(
δ

a

)( c
a

)]
=
∏
δ|N

exp

(
πi

1

2

[
1−

(
δ

a

)( c
a

)])rδ
.

Notemos que si x = ±1, entonces exp
(
−πi1

2
(1− x)

)
= x luego

∏
δ|N

exp

(
πi

1

2

[
1−

(
δ

a

)( c
a

)])rδ
=
∏
δ|N

((
δ

a

)( c
a

))rδ
.

Sea s =
∏

δ δ
rδ , la expresión se simplifica a∏

δ|N

((
δ

a

)( c
a

))rδ
=
(s
a

)( c
a

)2k
.

Notemos además que como A ∈ Γ0(N), tenemos que ad− bc = 1 y por ende ad ≡ 1
(mód N). Escribiendo a c como el producto de una potencia de 2 por un impar y
usando la multiplicatividad del símbolo de Jacobi combinada con la ley de recipro-
cidad cuadrática, es fácil ver que ( c

a

)( c
d

)
= 1.

Ademas, si escribimos a s = a2n con n libre de cuadrados, es fácil ver que c ≡ 0
(mód n) ya que N |c y n|N . Tenemos entonces(s

a

)(s
d

)
= 1

de lo que se deduce (s
a

)( c
a

)2k
=
(s
d

)( c
d

)2k
.

Por otro lado,

exp(−πiΦ) = exp(πik
a− 1

2
) = (−1)k

a−1
2 ,
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la ecuacion (3.1) se reduce a probar(s
d

)( c
d

)2k
(−1)k

a−1
2 = χm(d)ϵ

−2k
d

( c
d

)2k
(s
d

)
(−1)k

a−1
2 = χm(d)ϵ

−2k
d

con m = s si k ∈ Z o m = 2s si k ̸∈ Z. Separemos en casos.

k ∈ Z: Como m = s, tenemos que χm(d) =
(
s
d

)
y la expresión se reduce a

probar
(−1)k

d−1
2 = ϵ−2k

d

que, como k es entero, se reduce a probar que

(−1)k
d−1
2 = ((−1)

d−1
2 )k

y como ϵ2d =
(−1
d

)
= (−1)

d−1
2 tenemos la igualdad deseada.

k ̸∈ Z: Tenemos m = 2s, luego la igualdad se reduce a(
2

d

)
(−1)k

d−1
2 = ϵ−2k

d

separando en los distintos valores de d (mód 8) vemos que la identidad se
verifica.

Aunque no es necesario el Teorema de Newman para probar el siguiente resultado,
se sigue como corolario inmediato de este.

Corolario 3.2.7. La función ∆(z) = η(z)24 es una forma modular débil de peso 12
para SL2(Z) con caracter trivial.

Demostración. Notemos que η(z)24 cumple las hipótesis del teorema, ya que∑
(δ,rδ)∈X

δrδ = 24 ≡ 0 (mód 24).

El mínimo N que verifica las condiciones del teorema es claramente 1, el peso es
k = 24

2
= 12 y el caracter es trivial.

3.3. Teorema de Ligozat
Recordemos algunos conceptos para Γ0(N).

Recordatorio 3.3.1 (Cúspides y nivel de cúspide). Las cúspides de Γ0(N) son las
Γ0(N)-órbitas de Q∪{∞}. Cada cúspide s puede ser representada por una fracción
a/c con mcd(a, c) = 1 y c|N .
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Recordemos que, según la Proposición 1.2.12, el ancho de una cúspide s = a/c
(en su forma irreducible) para Γ0(N) está determinado por la fórmula hs = N

mcd(c2,N)
.

Lema 3.3.2. Sea s = b/d una cúspide de Γ0(N) con d | N y mcd(b, d) = 1, y sea

ρ ∈ SL2(Z), ρ(s) = ∞.

Escribamos
ρ−1 =

(
−b a
−d c

)
con ad− bc = 1.

Sea δ0 un divisor positivo de N y pongamos

u = mcd(d, δ0), δ0 = uδ1, d = ud1.

Entonces existe una matriz γ ∈ SL2(Z) y un entero q tales que

M :=

(
δ0 0
0 1

)
ρ−1 = γ

(
u q
0 δ1

)
.

Más explícitamente, podemos tomar

γ =

−bδ1 au+ bq

−d1
c+ d1q

δ1

 ∈ SL2(Z).

Demostración. Partimos de

M =

(
δ0 0
0 1

)(
−b a
−d c

)
=

(
−bδ0 aδ0
−d c

)
.

Por hipótesis, det(ρ−1) = 1, luego detM = δ0.
Definimos

u = mcd(d, δ0), δ0 = uδ1, d = ud1,

de modo que necesariamente mcd(d1, δ1) = 1. Escribiendo esto en la primera colum-
na de M obtenemos

M =

(
−bδ1u aδ1u
−d1u c

)
.

Buscamos una factorización

M = γS, γ =

(
A B
C D

)
∈ SL2(Z), S =

(
u q
0 δ1

)
,

para algún q ∈ Z.
La igualdad M = γS equivale a(

−bδ1u aδ1u
−d1u c

)
=

(
A B
C D

)(
u q
0 δ1

)
=

(
Au Aq +Bδ1
Cu Cq +Dδ1

)
.

Comparando entradas de la primera columna, obtenemos

Au = −bδ1u, Cu = −d1u,
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luego
A = −bδ1, C = −d1.

Nos queda por determinar B,D, q a partir de las ecuaciones

Aq +Bδ1 = aδ1u, (3.2)
Cq +Dδ1 = c (3.3)

de (3.2) se obtiene

−bδ1q +Bδ1 = aδ1u =⇒ B = au+ bq

y de (3.3) se deduce

−d1q +Dδ1 = c =⇒ Dδ1 = c+ d1q.

Como mcd(d1, δ1) = 1, la congruencia

c+ d1q ≡ 0 (mód δ1)

tiene solución en q ∈ Z. Fijamos una de estas soluciones; entonces

D =
c+ d1q

δ1
∈ Z.

Sólo queda comprobar que det(γ) = 1. Usando las expresiones previas:

AD −BC = (−bδ1) ·
c+ d1q

δ1
− (au+ bq)(−d1)

= −b(c+ d1q) + d1(au+ bq)

= −bc− bd1q + ad1u+ bd1q

= ad1u− bc

= ad− bc

= 1,

donde usamos que d = d1u y que ad− bc = 1 viene de det(ρ−1) = 1.
Por lo tanto, γ ∈ SL2(Z) y se tiene M = γS con S triangular superior de la

forma indicada.

El siguiente Lema es útil para estudiar el comportamiento de η(δz) en las cúspi-
des.

Recordatorio 3.3.3. La función ∆ está definida por la siguiente fórmula

∆(z) = η(z)24

En el Corolario 3.2.7 se probó que es una forma modular débil de peso 12 para
SL2(Z) con carácter trivial.
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Lema 3.3.4 (Lema de transformación de Ligozat). Sea s = b/d una cúspide de
Γ0(N) de nivel con d | N y mcd(b, d) = 1. Sea δ0 un divisor positivo de N y sea ρ ∈
SL2(Z) tal que ρ(s) = ∞. Entonces existen constantes complejas β, γ (dependiendo
sólo de ρ, d, δ0) tales que

∆(δ0ρ
−1(z)) =

(
d mcd(d, δ0)

δ0
z + β

)12

∆

(
mcd(d, δ0)

2

δ0
z + γ

)
.

Demostración. Sea ρ tal que

ρ−1 =

(
−b a
−d c

)
, ad− bc = 1.

Sea
M :=

(
δ0 0
0 1

)
ρ−1 =

(
−bδ0 aδ0
−d c

)
,

de modo que
∆(δ0ρ

−1(z)) = ∆(Mz).

Ponemos u = mcd(d, δ0) y escribimos δ0 = uδ1, d = ud1. Por el Lema 3.3.2,
existen γ ∈ SL2(Z) y q ∈ Z tales que

M = γ

(
u q
0 δ1

)
, γ =

(
A B
C D

)
=

−bδ1 au+ bq

−d1
c+ d1q

δ1

 .

Sea
S :=

(
u q
0 δ1

)
, w := Sz =

uz + q

δ1
.

Entonces Mz = γ(Sz) = γw, y por el Corolario 3.2.7, tenemos que ∆ cumple la
propiedad de modularidad para toda matriz de SL2(Z) y con peso 12. Luego, para
toda

γ =

(
A B
C D

)
∈ SL2(Z)

se tiene
∆(γw) = (Cw +D)12∆(w).

Aplicando esto a w = Sz obtenemos

∆(Mz) = ∆(γ(Sz)) = (C(Sz) +D)12∆(Sz).

Calculamos por separado el factor lineal y el argumento de ∆.

1. El factor C(Sz) +D: Con C = −d1 y D =
c+ d1q

δ1
,

C(Sz) +D = −d1
uz + q

δ1
+
c+ d1q

δ1
=

−d1uz − d1q + c+ d1q

δ1
=

−d1uz + c

δ1
.

Como (−X)12 = X12, podemos escribir

(C(Sz) +D)12 =

(
d1uz − c

δ1

)12

.
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2. El argumento Sz: Por definición,

Sz =
uz + q

δ1
.

Reintroducimos ahora u = mcd(d, δ0), d1 = d/u, δ1 = δ0/u. Para el factor lineal
tenemos

d1uz − c

δ1
=

(d/u)uz − c

δ0/u
=
dz − c

δ0/u
=
u(dz − c)

δ0

=
mcd(d, δ0) d

δ0
z − mcd(d, δ0) c

δ0
.

Para el argumento de ∆,

Sz =
uz + q

δ1
=
u(uz + q)

uδ1
=
u2z + uq

δ0
=

mcd(d, δ0)
2

δ0
z +

q mcd(d, δ0)

δ0
.

Resumiendo,

∆(Mz) =

(
mcd(d, δ0) d

δ0
z − mcd(d, δ0) c

δ0

)12

∆

(
mcd(d, δ0)

2

δ0
z +

q mcd(d, δ0)

δ0

)
.

Recordando que ∆(Mz) = ∆(δ0ρ
−1(z)), obtenemos la forma anunciada:

∆(δ0ρ
−1(z)) =

(
d mcd(d, δ0)

δ0
z + β

)12

∆

(
mcd(d, δ0)

2

δ0
z + γ

)
,

donde podemos tomar

β = −c mcd(d, δ0)

δ0
, γ =

q mcd(d, δ0)

δ0
.

Finalmente, observamos que la elección de q en el Lema 3.3.2 no es única: si
q′ = q +mδ1 con m ∈ Z, entonces

γ′ =
q′ mcd(d, δ0)

δ0
= γ +m,

y como ∆(z + m) = ∆(z) para todo m ∈ Z, el lado derecho de la identidad no
depende de la elección concreta de q. Por lo tanto, las constantes β, γ quedan bien
definidas en función de ρ, d, δ0, y el lema queda demostrado.

Teorema 3.3.5 (Orden de η(δ0z) en cúspides). Sea s = b/d una cúspide para Γ0(N)
con mcd(b, d) = 1 y d|N . Sea δ0 un divisor positivo de N . El orden no normalizado
νs(η(δ0z)) es:

νs(η(δ0z)) =
h(d) mcd(d, δ0)

2

24δ0
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Demostración. Queremos νs(f) donde f(w) = η(δ0w). Sea ρ ∈ SL2(Z) con ρ(s) =
∞. Necesitamos el exponente más bajo n0 en la expansión de f(ρ−1(z)) = η(δ0ρ

−1(z))
en potencias de qh = e2πiz/h. Usamos que η(w)24 = ∆(w), así
f(ρ−1(z)) = [∆(δ0ρ

−1(z))]1/24. Aplicando el Lema 3.3.4:

f(ρ−1(z)) =

[(
d mcd(d, δ0)

δ0
z + β

)12

∆

(
mcd(d, δ0)

2

δ0
z + γ

)]1/24

=

(
d mcd(d, δ0)

δ0
z + β

)1/2

[∆ (W )]1/24

donde W = mcd(d,δ0)2

δ0
z + γ. Cuando z → i∞, W → i∞. La expansión de ∆(W )

es ∆(W ) = qW
∏
(1 − qnW )24 = qW + O(q2W ), donde qW = e2πiW . Luego, tenemos la

siguientes igualdades:

[∆(W )]1/24 = (qW + · · · )1/24 = q
1/24
W (1 + · · · )

. El factor q1/24W es el que determina el orden:

q
1/24
W = (e2πiW )1/24 = exp

(
2πi

24
W

)
= exp

(
2πi

24

[
mcd(d, δ0)

2

δ0
z + γ

])

= e2πiγ/24 exp

(
2πiz

h
· h mcd(d, δ0)

2

24δ0

)
= (constante) · (qh)

h mcd(d,δ0)
2

24δ0

El factor
(
d mcd(d,δ0)

δ0
z + β

)1/2
no contribuye al exponente más bajo de qh ya que es

del orden de
√
z. Por la Definición 1.2.24, el exponente más bajo n0 = νs(f) es:

νs(η(δ0z)) =
h(d) mcd(d, δ0)

2

24δ0

Teorema 3.3.6 (Fórmula explícita del orden de η(δ0z)). Sea s = a/c una cúspide
para Γ0(N) con mcd(a, c) = 1, c|N . El orden no normalizado νs(η(δ0z)) es:

νa/c(η(δ0z)) =
N mcd(c, δ0)

2

24δ0 mcd(c2, N)

Demostración. Sustituimos la fórmula del ancho h(c) = N/mcd(c2, N) en el resul-
tado del Teorema 3.3.5.

νs(η(δ0z)) =
(N/mcd(d2, N))mcd(d, δ0)

2

24δ0
=

N mcd(d, δ0)
2

24δ0 mcd(d2, N)
.

La verificación para c = 0, mcd(c, δ0) = δ0 y mcd(c2.N) = N . La formula se reduce
a

δ0
24

Lo cual coincide con lo deseado.
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Lema 3.3.7 (Propiedades del orden de anulación). Sea Γ un subgrupo de congruen-
cia y s ∈ Q ∪ {∞} una cúspide. La función orden de anulación vs : Mk(Γ) → Q
satisface las siguientes propiedades para cualesquiera formas f, g y entero r:

1. Aditividad: vs(f · g) = vs(f) + vs(g).

2. Homogeneidad: vs(gr) = rvs(g).

Demostración. Sea la expansión de Fourier de f en la cúspide s la siguiente (respecto
a la variable local qs):

f =
∑

n≥vs(f)

anq
n
s = qvs(f)s (avs(f) + avs(f)+1qs + . . . ),

donde avs(f) ̸= 0. Análogamente, para g tenemos:

g =
∑

m≥vs(g)

bmq
m
s = qvs(g)s (bvs(g) + bvs(g)+1qs + . . . ),

con bvs(g) ̸= 0. Al multiplicar las series, el término de menor grado es el producto de
los términos líderes:

f · g = qvs(f)+vs(g)s

(
avs(f)bvs(g) + . . .

)
.

Dado que avs(f)bvs(g) ̸= 0, el orden de anulación del producto es la suma de los
órdenes, probando la aditividad. La homogeneidad se sigue aplicando esto inducti-
vamente (o elevando directamente la serie de g a la potencia r).

Teorema 3.3.8 (Ligozat, 1975). Sea f(z) =
∏

δ|N η(δz)
rδ un cociente eta. Sea s =

a/c una cúspide de Γ0(N) con mcd(a, c) = 1 (c = 0 si s = ∞). El orden (no
normalizado) de f en la cúspide s está dado por:

νs(f) =
N

24mcd(c2, N)

∑
δ|N

rδ
mcd(c, δ)2

δ

Demostración. Por el Lema 3.3.7, podemos expresar el orden del producto como la
suma de los órdenes de sus factores:

νs(f) = νs

∏
δ|N

η(δz)rδ

 =
∑
δ|N

rδ · νs(η(δz)).

Ahora, sustituimos el valor de νs(η(δz)) dado por la fórmula del Teorema 3.3.6:

νs(η(δz)) =
N mcd(c, δ)2

24δ mcd(c2, N)
.

Al insertar esta expresión en la sumatoria, obtenemos:

νs(f) =
∑
δ|N

rδ

(
N mcd(c, δ)2

24δ mcd(c2, N)

)
.
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Finalmente, factorizando el término N
24mcd(c2,N)

, que no depende del índice de la
suma δ, llegamos al resultado:

νs(f) =
N

24mcd(c2, N)

∑
δ|N

rδ
mcd(c, δ)2

δ
.

3.4. Funciones generadoras de particiones y cocien-
tes eta

Una conexión importante y clásica en la teoría de números es la que existe entre
las funciones generadoras de ciertas funciones aritméticas (como las funciones de
partición) y los productos infinitos que definen a la función η y sus cocientes. En
esta sección se explorará la función de partición p(n), la función de sobreparticiones
p̄(n) y otros ejemplos con interés combinatorio.

3.4.1. Función de particiones

Definición 3.4.1 (Función de partición p(n)). La función de partición p(n), para
un entero n ≥ 1, cuenta el número de formas de escribir n como suma de enteros
positivos, sin importar el orden de los sumandos. Por convención, se define p(0) = 1.
Por ejemplo, p(4) = 5 ya que las particiones de 4 son: 4, 3 + 1, 2 + 2, 2 + 1 + 1,
1 + 1 + 1 + 1.

Euler descubrió la notable función generadora para p(n).

Teorema 3.4.2 (Función generadora de p(n) (Euler)). La serie generadora para la
función de partición p(n) viene dada por el siguiente producto infinito convergente
para |q| < 1:

∞∑
n=0

p(n)qn =
∞∏
k=1

1

1− qk
=

1

(1− q)(1− q2)(1− q3) · · ·
.

Idea de la Prueba. Expandimos cada factor del producto como una serie geométrica:
1

1−qk = 1 + qk + q2k + q3k + · · · El producto infinito es entonces:

(1 + q1 + q1+1 + · · · )(1 + q2 + q2+2 + · · · )(1 + q3 + · · · ) · · ·

Al multiplicar estos términos, un término genérico qn en la expansión final se forma
eligiendo qmk·k del k-ésimo factor, de tal manera que

∑∞
k=1mk · k = n. Cada una

de estas elecciones corresponde precisamente a una partición de n donde la parte k
aparece mk veces. Por lo tanto, el coeficiente de qn en el producto es exactamente
p(n).

Esta función generadora está directamente relacionada con la función eta de
Dedekind.
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Proposición 3.4.3 (Relación de 1/η(24z) con p(n)). La función 1/η(24z) tiene la
siguiente expansión en serie de potencias de q = e2πiz, relacionada con la función
de partición p(n) (Def. 3.4.1):

1

η(24z)
=
∑
n≥−1

p

(
n+ 1

24

)
qn

con p(k) = 0 si k ̸∈ Z. Equivalentemente, esta identidad se puede escribir como:

1

η(24z)
=

∞∑
k=0

p(k)q24k−1 = q−1 + q23 + 2q47 + 3q71 + 5q95 + · · ·

Demostración. La prueba se basa en la identidad fundamental para la función gene-
radora de p(n) y la definición de η(z). Sabemos por el Teorema 3.4.2 y la definición
de η(z) que:

∞∑
k=0

p(k)qk =
∞∏
j=1

1

1− qj
=
q1/24

η(z)

Despejando 1/η(z):

1

η(z)
= q−1/24

∞∑
k=0

p(k)qk =
∞∑
k=0

p(k)qk−1/24 (3.4)

Ahora, aplicamos una sustitución de variable, reemplazando z por 24z. Esto
significa que la variable q = e2πiz se reemplaza por q′ = e2πi(24z) = (e2πiz)24 = q24.
Sustituimos en ambos lados de (3.4).

El lado izquierdo 1/η(z) se convierte en 1/η(24z). El lado derecho
∑∞

k=0 p(k)q
k−1/24

se convierte en
∞∑
k=0

p(k)(q24)k−1/24 =
∞∑
k=0

p(k)q24(k−1/24) =
∞∑
k=0

p(k)q24k−1.

Obtenemos así la identidad:

1

η(24z)
=

∞∑
k=0

p(k)q24k−1 (3.5)

Como se quería ver.

3.4.2. Funcion de sobreparticiones

Definición 3.4.4 (Función de sobrepartición p̄(n)). Una sobrepartición de un entero
n ≥ 1 es una partición de n donde la primera aparición de cada parte distinta puede
ser opcionalmente marcada (usualmente con una barra superior). La función p̄(n)
cuenta el número de sobreparticiones de n. Por convención, p̄(0) = 1. Por ejemplo,
p̄(3) = 8. Las sobreparticiones de 3 son: 3, 3̄, 2 + 1, 2̄ + 1, 2 + 1̄, 2̄ + 1̄, 1 + 1 + 1,
1̄ + 1 + 1.
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La función generadora para p̄(n) también admite una hermosa forma de produc-
to.

Teorema 3.4.5 (Función generadora de p̄(n)). La serie generadora para la función
de sobrepartición p̄(n) viene dada por:

∞∑
n=0

p̄(n)qn =
∞∏
k=1

1 + qk

1− qk
=

(1 + q)(1 + q2) · · ·
(1− q)(1− q2) · · ·

Demostración. Una sobrepartición de un entero n puede ser vista como la unión de
dos particiones independientes: una formada por las partes no sobrerayadas y otra
por las partes sobrerayadas.

La definición de una sobrepartición permite que las partes no sobrerayadas se
repitan, constituyendo una partición ordinaria. La función generatriz de esta com-
ponente, A(q) =

∑∞
j=0 ajq

j, es:

A(q) =
∞∏
k=1

1

1− qk

donde aj es el número de particiones ordinarias de j.
Por otro lado, la condición de sobrerayado implica que las partes sobreraya-

das deben ser todas distintas. La función generatriz de esta componente, B(q) =∑∞
k=0 bkq

k, es:

B(q) =
∞∏
k=1

(1 + qk)

donde bk es el número de particiones de k en partes distintas.
El número total de sobreparticiones de n, p̄(n), se obtiene combinando una par-

tición ordinaria de tamaño j (de aj maneras) y una partición en partes distintas de
tamaño k (de bk maneras), de forma independiente, tal que sus tamaños sumen n
(es decir, j + k = n). El número total de formas es, por tanto, la convolución de los
coeficientes:

p̄(n) =
∑
j+k=n

ajbk

Esta operación de convolución es precisamente la que define el coeficiente de qn en
el producto de las series de potencias A(q) ·B(q). Por lo tanto, la función generatriz
para p̄(n) es el producto de las funciones generatrices de sus componentes:

∞∑
n=0

p̄(n)qn = A(q) ·B(q) =

(
∞∏
k=1

1

1− qk

)
·

(
∞∏
k=1

(1 + qk)

)
=

∞∏
k=1

1 + qk

1− qk

Notablemente, esta función generadora resulta ser un cociente eta simple.

Proposición 3.4.6 (Relación de
∑
p̄(n)qn con η(z)). La función generadora de

p̄(n) es igual al cociente eta η(2z)
η(z)2

:

∞∑
n=0

p̄(n)qn =
η(2z)

η(z)2
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Demostración. Manipulamos el producto infinito usando (1 + q) = (1− q2)/(1− q):

1 + qk

1− qk
=

(1− q2k)/(1− qk)

1− qk
=

1− q2k

(1− qk)2

Aplicando esto a cada factor del producto:

∞∏
k=1

1 + qk

1− qk
=

∞∏
k=1

1− q2k

(1− qk)2
=

∏∞
k=1(1− q2k)

(
∏∞

k=1(1− qk))
2

Ahora usamos la definición η(z) = q1/24
∏∞

k=1(1 − qk). El numerador es
∏∞

k=1(1 −
(q2)k). Lo relacionamos con η(2z): η(2z) = (q2)1/24

∏
(1− (q2)k) = q1/12

∏
(1− q2k).

Así,
∏
(1 − q2k) = q−1/12η(2z). El denominador es (

∏
(1 − qk))2 = (q−1/24η(z))2 =

q−1/12η(z)2. Sustituyendo en la fracción:

∞∏
k=1

1 + qk

1− qk
=
q−1/12η(2z)

q−1/12η(z)2
=
η(2z)

η(z)2

El resultado se sigue utilizando el teorema 3.4.5.

3.4.3. Otros ejemplos

Observación 3.4.7. La función f(z) = 1/η(24z)k es la función generatriz para
las k-particiones coloreadas, pk(n), como se describe en [Tre06a, Ejemplo 1]. Sus
coeficientes están dados por

f(z) =
∑

n≥−k,n≡−k (mód 24)

pk

(
n+ k

24

)
qn.

Esta función es un cociente eta. Por el teorema 3.2.6, f(z) se transforma como
una forma modular de peso −k/2, nivel N = 576, y caracter χ = χk12.

El orden en las cúspides se deduce de la observación anterior.

Observación 3.4.8. La función generatriz para las particiones en partes distintas,
D(n), está relacionada con el cociente eta f(z) = η(48z)/η(24z), como se describe
en [Tre06a, Ejemplo 3]. Específicamente,

f(z) =
∑

n≥1,n≡1 (mód 24)

D

(
n− 1

24

)
qn.

Por el teorema 3.2.6, este cociente eta se transforma como una forma modular
de peso 0 y nivel N = 1152 con caracter trivial.

Aplicando el Teorema de Ligozat (3.3.8), podemos calcular el orden de f(z) en
las cúspides. En vez de verificar las cúspides una a una, como el nivel es muy alto,
es conveniente usar Sage para computar las cúspides. En la siguiente tabla se puede
ver el resultado:
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Cúspide Orden Cúspide Orden Cúspide Orden Cúspide Orden
0 −1 5

144
1 7

48
1 7

16
1

1
576

1 1
24

−1 11
72

−1 11
24

−1
1

384
1 7

144
1 1

6
−1 23

48
1

1
288

1 5
96

1 3
16

1 1
2

−1
1

192
1 1

18
−1 7

36
−1 13

24
−1

1
144

1 1
16

1 5
24

−1 7
12

−1
1

128
1 5

72
−1 11

48
1 5

8
−1

1
96

1 7
96

1 1
4

−1 2
3

−1
5

384
1 11

144
1 13

48
1 17

24
−1

1
72

−1 1
12

−1 7
24

−1 3
4

−1
1
64

1 3
32

1 5
16

1 19
24

−1
1
48

1 7
72

−1 1
3

−1 5
6

−1
7

288
1 5

48
1 17

48
1 7

8
−1

5
192

1 1
9

−1 3
8

−1 11
12

−1
1
36

−1 11
96

1 19
48

1 23
24

−1
1
32

1 1
8

−1 5
12

−1 ∞ 1

Cuadro 3.1: Orden de anulación de η(48z)
η(24z)

en las cúspides de Γ0(576)

Proposición 3.4.9 (Identidad entre cociente eta y la función theta). La función
theta clásica θ(z) =

∑
n∈Z q

n2 satisface la siguiente identidad en términos de la
función eta de Dedekind:

θ(z) =
η5(2z)

η2(z)η2(4z)

Demostración. La demostración se basa en expandir correctamente la siguiente co-
nocida identidad para la funcion θ:

θ(z) =
∑
n∈Z

qn
2

=
∞∏
n=1

(1− q2n)(1 + q2n−1)2.

3.4.4. Aplicaciones del teorema de Newman y de Ligozat

Lema 3.4.10. La función η(24z) pertenece a S 1
2
(576, χ12).

Demostración. Escribimos η(24z) como un cociente eta en el sentido de la Definición
3.2.1:

η(24z) =
∏
δ|576

η(δz)rδ ,

donde el único exponente no nulo es r24 = 1.

79



En primer lugar, verificamos la condición∑
δ

δ rδ ≡ 0 (mód 24).

En nuestro caso, ∑
δ

δ rδ = 24 · 1 = 24 ≡ 0 (mód 24),

de modo que el Teorema 3.2.6 es aplicable.
El peso viene dado por

k =
1

2

∑
δ

rδ =
1

2
· 1 =

1

2
.

Por lo tanto, η(24z) tiene peso 1/2.
Para el nivel, el teorema exige que N sea el entero positivo mínimo que verifica:

N es múltiplo de cada δ con rδ ̸= 0, es decir, N es múltiplo de 24;

como k /∈ Z, N debe ser múltiplo de 4 (lo cual ya está implícito en que 24 | N);∑
δ
N
δ
rδ ≡ 0 (mód 24).

En nuestro caso, ∑
δ

N

δ
rδ =

N

24
· 1 =

N

24
.

La condición N
24

≡ 0 (mód 24) equivale a

N ≡ 0 (mód 242) = (mód 576).

El entero mínimo que cumple esto es N = 576. Luego, el nivel de η(24z) es 576.
El caracter viene dado por el entero

m =


∏
δ

δrδ , si k ∈ Z,

2
∏
δ

δrδ , si k /∈ Z.

Como k = 1/2 /∈ Z, estamos en el segundo caso:∏
δ

δrδ = 241 = 24, m = 2 · 24 = 48.

Por el Teorema 3.2.6, el caracter asociado es χ48. Observamos que, como 48 = 4 ·12,
los caracteres cuadráticos χ48 y χ12 coinciden (difieren sólo en el módulo por un
cuadrado), de modo que podemos escribir simplemente χ12 en la notación de la
tesis. Concluimos que η(24z) es una forma modular débil de peso 1/2, nivel 576 y
caracter χ12.

Para calcular el orden en las cúspides de η(24z), aplicamos el Teorema de Ligozat
(Teorema 3.3.8) con N = 576 y r24 = 1.
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Sea s = a/c una cúspide de Γ0(576) con mcd(a, c) = 1 y c | 576, o bien s = ∞
(caso c = 0). El Teorema 3.3.8 nos da el orden no normalizado de f(z) = η(24z) en
la cúspide s:

νs(η(24z)) =
576

24 mcd(c2, 576)

∑
δ|576

rδ
mcd(c, δ)2

δ
.

Como sólo r24 es no nulo, la suma se reduce a∑
δ|576

rδ
mcd(c, δ)2

δ
= 1 · mcd(c, 24)2

24
.

(a) Cúspide en el infinito s = ∞. Aquí c = 0, y por la convención en el enunciado
de Ligozat, tenemos

mcd(c2, 576) = 576, mcd(c, 24) = 24.

Entonces ∑
δ

rδ
mcd(c, δ)2

δ
=

242

24
= 24,

y por tanto

ν∞(η(24z)) =
576

24 · 576
· 24 =

1

24
· 24 = 1.

Así, el orden de η(24z) en la cúspide ∞ es 1 > 0.

Supongamos ahora c > 0 con c | 576. Entonces

νs(η(24z)) =
576

24 mcd(c2, 576)
· mcd(c, 24)2

24
=

242

242
· mcd(c, 24)2

mcd(c2, 242)
=

mcd(c, 24)2

mcd(c2, 242)
= 1

para toda cúspide s = a/c con c > 0.

En resumen, hemos probado que

νs(η(24z)) = 1 > 0

para todas las cúspides s de Γ0(576) (incluida la cúspide en el infinito). En particular,
η(24z) no tiene polos en ninguna cúspide y se anula en todas ellas. Como ya sabemos
por el Teorema 3.2.6 que es modular débil de peso 1/2, nivel 576 y caracter χ12,
concluimos que η(24z) es una forma cuspidal:

η(24z) ∈ S 1
2
(576, χ12).

Esto prueba el lema.

Proposición 3.4.11. La función f(z) = 1/η(24z) es una forma modular débil de
peso k = −1/2, nivel N = 576 y carácter χ = χ12. Además, f(z) tiene polos simples
en todas sus cúspides.
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Demostración. La propiedades de transformación (peso, nivel y carácter) se obtienen
aplicando el Teorema 3.2.6 al cociente eta f(z) = η(24z)−1.

Para determinar el comportamiento en las cúspides, utilizamos el Teorema de
Ligozat (Teorema 3.3.8). Al calcular los órdenes de anulación en las cúspides para
este cociente eta, se verifica que el orden es −1 en todas ellas (como se detalla en
el Lema 3.4.10). La existencia de polos (en este caso, polos simples) en las cúspides
confirma que f(z) es una forma modular débil y no una forma modular holomorfa
en todo el dominio extendido.

Lema 3.4.12. Sea la función

F (z) =
η(z)2

η(2z)
.

Entonces F es una forma modular de peso 1/2 y nivel 16 con caracter trivial, es
decir, F ∈ M1/2(16, χ0). Además, sus órdenes no normalizados en las cúspides de
Γ0(16) son:

ν0(F ) = 1 (en la cúspide s = 0).

νs(F ) = 0 para toda cúspide s ̸= 0 de Γ0(16).

Demostración. Escribimos F como un cociente eta en el sentido de la Definición
3.2.1:

F (z) = η(z)2 η(2z)−1 =
∏
δ|16

η(δz)rδ ,

donde los únicos exponentes no nulos son

r1 = 2, r2 = −1.

En primer lugar, verificamos la condición∑
δ

δ rδ ≡ 0 (mód 24).

En nuestro caso,∑
δ

δ rδ = 1 · 2 + 2 · (−1) = 2− 2 = 0 ≡ 0 (mód 24),

de modo que el Teorema de Newman (Teorema 3.2.6) es aplicable.
El peso viene dado por

k =
1

2

∑
δ

rδ =
1

2
(2 + (−1)) =

1

2
,

luego F tiene peso 1/2.
Para el nivel, el Teorema 3.2.6 nos dice que debemos tomar el entero positivo N

mínimo que satisface:

N es múltiplo de cada δ con rδ ̸= 0, es decir, N es múltiplo de 1 y de 2;
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como k /∈ Z, N debe ser múltiplo de 4;∑
δ
N
δ
rδ ≡ 0 (mód 24).

En nuestro caso ∑
δ

N

δ
rδ =

N

1
· 2 + N

2
· (−1) = 2N − N

2
=

3N

2
.

La condición 3N
2

≡ 0 (mód 24) equivale a

3N ≡ 0 (mód 48) ⇐⇒ N ≡ 0 (mód 16).

Como además N debe ser múltiplo de 4, el mínimo N que cumple estas condiciones
es N = 16. Por lo tanto, el nivel de F es 16.

El caracter viene dado por el entero

m =


∏
δ

δrδ , si k ∈ Z,

2
∏
δ

δrδ , si k /∈ Z.

Como k = 1/2 /∈ Z, estamos en el segundo caso. Aquí∏
δ

δrδ = 12 · 2−1 = 2−1,

de modo que m = 2 · 2−1 = 1.
Por el Teorema 3.2.6, el caracter de F es χm = χ1, que es precisamente el caracter

trivial. Lo vemos como caracter módulo 16, que denotamos por χ0. En conclusión,
F es una forma modular débil de peso 1/2, nivel 16 y caracter trivial.

Para ver que F es holomorfa en todas las cúspides y calcular sus órdenes, apli-
camos el Teorema de Ligozat 3.3.8 con N = 16 y los exponentes r1 = 2, r2 = −1 ya
fijados.

Sea s = a/c una cúspide de Γ0(16) con mcd(a, c) = 1 y c | 16, o bien s = ∞
(caso c = 0). El Teorema 3.3.8 afirma que el orden no normalizado de F en s es

νs(F ) =
16

24 mcd(c2, 16)

∑
δ|16

rδ
mcd(c, δ)2

δ
.

Como sólo r1 y r2 son no nulos, la suma se reduce a∑
δ|16

rδ
mcd(c, δ)2

δ
= 2

mcd(c, 1)2

1
+ (−1)

mcd(c, 2)2

2
.

(a) Cúspide en el infinito s = ∞. Aquí c = 0 y, por la convención del Teorema 3.3.8,
mcd(c2, 16) = 16 y mcd(c, δ) = δ. Entonces

ν∞(F ) =
16

24 · 16
∑
δ|16

rδ
δ2

δ
=

1

24

∑
δ|16

rδδ =
1

24
(2 · 1 + (−1) · 2) = 1

24
(2− 2) = 0.
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Luego F tiene orden 0 en la cúspide ∞.

(b) Cúspide s = 0. La cúspide 0 se representa como 0/1, por lo que tomamos c = 1.
En este caso

mcd(c2, 16) = mcd(1, 16) = 1, mcd(c, 1) = 1, mcd(c, 2) = 1.

Por lo tanto ∑
δ|16

rδ
mcd(c, δ)2

δ
= 2

12

1
+ (−1)

12

2
= 2− 1

2
=

3

2
.

Y entonces
ν0(F ) =

16

24 · 1
· 3
2
=

16

24
· 3
2
=

2

3
· 3
2
= 1.

Así, ν0(F ) = 1, como se afirma en el enunciado.

(c) Cúspides con c ̸= 0, 1. Las demás cúspides de Γ0(16) pueden representarse por
fracciones a/c con c | 16 y c ̸= 0, 1. En particular, c es un divisor par de 16, es decir
c ∈ {2, 4, 8, 16}. Para cualquier tal c se tiene

mcd(c, 1) = 1 y mcd(c, 2) = 2,

de modo que ∑
δ|16

rδ
mcd(c, δ)2

δ
= 2

12

1
+ (−1)

22

2
= 2− 4

2
= 2− 2 = 0.

Por consiguiente,

νs(F ) =
16

24 mcd(c2, 16)
· 0 = 0

para toda cúspide s con denominador c ∈ {2, 4, 8, 16}.
Resumiendo, los órdenes no normalizados de F en las cúspides de Γ0(16) son:

ν0(F ) = 1, νs(F ) = 0 para toda cúspide s ̸= 0,

en particular son todos ≥ 0. Como ya sabemos por el Teorema 3.2.6 que F es una
forma modular débil de peso 1/2, nivel 16 y caracter trivial, el hecho de que no
tenga polos en ninguna cúspide implica que F es de hecho holomorfa en todas ellas.
Por lo tanto

F ∈M1/2(16),

y el lema queda demostrado.

Ademas, introduciremos una forma modular cuspidal que usaremos mas adelante

Proposición 3.4.13. La función

θ(z) =
η5(2z)

η2(z)η2(4z)

es una forma modular débil de peso k = 1/2 y nivel N = 4 con caracter trivial.
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Demostración. Para aplicar el Teorema de Newman (Teorema 3.2.6), primero iden-
tificamos los parámetros del cociente eta f(z) =

∏
δ η(δz)

rδ . El conjunto de pares
(δ, rδ) es:

X = {(1,−2), (2, 5), (4,−2)}

Verificamos primero la condición preliminar de la Definición 3.2.1 sobre la suma∑
δrδ: ∑

(δ,rδ)∈X

δrδ = 1(−2) + 2(5) + 4(−2) = −2 + 10− 8 = 0.

Como 0 ≡ 0 (mód 24), f(z) es un cociente eta válido para aplicar el teorema. A
continuación calculamos los parámetros:

1. Peso (k): Calculamos el peso sumando los exponentes:

k =
1

2

∑
δ

rδ =
1

2
(−2 + 5− 2) =

1

2
(1) =

1

2
.

2. Nivel (N): Buscamos el mínimo N que satisfaga las tres condiciones del teo-
rema:

N debe ser múltiplo de cada δ ∈ {1, 2, 4}. Por lo tanto, 4 | N .

Como k = 1/2 /∈ Z, N debe ser múltiplo de 4. Esto es consistente con la
condición anterior.

Verificamos la condición de congruencia para el candidato mínimo N = 4:∑
δ

N

δ
rδ =

4

1
(−2) +

4

2
(5) +

4

4
(−2)

= 4(−2) + 2(5) + 1(−2) = −8 + 10− 2 = 0.

Dado que 0 ≡ 0 (mód 24), el nivel es N = 4.

3. Caracter (χm): Dado que k /∈ Z, calculamos m como:

m = 2
∏
δ

δrδ = 2 · (1)−2 · (2)5 · (4)−2 = 2 · 1 · 32 · 1

16
=

64

16
= 4.

Por lo tanto, el caracter es χ4 el cual es igual al trivial.

Concluimos que θ(z) es una forma modular débil de peso 1/2, nivel 4 y caracter
trivial.

3.5. Congruencias para cocientes eta
Esta sección está dedicada al estudio de ciertas propiedades de congruencia de

los cocientes eta. Un fenómeno interesante en esta área es que algunos cocientes
eta, que a priori sólo son formas modulares débiles (es decir, no necesariamente
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holomorfas en todas las cúspides), pueden ser congruentes módulo un primo m a
formas modulares (holomorfas en todas las cúspides).

Demostraremos que, en el caso de cocientes eta, el Teorema 3.1 de [Tre06a]
sigue siendo válido con un peso del orden de m

2
y un nivel constante, independiente

del primo m. Aplicaremos este resultado para mejorar el Teorema 8 de [Ono00]
y así obtener que la función generadora de particiones es congruente módulo m
a una forma de peso m−2

2
y nivel 576. Asimismo, refinaremos la Proposición 4.6 de

[RSVMZ24] para la función generadora de sobreparticiones. Por último, combinando
el Teorema 2.3.7 de la sección anterior con las mejoras obtenidas en esta sección,
veremos cómo estos resultados se traducen en congruencias aritméticas para estas
funciones.

Para las demostraciones que siguen, recordamos las siguientes propiedades fun-
damentales de los operadores de Hecke (Tm) y Atkin-Lehner (WN) cuando actúan
sobre formas modulares f de peso k y nivel Γ0(N) (o Γ1(N)), asumiendo que m es
un número primo tal que mcd(m,N) = 1:

Recordatorio 3.5.1 (Propiedades de los operadores). A continuación, recordamos
tres propiedades fundamentales sobre la interacción de los operadores de Hecke y la
involución de Fricke que serán utilizadas recurrentemente.

(a) Orden en 0 y ∞ bajo WN : El orden no normalizado en la cúspide 0 se relaciona
con el orden no normalizado en ∞ de la forma transformada por la involución
de Fricke WN :

ν0(f) = ν∞(f |WN)

(Ver Proposición 1.5.7).

(b) Preservación de anulación en ∞ por Tm: El operador de Hecke Tm preserva
la propiedad de anularse en la cúspide ∞. Específicamente:

ν∞(f) ≥ 1 =⇒ ν∞(f |Tm) ≥ 1

(ver Proposición 1.3.7).

(c) Conmutatividad de Tm y WN : Para mcd(m,N) = 1, los operadores Tm y la
involución de Fricke WN conmutan:

f |Tm|WN = f |WN |Tm

(Ver Proposición 1.5.6).

Ademas, recordamos propiedades de las series de potencias y de los operadores
Um y Vm

(a) Congruencia entre Tp y Up
Sea p un primo tal que p no divide a n. Para formas modulares con coeficientes
enteros, se tiene que

f |Tp ≡ f |Up (mód pZJqK)

(Ver Proposición 1.6.6).
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(b) Identidad para series de potencias

Para f una serie de potencias y m un entero, se tiene

((f |Vm) · g) |Um = f · (g|Um)

(Ver Lema 1.6.7).

Si bien el siguiente lema podría enunciarse inmediatamente después de la defini-
ción de cociente eta, lo presentamos en este punto ya que su aplicación es esencial
para la demostración del teorema siguiente.

Lema 3.5.2 (Congruencia para Vm (cf. [RSVMZ24, Lemma 4.3])). Sea f(z) =∏
δ|N η(δz)

rδ un cociente eta tal que su q-expansión pertenece a ZJqK (lo cual se
cumple si

∑
δrδ ≡ 0 (mód 24)). Sea m un número primo. Entonces se cumple la

siguiente congruencia coeficiente a coeficiente módulo m:

f |V (m) ≡ fm (mód mZJqK)

Es decir, f(mz) ≡ f(z)m (mód m).

Demostración. La prueba se basa en la propiedad multiplicativa de ambos lados de
la congruencia y una congruencia fundamental para series de potencias módulo un
primo m.

1. Reducción a factores: El operador Vm es multiplicativo: si f = g · h, entonces
f |V (m) = f(mz) = g(mz)h(mz) = (g|V (m))(h|V (m)). La operación f 7→ fm

(mód m) también es multiplicativa: (gh)m = gmhm. Por lo tanto, si podemos probar
que g|V (m) ≡ gm (mód m) para los factores básicos de un cociente eta, la propiedad
se extenderá al producto completo.

2. Factores de un cociente eta: Un cociente eta f(z) es de la forma:

f(z) = C · qA ·
∏
δ,j

(1− qδj)r
′
δ,j

donde C es una constante (usualmente 1), A = 1
24

∑
δrδ (que asumimos entero), y el

producto infinito P (q) =
∏
(1−qδj)r′δ,j es una serie en ZJqK con término constante 1.

(Los exponentes r′δ,j provienen de los rδ). Necesitamos verificar la congruencia para
g(z) = qA y para h(z) = 1− qN (donde N = δj).

3. Factor g(z) = qA: g|V (m) = (qA)|V (m) = (qm)A = qmA. gm = (qA)m = qmA.
Claramente, g|V (m) = gm, por lo que la congruencia g|V (m) ≡ gm (mód m) se
cumple trivialmente.

4. Factor h(z) = 1 − qN : Sea h(q) = 1 − qN . Queremos probar h|V (m) ≡ hm

(mód m). h|V (m) significa reemplazar q por qm, así h|V (m) = 1 − qmN . hm =
(1− qN)m. Necesitamos probar que 1− qmN ≡ (1− qN)m (mód mZJqK). Usamos el
hecho (X + Y )m ≡ Xm + Y m (mód m). Aplicamos esto con X = 1 e Y = −qN :

(1 + (−qN))m ≡ 1m + (−qN)m (mód m)

(1− qN)m ≡ 1 + (−1)m(qN)m (mód m)
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(1− qN)m ≡ 1 + (−1)mqmN (mód m)

Ahora consideramos dos casos para el primo m: * Si m = 2: (−1)m = (−1)2 = 1.
La congruencia es (1− qN)2 ≡ 1 + q2N (mód 2). Esto es cierto, ya que (1− qN)2 =
1− 2qN + q2N ≡ 1+ q2N (mód 2). Y 1− q2N ≡ 1+ q2N (mód 2). * Si m es un primo
impar: (−1)m = −1. La congruencia es (1 − qN)m ≡ 1 − qmN (mód m). En ambos
casos, (1− qN)m ≡ 1− qmN (mód mZJqK), que es lo que necesitábamos probar para
el factor h(z).

5. Conclusión: Como la congruencia g|V (m) ≡ gm (mód m) se cumple para el
factor qA y para cada factor de la forma (1 − qN), y como ambas operaciones (Vm
y (·)m (mód m)) son multiplicativas, la congruencia se cumple para el producto
completo que define al cociente eta f(z):

f |V (m) ≡ fm (mód mZJqK)

Lema 3.5.3 (División de formas modulares). Sean f ∈Mn(N,χf ) y g ∈Mk(N,χg)
dos formas modulares para Γ0(N) con pesos n, k (enteros o semienteros) y caracteres
χf , χg respectivamente. Supongamos que:

g(z) no se anula en el semiplano superior H

El orden no normalizado de f es mayor o igual que el de g en todas las cúspides
s de Γ0(N).

Entonces, el cociente h(z) = f(z)/g(z) es una forma modular de peso n−k y caracter
χfχg para Γ0(N).

Demostración. Definimos h(z) = f(z)/g(z). Debemos verificar las condiciones para
que h sea una forma modular del tipo indicado.

1. Holomorfía en H: Como f y g son holomorfas en H por ser formas modulares,
y por hipótesis g(z) no tiene ceros en H, el cociente h(z) = f(z)/g(z) es una
función holomorfa en H.

2. Transformación modular: Sea γ = ( a bc d ) ∈ Γ0(N). Sabemos que f(γz) =
χf (d)jn(γ, z)f(z) y g(γz) = χg(d)jk(γ, z)g(z), donde jw(γ, z) es el factor de
automorfía para el peso w. Calculamos:

h(γz) =
f(γz)

g(γz)
=
χf (d)jn(γ, z)f(z)

χg(d)jk(γ, z)g(z)
=
χf (d)

χg(d)

jn(γ, z)

jk(γ, z)

f(z)

g(z)

= (χfχg)(d)
jn(γ, z)

jk(γ, z)
h(z)

Se puede verificar que el cociente de los factores de automorfía es el factor
de automorfía para el peso diferencia: jn(γ,z)

jk(γ,z)
= jn−k(γ, z). (Si n, k ∈ Z, esto

es (cz + d)n/(cz + d)k = (cz + d)n−k. Si n, k ∈ 1
2
Z, los factores

(
c
d

)
ϵ−1
d se

cancelan y queda (cz + d)n/(cz + d)k = (cz + d)n−k). Por lo tanto, h(γz) =
(χfχg)(d)jn−k(γ, z)h(z), cumpliendo la ley de transformación para peso n− k
y caracter χfχg.
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3. Holomorfía en cúspides: Consideremos una cúspide s. Al transformar f y g
a la cúspide s (mapeándola a ∞), sus expansiones locales son de la forma
f(z′) ≈ Cfq

νs(f)
s y g(z′) ≈ Cgq

νs(g)
s , donde qs es el parámetro local. El cociente

h(z′) = f(z′)/g(z′) tendrá una expansión local que comienza con q
νs(f)−νs(g)
s .

Por hipótesis, νs(f) ≥ νs(g), por lo que νs(f) − νs(g) ≥ 0. Esto significa que
la expansión de h en la cúspide s no tiene potencias negativas de qs, por lo
que h es holomorfa en s. Esto vale para todas las cúspides.

Al cumplir las tres condiciones, concluimos que h ∈Mn−k(N,χfχg).

A continuación, presentamos el resultado central de este capítulo. Este teorema
establece que, al restringirnos a la familia de los cocientes eta, es posible obtener una
forma modular congruente con parámetros considerablemente más eficientes que los
garantizados por la teoría general para formas débiles ([Tre06a, Teorema 3.1]). En
concreto, demostramos que la acción del operador Um produce una forma holomorfa
cuyo nivel se estabiliza y cuyo peso crece únicamente de manera lineal respecto al
primo m.

Teorema 3.5.4 (Congruencia de cocientes eta). Sea f un cociente eta de nivel d,
peso k y caracter χ. Existe m0 ∈ N y para todo m > m0 primo,
gm ∈ Mm−1

2
+k(N,χχ

m−1
12 ) con N = mcm(d, 576) tal que

f |Um ≡ gm (mod mZJqK) .

Demostración. Sea

β(z) = f(z)η(24z)m

Es claro que β es una forma modular débil de peso m
2
+k, nivel N = mcm(d, 576)

y caracter χχm12, ya que es producto de ellas, y mas aun, tomando m0 igual al mínimo
(νs(f)) sobre todas las cúspides s, tenemos que β es una forma modular cuspidal
∀m > m0. Esto se debe a que νs(f · η(24z)m) = νs(f) +mνs(η(24z) = νs(f) +m >
νs(f) +m0 ≥ 0.

Como el operador de Hecke preserva formas cuspidales, tenemos que β|Tm es
una forma cuspidal. Luego, por el Lema 3.5.3, la forma gm = β|Tm

η(24z)
es modular con

gm ∈Mm−1
2

+k(N,χχ
m−1
12 ).

Por el Lema 3.5.2 para el operador Vm tenemos que

η(24z)m ≡ η(24z)|Vm (mód mZJqK)

y utilizando identidades de los operadores Um y Vm (ver Lema 1.6.7) deducimos que

β|Um ≡ (f · (η(24z)|Vm))|Um ≡ f |Um · η(24z) (mód mZJqK).

Sabemos ademas que β|Tm ≡ β|Um (mód mZJqK) (ver Proposición 1.6.6), luego

gm · η(24z) ≡ β|Tm ≡ β|Um ≡ f |Um · η(24z) (mód mZJqK)

De lo que se deduce que gm ≡ f |Um (mód mZJqK) como se quería ver.

89



Corolario 3.5.5 (Congruencia para 1
η(24z)

). Sea f(z) = 1/η(24z). Para todo primo
m, se tiene

f |Um ≡ gm (mod mZJqK)

con gm ∈ Mm−2
2
(576, χm−2

12 ).

Demostración. La demostración es una aplicación directa del Teorema 3.5.4 y del
Lema 3.4.10.

Observación 3.5.6. El Teorema 3.5.4 representa una mejora significativa sobre
resultados previos para establecer congruencias para los coeficientes de cocientes
eta.

En el caso general de una forma débilmente holomorfa, el Teorema 3.1 de Treneer
en [Tre06a] construye una forma cuspidal congruente, pero de un peso considerable-
mente mayor (del orden de mβ para un β grande) y un nivel que depende del primo
m (de la forma Np2). Al especializarse sobre cocientes eta, nuestro teorema produce
una forma congruente cuyo peso es meramente lineal en m y cuyo nivel N es una
constante fija.

En el caso particular e importante de la función de partición (f(z) = 1/η(24z)),
el teorema 8 de Ono en [Ono00] proporciona una forma modular congruente de
peso cuadrático en m (específicamente, m2−m−1

2
) y nivel 576m. Nuevamente, nuestro

resultado reduce el peso a un orden lineal y mantiene el nivel fijo en 576.
Estas mejoras son sustanciales, ya que un peso y nivel menores facilitan enorme-

mente los cálculos computacionales necesarios para encontrar congruencias explíci-
tas, por ejemplo, mediante el uso de la cota de Sturm.

El motivo por el que se multiplica por η(24z) en la demostración anterior es por-
que f podría tener órdenes negativos en cualquiera de las cúspides. Cuando especia-
lizamos a ciertos cocientes etas cuyos órdenes en las cúspides estén más controlados,
podemos multiplicar por una forma cuyo nivel sea aún más bajo para conseguir una
forma modular. Esto se puede ver en el siguiente resultado para f la forma asociada
a sobreparticiones.

Teorema 3.5.7 (Congruencias para η(2z)
η(z)2

). Sea f = η(2z)
η(z)2

. Para todo primo m impar,
existe gm ∈ Mm−2

2
(16) tal que

f |Um ≡ gm (mód mZJqK)

Demostración. Sea β = fFm = Fm−1 con F = 1
f
. Por el Lema 3.4.12 se tiene que

F ∈ M 1
2
(16) por lo que β es una forma modular para todo m > 1. Como el operador

de Hecke manda formas modulares en formas modulares, β|Tm es también una forma
modular y, en particular, vale lo siguiente: (ver (a) y (c) del Recordatorio 3.5.1)

ν0(β|Tm) = ν∞(β|Tm|W16)

y, como 16 ⊥ m, los operadores conmutan

ν∞(β|Tm|W16) = ν∞(β|W16|Tm)
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pero ν∞(g) ≥ 1 sii ν∞(g|Tm) ≥ 1 (ver (b) de la Observación 3.5.1) pero

ν∞(β|W16) = ν0(β)

y ν0(β) ≥ 1 ya que ν0(F ) = 1 (ver Lema 3.4.12), por lo que ν0(β|Tm) ≥ 1. Ahora, por
el Lema 3.5.3 (Con la notación del lema, β|Tm = f y F = g) existe gm ∈ Mm−2

2
(16)

tal que
β|Tm = gmF.

Utilizando las mismas identidades del Teorema 3.5.4:

β|Um ≡ (f · (F |Vm))|Um ≡ f |Um · F (mód mZJqK)

y, como β|Um ≡ β|Tm (mód mZJqK)

gmF ≡ f |UmF (mód mZJqK)

de lo que se deduce
f |Um ≡ gm (mód mZJqK)

como se quería ver.

Como corolario de los anteriores resultados, recuperaremos resultados ya cono-
cidos en la literatura sobre congruencias para cocientes eta.

Teorema 3.5.8 (Congruencias para los coeficientes de cocientes eta). Sea f(z) =∑∞
n=n0

anq
n un cociente eta de peso semientero k/2 y nivel d. Para cualquier primo

m suficientemente grande, para una proporción positiva de los primos p que satisfa-
cen la congruencia p ≡ −1 (mód Nm) (donde N = mcm(d, 576)) tiene la propiedad
de que los coeficientes de Fourier de f satisfacen:

amp3n ≡ 0 (mód m)

para todo entero n coprimo con p.

Demostración. Por el Teorema 3.5.4, para un primo m suficientemente grande, la
serie h(z) = f |Um =

∑
amjq

j es congruente módulo m a una forma modular holo-
morfa gm(z) ∈ Mm−1

2
+k(N), con N = mcm(d, 576).

El peso de gm es semientero y mayor o igual que 3
2
, por lo que podemos aplicar

el Corolario 2.3.7 a gm. Debido a que, h(z) ≡ gm(z) (mód m), la congruencia se
traslada a los coeficientes de h(z), denotados bj = amj, por lo que el corolario nos
asegura que para una proporción positiva de los números primos p que satisface
p ≡ −1 (mód Nm), tenemos

bp3n ≡ 0 (mód m)

para todo n coprimo con p. Finalmente, sustituyendo la definición de bj, obtenemos
la congruencia deseada para los coeficientes de f(z):

amp3n ≡ 0 (mód m)
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Corolario 3.5.9 (Congruencias para la función de particiones). Sea p(k) la función
de partición. Para cualquier primo m, una proporción positiva de los números primos
p que satisfacen p ≡ −1 (mód 576m) tiene la siguiente propiedad: Para todo entero
n que sea coprimo con p y satisfaga la congruencia mn ≡ 1 (mód 24), se cumple
que

p

(
mp3n+ 1

24

)
≡ 0 (mód m).

Demostración. Se aplica el Teorema 3.5.8 a la forma modular f(z) = 1/η(24z), cu-
yos coeficientes de Fourier cj están relacionados con la función de partición por la
Proposición 3.4.3, a saber, cj = p((j + 1)/24) para j ≡ −1 (mód 24). El Teore-
ma 3.5.8 asegura que cmp3n ≡ 0 (mód m) bajo las condiciones dadas. Para que el
coeficiente no sea trivialmente cero, el índice j = mp3n debe ser congruente a −1
(mód 24). Como p ≡ −1 (mód 24), esto impone la condición mn ≡ 1 (mód 24). Al
sustituir j = mp3n en la relación con la función de partición, se obtiene la congruen-
cia enunciada.

Corolario 3.5.10 (Congruencias para la función de sobreparticiones). Sea p(n)
la función de sobrepartición. Para cualquier primo impar m, para una proporción
positiva de los números primos p que satisfacen la congruencia p ≡ −1 (mód 16m)
tiene la propiedad de que:

p(mp3n) ≡ 0 (mód m)

para todo entero n coprimo con p.

Demostración. Este resultado es una aplicación directa del Teorema 3.5.8. La fun-
ción generadora de las sobreparticiones es el cociente eta f(z) =

∑
p(n)qn =

η(2z)/η(z)2, como se establece en la Proposición 3.4.6. Los coeficientes de Fourier
de esta forma son directamente p(n).

El Teorema 3.5.7 especifica que para esta función, el nivel efectivo N para la
forma congruente módulo m es 16. Aplicando el Teorema 3.5.8 con N = 16, la
congruencia para los primos es p ≡ −1 (mód 16 ·m). El teorema concluye que los
coeficientes de f(z) satisfacen amp3n ≡ 0 (mód m), lo que se traduce directamente
en la congruencia para p(n) enunciada.
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