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Introduccion

Desde sus modestos origenes como un pequeiio arbolito en las costas del Eufra-
tes o del Mediterraneo, la matematica crecié hasta convertirse en un secuoya
gigantesca, con ramas de kildmetros de longitud que se extienden en el cielo
en toda direccion posible. La vista es majestuosa, cuando no abrumadora, pero
una consecuencia no tan agraciada de ese crecimiento es que las ramas estan
cada vez mas lejos entre si. Cada vez los descubrimientos del algebristas son
mas ininteligibles para el analista y viceversa. Se ha discutido mucho quien fue
el ultimo matematico universal, pero independientemente de si se piense que
fue Euler, Gauss, Poincare o Hilbert, todos estdn de acuerdo que fue generacio-
nes atras. El arbol crecié demasiado para que la vista de un solo humano pueda
abarcarlo por completo.

Por esa razon, son tan felices esos extrafios momentos en los que, desafiando
toda concepcidén previa sobre la geometria del arbol, se descubren nuevas cone-
xiones entre ramas que se crean lejanas. Esta tesis esta dedicada a una pequeila
y muy bella interseccién entre la 1égica, la teoria de probabilidad y la combina-
toria iniciada en los 70s por las investigaciones de Ronald Fagin y, del otro lado
del telén de acero, por Yuri Glebskii, aunque este tltimo hecho fue por muchos
afios desconocido en occidente.

Un tdpico central en la combinatoria y teoria de probabilidad es el estudio de
propiedades asintdticas de estructuras aleatorias. El ejemplo mas celebre y fruc-
tifero de dicha naturaleza es la teoria de grafos aleatorios iniciada por Paul Erdés
y Alfred Renyi en la decada del 50. La conexién con la légica empieza en [12],
donde Fagin considera, dado un lenguaje relacional £ fijo, la variable aleatoria
Sc(n), que tiene una distribucién uniforme sobre el conjunto de L-estructuras
sobre {1,...,n} y demuestra que vale el siguiente teorema:

Teorema 0.1. (Ley 0-1 de Fagin)[12] Sea L un lenguaje y ¢ una oracién sobre
L. Luego:
limp— o0 Pr(Se E ¢) € {0,1}

Notemos que el resultado anterior se puede interpretar de dos maneras distin-
tas. Desde un punto de vista probabilistico, es un meta-resultado, un teorema
que responde a una clase muy amplia de problemas de probabilidad asintdti-
cos. Pero desde un punto de vista l6gico, es un resultado de inexpresabilidad,
que da limitaciones muy fuertes a la clase de propiedades que son expresables
mediante la légica de primer orden: propiedades que valen casi siempre o que
valen casi nunca. En linea con lo anterior, Fagin[13] interpreta el teorema como
una formalizacién del principio de que para toda oracién de primer orden ¢, a
lo sumo una de las dos oraciones ¢, —¢ es interesante. Por ejemplo, la coleccién
de conjuntos equipados con una operacion binaria que obedece los axiomas de



un grupo es ciertamente una clase interesante, pero dificilmente alguien en-
cuentre algo de interés que decir de la coleccién de conjuntos equipados con
una operacion binaria que no obedece los axiomas de un grupo.

El teorema de Fagin maravillo a numerosos matematicos y en las décadas si-
guientes dio lugar a una rica area de investigacion dentro de la teoria de mode-
los finitos. De manera muy esquemadtica, el problema a estudiar es el siguiente:
dado una clase M de estructuras, una variable aleatoria S(n) con cierta distri-
bucidn sobre las estructuras de C y una légica L que exprese propiedades de C,
clasificar el comportamiento de el siguiente limite:

limp—oo Pr(S(n) = ¢) parag € L

En esta tesis estudiaremos los principales resultados de esa naturaleza, viendo
como el problema anterior varia enormemente seglin que clase de estructuras
C, que distribucién S(n) y que légica L se consideran. Daremos énfasis a un
tédpico muy poco estudiado en la literatura, el de las versiones efectivas de
los teoremas del tipo anterior, es decir, cuantificar cuan rapido converge las
probabilidades y cual es la complejidad algoritmica de decidir el valor del limite,
problemas de particular interés para poder aplicar dichos resultados como meta-
resultados probabilisticos.

En el capitulo 1 presentaremos las herramientas de teoria de modelos finitos
que usaremos en el resto de la tesis: Los juegos de Ehrenfeucht-Fraisse, con sus
diversas variantes, y los teoremas de localidad de Hanf y Gaifman. Daremos
ademas su motivacidn histérica y numerosas aplicaciones.

En el capitulo 2 demostraremos primero un caso particular de la ley de Fagin,
para grafos aleatorios, y luego una version mucho mas general del teorema de-
mostrada originalmente por Oberschelp. Demostraremos también nuevas cotas
inferiores y superiores bastante precisas para la velocidad de convergencia del
teorema de Fagin y el de Oberschelp, y una versién de la ley de Fagin para grafos
aleatorios no etiquetados.

El capitulo 3 lo dedicaremos al teorema de convergencia demostrado por Lynch
sobre grafos aleatorios muy sparse, dando una demostracion alternativa. Ade-
mas, demostraremos nuevas cotas inferiores en la velocidad de convergencia y
la complejidad computacional de dicho resultado. Por dltimo, demostraremos
también un caso particular de un problema relacionado y también estudiado
por Lynch, la ley de convergencia en espacios con funciones.

Para finalizar, el capitulo 4 esta dedicado a teoremas de caracter negativo, ca-
sos donde el comportamiento es inclasificable e indecidible. Demostraremos los
resultados de Shelah y Compton sobre grafos ordenados aleatorios, y los resul-
tados de Shelah, Kauffman y Le Bars sobre grafos aleatorios con ldgica de se-
gundo orden monadica, dando nuevas demostraciones y aplicaciones. Ademas,
generalizaremos el método de Shelah y Compton a nuevas clases de estructuras,
incluyendo los grafos sparse ordenados y los conjuntos equipados con un orden
y una permutacion.



Capitulo 1

Preliminares ldgicos

1.1. El misterio de las estructuras finitas

La teoria de modelos finitos estudia las propiedades de modelos de cardinal
finito, a diferencia de la teoria de modelos, que estudia modelos de cualquier
cardinal. Aunque a primera vista puede parecer una restriccion trivial, por el
contrario, requiere un cambio radical de enfoque. Eso se debe a que casi todos
los resultados basicos de teoria modelos fallan en el caso finito, por lo que re-
sultados similares requeriran de nuevas técnicas para ser demostrados. Segun
Fagin, esto se debe a la naturaleza misma de las demostraciones: "in almost all
of the deeper theorems in model theory, the key to the proof is to construct the
right kind of model... These models almost invariably turn out to be infinite struc-
tures"[13]. Consideremos, por ejemplo, uno de los teoremas mas importantes
de teoria de modelos:

Teorema 1.1. (Compacidad)[20] Sea T un conjunto de formulas de primer or-
den sobre lenguaje L. Si para todo subconjunto finito S de T' hay una L-estructura
Mg tal que Mg |= T, existe L-estructura M tal que M = T.

Si remplazamos «L-estructura» por «£L-estructura finita» el teorema deja de ser
cierto. El contraejemplo es muy simple: Sea ¢; = «hay i distintos elementos» y
sea T = {¢1, ¢2, ...}. Cualquier subconjunto finito de T tiene un modelo finito:
{¢1, ..., ¢n } es satisfacido por el conjunto de n+1 elementos, pero por otro lado
es evidente que T no tiene ningiin modelo finito. La misma construccion sirve
como contraejemplo al teorema de completitud de Godel.

Otra comparacién interesante nos la da el problema con el que empieza la 16gi-
ca moderna: el Entscheidungsproblem (Problema de decision). Consiste en, dada
¢ en lenguaje L, decidir si para toda L-estructura M vale que M = ¢. Como
demostrd Turing, el problema es recursivamente enumerable (pues un algorit-
mo puede buscar entre toda las combinaciones de simbolos una demostracion, y
en caso de ser cierto, por el teorema de completitud eventualmente encontrara
una) pero no co-recursivamente enumerable. Por otro lado, en el Entscheidungs-
problem finito, que consiste en decidir si para toda L-estructura finita M vale que
M = ¢, la situacién es inversa: Es co-recursivamente enumerable (porque un
algoritmo puede buscar todas las estructuras finitas hasta hallar un contraejem-
plo) pero no recursivamente enumerable[5]. Este ultimo resultado lo demostré
Trakhtenbrot en 1950.

Una de las pocas herramienta que si es valida cuando nos restringimos a
estructuras finitas son los juegos de Ehrenfeucht-Fraisse. Fueron introducidos



por Roland Fraisse[15], que lo describié de forma puramente algebraica como
el método Back and Forth, que generalizaba resultados clasicos como el famoso
teorema de Cantor que establece que todos los ordenes lineales densos conta-
bles sin extremos son isomorfos. Mas tarde, Andrzej Ehrenfeutch[7] les dio la
semantica de juegos que ahora es estandar. Desde entonces se convirtieron en
uno de los métodos mas usados para demostrar propiedades de modelos finitos
y los usaremos extensamente durante la tesis.

1.2. Los juegos de Ehrenfeucht-Fraisse

Antes de definir el juego, necesitamos definir el rango de cuantificador. El
rango de cuantificador de una férmula de primer orden es una medida de la
complejidad de la formula, midiendo informalmente la «profundidad» de cuan-
tificadores.

Definicion 1.2. El rango de cuantificador de una férmula ¢ se define de forma
recursiva:

» gr(¢) = 0si ¢ es una férmula atémica
qr(=¢) = qr(¢)

= qr(@ AY) = qr(¢V ) = max( qr(e), qr(v))

= qr(Vz ¢) = qr(Jz ¢) = qr(¢) + 1

Ejemplo 1.3. Veamos dos ejemplos en el lenguaje de grafos:
gr(3z Yy —(z ~ y)) = qr(“hay un vértice aislado”) = 2

qr(VeVy ((x ~ y)V(Fz & ~ 2Nz ~ y)) = qr(“el didmetro es como mucho 2”) =
3

Observacién 1.4. Si ¢ esta en forma normal prenex, ¢r(¢) es la cantidad de
cuantificadores.

Observacién 1.5. qr(3'z ¢(z)) = qr(¢) + 2

Un hecho muy importante es que en todo lenguaje £ consistente en un numero
finito de relaciones y simbolos de constante, hay una cantidad finita de oracio-
nes con rango de cuantificador k hasta equivalencia 16gica, como muestra la
siguiente desigualdad:

Teorema 1.6. Sea L un lenguaje con C simbolos de constante y a., relaciones de
aridad n para n > 0. Sea f.(k) la cantidad de oraciones sobre L de rango de
cuantificador k hasta equivalencia logica. Luego, tengo la siguiente desigualdad:

E an-(k+c)™

fe(k) < 2%

Donde la torre tiene 2 - k + 2 exponentes.



Demostracion. Por induccién en k. Las formulas con rango de cuantificador 0
son combinaciones booleanas de oraciones atémicas, es decir, de oraciones de
la forma R(cq, ..., cr) donde R es una relacién de £ (posiblemente la igualdad)
y c1, ..., ¢ son simbolos de constante de L. Es facil ver que hay > a,, - C™ ora-

222 anc™

ciones atdmicas, y por tanto hay combinaciones booleanas distintas de

oraciones atémicas.

Para k > 0, sabemos que toda oracién de rango de cuantificador k se escribe
como combinacién booleana de oraciones de la forma 3z ¢, donde ¢ tiene rango
de cuantificador k — 1. Como hay 22" funciones booleanas en un conjunto de n
elementos, se sigue la siguiente recursion:

felk+1) <22

De lo que se deduce la proposicion. O

Notemos que la cota superior anterior crece extremadamente rapido con &, de
forma no elemental. La siguiente proposicién muestra que para lenguajes con
cierta complejidad, el crecimiento es efectivamente no elemental respecto a k.

Proposicidon 1.7. Sea £ un lenguaje con una relacién de aridad mayor o igual
a 2. Sea Sea f(k) la cantidad de oraciones sobre L de rango de cuantificador k
hasta equivalencia l6gica. Luego, tengo la siguiente desigualdad:

k
fe(k) > 2%
Donde la torre tiene k — 1 exponentes

Demostracién. Sea R € £ un simbolo de relacién binario. Construiremos, para
todo k, un conjunto S de férmulas con una variable libre y un conjunto Z, de
oraciones. S consistird unicamente de la férmula x = x. Sy consistira de las
siguientes formulas para todo subconjunto U C Sk:

¢u(x) =\ 3y: Ry, z) A(y)]

Ypeu

Ahora construiremos para todo k& un conjunto Z; de oraciones con rango de
cuantificador £ de la siguiente manera:

Yy = [A\Gz: ¢(x) A (Yy ~R(x,y)))]

Es facil ver que |Sii1| = 2/°*! y que |Zp41| = 2!+, y mas aun, que toda
oracién de Z;, es satisfacible y no son equivalentes entre si. O

Definicién 1.8. Sean M y N dos L-estructuras. Decimos que son k-equivalentes
(denotado M =, N) si cumplen las mismas oraciones ¢ con ¢r(¢) < k. Decimos
que son elementariamente equivalentes (denotado M = N) si M =, N para
todo &

Definicion 1.9. Mas en general, dada una légica L con una nocién de rango
de cuantificador, decimos que dos L-estructuras M y N son (L, k)-equivalentes,
denotado M = j N, si cumplen las mismas oraciones ¢ € L con gr(¢) < ky
que son L-equivalentes, denotado M =, N si cumplen las mismas oraciones de
L.



Observacion 1.10. =, es una relacién de equivalencia.

Observacién 1.11. Si M y N son L-estructuras finitasy M = N se sigue que son
isomorfas. No es cierto, sin embargo, para L-estructuras en general: Se puede
ver que, sobre el lenguaje de ordenes totales, (Q, <) = (R, <), aunque cierta-
mente no son isomorfas.

Ahora ya podemos definir el Juego de Ehrenfeucht-Fraisse:

Definicion 1.12. Sea £ un lenguaje relacional con simbolos de constante ¢; y
sea k > 0. El juego de Ehrenfeucht-Fraisse se juega entre dos L-estructuras
M y N. Los jugadores son el Spoiler, cuyo objetivo es mostrar una diferencia
entre las estructuras y el Duplicator, cuyo objetivo es mostrar que son similares.
La Dinamica del juego es simple: en cada turno, el Spoiler elije un elemento de
una de las estructuras, no previamente elegido, y el Duplicator responde eligien-
do un elemento de la otra estructura. Tras los k turnos, quedan determinados
elementos my, ...,my de M y ny,..,n; de N. Sila correspondencia m; «— n;
y ¢cM «+— ¢! define un isomorfismo parcial gana el Duplicator, sino gana el
Spoiler.

Observacién 1.13. La definicidén contempla el "juego" de 0 turnos: Ninguno de
los dos jugadores hace ningun movimiento y si la correspondencia de elementos
destacados ¢y ; «— cy,; define un isomorfismo parcial gana el Duplicator, en
caso contrario, gana el Spoiler.

Ejemplo 1.14. Veamos un ejemplo sencillo de juego de Ehrenfeucht-Fraisse en
grafos:

Sean M y N los grafos mostrados a continuacion. Veamos que el Spoiler
puede ganar en 2 turnos.

O M N

Empieza seleccionando el vértice superior de M, marcado con naranja. El
Duplicator responde seleccionando a su vez un vértice de N, sin perdida de
generalidad el superior de la derecha.

10



O

L

Ahora, el Spoiler juega en el grafo N y selecciona un vecino del vértice naran-
ja, marcado con celeste. Como el vértice naranja del grafo M no tiene vecinos,
ninguna selecciéon que haga el Duplicator constituye un isomorfismo parcial y
por tanto pierde.

@

v

Proposicion 1.15. Si M y N son L-estructuras isomorfas, el Duplicator tiene una
estrategia ganadora en el juego de Ehrenfeucht-Fraisse entre M y N de k turnos
para todo k.

Demostracién. Dado isomorfismo f : M — N, el Duplicator tiene la siguiente
estrategia ganadora: En cada turno, si el Spoiler elige m € M, el Duplicator
responde f(m) € N y si el Spoiler elije n € N, elije f~!(n) € M. Como f es un
isomorfismo, en particular lo sera restringido a my, ..., my. O

Teorema 1.16. (Teorema fundamental de los juegos E-F)[5] Sea L lenguaje
relacional y sean M y N dos L-estructuras finitas. Luego, son equivalentes:

= El Duplicator tiene una estrategia ganadora en el juego de de k turnos entre
MyN

IMEkN

Demostracion. —) Veamos que dada ¢ con gr(¢) < ktalque M = ¢y N [~ ¢, el
Spoiler tiene estrategia ganadora en k turnos, por induccién en k. Si k = 0, ¢ es
una férmula solo con elementos destacados, luego no hay un isomorfismo entre
los elementos destacados, por lo que el Spoiler gana el juego automaticamente.

Si k > 0, como ¢ es combinacién booleana de formulas de la forma 3z ),
podemos asumir sin perdida de generalidad que ¢ = 3z ¥(z). Como M E ¢,
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hay un my € M tal que M[z = mg] = 1, pero como N [~ ¢ para todo ng € N
vale que N[z = ng] [~ . Por hipétesis inductiva, el Spoiler tiene una estrategia
ganadora en el juego de k — 1 turnos entre M|z = mg] y N[z = ng] para todo
ng, luego tiene una estrategia ganadora en el juego de k turnos entre M y N
que empieza eligiendo my € M en el primer turnos.

+) Supongamos que el Spoiler tiene estrategia ganadora en k turnos y cons-
truiremos una ¢ tal que M = ¢y N [~ ¢. Por induccién en k: Si k=0 no hay
isomorfismo parcial entre los elementos destacados, eso se puede expresar con
una férmula ¢ sin cuantificadores, es decir, con gr(¢) = 0.

Sea k > 0. Supongamos que la estrategia ganadora del Spoiler empieza
eligiendo m; € M. Para cualquier respuesta n € N que elija el Duplicator,
el Spoiler tiene estrategia ganadora entre M [z = m;] y N[z = n]. Luego, por
hipétesis inductiva, existe una férmula ¢,, con ¢r(¢,) < k — 1 tal que Mz =
mi] | ¢n(x) pero Nz = n| = ¢,(x). Sea ¢ la formula 3z : A, .y ¢n(z). Es
facil corroborar que M =4y N [~ ¢ y que gqr(v) = k.

El otro caso es dual: Si la estrategia ganadora del Spoiler empieza eligiendo
ng € N, Para cualquier respuesta m € M que elija el Duplicator, el Spoiler
tiene estrategia ganadora entre M[z = m] y N[z = ng]. Luego, por hipdtesis
inductiva, existe una férmula ¢,, con ¢r(¢,,) < k — 1 tal que Mz = m] E
¢m(x) pero N[z = ng] £ ¢m(x). Sea o la formula V(\/,,c s ¢m(z)). Es facil
corroborar que M = 1) pero N [~ ¢ y que gr(y) = k.

O

Ejemplo 1.17. En el ejemplo anterior, vimos dos grafos M y N tal que el Spoi-
ler ganaba el juego entre ellos en dos turnos. Por el teorema fundamental de
los juegos E-F, dicha estrategia se corresponde con una ¢ de rango de cuanti-
ficador menor a dos tal que los distingue. Es facil ver que la ¢ en cuestién es
(Fz Vy ~(z ~y)

Observacién 1.18. (El caso infinito) Si el lenguaje £ es finito, el teorema an-
terior es valido para estructuras infinitas, con exactamente la misma demostra-
cién: —) Es claro, pero en <) aparece una interseccién potencialmente infinita.
No es problema, porque como vimos en la proposiciéon 1.6, para un lenguaje £
finito hay finitas oraciones ¢ con ¢r(¢) < k, luego la interseccidn es equivalente
a una interseccion finita.

Sin embargo, si el lenguaje £ no es finito, el teorema deja de ser valido pa-
ra estructuras infinitas: Es posible construir pares de estructuras M y N tal
que M = N pero el Spoiler tenga una estrategia ganadora en el juego de
Ehrenfeucht-Fraisse entre M y N. La intuicién es la siguiente: cualquier ora-
cién sobre el lenguaje £ solo puede usar finitos simbolos de £, pero para que el
Duplicator gane el juego tiene que lograr un isomorfismo parcial que involucra
a todos los simbolos de £, que es una tarea mas dificil. Por otro lado, construir
explicitamente pares de estructuras M y N que sirvan como contraejemplo no
es una tarea trivial. La forma estdndar es mediante un teorema profundo de
teoria de modelos, el teorema de omision de tipos.[20]

El teorema anterior muestra una de las propiedades fundamentales de la 16-
gica de primer orden: la légica de primer orden solo es capaz de expresar
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propiedades locales, es decir, propiedades que se pueden demostrar o refutar
mirando un numero fijo de elementos a la vez.

El siguiente lema nos permitira usar los juegos E-F como herramienta para de-
mostrar resultados de inexpresabilidad:

Lema 1.19. [21][5] Sea L un lengudaje relacional y C una clase de L-estructuras
finitas. Si para todo k € N existe M € CY N ¢ C tal que M =, N, la clase C no
es expresable en logica de primer orden.

Demostracién. Supongamos que existe oracién ¢ en lenguaje L que expresa la
clase C. Sea k = qr(¢). Por el teorema fundamental de los juegos E-F, si M € C
y N & C vale que M #;, N, lo que contradice nuestra hipdtesis. O

Veamos algunos ejemplos de resultados de inexpresabilidad:

Proposicion 1.20. No existe ninguna oracién en la ldgica de primer orden de
grafos finitos que exprese la propiedad «El grafo tiene una cantidad par de vértices».

Demostracién. Dado k > 0, sea M el grafo completo de k vértices y sea N el
grafo completo de k + 1 vértices. Vamos a ver que M =, N y como claramente
M tiene una cantidad par de vértices y N una cantidad impar, se sigue por el
lema 1.19 que la propiedad «El grafo tiene una cantidad par de vértices» no es
expresable en logica de primer orden de grafos.

Para ver que M =; N vamos a usar el teorema fundamental de los juegos E-
F, mostrando que el Duplicator tiene una estrategia ganadora en el juego entre
M y N de k turnos. De hecho, vale algo mucho mas fuerte, cualquier estrategia
que tome el Duplicator en dicho juego es ganadora. Esto se debe a que todo
subconjunto de k elementos de tanto M como N es isomorfo al grafo completo
de k vértices, luego al terminar el juego siempre hay un isomorfismo parcial
entre los elementos elegidos. O

Proposicion 1.21. No existe ninguna oracion en la ldgica de primer orden de
grafos finitos que exprese la propiedad «El grafo tiene una cantidad par de aristas»

Demostracion. Dado k > 0, sea M el grafo completo de 4k vértices y N el
grafo completo de 4k + 1 vértices. Por un argumento idéntico al presentado
en la demostracién anterior se sigue que M =, N. Por otro lado, M tiene
Uk) kD) — 9. k. (4k + 1) aristas, una cantidad par, mientras que N tiene

w = (4k + 1) - (2k + 1) aristas, una cantidad impar. Se sigue por el
lema 1.19 que la propiedad «El grafo tiene una cantidad par de aristas» no es
expresable por légica de primer orden de grafos. O

Pero la demostraciones anteriores son engafiosamente sencillas. En general, de-
mostrar resultados de inexpresabilidad mediante los juegos requiere considera-
blemente mas trabajo. La proposicién siguiente es el ejemplo prototipico.

Proposicion 1.22. [5] No hay ninguna férmula ¢(a,b) en la l6gica de primer
orden de grafos finitos que exprese la propiedad "hay un camino de a a b"
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Demostracién. Sea M una bola de 4 - 3¥ + 2 nodos y sea N unién disjuntos de
dos bolas de 2 - 3% 4 2 nodos, con elementos a y b destacados como indica la
figura. Demostraremos que M =5 N y como M tiene un camino de a a b pero
N no, se sigue por el lema 1.19 que dicha propiedad no es expresable en logica
de primer orden.

Para demostrar que M =;, N usaremos el teorema fundamental de los juegos
E-F, dando una estrategia ganadora para el Duplicator en el juego entre M y
N de k turnos. La estrategia consiste en, el turno n, responder eligiendo un
elemento que preserve la distancia hasta 3*~" entre los elementos elegidos. De
esa forma, el turno &, la correspondencia {m, ..., my} +— {nq,...,ny } preserva
la distancia hasta 1, es decir, los vértices adyacentes, por lo que es efectivamente
una estrategia ganadora. Notemos que como solo nos interesan las distancias
hasta 3*~! y todas las bolas tienen didmetro de al menos 3, las distancias que
nos interesan se realizan en sentido horario o antihorario pero no en ambas.
Veamos ahora que es siempre posible para el Duplicator mantener la estrategia,
por induccién en el numero de turno n.

Es facil ver que el Duplicator puede mantener la estrategia en el primer
turno. Supongamos ahora que el Duplicator consiguié mantener la estrategia
hasta el turno n — 1. En el turno n, el Spoiler elije elemento = en alguna de
las estructuras. Entre todos los elementos elegidos en turnos anteriores (y los
elementos destacados a y b) , Sean y e z los elementos mas cercanos a x a la
izquierda y derecha respectivamente, y sean vy’ y z’ sus correspondientes en la
otra estructura. Notemos que para ver que el Duplicator tiene una respuesta
valida, basta ver que existe un a’ entre y' y 2’ tal que d(y,z) = d(z’,y’) (0
ambos son mayores a) y d(y, z) = d(y’, z’) (0o ambos son mayores a), ya que para
cualquier otro w elegido en turnos anteriores tenemos que d(w, z) = d(w,y) +
d(y,z) o d(w,z) = d(w,z) + d(z,z) y por hipétesis inductiva, los elementos
elegidos en los turnos anteriores respetan las distancias hasta 3*—".

Como el Duplicator mantuvo la estrategia hasta el turno n — 1, hay dos
posibilidades:

Caso I: d(y,z) = d(y',2'). En este caso, como el intervalo (y, z) es de igual
longitud a (y’, 2), es posible hallar un 2’ tal que d(y,x) = d(y',2') y d(z,2) =
d(z', 2").
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Caso II: d(y,2) > 317" y d(y/,2') > 317" Como d(y,z) = d(y,z) +
d(x, z) se sigue que o bien d(y,z) > 3¥~" o bien d(z, z) > 3¥~". Asumamos, sin
perdida de generalidad, que d(y,z) > 3*~". Hay que considerar a su vez dos
subcasos:

Caso ILa: d(x,y) > 3* " y d(y,z) < 3¥~". En ese caso, elegimos el tnico
a’ entre y' y 2’ tal que d(a/,2') = d(z, z). Se sigue que: d(y',z') = d(y',2’) —
d(x',2") > 3k+ti=n _3k=n 5 3k—n por lo que mantiene la estrategia ganadora.

Caso ILb: d(x,y) > 3* "y d(y, z) > 3*~". En ese caso, elegimos como z’ el
elemento exactamente a mitad de camino entre y' y 2. Se sigue que d(z’,y') =
2.3k s 3k y d(af,2') = L3R 17 > 3877 luego mantiene la estrategia
ganadora. O

Los juegos de Ehrenfeucht-Fraisse son una herramienta muy versatil y su uso no
se limita a demostrar resultados de expresibilidad. A continuacién los usaremos
para dar una demostracién sencilla de que dos construcciones basicas de L-
estructuras, el producto y el coproducto, preservan la k-equivalencia, hecho que
se suele demostrar como consecuencia del teorema de Feferman-Vaught.[32]

Definicion 1.23. Sea £ un lenguaje relacional y sean M y N dos L-estructuras.
El producto de M y N es la L-estructura dada en M x N por M x N
R((m1,m1), ..., (mg,ng)) siysolosi M = R(mq,....,mi) Yy N = R(ny, ..., nk).

Definicion 1.24. Sea £ un lenguaje relacional y sean M y N dos L-estructuras.
El coproducto de M y N es la L-estructura en la union disjunta dada por
MIIN [ R(z1,...,xr) siy solo si o bien todos los z; pertenecena M y M =
R(z1,...,z1) o bien todos los z; pertenecena Ny N = R(x1, ..., Tk)

Observacién 1.25. El producto y el coproducto de L-estructuras cumplen las
propiedades universales usuales.

Teorema 1.26. Sea L un lenguaje relacional y sean My, My, N1, No cuatro L-
estructuras tal que My = N1y Ms =i Ns. Luego se sigue que:

L] M1XMQEkN1XN2
s My [ My = N1 ][ No

Demostracion. Por hipoétesis, el Duplicator tiene una estrategia ganadora en el
juego entre de k turnos entre M; y N1, que denotaremos 7 y el juego entre M,
y N de k turnos, que denotaremos por 75. Vamos a ver que en ambos casos el
Duplicator tiene una estrategia ganadora en el juego E-F de k turnos:

» Una partida del juego E-F de k turnos entre M; x My y N1 x N se puede
ver como dos partidas simultaneas del juego E-F, una entre M; y N1 y
otra entre M> y N», ya que si al final de los k turnos quedan seleccionados
(m1,mh), ..., (mg,m},) € My x May (n1,n}), ..., (nk, n},) € N1 x Ny por la
definicién del producto la correspondencia (m;, m}) <> (n;,n}) induce un
isomorfismo parcial si y solo si las correspondencias m; < n; y m; < n
inducen isomorfismos parciales.

Luego, la estrategia ganadora del Duplicator en el juego E-F entre M, x Mo
y N1 x Ny consiste en aplicar las estrategias 7, y 7o simultdaneamente,
usando 7, para responder en la primer coordenada y » para responder
en la segunda coordenada.
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= Una partida del juego E-F de k turnos entre My [[ M2 Y Ny ][ N2 se pue-
de ver como dos partidas paralelas del juego E-F, una entre M; y Ny y
otra entre My y Na, ya que si al final de los k turnos quedan seleccio-
nados mi, ..., Mg, m’l, ey ’ITL; e M, H Msyng, ..., ng, n’l, ceey ni € M, H Ny
por la definicién del coproducto la correspondencia induce un isomorfis-
mo parcial si y solo las correspondencias m; < n; y m} < n. inducen
isomorfismos parciales.

Luego, la estrategia ganadora del Duplicator consiste en aplicar paralela-
mente las estrategias 7; y 7o, usando 7, para responder a jugadas en M;
o N1 Y 7, para responder a jugadas en M3 o Ns.

O

1.3. Los teoremas de Localidad

1.3.1. El teorema de Hanf

La demostracién anterior de que la propiedad "Hay un camino de a a b" no
puede ser expresada sobre grafos finitos, por medio de juegos de Ehrenfeucht-
Fraisse, nos llevo una carilla y muy rapido degenero en complicados argumentos
combinatorios. Comparémosla con la simpleza y elegancia de la demostracién
clasica del mismo teorema pero sin la restriccién del caso finito:

Teorema 1.27. [20] No hay ninguna formula en la légica de primer orden de
grafos que exprese la propiedad «hay un camino de a a b».

Demostracién. Supongamos que ¥ (a, b) sea tal formula. Sea ¢, la siguiente ora-
cién

or(a,b) = [Fzy (...) g : (@~ xz1) A (1 ~x2) A () A () ~ )]

que expresa «Hay camino de k pasos entre a y b». Sea T' el conjunto de
formulas dada por T' = {t¢), =¢1, —¢2, ...}. Es facil ver que todo subconjunto
finito de 7" admite modelo. Luego, por el teorema de compacidad, se sigue que
T admite modelo, pero eso es absurdo: si a y b estan conectados, lo estan por un
camino de orden k para algtn k, pero como 7' = —¢y, no hay tal camino. [

La comparacion muestra la debilidad fundamental de los juegos de Ehrenfeucht-
Fraisse como herramienta: Los juegos de Ehrenfeucht-Fraisse son dificiles
de jugar. A diferencia de los métodos clasicos, demostrar quien es el ganador
requiere una atencién minuciosa al detalle y puede llegar a ser simplemente
inviable para estructuras suficientemente complejas. Ni siquiera las busqueda
computacional puede ser de mucha ayuda: Se ha demostrado que el problema
de decidir cual de los dos jugadores tiene una estrategia ganadora es PSPACE-
completo[31], por lo que se cree fuertemente que no existe ningin algoritmo
eficiente para resolverlo.

Afortunadamente, usando los juegos E-F se demostraron una serie de teoremas
que formalizan la intuicién mencionada anteriormente que la légica de primer
orden solo captura propiedades locales, dando condiciones que garantizan que
dos estructuras dadas son k-equivalentes. Estos resultados son extremadamen-
te utiles, porque evitan tener que hacer complicados argumentos ad-hoc para
determinar el resultado de los juegos. Presentaremos aqui dos resultados que
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necesitaremos mas adelante, el teorema de Hanf y el teorema de Gaifman. Un
listado mas completo se encuentra en [14].

Definicion 1.28. Sea L lenguaje relacional. Dada una L-Estructura M, el grafo
de Gaifman G(M) es el formado por los elementos de M, con my ~ mz siy solo
si hay una relacién R de aridad k en L y tupla ¢ € M* tal que M = R(c) y m;
y mo pertenecen a c. Es decir, m; ~ my si y solo si hay alguna relacion R en L
que los «conecta».

Ejemplo 1.29. El grafo de Gaifman de un grafo es el mismo grafo.

Ejemplo 1.30. El grafo de Gaifman de una estructura que cuenta con un orden
total < es el grafo completo, ya que para todo z e yobien z < yoy < =z.
Luego, ni el teorema de Hanf ni el de Gaifman no serdn de ninguna ayuda.
Veremos mas adelante que para trabajar con estructuras ordenadas se necesita
otra nocién de "localidad".

Definicion 1.31. El grafo de Gaifman nos permite dar una nocién de distancia
a la estructura: definimos d(my, m9) como la distancia de m; a ms en el grafo
de Gaifmany B(m,r) ={z € M : d(m,x) < r}.

Proposicion 1.32. Sea £ un lenguaje relacional con relaciones de aridad como
mucho k. Luego la propiedad d(mq,ms) < r se puede expresar con una férmula
de primer orden ¢,.(m1, my) de rango de cuantificador menor a [logs(r)| + k — 2.

Demostracién. Por induccién en r. Parar = 1 podemos tomar la férmula ¢4 (mq, ms)
como 3z (...)3z : \/ R(c), donde el \/ es sobre todas las relaciones R € Ly todas

las tuplas ¢ que contienen a m; y ms. Por definicién, ¢gr(¢,) = k— 2. Parar > 1
definimos ¢, (m1,mz) como 3z : ¢z (m1,2) A ¢z (2, mz). Nos queda qr(¢,) =

1 + gr(¢z) y por hipétesis inductiva se sigue que gr(¢,) < [logz(r)]| +k—2 O
Definicion 1.33. Dada L-estructura M, el r-tipo de m € M es la clase de
isomorfismo de B(m,r), con m destacado.

Observacién 1.34. Si dos elementos de M tienen el mismo r-tipo, tienen el
mismo s-tipo para todo s < 7.

Teorema 1.35. (Hanf)[18][5] Sea L lenguaje relacional, k > 0y M y N dos
L-estructuras. Sea r = 3*. Supongamos que todas las bolas de radio r en tanto M
como N tienen menos de d elementos. Si para todo r-tipo 7 se cumple una de las
siguientes condiciones:

= M y N tienen la misma cantidad de elementos de r-tipo T

» Tanto M como N tienen mas de k - d elementos de r-tipo T

Se sigue que M =, N

Demostracién. Demostraremos que bajo dichas hipétesis el Duplicator tiene una
estrategia ganadora en el juego de Ehrenfeucht-Fraisse de k turnos, de lo que se
sigue que M = N. Si en el turno i el Spoiler elije elemento z en alguna de las
estructuras, el Duplicator deberd responder con un z’ en la otra estructura tal
que B(z,3%"%) sea isomorfo a B(xz’,3*~") teniendo en cuenta los elementos
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elegidos en las rondas anteriores. Es claro que si es capaz de mantener dicha
estrategia los k turnos el Duplicator gana el juego, porque como para todo par
de elementos destacados durante el juego sus bolas de radio 1 son isomorfas,
en particular dicha correspondencia es un isomorfismo parcial.

Demostraremos que el Duplicator puede mantener dicha estrategia por in-
duccion en i. Es claro para ¢ = 0, porque por las hipdtesis para cualquier ele-
mento que elija el Spoiler hay uno en la otra estructura con el mismo r-tipo.
Sea i > 0y supongamos que el Spoiler elije © € M. Hay dos casos a analizar:

M . N .
Caso I: Hay un y € M elegido en algtin turno anterior a i tal que d(z,y) <
3%~%, Por hipétesis Inductiva, y esta en correspondencia cony’ € Ny B(y, 3k=#+1)
esisomorfoa B(y’, 3k~%+1). Sea f el isomorfismo. Como B(x,3*~%) C B(y,3*~i*1),
se sigue que B(z,3*%) es isomorfa a B(f(z),3%"%), Luego la estrategia del
Duplicator sera elegir f(x). Pero esa eleccién depende de y ¢Que pasa si hay
otro elemento z elegido en un turno anterior tal que también d(z,z) < 3K~
? Si lo hubiera, d(y,z) < d(y,z) + d(z,z) < 3F¥~% + 3k=% < 3F=+1 y como
tanto y como z fueron elegidos antes del turno (i — 1) por hipdtesis inductiva

B(y,3*71) N B(z, 3%~ *1) esisomorfo a B(y, 3*~"*1) N B(z',3%¥~*1), luego
la eleccion es compatible tanto con y como con z.

CAOS

Caso II: No hay ningiin y € M elegido en turnos anteriores a i tal que
d(z,y) < 3%~'. Para mantener la estrategia, el Duplicator debe responder con
un ' con el mismo 3*~'-tipo que que x y tal que no halla ningtin elemento
elegidos en turnos anteriores a distancia menor a 3*~*. Para ver que siempre
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le sera posible encontrar dicho x’, consideremos cuantos elementos con cierto
3F~i_tipo y a distancia mayor a 3*~* a cualquier otro elemento elegido hay. Por
las hipétesis, al principio de la partida o bien ambas tienen la misma cantidad
o ambas tienen mas de k - 3*. A medida que se desarrolla el juego, esa cantidad
puede reducirse, porque se pueden elegir elementos cercanos. Pero la clave es
que, por la condicién de isomorfismo entre la bolas, la cantidad se reduce
siempre por igual. Luego, si empiezan siendo la misma cantidad siempre serdn
la misma cantidad. En particular, si el Spoiler elije una en M el Duplicator podra
responder con otra en N. Y si ambas empiezan siendo mas de d - 3* nunca
llegaran a 0, por que cada elemento elegido "descalfica" a como mucho a d y el
juego dura k rondas. O

Observacién 1.36. Enunciamos el teorema con r = 3¥, pero lo tnico que usa-
mos de esa cantidad en la demostracién es que 3% + 38 < 3*+1 y que 3° = 1.
Luego, seguird siendo cierto con r = (2 + ¢)* para cualquier £ > 0.

Veamos como el teorema de Hanf nos ayuda a demostrar resultados de inexpre-
sabilidad en el caso finito dando una demostracion alternativa de la proposicién
1.22, que afirma que ninguna férmula ¢(a, b) en la l6gica de primer orden de
grafos puede expresar «hay un camino de a a b» en grafos finitos:

Demostracion. Sea k > 0. Consideremos, de forma muy similar a la demostra-
cién de la proposicién 1.22, grafos con dos vértices destacados M y N, donde
M es una bola de 4 - 3% + 2 elementos y N es la unién de dos bolas de 2-3F + 1
elementos. Vamos a ver que M =, N y como hay un camino de ¢ a b en M pero
no en N, se sigue por el teorema 1.19 que la propiedad de que haya un camino
de a a b no es expresable.

Analicemos que 3*-tipos aparecen en cada estructura. En M, hay, para cada
d € {0, ..., 3"}, exactamente 2 elementos cuyo 3* tipo es una cadena que incluye
a a a distancia d, 2 elementos cuyo 3* tipo es una cadena que incluye a b a
distancia d y no hay ningun otro 3*-tipo. Lo mismo vale para N. Luego, por el
Teorema de Hanf, se sigue que M =, N. O

1.3.2. Aplicacién: Decibilidad de la légica de primer orden
monddica

Otra aplicacién que muestra la utilidad del teorema de Hanf es la siguiente de-
mostracion de la decidibilidad de la 1égica de primer orden monadica, el frag-
mento de la légica de primer orden en el que solo hay relaciones de aridad 1,
es decir, predicados. Dicho resultado, demostrado originalmente por Skolem en
1929, es de gran interés desde un punto de visto histdrico, porque el paradigma
que domino la légica occidental desde la antigiiedad clasica hasta la publicacién
del Begriffsschrift de Frege a finales del siglo XIX fue la légica Aristotélica, que
es equivalente a un fragmento de la l6gica de primer orden monéadica.

Teorema 1.37 (Skolem). [6] Sea L un lenguaje relacional que contiene solo con-
tiene c relaciones unarias. Luego, dada oracion ¢ en lenguaje L con qr(¢p) = k, vale
que ¢ es satisfacible siy solo si tiene un modelo de como mucho 2¢ - k elementos.
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Demostracién. Supongamos que L tiene c relaciones unarias. Notemos que en
una L-estructura, el grafo de Gaifman es siempre vacio, luego toda bola B(r, x)
tiene un solo elemento. Por tanto, hay un total de 2¢ r-tipos posibles para todo
r, porque el r-tipo de x queda unicamente determinado por cuales de las ¢
relaciones unarias de L cumple .

Sea ¢ una férmula en lenguaje £ con gr(¢) = k. Por el teorema de Hanf,
se sigue que podemos caracterizar hasta k-equivalencia las L-estructuras por la
cantidad elementos que tienen de cada 1-tipo, es decir, con cada combinacién
posible de propiedades unarias. Como la cantidad de 1-tipos posibles es 2¢ y
el teorema de Hanf garantiza equivalencia si tienen la misma cantidad o mas
de k, se sigue que toda clase de k-equivalencia de L-estructuras contiene una
estructura de menos de 2¢ - k elementos, luego, ¢ es satisfacible si y solo si tiene
un modelo de menos de 2¢ - k elementos. O

Teorema 1.38. Sea L un lenguaje relacional monddico fijo. Luego el problema de
decidir si una oracién ¢ en lenguaje L es satisfacible es PSPACE-completo.

Demostracion. Para ver que esta en PSPACE veamos que hay un algoritmo que,
dada oracién ¢ en lenguaje £ de longitud %, decide si es satisfacible usando
espacio O(k).

Supongamos que L tiene c relaciones unarias. Sea ¢ una oracién en lenguaje
L de longitud k. Se sigue que ¢r(¢) < k. Por el teorema 1.37 se sigue que ¢
es satisfacible si y lo es por una estructura de 2¢ - k elementos. El algoritmo
enumerara todas las estructuras posibles de dicho tamafio y corroborara en cada
una si cumple ¢. Ennmerar las estructuras requiere 2¢ - k espacio, al igual que
comprobar en cada una si verifican ¢.

Para ver que es PSAPCE-hard basta ver que podemos reducir el problema de
determinar si una oracién booleana cuantificada es cierta a determinar si una
oracion en el lenguaje £ = {P} con una Unica relacién unaria es satisfacible.
Dada férmula booleana cuantificadora ¢ = Q1p1 (...) Qxpr ¥(p1, ..., Px) S€a
¢ = Quzy (...) Qrg Y(P(x1),(...), P(z)). Es facil ver que ¢ es cierta si y solo
si ¢ tiene un modelo de 2 elementos. O

Proposicion 1.39. Sea L un lenguaje con ¢ predicados unarios. Sea fr(k) la
cantidad de oraciones en L de rango de cuantificador k hasta equivalencia ldgica.
Luego: )

fe(k)=2"""

Demostracion. Por la demostracién del teorema 1.37, las clases de k-equivalencia
de L-estructuras dependen solo de la cantidad de elementos de cada 1-tipo po-
sible. Como hay 2¢ elementos y es indiferente si una estructura tiene k& o mas de
k elementos de un 1-tipo dado, se sigue que hay 22°* clases de k-equivalencia.
Por otro lado, es facil ver que cada una de estas es capturada por una oracion de
rango k, que establezca explicitamente la cantidad de elementos de cada 1-tipo.
Se sigue que f (k) = 22°F, O

La situacién cambia radicalmente cuando pasamos a considerar el problema de
decidir si una oracion es satisfacible en un lenguaje monéadico no fijo:

Teorema 1.40. [6] El problema decidir, si una oracion ¢ en un lenguaje monddico
es satisfacible, es NEXPTIME-completo.
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Demostracién. Empecemos viendo que el problema esta en NEXPTIME, dando
un algoritmo no deterministico que decide el problema en tiempo exponencial.
Sea ¢ una oracién de longitud n. Como una oracién de longitud n puede usar a lo
sumo n predicados, se sigue por el teorema 1.37 que la oracién ¢ es satisfacible
siy solo si tiene un modelo de tamafio menor a n - 2". Como la oracidén ¢ tiene
como mucho n variables, determinar en una de esas estructuras si se cumple ¢
por fuerza bruta requiere probar todas las posibles asignaciones de las variables
en los n - 2" elementos, es decir, requiere como mucho (n - 27)" = O(2"")
pasos. Por otro lado, el no determinismo nos permite probar en todas dichas
estructuras simultdneamente en O(2"") pasos.

Para ver que el problema es NEXPTIME-hard, vamos a generar, dada una
mdquina de Turing no deterministica M y n > 0, una oracién monddica ¢xs
de longitud O(n?) tal que ¢y, es satisfacible si y solo si M llega a un estado
de aceptacién desde la cinta vacia en 2™ pasos. De ello se sigue que el problema
de determinar si una maquina no deterministica llega al estado de aceptacién
en 2" pasos se puede codificar mediante una oracién de tamafio O(n2*). Como
ese problema es NEXPTIME-hard y las reducciones son polindmicas, se sigue
que decidir la validez de una oracién monadica es NEXPTIME-hard.

La construccién de ¢y, es la siguiente. Sean Py, ..., P, y Q1, ..., @, predica-
dos en £. Vamos a definir las relaciones <; y <, de longitud O(n?), que ordenan
los elementos interpretando los predicados P; y Q; respectivamente como bits
de un numero binario:

r<1y & \/[Pi<y>AﬁPi<m>A N (Pi(x) = P;(y))]

J>1

<oy & \VIQiw) A=Qi(x) A N (Qj(x) = Q;(1))]
i j>i
A continuacién, definimos la oracién ¢4, como la conjuncién de las si-
guientes cuatro oraciones. La primera nos dice que los elementos estan une-
quivocamente determinados por los valores de P; y Q;, y las siguientes cuatro

garantizan que cada elemento no maximal/minimal respecto al orden <; tiene
un sucesor/antecesor inmediato y lo mismo para el orden <5 :

Vavy [(/Z_\ Pi(z) < Pi(y)) A (/Z_\ Qi(z) < Qi(y)] = (z =y)
Vo Gy:y>ia) > (G2 (z>12) A (z=22) A (Y (w>1 3) = (w > 2)))
Vo (Gy:y<ia) > @z (z<1a)A(z=23) A (Y (w<13) = (< 2)))
Vo Gy iy >aa) > (2 (2> 2) Az =1 2) A (Y (w>23) = (W >3 2)))

Ve (Qy:y<eox) = Fz:(z<ex)A(z=12) A(Vw (w <2 2) = (w <y 2)))

No es dificil ver que ¢4, fuerza a que la estructura dada por los ordenes
<1y <5 sea una grilla m x k, cuyo tamafio maximo sera 2" x 2". Por ultimo,
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usando un nuevo conjunto de predicados podemos generar una oracién ) que
sea cierta si y solo si la grilla codifica una computacién de la maquina M que
empieza desde la cinta vacia y llega a un estado de aceptacion. Luego, la oracion
OMn = Dgritla,n /N Y es satisfacible siy solo sila maquina M llega a un estado
de aceptacion en 2" pasos.

Corolario 1.41. El problema de decidir si una oracion ¢ en un lenguaje monddico
es valida en todas las estructuras coNEXPTIME-completo.

Demostracion. ¢ es valida en todas las estructuras si y solo si —¢ no es satisfa-
cible. O

O

1.3.3. El teorema de Gaifamn

Aunque el teorema de Hanf es titil en muchos contextos, una limitacién es que la
hipétesis de isomorfismo local es muchas veces demasiado fuerte. Mas aun, por
la dindmica de los juegos E-F, uno esperaria que la hipdtesis de isomorfismo local
se pueda relajar a una equivalencia local, pues eso basta para que el Duplicator
gane localmente. Esa generalizacién es exactamente la que nos da el teorema
de Gaifamn. Antes de poder enunciar el teorema, necesitamos definir algunos
conceptos:

Definicion 1.42. Sea £ unlenguaje relacional, ¢ una oracién, M una L-estructura,
méeM,r>0.

®B(m,r) €s la oracion ¢ restringida a B(m,r). Se define recursivamente:
» (32 ) pm,r) =32 ((dim,x) <7) Abpm,r(T) )

" (29)B(m,r) = 7 PB(m,r)

" (O ANY)Bmr) = PB(m,r) N VB(m,r)

Observacion 1.43. De la definicién anterior se sigue que (¢ V ¥)p(rm) =
¢B(m,7’) \ "/}B(m,r) Yy que (V{IJ w)B(m,r) =V ( (d(x,m) < T) — wB(m,r) (iC) )

Observacién 1.44. Mas en general, dado lenguaje £, oracién ¢, L-estructura
M y subconjunto A C M, podemos definir la oracién ¢ 4 de forma similar a la
anterior, aunque solo sera expresable en légica de primer orden si el subconjunto
Aloes.

Proposicién 1.45. Para toda oracion ¢ vale que qr(¢p(m.r»)) < qr(¢) + loga(r).

Demostracién. Por induccién en en el rango de cuantificador. Es obvio que vale
para formulas sin cuantificadores. Sea ¢ = Jx : ¢(z), con gr(¢) = k + 1. Por
definicién tenemos que:

qr(¢pm.mn) = qr(Fz : (d(m, ) < T)ANPB@mH (1)) = 1+qr((dm, z) <) A (W (@)

qr(¢B(m,T)) =1+ max( q’l“(d(m,.l?) < 7“)) ’ qr(l/)B(m,r)('/E) )
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Sabemos que d(m,x) < r se puede expresar con una oracién de rango
de cuantificador logs(r) y por hipdtesis inductiva sabemos que ¢r(¢p(m,r)) <
qr(v) + loga(r) = k + logs(r) luego nos queda:

qr(¢B(m,r) < 1+max(loga(r), k+1loga(r)) = 1+ k+1loga(r) = qr(¢) +loga(r)

O

Definicion 1.46. Una ¢ se dice local sies delaforma 3zq...3z, : (A, ; d(zi, ;) >
2-1) AN(N; ¥B(m.r)(2:))). Coloquialmente, postula la existencia de w1, ..., x, su-
ficientemente lejos entre si tal que todos cumplen cierta propiedad local.

Para clasificar la complejidad de una oracién local nos interesa no solo el ran-
go de cuantificador, sino cuantas y cuan grandes son las bolas sobre las que
cuantifica. Para eso introducimos la siguiente definicién:

Definicién 1.47. Decimos que una oracién local ¢ es de clase (k,n, R) si es de
laforma ¢ = Jz1..3x, 1 (A, d(@i,z5) > 2-7) AN ¥B(ai,m (@) cons <n,
r<Ryqr(y) <k.

Ahora vamos a definir una generalizacién del tipo, que usaremos para genera-
lizar el teorema de Hanf:

Definicién 1.48. Sea L lenguaje relacional. Dada £-estructura M y elementos
mi,me € M, decimos que m; y ms tienen el mismo (r, k)-pseudotipo si para
todo s < r, B(m1,s) =, B(mas,s)

Observacion 1.49. Si m; y my tienen el mismo r-tipo, tienen el mismo (r, k)-
pseudotipo para todo k.

Observaciéon 1.50. Si m; y mo tienen el mismo (r, k)-pseudotipo, tienen el
mismo (7', k')-pseudotipo para todo ' < r, k' < k

Proposicion 1.51. Para todo (r, k)-pseudotipo T existe una formula ¢ con gr(¢) <
k +logy(r) tal que M = ¢(m) siy solo si m tiene (r, k)-pseudotipo 7.

Demostracion. La férmula ¢(z) es la conjuncién de todas las formulas locales de
radio menor/igual a r y rango de cuantificador k que el pseudotipo 7 cumple,
es decir, ¢ es de la forma A g, (z)). El rango de cuantificador de ¢ es el
mdximo del rango de cuantificador de los ¥5(, ) que por la proposicién 1.45
es menor a k + loga(s) < k 4+ loga(r). O

Ahora que tenemos toda la terminologia, podemos enunciar y demostrar el teo-
rema de Gaifman. La demostracién original de Gaifamn[16] es por eliminacién
de cuantificadores, presentamos la demostraciéon de Ebbinghaus[5], que usa
juegos de Ehrenfeucht-Fraisse.

Teorema 1.52. (Gaifman)[16] Sea L un lenguaje relacional, k > 0y sean M y N
dos L-estructuras que cumplen las mismas oraciones locales de tipo (2-k2, k+1,7%).
Luego se sigue que M = N.
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Demostracién. La idea de la demostracién es muy similar a la del teorema de
Hanf: mostraremos que bajo esas hipdtesis, el Duplicator tiene una estrategia
ganadora en el juego de Ehrenfeucht-Fraisse de & turnos, de lo que se sigue
que M =, N. A diferencia de en el caso del Teorema de Hanf, sin embargo,
no tenemos una hipétesis de isomorfismo local sino una de equivalencia local y
trabajar con esa hipotesis mas débil requiere mas atencién a los detalles.

En la demostracion del teorema de Hanf, la estrategia dada para el Dupli-
cator era la siguiente: Si en el turno ¢ el Spoiler elije elemento = en alguna de
las estructuras, el Duplicator debera responder con un z’ en la otra estructura
tal que z y 2’ tengan el mismo < 3*~“-tipo teniendo en cuenta los elementos
elegidos en las rondas anteriores. Ahora, relajaremos la hipdtesis de isomor-
fismo a una de equivalencia, pero considerando bolas mas grandes: La estra-
tegia consistird en responder un z’ en la otra estructura que tenga el mismo
(7*=%,2 - (k — i)?)-pseudotipo teniendo en cuenta los elementos elegidos en las
rondas anteriores. Es claro que si el Duplicator puede mantener dicho estrate-
gia al final los k turnos hay un isomorfismo parcial entre los elementos elegidos,
luego gana el juego.

Supongamos que el Duplicator logro mantener la condicién por los prime-
ros s turnos y que fueron elegigos elementos my,...,ms € M Y nq,...,ns € N.
Denotemos con 7 y 7 las tuplas (my, ...,ms) y (n1, ..., ns) respectivamente. No-
temos que el hecho de que el Duplicator haya mantenido la estrategia garantiza
que U B(m;,r) = B(m,r)y JB(n;,v) = B(n,r) son 2 - (k — s)?)-equivalentes
para todo r < 7F~*

Sin perdida de generalidad el Spoiler elije elemento m € M. Veamos que el
Duplicator puede elegir un n € N que mantenga la condicion ganadora. Hay
que considerar dos casos distintos:

Caso I: m esta a distancia menor a 2 - 7%~5~! de algtin elemento de 7.

Vamos a construir una oracién ¢ que postule la existencia de la respuesta
que queremos para el Duplicator y usaremos la equivalencia local para probar
que existe tal respuesta en N. Sea () la férmula que establece esas distancias
(por ejemplo, podria ser de la forma d(x,m1) = 8 A d(z,m2) > 7TF5"L A )y
sea 1)(x) la férmula que establece el (7*=*~1 2. (k — s — 1)2)-pseudotipo de m.
Sabemos que 6 tiene rango de cuantificador menor a log, (7%7571) < 3-(k—s—1)
y por la proposicién 1.51, que ) tiene rango de cuantificador

loga(3F"1) + (k—s5s-1)2 < 3-(k—s—1) + 2-(k—s—1)?

Sea ¢ = Iz : (0(x) A (x)). Es claro que B(m,7"7%) = 0(m) A ¢(m),
ya que B(7*=*=1 m) c B(7"~*,m). Se sigue que B(m,7*~*) = ¢. El rango de
cuantificador de esa férmula es:

qr(¢) = maz(qr(0), gr(¥))+1 = qr(¥)+1 < 2-(k—s—1)*+4-(k—s—1)4+1 = 2-(k—s)*.
Como el Duplicator mantuvo la estrategia ganadora, sabemos que B(7%~%,1m)
y B(7*=%,n) son 2- (k — s)2-equivalentes, luego se sigue que B(7*~% ) |= ¢, es

decir, existe n € B(n,7°7°) tal que B(7%7%,7n) = 6(n) A ¢¥(n), lo que significa
que si el Duplicator responde con dicho n mantiene la estrategia ganadora.
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Caso II: m esta a distancia mayor a 2 - 7*~*~1 de todos los elementos de
m. Para definir la estrategia del Duplicator en este caso, debemos introducir
las constantes Ty, Sas, T v Sn. Tar es la cantidad maxima (hasta & + 1) de
elementos en M con el (7*7*=1 2. (k — s — 1)?)-pseudotipo de m y a distancia
mayor a 4-7*~*~1 entre si. S); es la cantidad maxima (hasta k+ 1) de elementos
en B(m,2-7%=5"1) conel (7¥=571 2. (k—s—1)?)-pseudotipo de m y a distancia
mayor a 4-7%~*~! entre si. Ty es la cantidad mdxima (hasta k+ 1) de elementos
en N con el (775712 (k — s — 1)?)-pseudotipo de m y a distancia mayor a
4 . 75=5=1 entre si. Sy es la cantidad maxima (hasta & + 1) de elementos en
B(n,2- 75 Y conel (7*=571,2. (k — s — 1)?)-pseudotipo de m y a distancia
mayor a 4 - 7*~5~1 entre si.

Empecemos con algunas observaciones. Para empezar, es evidente que Sy <
Tyvy Sy < T, yaque B(m,2-7°75"1) y B(n,2- 7%7*~1) son subconjuntos de
M y N respectivamente. Tambien es facil ver que Sy; < ky Sy < k, ya que
B(m,2-7=1) y B(n,2 - 7%75~!) estan compuestos de como mucho k bolas
de radio 7¥=*~!, luego pueden contener como mucho k elementos a distancias
mayores a 7 entre si. Por dltimo, se puede ver que Ty = T, ya que si definimos
a ar como la siguiente oracién:

Joy () Fwr s (N dlws ) > 4- 7770 A (N\v(@) (1.1)

Por definicién se sigue que T, es el mayor T' (hasta k+1) talque M = ary
que Ty es el mayor 7" (hasta k£ + 1) tal que M = ar. Pero las a son oraciones
locales de tipo (k + 1,7k, k + 1), y como por hipétesis sabemos que M y N
cumplen las mismas oraciones locales de ese tipo se sigue que Ty = T. Como
el Duplicator mantuvo la estrategia ganadora hasta el turno s, sabemos que . y
. cumplen tambien las mismas oraciones locales de tipo (2 - k2, k + 1,7%), por
un argumento idéntico se sigue que Sy; = Sy. Tenemos que considerar dos
sub-casos:

El primero es si Sy, = T)s. En ese caso se sigue que d(m, W:L) <4.78571 ya
que si no podemos afiadir m a cualquier coleccién de elementos en B(m, 7F~571)
con el pseudotipo dado y a distancia mayor a 4 - 7*~5~! entre si y obtendriamos
una mas grande. Como 2 - 7¥=571 4 4 . 7k=s=1 = . 7k=s—1 < 7k—5 ge sigue
que B(m,7¥=571) C B(m,7%*). Luego B(m,7"~*) |= 3z : 0(z) A (x), como
el Duplicator mantuvo la estrategia ganadora se sigue que B(n,7"*) = 3z :
0(x) Ap(x) y el n tal que B(n, 7°7%) |= 6(n) A1 (n) es la respuesta del Duplicator
que mantiene la estrategia.

El segundo caso es si Sy, < T, y es una argumentacién andloga. Se sigue
entonces que B(m,7%7%) = 3z1 (...) Jrsy41 : (Ad(wi, ) > 478571 A
(A¢(z)), luego B(n, 7"7%) = Jz1 (...) 3wsy 41 (Ad(wi,xy) > 478571 A
(A ¥(x)) y por tanto, hay un n que el Duplicator puede elegir para mantener la
estrategia. O

Corolario 1.53. Sea L un lenguaje relacional y sean M y N dos L-estructuras
que cumplen las mismas oraciones locales. Luego se sigue que M = N.

La importancia del teorema anterior radica en el siguiente resultado, que nos
dice que cualquier oracién de primer orden se puede expresar como una com-
binacién booleana de oraciones locales, a la que llamaremos su forma normal
de Gaifman.

25



Teorema 1.54. (Forma normal de Gaifman) Sea ¢ una oracidn de primer or-
den, con qr(¢) = k. Luego existe una oracién ¢ formada como combinacion boo-
leana de formulas locales de clase (2 - k2, k +1,7%) tal que ¢ y ¢ son equivalentes.

Demostracién. Sea ¢ una férmula de primer orden en lenguaje £ y sea k =
qr(¢). Para abreviar, llamemos oraciones locales buenas a las oraciones locales
de tipo (2 - k%, k + 1,7%71). Para cada L-estructura M tal que M |= ¢, sea
Ty = {¢ : ¥ local buena, M = ¢} U {—¢ : ¥ local buena, M [~ }. El
conjunto de formulas T); U {—¢} es insatisfacible, pues de tener modelo habria
una L-estructura N que cumple la mismas formulas locales buenas que M pero
tal que N £ ¢, lo que por la proposicién anterior es un absurdo. Luego, por el
teorema de compacidad debe haber una férmula 6,; de la forma 11 A ... A ¥y
donde todo ; € Ty v 0, implica a ¢.

Ahora consideremos el conjunto de formulas ' = {-0); : M | ¢}. El
conjunto T' U {¢} es insatisfacible, ya que si M = ¢ por definicion M = 6,,.
Por el teorema de compacidad se sigue que hay una férmula ¢ de la forma
=0, A ... A=y, que implica a —¢, o lo que es lo mismo, tal que ¢ implica a
=0 =0y, V ... V0O, . Por otro lado, sabemos que cada 6,,, implica a ¢, luego
se sigue que ¢ y —f son equivalentes, y por definicién —6 es una combinacién
booleana de formulas locales buenas. O

Ejemplo 1.55. Veamos algunos ejemplos de formulas convertidas a su equiva-
lente local. Consideremos en el lenguaje de grafos las formulas

pr=TrxIyIz:(x~y) AN (y~2) A (z~x)

po=VrIyVz:(x~2)V (y~2)

Es fécil ver que ¢, es equivalente a la férmula local

¢1=Tx (FyIz:y~z ANy#x N2 #T)p)

Mientas que requiere un poco mas de trabajo ver que ¢, es equivalente a la
siguiente negacién de una férmula local

d); = —\(Elﬂj‘l El.TQ Elxg /\d(xlax]) Z 2)

1.4. Variantes de los juegos E-F

La idea de pensar la equivalencia légica entre dos estructuras como un juego
es extremadamente fructifera y no se limita al teorema antes mencionado. En
teoria de modelos nos interesa trabajar tanto con logicas mas debiles como con
légicas mas fuertes que la de primer orden, y cada una de esas légicas tiene
asociada una variante del juego de Ehrenfeucht-Fraisse, que cumplird que dos
L-estructuras M y N cumplen las mismas oraciones de dicha clase si y solo si
el Duplicator gana dicha dicha versién del juego E-F entre M y N. Enunciare-
mos muchos de esos teoremas sin demostracion porque las demostraciones son
totalmente andlogas a la anterior y no requieren ninguna idea nueva.
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1.4.1. Juegos E-F en lenguaje con funciones

Definicion 1.56. Sea £ un lenguaje con funciones. Su relativizacién £* es un
lenguaje relacional que extiende a £ con simbolos de relacién R de aridad k+1
para toda funcién f € £ de aridad k.

Toda L-estructura puede verse como una L*-estructura, definiendo M =
Re(x1,....,xk,y)siysolosi M = f(z1,...,28) =y

Definicion 1.57. Sea £ un lenguaje con funciones y ¢ una férmula en L. De-
notamos con ¢* su traslado a L*

Ejemplo 1.58. Sea £ = {f} el lenguaje con una unica funcién unaria y sea ¢
la oracién 3z : f(f(f((z)) = x. Luego ¢*(z) = Ty Iz : Ry(x,y) AN Rsp(y,2) A
Ry(z,x)

Observacion 1.59. Vale siempre que ¢r(¢) < ¢r(¢*) y en general la desigual-
dad es estricta, como muestra el ejemplo anterior.

Definicién 1.60. Sea £ un lenguaje con funcionesy sean M y N dos L-estructuras.
El juego de Ehrenfeucht-Fraisse con funciones entre M y N es el juego de
Ehrenfeucht-Fraisse entre M y N visto como L*-estructuras.

Teorema 1.61. Sean M y N dos L-estructuras finitas. Luego son equivalentes:

» El Duplicator tiene una estrategia ganadora en el juego de Ehrenfeucht-
Fraisse con funciones de k turnos entre M y N.

» Para todo ¢ € L tal que qr(¢*) = k vale que M |= ¢ siy solosi N |= ¢

Demostracién. Consecuencia inmediata del teorema fundamental de los juegos
de Ehrenfeucht-Fraisse. O

1.4.2. Juego E-F Unilateral

Definicion 1.62. En el juego de Ehrenfeucht-Fraisse unilateral el Spoiler esta
limitado a elegir elementos de una sola de las estructuras, M sin perdida de
generalidad. La dindmica y condicion de victoria son idénticas al juego E-F usual.

Observacion 1.63. Basta con que exista una isomorfismo de M a un subcon-
junto de N para que el Duplicator tenga estrategia ganadora en el juego de
Ehrenfeucht-Fraisse unilateral.

Definicion 1.64. El fragmento positivo de la 16gica de primer orden, denotado
FO™, es la menor coleccién de férmulas primer orden tal que:

= Si ¢ es dtomica entonces ¢ € FO™
s Sigc FOTyy € FOt,entoncesp A ¢y € FOtyo VvV o € FOt
= Si¢c FO™T entonces 3z ¢ € FOT

Teorema 1.65. Sea L lenguaje relacional. Luego, son equivalentes:
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= El Duplicator tiene una estrategia ganadora en el juego E-F unilateral de k
turnos entre M y N

L] MEFO‘hk N

Demostracion. Restriccion del teorema fundamental de los juegos de Ehrenfeucht-
Fraisse. O

Teorema 1.66. (Teorema de Hanf, version existencial) Sea L lenguaje relacio-
nal, k > 0y My N L-estructuras. Sea r = 3*. Supongamos que todas las bolas
de radio r en tanto M como N tienen menos de d elementos. Si para todo r-tipo T
se cumple una de las siguinetes condiciones:

» M tiene mas elementos de r-tipo T que N.

= Tanto M como N tienen mas de k - d elementos de r-tipo 7.
Se sigue que M =po+j N

Demostracion. La idea es andloga a la del teorema de Hanf, usar las hipétesis
para mostrar que el Duplicator tiene una estrategia ganadora en el el juego E-F
positivo entre M y N de k turnos. El argumento es casi identico, con la unica
diferencia que como el Spoiler esta restringido a elegir elementos de M, solo
importa que para todo r-tipo en M haya siempre al menos uno en N idéntico
con el que pueda responder, pero no importa si hay mas. O

1.4.3. Juego E-F Biyectivo

Definicién 1.67. Sea £ un lenguaje relacional y M y N dos L-estructuras finitas
de la misma cardinalidad. En el juego de Ehrenfeuch-Fraisse biyectivo, el Spoiler
debe elegir en cada ronda una biyeccién f : M — N. Luego, el Spoiler elije en
un elemento de una de las estructuras y el Duplicator esta forzado a responder
usando f, es decir, si el Spoiler elije m € M el Duplicator debera elegir f(m) €
N y si el Spoiler elije n € N el Duplicator debera elegir f~!(n). La condicién
de victoria es la misma que en el juego E-F

Observacidn 1.68. Si el Duplicator comienza el turno eligiendo f : M — Ny
f(m) = n, es equivalente que el Spoiler elija m o n, dado que el Duplicator esta
obligado a elegir el otro. Luego, podemos suponer sin perdida de generalidad
que el Spoiler elije siempre elementos de M.

Definicién 1.69. La légica de primer orden con cuantificadores de conteo, de-
notada FO(C) extiende a la légica de primer orden con cuantificadores 3
para todo k > 0, con la siguiente semdntica: M = 35 = : ¢(z) siy solo si el
conjunto {m : M |= ¢(m)} tiene mas de k elementos.

La légica FO(C) no es una extensiéon propiamente dicha de la légica de primer
orden, ya que toda oracién en FO(C) es equivalente a una oracién de primer
orden: 3 x : ¢(x) es equivalente a la férmula de primer orden Jx; ... 3z :
(Ai @(xi)) A (i i # ;). Sin embargo, es mas expresiva en el sentido que
puede expresar ciertas propiedades con formulas mucho menos complejas que
las requeridas en la légica de primer orden. Ademas, es una extension natural
desde el punto de vista computacional, ya que verificar si hay algtin elemento
de M que cumple ¢(m) requiere en el peor de los casos el mismo tiempo de
computo que contar cuantos elementos de M cumplen ¢(m).

28



Lema 1.70. Sea Ay B dos conjuntos de igual cardinalidad equipados con rela-
ciones unarias Py, ..., P,. Hay una biyeccion f : A — B que preserva los P; siy
solo si para todo subconjunto S C {1, ..., n} los conjuntos {a € A : Pi(a) Vi € S}
y {b € B: P;(b) Vi € S} tienen igual cardinalidad.

Demostracion. —) De existir una f : A — B que preserve los P;, induce una
biyeccién entre los conjuntos {a € A: P;(a) Vi € S}y {b € B: P,(b) Vi € S},
luego tienen la misma cardinalidad.

<) Por induccién en n. El caso n = 1 es trivial. Para n = m + 1, por
hipétesis los conjuntos {a € A : P,(a)} y {b € B : P,(b)} tienen la misma car-
dinalidad. Por hipdtesis inductiva, hay una biyeccion f; entre esos dos conjuntos
que preserva P, ..., P,,. Por otro lado, como A y B tienen la misma cardinalidad
podemos concluir que los conjuntosa € A: =P,(a)y{b € B : =P, (b)} tienen la
misma cardinalidad y de nuevo, por hipétesis inductiva hay un f, entre esos dos
conjuntos que preserva P, ..., P,,. Luego, podemos definir f : A — B como
f(@) = fulx)siAE Pi(z)y f(z) = fa(x) si A E —P,(x) y es facil corroborar
que f preserva Py, ..., P,. O

Teorema 1.71. (Teorema fundamental de los juegos E-F biyectivos) Sea L
lenguaje relacional y sean M y N dos L-estructuras de la misma cardinalidad.
Luego, son equivalentes:

= El Duplicator tiene una estrategia ganadora en el juego de Ehrenfeucht-
Fraisse biyectivo entre M y N de k turnos.

= M =powc),r N

Demostracion. <) Dada férmula ¢ en FFO(C) con gr(¢) = k que distingue a
M de N debemos hallar una estrategia ganadora para el Spoiler en el juego E-F
revelado de k turnos. La demostracién es andloga a la del juego E-F clasico y
procede por induccion en k. La tnica diferencia es el caso ¢ = I- 2 : ¢(z). Si
M = ¢ pero N [~ ¢ se sigue que el conjunto {m : M |= ¢(m)} tiene mayor
cardinal que {n : N = ¢(n)}. Luego, para cualquier biyeccién f : M — N
que el Duplicator elija al principio del primer turno, habrd un mq € M tal que
M E ¥(mg) pero N = ¥(f(mg)). Si el Spoiler responde en el primer turno
eligiendo ese mg, por hipdtesis inductiva tendrd una estrategia ganadora.

—) Dada estrategia ganadora del Spoiler en el juego E-F biyectivo de &
turnos entre M y N, debemos hallar ¢ € FO(C) con gr(¢) = k que distinga a
M de N. Por induccién en k: El caso £ = 0 es facil de ver. Para k > 0, la es-
trategia ganadora del Spoiler empezara, dada biyeccion f : M — N, eligiendo
un m; € M. Luego, el Spoiler tiene una estrategia ganadora entre M [z = my]
y N[z = f(my)], luego por hipétesis inductiva existe férmula ¢(z) € FO(C)
con gr(¢y) = k —1tal que Mz = my] = ¢5(x) pero N[z = f(my)] = ¢5(x).
Llamemos T al conjunto de toda las ¢ ;. No hay ninguna biyeccién entre M y N
que preserve T, luego por el lema anterior hay un S C T tal que si establecemos
¥(z) = (Ases @f(x)) los conjuntos {m : M |=¢)(m)} y {n: N |= (n)} tienen
distinta cantidad de elementos, luego una férmula de la forma 3. ;2 ¢(z) que
distingue a M de N y como qr(¢)) = k — 1, gr(¢) = k. O

Con los juegos E-F biyectivos, podemos demostrar un analogo del teorema 1.26
para la légica FO(C)
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Teorema 1.72. Sea L un lenguaje, y sean My, Ms, N1, Ny cuatro L-estructuras
finitas tal que M1 =po(c),x N1y M2 =po(cy,k N2 . Luego:

» My X Mz =po(c)r N1 X N2

» My [[ Mz =rocy,e N1lIN2

Demostracion. Por el teorema fundamental de los juegos E-F biyectivos, se sigue
de las hipdtesis que el Duplicator tiene una estrategia ganadora 7; en el juego
E-F biyectivo de k turnos entre M; y N; y una estrategia ganadora 7, en el
juego E-F biyectivo entre N; y No. Veamos que se sigue que tiene una estrategia
ganadora en el juego E-F biyectivo de k turnos entre M; x N1 y N1 X Ny y entre
M1 ]_[Nl le HN2

= Como notamos en la demostraciéon de 1.26, una partida del juego E-F entre
Mj x N1y My x Ny es equivalente a dos partidas simultaneas del juego E-F,
una entre M; y Ny y otra entre M, y N». Luego la estrategia ganadora del
Duplicator consistira en aplicar simultdneamente las estrategias 7 y 7»:
Si en el turno : la estrategia dada por 7; consiste en elegir el isomorfismo
f: My — M,y la estrategia dada por 7, consiste en elegir el isomorfismo
g : N1 — N, elegird el isomorfismo f x g : M; x N — My x Ns

= La estrategia del Duplicator consiste en aplicar paralelamente la estrate-
gia ganadora que tiene en cada subconjunto: Si en el turno i la estrategia
dada por 7; consiste en elegir el isomorfismo f : M; — M, y la estrate-
gia dada por 7, consiste en elegir el isomorfismo g : Ny — N», elegira el
isomorfismo f + g : M1 [[ N1 — M2 [[ N2

O

1.4.4. Juegos E-F de segundo orden

Definicién 1.73. En los juegos de Ehrenfeucht-Fraisse de segundo orden, en ca-
da el turno el Spoiler puede, en lugar de elegir un elemento de una estructura,
elegir una relacion de aridad s en una de las estructuras, es decir, un subconjun-
to de M* o de N*. El Duplicator deberd responder con una relacién de aridad s
en la otra estructura. Tras los k turnos, el Duplicator gana si hay un isomorfismo
parcial entre los elementos elegidos teniendo en cuenta las relaciones elegidas
durante el juego ademas de las de L.

Teorema 1.74. Sea L lenguaje relacional y M y N dos L-estructuras. Luego son
equivalentes:

» El duplicator tiene una estrategia ganadora en el juego E-F de segundo orden
de k turnos entre M y N

= M =pso N
Demostracién. Analoga al teorema fundamental de juegos E-F. O

Casi sin excepcidn, la ldgica de segunda de orden completa es demasiado expre-
siva para obtener resultados interesantes e intentar jugar juegos E-F de segundo
orden es una tarea condenada al fracaso. Por eso se suelen estudiar fragmen-
tos de la logica de segundo orden: en la 16gica de segundo orden monadica
(MSO) se permite cuantificar solo sobre conjuntos, en vez de relaciones de cual-
quier aridad, y en la ldgica de segundo orden existencial (ESO) solo se per-
mite cuantificar sobre de forma existencial sobre relaciones. Dichos fragmentos
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vienen con sus respectivas versiones de los juegos E-F de segundo orden, que
consisten en restringir las posibles jugadas del Spoiler a seleccionar solo conjun-
tos y a seleccionar solo relacionas sobre una de las estructuras, respectivamente.
Por supuesto, valen los siguientes analogos del teorema anterior:

Teorema 1.75. Sea L lenguaje relacional y M y N dos L-estructuras. Luego son
equivalentes:

= El Duplicator tiene una estrategia ganadora en el juego E-F de segundo orden
monddico de k turnos entre My N

s M=, pmso0 N

Demostracién. Andloga al teorema fundamental de los juegos de Ehrenfeuch-
Fraisse. O

Esta version de los juegos es un poco mas manejable y nos permite probar cier-
tos resultados sobre la légica de segundo orden monddica, como el siguiente
andlogo del teorema 1.26:

Teorema 1.76. Sea L un lenguaje relacional y sean My, Ms, N1, No cuatro L-
estructuras tal que M, =msok M2 Y N1 =msor N2 . Luego se sigue que
M 1INy =msor Mz [ N2

Demostracién. Similar a 1.26. Por hipétesis, el Duplicator tiene una estrategia
ganadora 7; en el juego E-F de segundo orden monadico de k turnos entre M;
y M, y una estrategia ganadora 7» en el juego de segundo orden mondadico
de k turnos entre Ms Y N,. Veamos que se sigue que el Duplicator tiene una
estrategia ganadora en el juego E-F de segundo orden monédico de % turnos
entre My [[ My y N1 ][] No.

Como observamos anteriormente, un juego entre M [[ Ny y My ][ N2 se
puede ver como dos juegos simultaneos. Si en el turno ¢ el Spoiler elige un
elemento en una de las estructuras, sin perdida de generalidad m € M, el
Duplicator respondera en M, usando 7;. Por otro lado, supongamios que el
Spoiler elige un conjunto en una de las estructuras, S C M; [] Ny sin perdida
de generalidad. Podemos escribir a .S como S; US; con S; C My y Se C M. El
Duplicator respondera con Z; U Z5 donde Z; C M, es la respuesta dada por 7;
as; y Zy C M. O

Observacién 1.77. No es cierto, sin embargo, que si M1 =5 prso N1 Y M2 =k, ms0
N, se sigue que M; x My =i mso N1 x Na. Shelah nota en[32] que para
conjuntos ordenados se puede construir una oracion ¢ en la légica MSO que
es cierta en un producto A x B si y solo Ay B son del mismo cardinal. Por
otro lado, es bien sabido que existen conjuntos ordenados de diferente cardinal
que son k-equivalentes. Esto se puede ver a partir del teorema de Biichi-Elgot-
Trakhtenbrot [5] o mas directamente, por argumentos mediante juegos E-F de
segundo orden mondadicos.

A su vez, el teorema anterior nos permite demostrar algunos resultados de in-
expresabilidad para légica de segundo orden monédica:

Proposicion 1.78. No existe ninguna oracion ¢ en logica de segundo orden mond-
dica que exprese la propiedad "la estructura tiene una cantidad par de elementos"
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Demostracién. Sea M el conjunto de 2 elementos y N el conjunto de 2% +
1 elementos. Veamos que el Duplicator gana el juego E-F de segundo orden
monadico de k turnos entre M y N, de lo que se sigue por el lema 1.19 que no
hay ninguna ¢ € MSO con gr(¢) = k que exprese la propiedad "la estructura
tiene una cantidad par de elementos".

La demostracién es por induccién en k. El caso k = 0 es trivial. Para k > 0,
supongamos que el Spoiler empieza la partida eligiendo un conjunto S C M (La
eleccién de un elemento se puede ver como la eleccidén de un sigleton). Sin per-
dida de generalidad, podemos suponer que S tiene menos de 2! elementos,
ya que sino podemos considerar que el Spoiler elige S¢. El Duplicator respon-
dera eligiendo un S’ C N con la misma cantidad de elementos que S. Como
ahora M y N tienen a S'y S’ destacados respectivamente, los podemos ver como
STI(M—-S8)yS" [] (N -8 respectivamente. Como S y S’ tienen la misma
cardinalidad son isomorfos, en particular, S =;_1,ms0 S’. Por otro lado, M — S
y N — S’ tienen 2¢—1 y 2¥~1 41 respectivamente, luego por hipétesis inductiva
M-S =k—1,MSO N — Sl.

Luego, por el teorema 1.76, se sigue que S [[(M —5) =msop-1 S [[(N -
S’), es decir, el Duplicator tiene una estrategia ganadora en el juego E-F de
segundo orden monddico de k — 1 turnos entre M con S destacadoy N con S’
destacado. Como eso vale independientemente de que subconjunto S empieze
eligiendo el Spoiler, se sigue que el Duplicator tiene una estrategia ganadora en
el juego E-F de segundo orden monddico de k turnos entre M y N. O

Observacién 1.79. De este ultimo resultado se sigue que la légica de segundo
orden monadica es estrictamente mas débil que la I6gica de segundo orden com-
pleta, ya que la propiedad "la estructura tiene una cantidad par de elementos" se
puede expresar en la siguiente oracion de légica de segundo orden existencial:

[Bf funcion : (Vo (f(f(x)) = z) A(f(z) # 2))]

Es fécil ver que dada oracién ¢ fija en 1dgica de segundo existencial el problema
de comprobar si M = ¢ esta en NP: Se puede usar el no determinismo para
"adivinar" las relaciones sobre las que se cuantifica y despues queda ver si M
cumple una oracién fija de primer orden, que se comprobar en tiempo polinémi-
co respecto al tamafio de M. El teorema de Fagin afirma, sorprendentemente,
que vale el reciproco:

Teorema 1.80. (Fagin)[1] Sea L un lenguaje relacional y C una clase de L-
estructuras finitas. C es decidible por un algoritmo en tiempo polinémico no deter-
ministico siy solo si existe ¢ € ESO tal que C = {M : M |= ¢}

Dicha teorema dio a comienzo a la teoria de complejidad descriptiva, que
analiza clases de complejidad computacional segun que l6gica es necesaria pa-
ra describirlas. Y asi como antes usamos los juegos E-F para probar resultados
de inexpresabilidad para logica de primer orden, en principio seria posible usar
versiones generalizadas de los juegos E-F para probar resultados de inexpresa-
bilidad en estas légicas, resolviendo famosisimos problemas como P vs NP o NP
vs co-NP. Desafortunadamente, ningin resultado asi ha logrado demostrarse:
Como dijimos antes, jugar los juegos E-F de segundo orden es extremadamente
dificil y todavia no se han descubierto (si es que existen) resultados auxiliares
como el teorema de Hanf o el de Gaifman que faciliten dicha tarea.
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1.4.5. Juegos con fichas

Una variante de particular interes es el denominado juego de las fichas, co-
nocida en ingles (pebble game).

Definicion 1.81. El juego con fichas es una generalizacién de caracter dina-
mico del juego de Ehrenfeucht-Fraisse. Sea L lenguaje relacional y M y N dos
L-estructuras. El juego con k fichas y s turnos (k < s) entre M y N se juega
de la siguiente manera: Hay k pares de fichas numeradas. En cada turno hay
pares que estan asociados a elementos de M y N respectivamente y pares que
estan libres. Al comienzo del juego, estan todas libres. El Spoiler puede hacer
dos tipos de jugadas: el primer tipo consiste en seleccionar un par de fichas
libres y colocar una sobre un elemento de una de las estructuras, a lo que el
Duplicator tiene que responder colocando su contraparte en la otra estructura.
El segundo seleccionar una ya colocada en cierta estructura y cambiarla de po-
sicién, a lo que el Duplicator debe responder seleccionando su contraparte en
la otra estructura .

En cada turno, el Duplicator debe mantener un isomorfismo parcial, de no
poder hacerlo gana el Spoiler. Por otro lado, el Duplicator gana si mantiene un
isomorfismo parcial por los s turnos del juego.

Ejemplo 1.82. Veamos un ejemplo del juego con fichas en grafos. Consideremos
los grafos M y N, que tienen los vértices a y b destacados. Demostraremos que
el Spoiler puede ganar el juego con fichas entre ellos con 2 fichas y 5 turnos

M N

El Spoiler empieza colocando una ficha en a y la otra a su derecha. Para
mantener el isomorfismo parcial, el Duplicator debe responder haciendo lo mis-
mo.

O—0O——0O—CO—0 o—CO—~10O0—0C—0CO—0

a b a b

En el siguiente turno, El Spoiler mueve la ficha naranja a la derecha de la
celeste en M. El Duplicator debe responder haciendo lo mismo.

O—O0O—0C—0 O—C0—00C—C—0

a b a b

El Spoiler sigue moviendo la fichas hacia la derecha en M por dos turnos
mas, hasta que llega a la siguiente posiciéon. Como la ficha naranja en M esta
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en el vértice b pero su contraparte en N no, luego el isomorfismo parcial se
rompe y el Spoiler gana.

O—O—0—C—0 o—OC—0-O0

O

Oo—O0O—C0O0—0——=0 Oo—OC—0O—-—0

Proposicion 1.83. Sean M y N dos L-estructurasy s > k. Tenemos la siguiente
cadena de implicaciones: Spoiler gana el juego E-F de k turnos entre M y N —>
Spoiler gana el juego de las fichas con k fichas y s turnos entre M y N = Spoiler
gana el juego E-F de s turnos.

Demostracion. Si el Spoiler gana el juego EF de k turnos, el Spoiler gana el juego
de las fichas imitando su estrategia en los primeros k turnos, es decir, en cada
turno colocando una ficha nueva como lo haria en el juego E-F. Por otro lado,
si el Spoiler gana el juego de las fichas con k fichas y s turnos, puede ganar
el juego E-F de s turnos imitando dicha estrategia: si en el turno i el Spoiler
pone una ficha en cierto elemento, en el turno 7 lo selecciona, y si en el turno ¢
mueve una ficha a un nuevo elemento, selecciona este nuevo elemento. Como el
Duplicator no puede ganar contra la anterior estrategia, tampoco podrd ahora
ya que hay estrictamente mas fichas en juego. O

La légica que este juego captura es un fragmento sutil de la 16gica de primer
orden, cuya diferencia radica en la posibilidad de re-usar cuantificadores. Vea-
mos que significa esto: en la semdntica tarskiana usual, M = Jz ¢(x) si existe
mo € M tal que M[x = mg] | ¢. De esta forma M = 3z Jy : ¢(x,y) si existen
moy my en M tal que M[z = mg,y = m1] |E ¢. ¢Pero que pasa con una ora-
ci6n de la forma 3z 3z : ¢(x)? Siguiendo un razonamiento andlogo al anterior,
deberia cumplirse si existen mg y m; tal que M[x = mg,xz = m1| E ¢. {Pero
que interpretacién le damos a M [x = mg, z = m;|? Hay tres posibilidades:

1. Laprimera es simplemente determinar que expresiones como 3z 3z : ¢(x)
estan mal formadas, es decir, solo es valido cuantificar sobre variables
libres.

2. La segunda es interpretar M [z = mg,x = m1] como M [z = my], en cuyo
caso expresiones como la anterior estdn bien formadas pero la légica no
adquiere mas expresividad

3. La tercera y mas interesante es interpretar M[rz = mg,z = m;] como
M|z = m] es decir, se reutiliza la variable z. Esto es andlogo a la capaci-
dad de las computadoras para reutilizar su memoria RAM (O cinta, en el
formalismo de las maquinas de Turing).
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Aunque en la practica la mayoria de los matematicos se inclinan por la opcién
1, casi todos los libros de 16gica[36][5] definen la légica de primer orden de
acuerdo a la opcidn 3, es decir, permiten la reutilizacién de variables.

Definicién 1.84. Denotamos con F'O® al fragmento de la légica de primer orden
con s variables.

La posibilidad de re-usar variables hace que las légicas F'O™ sean bastante ex-
presivas, incluso con n pequefio. Por ejemplo:

Proposicion 1.85. Para todo n, existe una formula ¢,,(a, b) en la légica FO? de
grafos que expresa la propiedad Hay un camino de a a b de n pasos.

Demostracion. Podemos definir las férmulas ¢,, recursivamente como ¢,,11(a, b) =
Jz : (@ ~ x A ¢n(z,b)). Si en cada paso introducimos una variable nueva, po-
demos definir a ¢,, 1 usando n variables. Pero es innecesario, ya que se puede
alternar entre solo dos variables, x e y. Asi, por ejemplo, nos queda la siguiente
expresion casi caleidoscépica:

d4(a,b) =Tz :(a~azANFy:x~yANGz:y~zAFy:x~yAy~Db))))

O

Observacion 1.86. Mas en general, se ha demostrado que toda oracién en 16-
gica modal es equivalente a una oracién en FO?[6], lo que muestra que solo
dos variables bastan para un comportamiento extremadamente rico.

Teorema 1.87. (Teorema fundamental de los juegos con fichas) Sean M y N
L-estructuras finitas. Son equivalentes:

» El Duplicator tiene una estrategia ganadora en el juego de k turnos y s fichas
entre My N.

L) MEFOSJ@ N

Demostracién. Andloga al teorema fundamental de los juegos E-F. O

Ejemplo 1.88. Vimos antes un ejemplo de dos grafos M y N con vértices des-
tacados tal que el Spoiler ganaba el juego con 2 fichas y 5 turnos entre ellos. Por
el teorema anterior tiene que haber una férmula en FO? que los distinga: Es
facil ver que la férmula ¢, = “Hay un camino de a a b de 4 pasos” los distingue
y como mostramos anteriormente ¢4 € FO?.

Juegos y ldgicas infinitarios

En esta seccién presentaremos una generalizacién de caracter infinitario del
juego de Ehrenfeucht-Fraisse, introducida originalmente por Karp[23].

Definicion 1.89. El juego con fichas infinito es una variacién del juego con
fichas. Se juega entre dos L-estructuras M y N con k fichas. La dindmica del
juego es igual, pero no hay un limite de turnos: el Spoiler gana si puede forzar
a que el juego termine tras un numero finito de pasos, el Duplicator gana si es
capaz de continuar el juego indefinidamente.
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A diferencia de los juegos anteriores, que terminaban siempre tras una cantidad
finita de pasos, no es inmediatamente obvio que uno de los jugadores tiene una
estrategia ganadora y demostarlo requiere el axioma de eleccién.

Proposicion 1.90. Sea L un lenguaje relacional y sean M y N dos L-estructuras.
Asumiendo el axioma de eleccion, uno de los dos jugadores tiene una estrategia
ganadora en el juego de las fichas infinitas entre M y N.

Demostracién. Sea €2 el conjunto de todas las posiciones del juego, y sea A C 2
el conjunto de posiciones desde las cuales el Spoiler tiene una estrategia gana-
dora. Observemos que si s ¢ A, para toda jugada que haga el Spoiler desde s
debe existir una respuesta del Duplicator que lleve a una posicién s’ ¢ A, ya
que sino existiria una estrategia ganadora del Spoiler empezando desde s.

Luego, usando el axioma de eleccién, podemos elegir para todo s ¢ Ay toda
jugada del Duplicator una respuesta que nos lleve a s’ ¢ A, lo que constituye
una estrategia ganadora para el Duplicator empezando desde s. O

Observaciéon 1.91. Como detalle técnico, la demostracién anterior se puede
hacer con una versién mas débil que el axioma de eleccién general, el axioma
de eleccion dependiente.

Definicién 1.92. La légica L, extiende la légica de primer orden admitiendo
conjunciones y disyunciones infinitas, con la semdantica intuitiva: dado conjun-
to S de formulas, M = A, g siparatodo ¢ € S M |= ¢y M |5 Ve ¢ si
para algin ¢ € S M |= ¢ . Laldgica L ,, es como la légica L., pero permite
solo conjunciones y disjunciones contables. La ldgica L’ng permite solo con-
junciones y disjunciones contables y solo con k variables, aunque las variables
se pueden «reusar» en el sentido mencionado anteriormente.

Las légicas L y L, son de crucial importancia para teorfa de modelos, pero
el siguiente resultado muestra que, sobre modelos finitos, esas logicas son tan
expresivas que se vuelven completamente carentes de interés.

Proposicion 1.93. Sea £ un lenguaje relacional y S cualquier coleccién de L-
estructuras finitas. Existe una férmula ¢ € tal que para toda L-estructura M vale
que M = ¢siysolosi M € S.

Demostracién. Sabemos que para toda L-estructura finita M hay una férmula
¢ que la define hasta isomorfismo. Basta entonces con tomar ¢ = \/ ;s -

Teniendo en cuenta eso, en teoria de modelos finitos nos interesaremos por
las légicas L%, ,,, que como muestra la siguiente proposicion son capaces de
expresar muchas propiedades interesantes que la légica de primer orden no
puede sin ser "demasiado" expresivas.

Proposicién 1.94. Las siguientes propiedades son expresable en la ldgica L%, ,,
de grafos.

= FEl grafo es conexo.

» El grafo es bipartito.
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= El grafo es un drbol.

Demostracién. Sea ¢y, (a,b) la férmula FO? que expresa la existencia de un ca-
mino de n pasos entre a y b, que definimos anteriormente. Luego:

= Que el grafo sea conexo es equivalente a Va Vb \/,, ¢ (a,b)

= Que el grafo sea bipartito es equivalente a que no tenga ciclos impares, es
decit, aVa A, ;ypar "9n(a, a)

» Dados ¢,d € G, podemos definir una férmula ¢,,(a,b,c,d) € FO? que
exprese la existencia de un camino de n pasos entre a y b que no pase por
el vértice cd, usando la siguiente definicién recursiva: ¢, 2(a,b,c,d) =
JxJy:(a~axAx~yA-(z=cAy=d)A,(y,b)). Luego, como ser un
arbol es equivalente a ser conexo y pero dejar de ser conexo si se remueve
alguna arista, esto se puede expresar como:

Va Vb (\/ ¢n(a,b)) A (VeVd (c~d) = (3a3b: )\ ~n(a,b,c,d)))

Definiciéon 1.95. Podemos definir el rango de cuantificador para formulas en
Lo w (y por restriccién, en L’;o,w) pero en lugar de un numero natural sera un
ordinal contable. Se define de forma recursiva:

= gr(¢) = 0si ¢ es una férmula atémica

(
qr(=¢) = qr(¢)
(
(

= qr(3r o) =qr(o) +1
= qr(A, on) = sup {gr(én)}

Ejemplo 1.96. Sea ¢,,(a,b) = «Hay un camino de a a b de a lo sumo n pasos»
y consideremos las siguientes formulas en L ,:

® ¢ =3z Jzg : (A, ¢n(21,22)) = “El grafo no es conexo”

n 0= Ay Gor () Fow 0 Ay jog iz (A, ~n(@iz;)) ) = “El grafo tiene
infinitas compentes conexas”

Luego, gr(¥) =w+2yqr(d) =w+w=2"w.

Teorema 1.97. (Teorema fundamental de los juegos con fichas infinitos) [5][23]
Sea L lenguaje relacional y M y N dos L-estructuras contables. Son equivalentes:

» El Duplicator gana el juego con k fichas infinito entre M y N
s M EL&_W N
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Demostracion. = i) — ii) Supongamos que existe una ¢ € L%, tal que

M = ¢y N [~ ¢y veamos que se sigue que el Spoiler tiene una estrategia
ganadora en el juego con fichas infinito entre M y N.

Por induccién transfinita en gr(¢). Si ¢r(¢) < w se sigue por el teorema
fundamental de los juegos con fichas. Si gr(¢) = a+1 podemos asumir sin
perdida de generalidad que ¢ es de la forma 3z ¢ con ¢r(v) = «, luego
existe un my € M tal que para todo n € N M|z = my] = ¢ pero N[z =
n] = 1. Por hipdtesis inductiva el Spoiler tiene una estrategia ganadora
entre M|z = mg] y N[z = n]. Luego, la estrategia ganadora entre M y N
sera, si la ficha x no esta colocada, colocarla en mg y continuar con la otra
estrategia o bien, si la ficha = ya esta colocada, moverla a mq y continuar
con la otra estrategia.

Si gr(¢) es un ordinal limite \, podemos asumir sin perdida de generalidad
que ¢ es de la forma A ¢, con ¢r(z,) < X para todo n. Si M |= ¢ pero
N £ ¢, existe un n tal que M = ¢, pero N [~ 1,,. Luego, por hipédtesis
inductiva, el Spoiler tiene una estrategia ganadora.

= ii) = i) Supongamos que el Spoiler tiene una cierta estrategia ganadora
y demostraremos que hay una férmula ¢ en L’;o’w que distingue a M y N.
Para hacer eso, tenemos que introducir una nocién de la "complejidad" de
la posicién, sobre la que haremos induccién transfinita.

Sea () el conjunto de todas las posiciones posibles del juego con k fichas in-
finito entre M y N. Definimos una relacién binaria R en 2 de la siguiente
manera: sy Rss si es posible que el juego evolucione de la posicién s; a la
posicion s, si el Spoiler juega con la estrategia ganadora. La relacién R
es transitiva, antisimetrica y bien fundada: No existe una sucesion infinita
$1, 82, ... tal que s1 Rsa Rss.... Esto ultimo se debe a que como el Spoiler es-
ta jugando con una estrategia ganadora, el juego siempre terminara tras
un numero finito de pasos. Luego, la relacién R es un buen orden par-
cial. Recordemos que en un buen orden parcial se le puede asignar a todo
elemento s un tipo ordinal: un ordinal [s] tal que si sR¢ entonces [s] > [t]
y tal que si s es minimal [s] = 0.

Demostraremos ahora el teorema por induccién transfinita en el tipo or-
dinal de la posicién s. Si [s] = 0 significa que el Spoiler ya gano, pues el
Duplicator no puede hacer ninguna jugada valida. Luego hay una oracién
de primer orden sin cuantificadores que distingue a M y N. Supongamos
que [s] = a > 0y que la estrategia ganadora del Spoiler comienza mo-
viendo (o colocando si todavia no estaba en juego) la ficha x a my. El
Duplicator debe responder moviendo (o colocando) x/ a algin n. Denote-
mos a la nueva posicion s,,. Como el Spoiler esta jugando una estrategia
ganadora, la posicion del tablero ahora tiene un tipo ordinal 8 < «. Lue-
go, por hipétesis inductiva hay una ¢, (z) que distingue a M|[s,,] de N|[s,].
Por tanto, ¢ = 3z : \\,, ¢»(z) distingue a M|s,] de Ns,].

O

En el caso finito se suman otras dos equivalencias, mostrando que cuando te-
nemos una cota en el tamafio de las estructuras la ldgica infinitaria no es mas
expresiva que la légica de primer orden:

Teorema 1.98. (Teorema fundamental de los juegos con fichas infinitos, ver-
sion finita)[5] Sea L lenguaje relacional y M y N dos L-estructuras con menos
de n elementos. Sea m = k - n**. Son equivalentes:
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1. Duplicator gana el juego con k fichas infinito entre M y N.
2. Duplicator gana el juego con k fichas y m turnos entre M' y N.
3. M =porm N
4 M= N
Demostracion. = iv) = iii) La légica FO* es un fragmento de L%_ .
= iii) = ii) Por el Teorema fundamental de los juegos con fichas.

= ii) = i) Veamos que si el Spoiler gana el juego con fichas infinito entre
M y N, es capaz de hacerlo en menos de m turnos. En un turno dado,
la posicion del juego esta definida por que fichas estan en juego y donde
estan colocados. Si hay ¢ pares de fichas en juego, hay como mucho n?
formas distintas de colocarlas entre M y N. Luego, la cantidad de posicio-
nes posibles del juego esta acotada por n? +n* + ... + n?* < k-n?* = m.
Luego, cualquier partida que dure mas de m turnos debera pasar dos ve-
ces por la misma posicion. Pero si el Spoiler juega de forma optima nunca
pasaran dos veces por la misma posicién. Por tanto, si el Spoiler es capaz
de ganar el juego de k fichas infinito entre M y N es capaz de hacerlo en
menos de m turnos.

= i) = iv) Por el teorema fundamental de los juegos con fichas infinitos.
O
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Capitulo 2

Ley 0-1 de Fagin para grafos
aleatorios y otras estructuras

Este capitulo esta dedicado a la ley 0-1 de Fagin. Empezaremos demostrando-
la para un caso particular pero de mucha importancia para la combinatoria,
los grafos aleatorios, antes de exponer una generalizacion de Oberschelp del
resultado de Fagin a una clase mucho mas amplia de estructuras.

2.1. Grafos Aleatorios

2.1.1. Laley de Fagin

Desde su introduccion por Paul Erdés y Alfred Renyi en la decada del 50, el
estudio de los grafos aleatorios se ha convertido en una de las areas mas activas
y profundas de tanto la teoria de Probabilidad como de la Combinatoria, con
numerosas aplicaciones a otros campos como la fisica estadistica, los algoritmos
aleatorios y la teoria de redes. Hay muchos modelos distintos de grafos aleato-
rios, pero en este capitulo trabajaremos exclusivamente con el llamado grafo
aleatorio de Erd6s-Renyi, también conocido como grafo aleatorio uniforme:

Definicién 2.1. Dado p € (0,1), el grafo aleatorio de Erdés-Renyi, denota-
do G(n,p) es una distribucién de probabilidad sobre el conjunto de grafos en
{1,2,...,n} tal que para todo par ¢ < j los eventos i ~ j tienen probabilidad p y
son independientes entre si.

Observacién 2.2. G(n, 1) tiene una distribucién uniforme sobre el conjunto de
todos los grafos definidos sobre {1,2,...,n}. Para abreviar, denotaremos a esa
distribucién simplemente como G(n).

Nuestro objetivo en este capitulo sera estudiar las propiedades asintéticas de
los grafos aleatorios G(n,p), es decir, el limite de las probabilidades cuando
n — oo. Empecemos con algunos ejemplos sencillos:

Proposicion 2.3. lim,,_, .. Pr(G(n,p) contiene un triangulo) = 1

Demostracién. Vamos a ver que la probabilidad de que no haya ningun triangulo
tiende a 0. Dados vértices 7, j, k € G denotemos con S, ; ;, el evento "Los vértices
i,j, k forman un triangulo”. La probabilidad de S; ; ; es p*, pues cada uno de
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los tres vértices tiene probabilidad p de aparecer y son independientes entre si.
Luego:

Pr(No hay ningun triangulo en el grafo) = Pr(ﬂ Sfj,k) < P7'(,S’1C72,3 N 84075,6 n...)
Pero todos esos eventos son independientes, luego esto es igual a:

PT(SEQ,B’) : PT(SALC:5,6) ()= —Pg)n/g

Luego, como (1 —p?) < 1, la probabilidad de que no exista ningtn triangulo
tiende a 0.
O

Proposicion 2.4. lim,,_,, Pr(G(n,p) tiene un vértice aislado ) = 0

Demostracién. Sea x € {1,2,..,n}. Pr(z esta aislado) = (), ., Pr(z « y). Pero
como todos estos eventos son independientes, es igual a vt Pr(z +# y) =
(1—p)"~1. Luego, la probabilidad de que haya algun vértice aislado en el grafo
es Pr(|Jx esta aislado) < Y Pr(z esta aislado) = n - (1 — p)"~!, que tiende a
0 cuando n tiende a infinito. O

Luego, una de las propiedades tiene probabilidad asintética 1 (pasa en casi todos
los grafos) y la otra tiene propiedad asintética 0 (no pasa en casi ningin grafo).
Notemos, ademas, que ambas propiedades pueden ser expresadas en légica de
primer orden de grafos, por las oraciones ¢; = Jx Jy Iz : (x ~yAx ~ z Ay ~ z)
y ¢2 = Jz : Yy -(x ~ y) respectivamente. Fagin demuestra en [12] que lo mismo
ocurre para toda oracién en logica de primer orden de grafos:

Teorema 2.5. (Ley 0-1 de Fagin para grafos)[12] Sea p € (0,1) y ¢ férmula
en la ldgica de primer orden de grafos. Luego lim,,_,~, Pr(G(n,p) = ¢) € {0,1}
y mas aun, el limite no depende de la eleccion de p.

Necesitamos algunas definiciones y resultados preliminares antes de demostrar-
lo.

Definicion 2.6. Sean s,t > 0. Decimos que un grafo G cumple la propiedad de
(s, t)-extension si para toda coleccion de vértices distintos 1, ..., Zs ¥ Y1, .-, Yt
hay un vértice = tal que z ~ x; para todo i y z +¢ y; para todo 7, en cuyo caso se
dice que z extiende a {z1,..,y1,..}.
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Por razones que serdn obvias en un momentos, las propiedades de extensién son
muchas veces referidas como los "axiomas de extension" o en algunas ocasiones[37],
como "la propiedad del restaurante de Alice", en referencia a la cancidn Alice’s
Restaurant Massacre de Arlo Guthrie:

Just a half a mile from the railroad track

You can get anything you want

At Alice’s Restaurant

Observacion 2.7. Si G cumple la propiedad de (s, t)-extension, cumple la pro-
piedad de (s',¢')-extensién para todo s’ < syt <t

Definicion 2.8. Decimos que un grafo cumple la propiedad de la k-extension si
cumple toda propiedad de (s, t)-extensién para todo par s,t tal que s + ¢t = k

Proposicidon 2.9. Sean s,t > 0. Luego, casi todo grafo cumple la propiedad de
(s,t)-extension

Demostracion. Sean x1, ..., Tk Y Y1, ..., y; Vértices distintos. Sea z & {z1,..,y1,..}.
La probabilidad de que z extienda a {z1, ..,y1,..} es p*-(1—p)'. Ademas, dicha
probabilidad es independiente de si otro w extiende a {1, ..,y1,..}. Luego, la
probabilidad de que no haya ningtn elemento que extienda a {z1,..,¥1,..} €s
(1—p*- (1 —p)")"~*'. Denotemos a dicho evento Sy, ..

Calculemos ahora la probabilidad de que G(n, p) no cumple la propiedad de
(k,)-extension: Es Pr(lJ Sz, ,...y,,..}) donde la union es sobre todas las posibles
elecciones de {z1,..,y1,..}. Pero esta probabilidad es menor a

n Cp ki
> Pr(Stay . }) = (k l>'(1—pk~(1—p)l)” B < (1ph (1—p)

Y este ultimo término tiende a 0 cuando n tiende a infinito .
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Corolario 2.10. Sea k > 0. Luego casi todo grafo cumple la propiedad de la
k-extension.

El hecho de que las propiedades de k-extension se cumplen en casi todos los gra-
fos nos permite demostrar el siguiente resultado, que generaliza la proposicién
2.3:

Proposicion 2.11. Sea H un grafo dado. Luego:
limy— o0 Pr(G(n,p) contiene H como subgrafo inducido) = 1

Demostracién. Sea G ~ G(n,p). Por induccién en la cantidad de vértices de H.
Es trivialmente cierto si |H| = 1. Supongamos que |H| = k+ 1. Podemos escribir
a H como H' U {v} donde K es un grafo de k vértices. Por hipdtesis inductiva,
H' aparece casi seguro como subgrafo inducido de G(n,p) cuando n — oo, es
decir, casi seguro existe una inclusién ¢ : H' — G. Sean U los elementos de
H’ conectados a v y sean V los elementos de H’ no conectados a v. Sabemos
que casi seguro el grafo G cumple la propiedad de k-extensién, luego existe un
x € G tal que z esta conectado a todo elemento de ¢(U) y a ningtin elemento
de i(V). Se sigue que i se puede extender a una inclusioén j : H — G definiendo
jlv) = =. O

El siguiente resultado es el que conecta el resto de la argumentacion, que es
totalmente probabalistica, con la ldgica:

Teorema 2.12. Sean Gy H dos grafos con la propiedad de k-extension. Luego, el
Duplicator tiene una estrategia ganadora en el juego con k fichas infinito entre Gy
H. En particular, tiene una estrategia ganadora en el juego de Ehrenfeucht-Fraisse
de k turnos entre Gy H.

Demostracién. Vamos a ver que las propiedades de extension permiten siempre
al Duplicator responder a un jugada del Spoiler manteniendo el isomorfismo
parcial. Supongamos que las fichas en juego son z1,...,z; € Gy zi,...,z}, €
H y que el Duplicator logro mantener un isomorfismo parcial hasta entonces.
Supongamos que el Spoiler coloca una nueva ficha z;,1 € G. Sin perdida de
generalidad, supongamos que hay un numero s tal que xx,; ~ x; para todo
i < syque zp41 % x; para todo i con s < i < n. Ahora, como H cumple la
propiedad de (s, k — s)-extension, debe haber un elemento z de H tal que z ~
para todo i < sy que z # x} para todo i con s < i < n. Luego es claro que si el
Duplicator coloca la ficha x}_ , en z sigue manteniendo el isomorfismo parcial
. El mismo argumento sirve si el Duplicator elige mover una ficha ya existente
en lugar de colocar una nueva. O

Proposicion 2.13. Sea k > 0, 6, la oracion que expresa la propiedad de k-
extensiony v = (Vo =(x ~ z)) A (Vo Vy(z ~ y) = (y ~ x)) la formula que
expresa la definicion de un grafo. Luego, para cualquier oracién ) perteneciente a
Lk ., obien 6, A ~implica 1) o bien ), A -y implica —).

0o, w?

Demostracion. Por el absurdo. Si no implicara ni ¢ ni —, existirian grafos G y
H tal que ambos cumplen 6), pero G |= ¢ y H [~ . Por el teorema anterior,
sabemos que el Duplicator tiene una estrategia ganadora en el juego con k fi-
chas entre G Y H, pues ambos cumplen suficientes propiedades de extension.
Por otro lado, por el teorema fundamental de los juegos con fichas infinitos, el
Spoiler debe tener una estrategia ganadora en el juego con k fichas, pues G y
H pueden ser distinguidos por una férmula en £*_  , absurdo. O

00, w?
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Corolario 2.14. Sea 0y, la oracion de primer orden que expresa la propiedad de
k-extensiony v = (Vx =(z ~ x)) A (Vz Vy(zr ~ y) = (y ~ x)) la oracién que
expresa la definicién de un grafo. Luego el conjunto T = {~, 61, 65, ...} es una
teoria completa.

Ahora ya tenemos todo lo necesario para demostrar rdpidamente la ley 0-1 de
Fagin para grafos, mas aun, demostraremos una generalizaciéon demostrada ori-
ginalemente por [26] en la que se consideran también oraciones infinitarias.

Teorema 2.15. (Ley 0-1 de Fagin, version infinitaria)[26][5] Sea p € (0,1)
Y ¢ oracion en L%, . Luego lim, o Pr(G(n,p) = ¢) € {0,1} y mds ain, el
limite no depende de la eleccion de p

Demostracion. Sea 6, la férmula que expresa la propiedad de k extensién. Por
el teorema anterior, o bien de 0, implica ¢ o bien 6, implica —¢. Supongamos
que estamos en el primer caso. Luego:

limp— o0 Pr(G(n,p) E ¢) > limy— 00 Pr(G(n,p) E ¢AOk) = limy 00 Pr(G(n,p) = Ok)

y como sabemos que este ultimo tiende a 1, se sigue que que Pr(G(n,p) E
¢ debe tender a 1 también. Si por el contrario, 6 implica —¢, por el mismo
argumento lim,,—,, Pr(G(n,p) E —¢) =1y por tanto lim,,_, Pr(G(n,p) E
¢) =0. O

Ejemplo 2.16. Vimos en el capitulo anterior que la propiedad de que un grafo
sea conexo era expresable por una férmula ¢ en Eéo,w' Es fécil ver que para
todo p vale que lim,,_,oc Pr(G(n,p) = ¢) = 1.

Como mencionamos en la introduccion, la ley 0-1 de Fagin se puede ver como
un resultado de inexpresabilidad. En el capitulo anterior, usamos los juegos de
Ehrenfeucht-Fraisse para demostrar que ciertas propiedades, como "El grafo tie-
ne una cantidad par de aristas" no eran expresables en légica de primer orden
ni en las légicas infinitarias L’;Q,u), es decir, no hay ninguna oracién en tales 16-
gicas que capture exactamente esa propiedad. La ley 0-1 de Fagin nos dice que
vale algo mucho mas fuerte: no existe ninguna en oracién en tales légicas que

capture esas propiedad en la mayoria de los casos.

Definicion 2.17. Sea P una propiedad de grafos. Decimos que una oracién ¢
en la logica de primer orden de grafos expresa asintoticamente P si vale que:

limp— oo Pr(G(n) E ¢| G(n) cumple P) =1

limp_— 00 Pr(G(n) = ¢|G(n) no cumple P) =0

Proposiciéon 2.18. Para todo k, no hay ninguna oracion ¢ € C’;O,w sobre el len-
guaje de grafos que exprese la propiedad "Hay una cantidad par de aristas" asin-
toticamente.

Demostracion. Supongamos que existiera tal oracion ¢. Luego:

limy— 00 Pr(G(n) |E ¢) = lim, .« Pr((n) tiene una cantidad par de aristas ) = %

Pero eso contradice la ley 0-1 de Fagin infinitaria. O

44



Proposicién 2.19. Para todo k, no hay ninguna oracion ¢ € L, ., sobre el len-

guaje de grafos que exprese la propiedad "Hay una cantidad par de vértices" asin-
toticamente.

Demostracion. Supongamos que existiera tal oracion ¢. Luego:

limp— 00 Pr(G(2n) = ¢) = limy oo Pr(G(2n) tiene una cantidad par de vértices ) = 1

limp— 00 Pr(G(2n+1) = ¢) = limy— 00 Pr(G(2n+1) tiene una cantidad par de vértices) = 0

Luego se sigue que el la probabilidad asintdtica de ¢ no existe, pero eso
contradice la ley 0-1 de Fagin infinitaria. O

Observacion 2.20. Las propiedad "Hay una cantidad par de vértices" es expre-
sables en légica de segundo orden (SO), por la oracién ¢ = 3f : Va (f(z) #
) A (f(f(z)) = z), por lo que la ley 0-1 de Fagin no se puede a extender a
dicha légica. De hecho, demostraremos en el capitulo 4 que ni siquiera se puede
extender a la lgica de segundo orden mondadica (MSO), aunque eso requerira
mas trabajo.

Proposicion 2.21. (Decidibilidad de la ley 0-1 de Fagin) Hay un algoritmo que,
dada ¢ en légica de primer orden de grafos, determina el valor de lim,,—, oo Pr(G(n,p) =

¢)

Demostracién. Sea ~y la oraciéon que expresa que una L-estructura es un grafo y

sea ¢y la oracion que expresa la propiedad de k-extensién. Sea T = {~, 61, 05, ...}.
Sabemos por la demostracién de laley 0-1 de Fagin que vale que lim,,—,, Pr(G(n,p) |E
¢) =1siysolosiT = ¢. Como la teoria T es completa por la proposicién 2.13,

si escribimos un algoritmo que enumerare todas las demostraciones posibles
partiendo de T eventualmente llegara a una demostracion de ¢, en cuyo ca-

S0 limp— 0o Pr(G(n,p) E ¢) = 1, o a una demostracién de —¢, en cuyo caso
limp— 00 Pr(G(n,p) = ¢) =0 O

2.1.2. Cotas para la convergencia de la ley de Fagin

El algoritmo anterior es muy poco satisfactorio, sin embargo. El tener que enu-
merar todas las demostraciones posibles implica una cota inferior exponencial
en la longitud de ¢, y peor aun, ni siquiera parece posible demostrar una cota
superior, porque no sabemos que longitud tendrd la menor demostracién de ¢
0 —¢ a partir de T. ¢Existird un algoritmo mas eficiente para determinar que
oraciones se cumplen en casi todos los grafos? Uno podria estar tentado de
proponer un algoritmo de naturaleza probabilistica: Dada oracién ¢, generar
una cierta cantidad de grafos GG; del tamafio apropiado, probar cuantos de esos
grafos cumplen ¢ y en base a eso determinar la probabilidad limite de ¢. Un
algoritmo asi puede funcionar, pero ¢que significa el tamafio apropiado?

Para responder esa pregunta debemos encontrar una version efectiva de la ley
de Fagin, es decir, determinar cuan rdpido converge el limite lim,,_, o Pr(G(n) =
¢), tépico que recibi6 escasa atencidn en la literatura. En su paper original [12],
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Fagin observa que fijada una oracién ¢, el limite lim,,_,. Pr(G(n) |= ¢) con-
verge exponencialmente rapido, observacién que se sigue inmediatamente del
hecho de que fijado un k, la probabilidad de que G(n,p) cumpla la propiedad
de la k-extensidn converge exponencialmente a 1, que vimos como parte de la
demostracién de la proposicién 2.9.

Sin embargo, esa observacion no es suficiente para nuestros propdsitos. Lo que
necesitamos es una cota uniforme en la velocidad de convergencia, que depen-
da solo del tamafio y complejidad de la oracién ¢. Vamos a empezar nuestra
investigacién recordando un resultado clésico de Erdés:

Proposicién 2.22. [11] Sea p € (0,1) y sea n = p~2. Luego la probabilidad de
que un grafo aleatorio G(n, p) contenga un k-clique tiende a 0 cuando k — oo

Demostracién. Sea G ~ G(p_Tk ,p) y sea X la variable aleatoria que cuenta el nu-
mero de k-cliques en G. Vamos a calcular la esperanza de X y ver que tiende a 0,
y por la desigualdad de Markov Pr(X > 1) < E(X), lo que implica que la pro-
babilidad de que haya un k-clique tiende a 0. Tenemos que X = > ¢ 1oique(s)s
donde la suma es sobre todo subconjunto S C {1,2,...,n} de k elementos. Lue-

go:

= ]E(Z Letique(s)) = ZE(lclique(S)) = Z Pr(clique(S))
S S S

k»(k—l)

Como un k- clique tiene aristas, la probabilidad de que un S dado

sea un k-clique es p = por otro lado, hay ( ) subconjuntos de k elementos.
Luego:

k
n k-(k—1) n k-(k—1)
E(X):(k)p 2 <ﬁ'p 2

k
Como n = p~ 2 tenemos entonces:

—%K2 k
pT k-(k—1) . p 2
E(X) < P z = o -0

Erdos uso el resultado anterior para probar el siguiente celebrado teorema:

Teorema 2.23. Para todo k > 3, existe un grafo de 2% vértices que no contiene
ningtn k-clique ni ningtin conjunto independiente de tamanio k.

Demostracién. En la demostracion de la proposicién 2.22 mostramos que la pro-
babilidad de que un grafo aleatorio G(2?, 3) contenga un k-clique es menor a
. Por el principio de dualidad, se sigue que la probabilidad de que G (23 )

contenga un conjunto independiente de tamafio k también es F’ luego, la pro-
babilidad de que G (2 z, 5) contenga un k-clique o un k-conjunto independiente

es2- Qkf , que es menor a 1 para k > 3, luego debe haber un grafo sin un k-clique

ni un k-conjunto independiente. O
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Observacién 2.24. La demostracién anterior es el primer ejemplo de lo que
mas tarde se conoceria como el método probabilistico, el uso de argumentos
probabilisticos para demostrar la existencia de un objeto con ciertas propie-
dades, que desde su introduccién por Erdés se convirtio en una herramienta
estandar en combinatoria. Lo interesante de demostraciones de dicha natura-
leza es que aunque prueban la existencia de un objeto, no dan ningin método
para construirlo. A dia de la fecha, seguimos sin saber de ninguna construcciéon
explicita de un grafo de 2% vértices sin k-cliques ni k-conjuntos independien-
tes. De hecho, ni siquiera sabemos de una construccién de un grafo de dichas
caracteristicas y (1 + ¢)* vértices para ningtin ¢ > 0.

Pero volviendo a nuestro objetivo, la importancia de la proposicién anterior es
que nos da una cota inferior exponencial en la convergencia de la ley de Fagin.
Sabemos, por el teorema 2.11, que la oracién ¢, = Jz; ... Iz, A, ](11 ~ x;),de
rango de cuantificador k, se cumple en casi todos los grafos, pero la proposicién
2.22 el numero de vértices necesario para ¢y, que se acerque a su probabilidad
limite crece al menos exponencialmente con k. La siguiente proposicion muestra
que una cota exponencial es suficiente para oraciones de esa naturaleza:

Proposicién 2.25. Sea p € (0,1) y n = p~*. Luego la probabilidad de que el
grafo aleatorio G(n, p) tenga un k-clique tiende a 1 cuando k — oc.

Demostracion. Sea X la variable aleatoria que cuenta la cantidad de k-cliques
que aparecen en G. Sabemos por la demostracién de la proposiciéon anterior

que:
n k(k—1)
E(X) = pE

(X) <k> P

Vamos a calcular ahora la varianza, para poder aplicar la desigualdad de
Chebyshev y demostrar el teorema.

E(X2 Z ]-('lzun(S) 10[1(1“*’(5 ))

Vamos a dividir la suma segtin cuantos elementos tienen \S; y S; en comtn,
que llamaremos r. Notemos que la eleccion de dos conjuntos de %k elementos
con r elementos en comun es equivalente a la eleccién de un conjunto de r
elementos y dos conjuntos de k — r elementos. Ademas, la probabilidad de que

k [
S; como S, sean cliques si tienen r elementos en comun es p>(2)-6)

E(X?) = g E(Z Letique(s) Letique(s;)) i < > (n N T><n —]€2r> ()= (

k

n—2k+r—1) 2; 2(5)—(;
Z_: —T)!2 <ZT' '2~p() ()
Tomando n = p~—* nos queda:
N (s M R 1 —hh-r2(5)~(3)
E(X)<;0r!~(k—r)!2.p 2 2 :;rl.(k_r)P.p 2 2

Juntando los términos del denominador llegamos a:
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k
1 2 2
2 § :7 —k2+(r=1)k— 47
E(XT) < <l (k—r)!? P ’

.7 . — 2_
Notemos que para r = 0 la expresién nos queda igual a 4z - p~* % =

k

_k2_
(P " )2 = E(X)2. Luego:

k
1 k2 (D k—T2
VGT(X):]E(X2)—]E(X)2< E m p kot (r=1)k T
-7 !

Se puede ver que el exponente aumenta cuando r aumenta, luego podemos
acotar la sumatoria con » = 1 y nos queda:

1 2
l’ar(}() < 2; -pik

Finalmente, por Chebyshev:

—k2—k k
2

PrX=0)<Pr(|X—-p = |<p

Observacién 2.26. Realizando la demostracién anterior con cuidado se puede
1 .
ver que de hecho, basta con tomar n = p~(379)* para cualquier £ > 0.

Sin embargo, las oraciones ¢;, con las que estdbamos trabajando eran oraciones
existenciales, que como vimos en el capitulo anterior tiene un poder expresivo
muy reducido en comparacién a la 16gica de primer orden completa. La siguien-
te proposicion muestra que para oraciones mas generales la cota inferior para
que la convergencia es un poco mayor, del orden de k - p—*:

Teorema 2.27. (Cota inferior para la convergencia de la ley de Fagin) Sea
p € (0,1). Para todo k existe un ¢ > 0y una oracién ¢y, en el lenguaje de los grafos
con qr(¢r) = k + 1y longitud O(k) tal que ¢y, es valida en casi todos los grafos
pero

limy oo Pr(G(c-k-p~* p) = ¢r) =0

Demostracion. Sea ¢y, 1a oracién que expresa la propiedad de (k, 0)-extension,
es decir, la oracién ¢ = V; ... Vo 3z (A\; z ~ ;). Sabemos si G es un grafo
aleatorio de n elementos, fijados elementos {zi, ...,z;} de G la probabilidad
de que exista un z que este conectado a todos ellos es 1 — (1 — p*)"~*. Para
acotar la probabilidad de que todo conjunto de k elementos tiene un z que lo
extiende realizaremos la siguiente construccién: Particionemos G en 7 conjun-
tos de k elementos llamados A, ... A=. La probabilidad de que todo conjunto
de k elementos tenga extensién es claramente menor a la probabilidad de que
todo A; tenga extension. Ademas, como los A; son disjuntos la probabilidad de
que uno tenga extension es independiente al resto. Luego, nos queda:

Pr(GE¢) < Pr(ﬂ A; tiene extension) = HPr(Ai tiene extension)

(2
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PrGE®) <(1—1-p")"H)F ~(1—-1-p5H")F
Este ultimo termino es igual a (1— (1 —p*)™- 2)¥ y como (1 —p*)" -n tiende
a 0, podemos pasar al limite y por tanto:

Pr(G k= ¢) < exp(—(1 —p*)"- )

Veamos que el sin = c- k-p~*, el termino (1 — p*)™ - % tiende a oo cuando
k tiende a oo, de lo que se sigue que exp(—(1 — p*)" - %) tiende a 0 cuando k

tiende a co. Tenemos;

>3

k

—k
_ (1 o pk)ok-p’k . c- kkp _ (1 _ pk)c-k:-pflc e p—k N ec-k: ce- p—k

Y es fécil ver que si ¢ > ln(}%) el dltimo término tiende a infinito. O

Observacion 2.28. El teorema anterior se puede mejorar para valores de p > 1

observando que por simetria G(n, p) y G(n, 1 — p) tienen la misma velocidad de
convergencia, luego para esos valores podemos usar la cotan = c-k- (1 —p)~*.

Conversamente, podemos demostrar una cota superior para la convergencia de
la ley de Fagin, con un orden de crecimiento ligeramente mas rapido que la
inferior.:

Teorema 2.29. (Cota superior para la convergencia de la ley de Fagin) Sea
p < i. Para todo € > 0, existe un ¢ > 0 tal que para todo k y toda oracion ¢ en la
logica de primer orden de grafos con qr(¢) = k vale que:

» Si ¢ es valida en casi todos los grafos, Pr(G(c-k*> - p~*,p) = ¢) >1—¢
= Si ¢ no es valida en casi ningtin grafo, Pr(G(c-k*> - p~ % p) = ¢) <¢

Demostracién. Demostraremos que para todo ¢ > ln(%), la probabilidad cuando
k — oo de que G(c-k%-p~*, p) cumpla todas las propiedades de (s, t)-extensién
con s + t = k tiende a 1. Luego, eligiendo un ¢ suficientemente alto, podemos
asegurarnos que para todo k la probabilidad de que G(c - k% - p~*, p) cumpla
todas las propiedes de (s, t)-extensién con s+t > k sea mayor a 1 —¢, de lo que
se sigue por que para todo ¢ cierta en casi todos los grafos.

La propiedad de (s, t)-extensién asegura que para todo par de subconjuntos
disjuntos U,V con |U| = s,|V| = t, existe un z € G que extiende a (U,V), es
decir, que este conectado a todo elemento de U y ninguno de V. Luego:

Pr(G no cumple (s, t)-extensién) = Pr( U (U,V) no tienen extension)
UV

Pr(G no cumple (s, t)-extensién) < Z Pr((U,V) no tiene extensién)
UV

Vimos anteriormente que la probabilidad de que un par (U, V') dado no tu-
viera extensién es (1 — p* - (1 — p)*)"~* luego tenemos:
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Pr(G no cumple (s, t)-extensién) < E (1—p*-(1—-p)") = ( nt
S
IA%

)y

?

Pr(G no cumple (s, t)-extensién)) < n* - (1 — p*)"=Fk

Pr( U G no cumple (s, t)-extensién) < Z Pr(G no cumple (s, t)-extensién) < k-n*-(1—p*)"=*
s+t=k s+t=k

Queremos ver que sin = c- k? - p~*, este ultimo termino tiende a 0 cuando
k — oo. Veamos, equivalentemente, que su logaritmo natural tiende a —oo
cuando k — oco. Tomando logaritmo nos queda:

In(knk-(1—p")"=F) = k-dn(n)+in(k)+ (n—k)-In(1—-p*) < k-In(n)+in(k) —p*-(n—k)
Remplazando n por c - k? - p~* nos queda:

E-ln(c-E-p ®) +ink)—p" - (p7%-c- k* — k)

Reordenando:
= (l”%) —¢)- k2 +2-k-In(k) +1In(c)-k+In(k) + p*-k

Luego, si ¢ > ln(%), el termino k? tiene coeficiente negativo, y como el resto

de los términos tienen crecimiento sub-cuadratico, se sigue que la expresion
tiende a —oo cuando & tiende a infinito. O

Observacién 2.30. La cota anterior es mas sorprendente cuando recordamos
que estamos acotando el tiempo de convergencia para todas las oraciones de
rango de cuantificador &, que como vimos en el capitulo anterior pueden tener
una longitud que crece no elementariamente con k.

Por si sola, la ley 0-1 de Fagin para grafos no es de demasiado interés pro-
babilistico: la razén es que para la mayoria de oraciones naturales de primer
orden, es intuitivo determinar si se cumplen en casi todos los grafos o en casi
ninguno. Sin embargo, la cota anterior lo convierte en un resultado mucho mas
util, porque nos permite dar rdpidamente cotas no triviales para le velocidad de
convergencia de ciertas propiedades. Por ejemplo:

Teorema 2.31. Sea p < % Para todo € > 0, existe un ¢ > 0 tal que para todo k
vale que si n = c - k? - p~F, entonces con probabilidad mayor a 1 — ¢ todo vértice
en G(n,p) esta contenido en un k-clique.

Demostracién. La propiedad que estamos considerando esta codificada por la
oraciéon de primer orden ¢ = Vx Iz (...)3zx (A z; ~ z;), que tiene rango de
cuantificador k. Esa facil ver por las propiedades de extensiéon que se cumple
en casi todos los grafos, luego se aplica nuestra cota superior demostrado ante-
riormente. 0
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Para concluir esta seccién, notemos que nuestra cota superior para la convergen-
cia de la ley de Fagin es de orden O(k? - 2*) mientras que nuestra cota inferior
es de orden O(k - 2%). Se puede ver que nuestra demostracién de la cota inferior
es particularmente burda, ya que acotamos la existencia de una extension para
todo conjunto de k elementos por la existencia de una extension para algunos
conjuntos conjuntos de k elementos, para poder explotar la independencia. Eso
nos lleva a conjeturar lo siguiente:

Conjetura: Existe un ¢ > 0 tal que para todo & hay una ¢ con ¢r(¢g) = k)
tal que es valida en casi todos los grafos pero limy,_,oo Pr(G(c - k* - 2% 1) =

¢r) =0

2.1.3. Ley de Fagin no etiquetada

Cuando definimos los grafos aleatorios de Erdés-Renyi, notamos que la distribu-
cién G(n, 3) era equivalente a elegir de forma uniforme entre todos los grafos
definidos en el conjunto {1, ...,n}. Sin embargo, es distribucién es uniforme
sobre grafos etiquetados y en muchos contextos estamos mas interesados en
elegir sobre grafos no etiquetados, es decir, elegir uniformemente entre todas
las clases de isomorfismo de grafos definidos en {1, ...,n}.

Ejemplo 2.32. Hay 8 grafos etiquetados de 3 vértices, pero solo 4 grafos no
etiquetados de 3 vértices.

OO/D O
o O ©c oOo0—0 O

Lo &% o |

Vamos a ver que con esa nueva distribucién sigue valiendo la ley 0 — 1 de Fagin.
La herramienta principal sera un resultado de caracter combinatorio, descubier-
to originalmente por Erd6s y Renyi[10] (aunque las técnicas utilizadas fueron
introducidas por Polya) que clasifica asintoticamente la cantidad de grafos no
etiquetados de cierto tamafio. El desarrollo presentado a continuacién es estan-
dar [5][4].

Definicién 2.33. Dadon € N, sea L,, el conjunto de todos los grafos etiquetados
de n elementos y sea U,, el conjunto de todos los grafos no etiquetados de n
elementos.

Definicién 2.34. Dado n € Ny una propiedad P preservada por isomorfismos,
denotaremos LI al conjunto de todos los grafos etiquetados de n elementos que
cumplen Py U[ al conjunto de grafos no etiquetados que cumplen P

Proposicion 2.35. (Identidades de Polya) Valen las siguientes igualdades que
relacionan |Uy, |y |Ly|:
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n!
GeL,

n!
Ll = > @

GeU,

Demostracion. U, es un conjunto de clases de equivalencia de L,,. La clase de
. . . | .

equivalencia de G € L, tiene m elementos, luego se sigue que |L,| =

n! .

> ceu, TAut(Gy[ - Por otro lado, como una manera de contar las clases de equi-

valencia es sumar por cada elemento el inverso de cuantos elementos perteneces

a su clase de equivalencia, tenemos que |Uy,| = Y ¢, [Aut(@)] O

n n!

Corolario 2.36. Vale la desigualdad |U,| > |fb’;’|, o equivalentemente, |L,| <
|Up| - n!
Demostracion. |Un| = e 7‘“2(!(;)‘ <Yger, m= ‘f{;‘ O

Definicion 2.37. Sea o : {1,...,n} — {1,...,n} una permutacién. Denotamos
con Fiz(o) el conjunto de todos los grafos etiquetados G tal que o € Aut(G).

Proposicion 2.38. Vale la siguiente igualdad:

n!
g€eSy

Demostracién. Por la proposicion anterior tenemos que:

Aut(G 1 Fizlo
ri= Y Ay Loy R

GeLy, GEL, occAut(G) = 0E€S,

O

Definicién 2.39. Dada permutacién o : {1,...,n} — {1,...,n}, definimos per-
mutaciéon ¢ : A — A, donde A es el conjunto de pares (no ordenados) de
elementos distintos de {1, ...,n} y & esta dada por 5((7, 7)) = (o(4),0(j))

Proposicion 2.40. Para toda permutacion o : {1,...,n} — {1, ...,n} vale que:
|Fi.7,‘ O" _ 2# ciclos &

Demostracion. El conjunto A de pares no ordenados de elementos distintos de
{1,...,n} se puede ver como el conjunto de potenciales aristas de un grafo sobre
{1,...,n}. Para que ¢ sea un automorfismo de G, para todo a € A se tiene que
cumplir que:

a€ FE sii 6(a) € E sii 6(6(a)) € E

Luego, si o es un automorfismo de G ,para cada ciclo de & o bien todos los
elementos son aristas de G o ninguno lo es. Se sigue que la cantidad de grafos
etiquetados que tienen a o como automorfismo es 27 ¢iclos 7 O
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Lema 2.41. Sea o : {1,...,n} — {1,...,n} una permutacion con k elementos no
fijos. Luego, vale que:
n kn k2 K
iclos & < - — 4+ — 4=
#czcosa_(Q) 2—|— 4+4
Demostracién. Vamos a acotar la cantidad de elementos fijos de 6. Notemos que
si i no esta fijo por o para todo j # i vale que (4, j) no esta fijo por &. La cantidad
de pares de esa naturaleza es:

k-(n—l)—(i)zk-(n—l)— w:kn—%—g

Ya que hay k elementos i no fijos por o, n — 1 elementos j distintos de i y el

termino (’2“) esta restando porque los pares (4, j) donde ninguno esta fijo por o

estan contados dos veces en la multiplicacién anterior. Ahora, sabemos que hay

2 .o ~ :
al menos kn — % — % elementos no fijos por &, que deben estar en orbitas de

al menos 2 elementos. Luego tenemos que:

k. kn-—k _k <n) kn k2 k
- =+ +
2 T2 "2

n k2
el g < —(kn — — — — a4 4 —
#czcosa_(2> (kn 5 2)+ ) )

O

Corolario 2.42. Sea o : {1,...,n} — {1,...,n} una permutacién con k puntos no
fijos. Luego, vale que:

e

|Fiz o] < 2(3)_ ey

Demostracién. Consecuencia inmediata de 2.40 y 2.41. O

Teorema 2.43. (Erdds-Renyi)[10] Vale que:

. U, - n!
limy 00 =

| L]

L . . L :
Demostracién. Vimos anteriormente que |U,| > ‘n—,‘, luego se sigue que para

todo n vale que ‘[‘Jz"f! > 1y por tanto lim, ‘Iljz"ln! > 1. Para ver que es

efectivamente uno, empezamos con la igualdad establecida en la proposicién
2.38:

Ul -mt-27G) = (3 M).n;.y@) = (Y |Fiz(o)])-2=()

n!
ocESy ogESy

Como todo grafo es invariante por la permutacion trivial 7d nos queda:

2.2y (Y JFi)) 2B =14 ( Y |Fiz(e))) - 27())

oceS,—1Id oeS,—1Id

Veamos que este ultimo termino a la derecha tiende a 0, de lo que se sigue el
enunciado. Denotemos con s(c) la cantidad de puntos no fijos de o y observemos
que para todo k, hay menos de n* permutaciones con k puntos no fijos, ya que
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para especificar la permutacion basta especificar la imagen de esos k elementos.
Luego, usando el lema 2.41 nos queda:

( Z |Fiz(o)])- Z Z |Fiz(o an.Q(;)* gt %JFE.Q*(Q

oceS,—Id k=1s(o)=k k=1

n n
. .2 2 N
=Y nha- il G > an Bt St tkiloga(n) — > ok(=E §+i+loga(n))
k=1 k=1 k=1

<Y b HHonm) 5 o(~ 2+ 1 +logs (n)*
k=1 k=1

. n 1 . . . . .
Por ultimo, como 2(~%+1+1092(n)) tiende a 0 cuando n tiende a infinito, se
sigue que la sumatoria también tiende a 0 cuando n tiende a infinito, como
queriamos. O

Observacién 2.44. La importancia del teorema anterior, y la razén por la que
lo investigaba Polya, es que nos da una estimacion asintética de la cantidad de
grafos no etiquetados, especificamente:

L., | 2(%)

"(1+o(1)) = — - (1+0(1))

Unl =~

Dicha aproximacién es bastante burda, pero usando métodos similares se
pueden obtener estimaciones mucho mas precisas. En [19] se demuestra que:

n

2(3) 2 1
Ul = - (14 555 — 50
n:

gn—1 B 2n71 + 0(27

)

Definicién 2.45. Denotamos con G, (n) la variable aleatoria con distribucién
uniforme sobre U, es decir, la variable aleatoria que toma valores en grafos no
etiquetados de n vértices de manera uniforme.

Observacién 2.46. Equivalentemente, podemos definir a G, (n) como la va-
riable que toma valores en L,, de manera tal que G € L,, es elegido con peso
|Aut(G)|.

Proposicion 2.47. Cuando n tiende a infinito, casi seguro G, (n) es rigido, es
decir, su tinico automorfismo es trivial.

Demostracién. Denotemos con U el conjunto de los grafos etiquetados de n
vértices rigidos y con U¢ el conjunto de los grafos no etiquetados de n vértices
no rigidos. Vamos a ver que cuando n tiende a infinito, la proporcién |U}|/|U,|
tiende a 1. Por las férmulas de Polya, tenemos:

n! n!
‘Lnl_Z|Aut( )|_Zn'+Z|Aut )|>Z7’L'+Z§

GeU, Geur GeUg Geur, GeUs

Dividiendo lados por |U,| - n! nos queda:
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Ll o WG L1
|Un|-n! = |Unl 2+ |Un| 2 2 [Un|

Ahora, por el lema 2.41 sabemos que el termino de la izquierda tiende a 1

cuando n tiende a infinito, luego para que se cumpla la desigualdad anterior

|Ur|/|U,, | debe tender a 1. O

Proposicion 2.48. Cuando n tiende a infinito, casi seguro G(n) es rigido, es decir
su unico automorfismo es trivial.

Demostracién. Denotemos con L, el conjunto de los grafos etiquetados de n
vértices rigidos. Sabemos que |L,,| < |U,|-n!. Por la identidad de Polya tenemos
que:

|Ly| = Z |Aut Z n! = -n!

Geuy, Geuy,
Luego, como vimos en la proposicién anterior que casi todos los grafos no
etiquetados son rigidos:
[Lnl UG-t UG

n n n

> =
| L |Un| - n! |Un|

—1 2.1
O

Ahora finalmente podemos demostrar que la ley 0-1 vale para grafos no etique-
tados:

Teorema 2.49. (Ley 0-1 de Fagin para grafos no etiquetados)[5] Sea ¢ una
oracién en la légica de primer orden de grafos. Luego, se cumple que:

lim Pr(Gun(n) | ¢) = lim Pr(G(n) = ¢)

n—roo

En particular, se sigue que:

I Pr(Gn(n) = ) € {0.1)
Demostracién. Demostramos anteriormente que cuando n tiende a infinito, tan-
to Gyn(n) como G(n) son casi seguro rigidos. Luego, basta demostrar que:
lim Pr(Gun(n) E ¢|Gun(n) esrigido) = lim Pr(G(n) | ¢ |G(n) es rigido)
n—oo n—oo

Ahora, G(n) tiene una distribucién uniforme sobre L,, mientras que G, (n)
tiene una distribucién sobre L,, con peso proporcional a |Aut(G)|. Pero si nos
restringimos al caso en que son rigidos tienen la misma distribucién, ya que
por definicién todo grafo rigido cumple que |Aut(G)| = 1, luego se sigue que
Pr(Gun(n) = ¢ |Gun(n) esrigido) = Pr(G(n) = ¢ |G(n) es rigido). O

La demostracién anterior muestra de hecho algo mas fuerte, que cuando n tien-
de a infinito G(n) y G.,,,(n) tienen una distribucién idéntica. En particular, eso
nos permite trasladar las cotas sobre la convergencia de la ley de Fagin que
demostramos anteriormente al caso no etiquetado:
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Teorema 2.50. (Cota inferior para la convergencia de la ley de Fagin, version
no etiquetada) Para todo k hay una oracion ¢y, en el lenguaje de los grafos con
qr(¢r) = k + 1 tal que ¢y, es valida en casi todos los grafos no etiquetados pero

limy oo Pr(Gun(k-27) = ¢r) =0

Teorema 2.51. (Cota superior para la convergencia de la ley de Fagin, ver-
sion no etiquetada) Para todo ¢ > 0, existe un ¢ > 0 tal que para todo k y toda
oracion ¢ en la logica de primer orden de grafos con qr(¢) = k vale que:

» Si ¢ es valida en casi todos los grafos, Pr(Guyn(c-k*-2F) E¢) >1—¢

» Si ¢ no es valida en casi ningtin grafo, Pr(Gun(c-k*-2%) = ¢) < ¢

2.2. Una generalizacidon: Las estructuras paramé-
tricas

2.2.1. Introduccion

En la seccioén anterior presentamos la demostracion de Fagin de la ley 0-1 para
grafos. Notemos que dicho resultado no guarda en principio relacién alguna con
el teorema principal del paper, que mencionamos en la introduccion y es una ley
0-1 para L-estructuras elegidas de manera uniforme, ya que los grafos no son
una clase de L-estructuras: Si L es el lenguaje con una relacion binaria R, las
L-estructuras son grafos dirigidos y no simples. Esa observacion lleva a Fagin a
preguntar por una generalizacion de su teorema que englobe ambos casos.

Una generalizacion de esa naturaleza es demostrada por Oberschelp en [30].
Oberschelp introduce el concepto de clase paramétrica, que incluye a todas las
clases de L-estructuras, a los grafos y a una gran variedad de otras estructuras, y
demuestra que todas cumple un andlogo de la ley 0-1 de Fagin, que llamaremos
ley 0-1 de Oberschelp. Empecemos con algunas definiciones:

Definicién 2.52. Sea £ un lenguaje relacional. Una férmula ¢ sobre L se dice
paramétrica si es de la forma Vz, ..Vz,, distintos ¥(zx1,...,z,), donde ¢ es
una combinacién booleana de formulas atémicas que usan todas las variables
L.

Ejemplo 2.53. Sea L el lenguaje relacional que consiste en una tnica relacion
binaria R. Consideremos las formulas:

= ¢ = Va ~(zRx) = "Larelacién R es antireflexiva”
= ¢y = Va Vy distintos (xRy <> yRx) = "La relacién R es simetrica”
= 3 = Va Vy distintos (xRy <> —yRx) = "La relacién R es antisimetrica”

» ¢4 = Va Vy Vz distintos ((xRy A yRz) — xRz)) = "La relacion R es
transitiva”

Las formulas ¢4, ¢2 ¥ ¢3 son paramétricas, pero ¢, no, pues contiene formulas
atomicas que no usan todas las variables, como x Ry.
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Observacion 2.54. En general, si £ tiene relaciones de aridad hasta k, toda
férmula paramétrica sobre £ tendra como mucho & variables

Definicion 2.55. Sea L lenguaje relacional. Una clase C de L-estructuras se
llama paramétrica si esta axiomatizada por un conjunto finito de formulas pa-
ramétricas.

Observacion 2.56. Si £ es un lenguaje relacional, la clase de todas las L-
estructuras es trivialmente una clase paramétrica, ya que esta axiomatizada por
el conjunto &.

Veamos una serie de ejemplos de clases paramétricas:

Ejemplo 2.57. Consideremos de vuelta el lenguaje £ de una tunica relacién
binaria R y las formulas ¢; del ejemplo anterior. La clase degrafos dirigido
(axiomatizada por ¢;) es paramétrica, asicomo la de grafos (axiomatizada por
@1V ¢2) vy la de torneos (axiomatizada por ¢; y ¢3).

Como nota histdrica, aunque hoy en dia el estudio de los grafos aleatorios es
mucho mas importante que el de otras estructuras aleatorias, el estudio de los
torneos aleatorios es de hecho mas antiguo, ya que fueron introducido por Ro-
nald Fisher y Frank Yates en la decada del 20’ para formalizar ciertos problemas
de estadistica.

Ejemplo 2.58. Sea L el lenguaje con una relacion binaria R y relaciones unarias
Py, Py, ..., P,.Laclase de L-estructuras axiomatizada por ¢1, ¢2 y Vo (\/, Pi(x))A
(Aiyj Pi(z) A Pj(x))) es paramétrica y se corresponde a la clase de grafos con
vértices coloreados, en la que P4, ..., P, representan los colores posibles. De
manera andloga podemos definir la clase de grafos dirigidos con vértices colo-
reados y torneos con vértices coloreados, que tambien son paramétricas.

Ejemplo 2.59. Sea L el lenguaje conrelaciones Ry, ..., Ri. La clase de L-estructuras
axiomatizada por Vz (A ~Ri(z,2)) y Vo Yy A, ; ~(Ri(z,y) A R;(2,y)), que se
correspode con la clase de grafos con aristas coroleadas, es paramétrica. De
manera andloga podemos definir la clase de torneos con aristas coroleadas y la
clase de grafos dirigidos con aristas coloreadas, que tambien son paramétricas.

Proposicion 2.60. Sea L lenguaje relacional con relaciones de aridad como mucho
k y sea C una clase paramétrica de L-estructuras. Luego M pertenece a C siy solo
si toda subestructura N C M de k elementos pertenece a C.

Demostracién. =) Los axiomas de una case paramétrica son todas formulas
universales, luego si M € CY N C M se sigue que N € C. En particular eso
vale cuando N tiene k elementos.

<=) Quiero ver que si toda subestructura de k elementos de M esta en

C se sigue que M € C. Sea ¢ una de las formulas que parametrizan C, de la
forma Vu;...Va, distintos ¢ (x1,...,x5). M = ¢ siy solo si para todo conjunto
mi,...,ms € M vale que M[x; = my,...,zs = mg] = ¥(z1,...,z5). Pero eso
es equivalente a que N[z = my,...,xs = ms| = ¥(z1,...,zs) donde N es la
subestructura {my, ..., ms} y sabemos que eso vale porque por hipédtesis N € C
O
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Corolario 2.61. La clase de ordenes totales no es una clase paramétrica.

Demostracién. Consideremos la £-estructura sobre {a, b, ¢} dada por R = {(a,b), (b, ¢), (¢,a)}
. Aunque ciertamente no es un orden total, ya que R no es transitiva, toda sub-
estructura de dos elementos si lo es, luego por la proposicion anterior la clase
de ordenes totales no es paramétrica. O

Definicion 2.62. Sea £ un lenguaje relacional con relaciones de aridad menor a
k y sea C una clase paramétrica de L-estructuras. C se dice no trivial si contiene
estructuras de k elementos.

Ejemplo 2.63. Sea L un lenguaje relacional. La clase de L-estructuras axio-
matizada por Vx Vy distintos © = y es paramétrica pero es trivial, ya que solo
contiene a las estructuras de cardinalidad 1.

Vamos a introducir una nueva terminologia para clasificar mejor el comporta-
miento de las clases paramétricas.

Definicién 2.64. Sea £ unlenguaje relacional, M una L-estructuray {1, ..., zx} C
M. El k-esqueleto de {x1, ..., x;} queda determinado por que relaciones que
involucran a todos los z; cumple {z1, ...,z }.

Ejemplo 2.65. Sea L el lenguaje relacional consistente en una tnica relacién
binaria R. Hay dos tipos posibles de 1-esqueleto para x: {R(z,z)} y {~R(x,x)}.

Hay 4-tipos posibles de 2-esqueleto para {z, y}: {R(x, y), R(y, x) }, {=R(z,y), R(y,x)},
{R(z,y),~R(y,z)} y {-R(z,y), - R(y, x)}. Por ultimo, para todo k£ > 3 hay un

solo tip6 3-esqueleto, porque £ no incluye relaciones que puedan involucrar a

mas de dos variables.

Con esa nueva terminologia, podemos dar una nueva definicién de clase para-
métrica. Una clase paramétrica sobre un lenguaje £ es una clase de £-estructuras
en la que solo pueden aparecer ciertos tipo de esqueleto.

Ejemplo 2.66. Sea L el lenguaje relacional consistente en una tnica relacién
binaria R. La clase de grafos solo permite el 1-esqueleto {—R(z,z)} y los 2-
esqueletos {R(z,y), R(y,x)} y {=R(z,y), R(y,z)}. La clase de Torneos so-
lo permite el 1-esqueleto {-R(z,x)} y los 2-esqueletos {R(x,y), ~R(y,z)} y
{~R(z,y), R(y,)}

Proposicion 2.67. Sea L un lenguaje relacional, C una clase paramétrica no tri-
vial de L-estructuras. Luego podemos generar una L-estructura sobre {1, ..., n} per-
teneciente de la siguiente manera aleatoria: para todo subconjunto S C {1,...,n}
de tamafio menor a k elegimos un esqueleto de forma uniforme entre todos los
permitidos en C. Luego, la estructura resultante pertenece a C y mds aun, la dis-
tribucion resultante es uniforme entre todas las formas de elegir una L-estructura
en C sobre {1,...,n}.

Demostracion. Es evidente que la estructura resultante esta en C, ya que todo
k-esqueleto es por definicién compatible con los axiomas de C y como toda es-
tructura puede ser generada de una sola forma, se sigue que la distribucién
resultante es uniforme. O

Aunque por su generalidad el procedimiento anterior para generar una L-estructura
en C de manera aleatoria parece muy abstracto, en todos los casos que nos in-
teresan es equivalente a la forma mas natural. Por ejemplo:
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Ejemplo 2.68. Para generar un torneo aleatorio de forma uniforme sobre {1, ..., n}
basta con, para cada par i > j, elegir con probabilidad } y de forma indepen-
dientesii~jyjtiosiitjyjn~i

Ejemplo 2.69. Para generar un grafo con vértices de k colores de forma uni-
forme sobre {1, ..., n} basta con, para cada par i > j, elegir con probabilidad 1

y de forma independiente sii ~ jyj~i0sii# jyji,yademas para cada

i elegir de manera uniforme e independiente cual de los & colores tendra.

Definicién 2.70. Sea £ un lenguaje relacional y sea C una clase paramétri-
ca no trivial de £ estructuras. Denotamos con S¢(n) la variable aleatoria con
distribucién uniforme entre las L-estructuras en C sobre {1,...,n}.

2.2.2. Laley de Oberschelp

Ahora podemos anunciar el siguiente teorema, descubierto por Walter Obers-
chelp en 1982, que generaliza la ley 0-1 de Fagin a toda clase paramétrica de
L-estructuras:

Teorema 2.71. (Ley 0-1 de Oberschelp)[30][5] Sea L lenguaje relacional, C
una clase paramétrica no trivial de L-estructuras y ¢ una oracion en lenguaje L.
Luego, o bien ¢ es valida en casi todas las estructuras de C o no es valida en casi
ninguna estructura de C.

Definicién 2.72. Sea £ un lenguaje relacional, sea C una clase paramétrica
no trivial de L-estructuras con relaciones de aridad menor a r y sea M una
L-estructura en C. Decimos que M tiene la propiedad de la r-extension si se
cumple lo siguiente: Para todo subconjunto A C M de tamafio k y para toda
eleccién, dado subconjunto S C A de tamafio s, de un tipo de (s + 1)-esqueleto
en C, existe un z tal que para todo S se cumple que S U {z} tiene esqueleto 7g.

Aungque la definicién anterior es bastante complicada en general, para los casos
que nos interesan adopta formas bastantes simples:

Ejemplo 2.73. Un torneo G cumple la propiedad de la k-extension si para todo
conjunto U C G de k elementos y particion de U en conjuntos disjuntos U, V'
existe un z tal que x ~ z paratodo x € U y z ~ x para todo x € U,

Ejemplo 2.74. Un grafo dirigido G cumple la propiedad de k-extensién si para
todo conjunto U C G de k elementos y toda particion de U en subconjuntos
disjuntos Uy, Us,Us,U, existe un z € G tal que dado = € U vale que z ~ z siy
solosiz € Uy UUsyvalequex ~ zsiysolox e U; UUs.

Ejemplo 2.75. Un hipergrafo 3-regular (H, R) cumple la propiedad de la -
extension si para todo conjunto U de r elementos y todo conjunto V' de pares
no ordenados de elementos de U existe un z € U tal que para todo par z,y € U
vale que R(z,y,z) siysolosi (z,y) € V
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Proposicion 2.76. Sea L un lenguaje relacional y C una clase paramétrica de
L-estructuras. Luego la propiedad de k extension es expresable por una oracion ¢y,
en lenguaje L con rango de cuantificador k + 1.

Demostracidn. Es expresable por una oracién de la forma ¢, = Va; Voo (...) Vo, (A; 32 :
¥;(x1, ..., g, z)) donde las ¥; expresan las distintas extensidnes posibles, es de-
cir, las distintas elecciénes de esqueleto para todo subconjunto S C {z1, ...,z }.

O

Proposicion 2.77. Sea L un lenguaje relacional, k > 0y C una clase paramétrica
no trivial de L-estructuras. Luego casi toda estructura en C tiene la propiedad de
k-extension.

Demostracion. Sea k > 0. Supongamos que el lenguaje £ tiene relaciones de
aridad hasta r y que la clase C admite C 1-esqueletos distintos, C 2-esqueletos
distintos, ... , C, r-esqueletos distintos.

Sea M ~ Sc(n), una estructura de n elementos en C elegida de manera
uniforme. Fijemos my,...,my € M y fijemos, para cada S C {m;,...,m;} de
tamafio menor a » — 1 una eleccién 7¢ de esqueleto en C.

Dado un subconjunto S C {my, ..., my } de tamafio ¢, la probabilidad de que
unz € M —{my, ...,my} tenga un tipo de (t +1)-esqueleto dado es C;.;. Como
dicha probabilidad es independiente para todos los subconjuntos S, se sigue que
la probabilidad de que la probabilidad de que un z € M — {m,, ..., m;} dado
cumpla la extensién dada por los 75 es:

(K (K k
c-oyWoor @y ol
Mas aun, como la eleccién es independiente para distintos z € M —{my,...,my},
la probabilidad de que ninguno cumpla la extension dada por 75 es:

_(k _(k _ k
(1 _ C;l A 02 (1) . CS (2) . () . C’I' (r,~71)>n—k
Ahora, nosotros queremos acotar la probabilidad de que para todo sub-
conjunto S y para toda eleccién de extensién dada por los 75 existe un z €
M — {my,...,m,} que la realize. Como hay (}) subconjuntos de tamafio k y

Dol ()

Cl(l) . 02(2) - (...) - C}" elecciones de extensién, por la cota de la union la pro-
babilidad de que todas ellas tengan extensién es menor a :

(n> , (Cl(?) , 02(5) () oty (1— Cl—(?) By, C;(’i))n_k

Ahora, notemos que el termino de la derecha crece como un polinomio en
funcién de n, mientras que el termino de la izquierda decae exponencialmente
en funcion de n. Se sigue que cuando n tiende a infinito el producto anterior
tiende a 0, es decir, la probabilidad de que haya un subconjunto de tamafio &
sin todas las extensiones tiende a 0. O

Proposicion 2.78. Sea L lenguaje relacional, C una clase de L-estructuras pa-
ramétricas. Sean M y N dos L-estructuras en C con la propiedad de k-extension.
Luego, el Duplicator tiene una estrategia ganadora en el juego con m fichas in-
finito entre M y N. En particular, tiene una estrategia ganadora en el juego de
Ehrenfeucht-Fraisse de m turnos entre M y N.
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Demostracion. analoga a la proposicién 2.12: En cada turno i < k la propiedad
de la k-extension permite al Duplicator hallar una respuesta que preserve el
isomorfismo parcial y por tanto ganar el juego de k& turnos. O

Proposicion 2.79. Sea L un lenguaje relacional, C una clase paramétrica no tri-
vial de L-estructuras axiomatizada por ¢ y sea 0y, la oracion que expresa la pro-
piedad de k-extensién para C. Luego para toda férmula 1 en LE __ o bien ¢ A 6y
implica 1) o bien ¢ A 0y implica —. l

Demostracién. Si ninguna de las dos implicaciones fuera valida, exisitiran £-
estructuras M y N pertenecientes a C con la propiedad de k-extensién tal que
M = vy N [~ 1. Se sigue que el Spoiler tiene una estrategia ganadora en el
juego con k fichas entre M y N, pero eso contradice la proposicién anterior,
absurdo. O

Corolario 2.80. Sea L un lenguaje relacional, C una clase paramétrica de L-
estructuras axiomatizada por ¢1, ...,¢, y Oy las formulas de primer orden que
expresan las propiedades de k-extension para C. Luego {¢1, ..., ¢n, 01, 02, ...} €s
una teoria completa.

Ahora podemos demostrar una version infinitaria de la ley 0-1 de Oberschelp:

Teorema 2.81. (Ley 0-1 de Oberschelp, version infinitaria)[5] Sea L lenguaje
relacional, C una clase paramétrica de L-estructuras y ¢ una formula en 5’;0@
sobre lenguaje L. Luego, o bien ¢ es valida en casi todas las estructuras de C o no
es valida en casi ninguna estructura de C.

Demostracién. Sea Sc(n) una C-estructura de n elementos elegida de forma uni-
forme, sea k = gr(¢) y sea 6, la oracién que expresa el axioma de k-extension.
Por la proposicion anterior, o bien 6, implica a ¢ obien 6, implica a —¢.

En el primer caso, Pr(Sc(n) = ¢) > Pr(Sc(n) E ¢ A 0r) = Pr(Sc(n)
6)) y como sabemos que que lim,, o Pr(S(n) = 0;) = 1, se sigue que lim,,_,, Pr(S(n) E
¢) = 1. En el segundo caso, Pr(Sc(n) = —¢) > Pr(Sec(n) E —¢ A 0;) =
Pr(Sc(n) = 0)) y como sabemos que que lim,—, o Pr(Sc(n) = 6r) = 1, se
sigue que limy, oo Pr(Sc(n) =¢) =0 O

2.2.3. Cotas para la convergencia de la ley de Oberschelp

En esta seccién generalizaremos las cotas anteriores sobre la velocidad de con-
vergencia de la ley de Fagin a resultados sobre la velocidad de convergencia de
la ley de Oberschelp, usando ideas muy similares. Empezaremos con una cota
inferior

Teorema 2.82. (Cota inferior para la convergencia de la ley de Obserschelp)
Sea L un lenguaje relacional con relaciones de aridad menor a r y sea C una clase
paramétrica no trivial de L estructuras, con C; tipos de 1-esqueleto, C5 tipos de
2-esqueleto, ..., C,. tipos de r-esqueleto.

Luego, para todo k existe una oracion ¢y, en lenguaje L tal que es valida en casi

1

k k
todas las estructuras de C, perosin =c-k™1.C - CQ( ). (o)~ CS““) cuando k
tiende a infinito la probabilidad de que una estructura en C de n elementos tiende
ao.

61



Demostracion. Sea ¢y la oracion que postula que todo conjunto de k elementos
tiene una extension dada. Vimos anteriormente que dicha oracién tiene rango de
cuantificador £+1. Vamos a partir el conjunto {1, ...,n} en % conjuntos disjuntos
de tamafio k. Notemos que como los conjuntos son disjuntos, la probabilidad de
que tengan una extension es independiente entre si, luego si denotamos con p
la probabilidad de que S¢ | ¢, nos queda:

p < Pr(ﬂ A; tiene extensién) = H Pr(A; tiene extensién)
Vimos en la demostracién de 2.77 que la probabilidad de dado un conjunto
(K
de k elementos no tenga una extensién dada es iguala (1 — C; ' - C, (). E

ok
C: (’"‘1))”*’“. Luego, nos queda:

—(* - k n
p<—(-cit-c;W (. orFpnomi
Usando la desigualdad (1 — x) < e~® nos queda:

k

_ _ k
p< e~ (1-C7 G,y (1)-(...)<cT (T,l))n,k 2

Concentrémonos ahora en el exponente. Veamos que sin = c- k"~ 1. C] -
k k

02(1) () 07(,”1), cuando k tiende a infinito el termino en el exponente tiende
a —oo y por tanto p tiende a 0. Remplazando y usando de nuevo la desigualdad
anterior nos queda:

7(1701—1,02_(};)‘('”),C’r_(rfl))[Ok"—l.Cl-CQ(]f).(,,‘)~C7(T51>]7k;.[C.k’r‘fl'cl.c‘é(lle) ()Cﬁril)]

< ek [c- k"1 C -CQ(];) () ngrfl)]

. . e ;. ‘ . . =1
Analicemos la ultima expresion. El tnico término que tiende a 0 es e~ ¢*"

. . . . ~ e In(C,
pero si elegimos un ¢ suficientemente pequefio (especificamente ¢ < (7,(_1)?)

k k
queda claro que limy_ 0 eck T Cr("’l) = +o00. Como CT("’I) es el termino

de mas rapido crecimiento entre todos los dos
k

luego limg_oo —e % " [c- k"1 C - Cz(i) () -Cr("’l)] = —00, COMO
queriamos. O

Ahora, la cota superior:

Teorema 2.83. (Cota superior para la convergencia de la ley de Oberschelp)

Sea L un lenguaje relacional con relaciones de aridad menor a r y sea C una
clase paramétrica no trivial de L estructuras, con C tipos de 1-esqueleto, C5 tipos
de 2-esqueleto, ..., C, tipos de r-esqueleto. Luego, para todo ¢ > 0, existe un ¢ > 0
tal que si

k

n=c-k"-C;- 02(1) () Cgil)

Se cumple que:

» Si ¢ es valida en casi todas las estructuras de C y k = qr(¢), vale que
Pr(Se(n) =¢)>1—c¢
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= Si ¢ no es valida en casi ninguna estructura de C y k = qr(¢), vale que
Pr(Se(n) = ) < ¢

Demostracién. Vamos a ver que cuando k tiende a infinito, la probabilidad de
que Sc(n) cumpla la propiedad de k-extension tiende a 1. Como sabemos que si
¢ es valida en casi todas las estructuras de C vale que 8, = ¢ y si ¢ no es valida
en casi ninguna estructura de C, se sigue el enunciado.

En la demostracion de la proposicion 2.77, demostramos que la probabilidad
de que S(n) no cumpliera el axioma de k-eleccién esta acotada por:

k k

1) . () . C’:(rfl))n—k

(1) -croe (et gy

_(k _( Kk
a0y o (.o eertie D eoe oy

r

k k

Tomemos n = c- k" - Cl(l) () CST’J. Nos queda:
—lekm () e )Ly el L emen
. cl('f) () .07(."'51) cem ek

—c k"

N e UL e

Notemos que todos los términos salvo el e son crecientes, pero el tinico

k
. . .. ek D)k k™ /(r—1)!
termino que tiene un crecimiento del orden esde e~ ¢*" es C& ) ~ OF /=Dt o

e 11 " Luego, se sige que si ¢ > %, cuando k tiende a infinito la proba-

bilidad de que S¢(n) no cumpla la propiedad de la k-extensién tiende a 0.
O

A modo de ejemplo, enunciaremos ambos resultados para grafos dirigidos. De-
notemos con G4(n) la variable aleatoria con distribucién uniforme entre todos
los grafos dirigidos de n vértices. Luego, notando que la clase de grafos dirigi-
dos tiene 1 tipo 1-esqueleto y 4 tipos de 2-esqueleto, y usando los dos teoremas
anteriores nos queda que:

Teorema 2.84. (Cota inferior para la convergencia de la ley de Obserschelp
para grafos dirigidos) Para todo k hay una oracién ¢y, en el lenguaje de los grafos
dirigidos con qr(¢y) = k + 1y longitud O(k) tal que ¢y, es valida en casi todos los
grafos dirigidos pero

limy_soo Pr(Ga(k-4F) = ¢x) =0

Teorema 2.85. (Cota superior para la convergencia de la ley de Oberschelp
en grafos dirigidos) Para todo € > 0, existe un ¢ > 0 tal que para toda oracién ¢
en el lenguaje de los grafos dirigios, si k = qr(¢) se cumple que:

» Si ¢ esvalida en casi todos los grafos dirigidos, Pr(Gg(c-k*-4F) |= ¢) > 1—¢

» Si ¢ no es valida en casi ninguna grafo dirigido, Pr(Gg(c-k?-4%) = ¢) < e
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2.3. Estructuras universales

2.3.1. El grafo de Rado

Hasta ahora trabajamos con grafos aleatorios de Erdés-Renyi definidos sobre
conjuntos finitos, pero la misma definicion se puede usar para generar una dis-
tribucién de probabilidad de grafos sobre cualquier conjunto. Estudiaremos aho-
ra las propiedades de un grafo aleatorio sobre un conjunto contable, que deno-
taremos G(w, p), y como se relaciona con las propiedades asintéticas de grafos
finitos.

Proposicion 2.86. Sea G un grafo contable elegido con la distribucién de ErdGs-
Renyi G(w, p). Luego casi seguramente G cumple la propiedad de k-extension para
todo k.

Demostracién. Vamos a ver que para todo par de conjuntos finitos disjuntos
U,V C G con probabilidad 1 existe un z € G tal que z esta conectado a to-
do elemento de U y ningtin elemento de V. Como hay una cantidad contable
de subconjuntos finitos de G y la interseccién de contables eventos de probabi-
lidad 1 tiene probabilidad 1 se sigue que con probabilidad 1 G cumple todos los
axiomas de eleccién.

Sea k > 0 ysean zy, ..., x Y Y1, ..., yx dos conjuntos disjuntos de vértices.
Dado z ¢ {1, ..., k, ¥1,-.., Yx } 1a probabilidad de que z este conectado a todos
los z; y a ningtin y; es (p- (1 —p))*. Como dicho es evento es independiente para
todo par de vértices diferente z; y 29, la probabilidad de que no haya ningtn z
que cumpla la propiedad de extensién deseada es lim,, ;o (1—(p-(1—p))*)" =
0,yaquel— (p-(1—p))* < 1. O

Teorema 2.87. Sean G y H dos grafos contables que para todo k cumplen la
propiedad de k-extension. Luego G 'Y H son isomorfos.

Demostracion. La demostracion es mediante el método back and forth, introdu-
cido por Cantor para demostrar la categoricidad de los ordenes lineales densos.
Vamos a construir el isomorfismo de forma inductiva, como el limite de una se-
rie de isomorfismos parciales. Escribamos los elementos de G como {g1, g2, ..} ¥
los de H como {hq, ha,..}. Empezamos estableciendo f(g1) = h;. Para el paso
inductivo, supongamos que tenemos un isomorfismo parcial entre G y H dado
por f: U C G — V C H. Sea g, el menor elemento de G no pertenecien-
te a U. Sea U, el conjunto de los elementos de U conectados a g, y U_ el
conjunto de elementos de U no conectados a g,,. Defino V. como f(U;)y V_
como f(U_). Como H tiene todas las propiedades de extensién, debe haber un
h € H conectado a todo elementado de V, y a ningtin elemento de V_. Luego
podemos extender el isomorfismo parcial f : U — V al isomorfismo parcial
f:U U {gn} — V U{h} estableciendo f(g,) = h.

La misma construccién se puede hacer en el sentido inverso: Si h,, es el
menor elemento de H no contenido en V' se puede hallar un g € G tal que el
isomorfismo parcial f : U — V se extiende a f : U U {g} — V U {h,}
estableciendo f (g) = hy. Alternando entre ambas construcciones (de donde
viene el nombre back and forth), el isomorfismo parcial f : {h1} — {g1} se
puede extender a un isomorfismo f : G — H. O

Observacién 2.88. A primera vista parece que la demostracién anterior, de
construir el isomorfismo como limite de isomorfismos parciales, se puede gene-
ralizar a pares de grafos G y H de cardinal infinito « con todas las propiedades
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de extension, pero como las propiedades de extension solo nos permiten exten-
der conjuntos finitos, el argumento no funciona. De hecho, el teorema falla de
manera espectacular para cardinales mas grandes: Para todo cardinal infinito
no contable «, hay 2" grafos de cardinal x no isomorfos que cumplen todas las
propiedades de extension. Esto se relaciona a temas muy profundos de teoria de
modelos, especificamente, a que la teoria de grafos con todas las propiedades
de extension es no estable. [20]

Definicion 2.89. Al unico grafo contable hasta isomorfismo con todas las pro-
piedades de extensién se lo denomina el grafo de Rado y se lo denota R.

Corolario 2.90. Sea G un grafo elegido con la distribucién G(w, p). Luego, casi
seguro G =2 R.

No es dificil dar construcciones explicitas del grafo de Rado. Presentamos tres
a modo de ejemplo, la primera fue la construccién original de Rado y Erdés, la
segunda es estdndar en la literatura y la tercera es original.

Proposicion 2.91. Consideremos los siguientes grafos definidos sobre N

= (71 es el grafo definido por la siguiente relacion: dados n,m € N tal que
n > m, n ~ m siy solo si el m-esimo digito en la representacion binaria de
nes 1.

= (35 es el grafo definido por la siguiente relacion: dados n,m € N, n ~ msiy
solo si U, € U,, o U, € Uy, donde U; es una enumeracion de los conjuntos
hereditariamente finitos.

» (33 es el grafo definido por la siguiente relacion: dados n,m € N tal que
n>m, n ~msiysolosiel f,(m) =1, donde f; es una enumeracién de las
funciones computables.

Los tres grafos son isomorfos al grafo de Rado.

Demostracién. Ambos grafos son contables, luego para ver que son isomorfos a
R basta ver que cumplen todas las propiedades de extension.

= Empecemos con GG;. Sean U y V' conjuntos disjuntos de naturales. Sea ¢
un numero mayor a todos los elementos de U U V. Consideremos ahora
n = 2°+ > 2" Esclaro que n es mayor a todo u; y v;, luego por
definicién n ~ u; para todo i pero n ¢ v; para ningun j.

= Para (35, sean U y V' conjuntos disjuntos de naturales. Consideremos el
conjunto {4; : i € U}. Es hereditariamente finito, luego es igual a 4,
para algun n € N. Contiene a todo A; para i € U y a ningun A; para
i € V, ademas, por el axioma de fundacién, no esta contenido en A; para
ningin ¢ € U o ¢ € V. Luego, se sigue por la definicién de G5 que n esta
conectado a todo elemento de U y a ninguno de V.

» Para (G3, sean U y V conjuntos disjuntos de naturales. Como U es finito,
sabemos que hay una funcion computable f tal que f(z) =1 <=z € U.
Es un resultado basico de teoria de la computabilidad que hay infinitos
indices n tal que f,, = f. En particular, debe haber un n mayor a todo
elemento de U U V tal que f,, = f. Se sigue que ese n esta conectado a
todo elemento de U y a ninguno de V.

65



O

Observacién 2.92. Se puede ver explicitamente que las dos primeras construc-
ciones anteriores son isomorfas por la llamada codificacion de Ackermann,
una biyeccién f : HF'S — N definida de forma recursiva como f(@) = 0y

f({CCl, ,xn}) = Z?:l 2f($i)'

Veamos otras propiedades interesantes del grafo de Rado:

Proposicion 2.93. Para todo par de subconjuntos disjuntos U y V de R existen
infinitos elementos de R que estdn conectados a todo elemento de U y a ninguno
de V.

Demostracion. Como R tiene todas las propiedades de extensién, sabemos que
existe un elemento z; que esta conectado a todo elemento de U y a ningtn
elemento de V. Por otro lado, como U U {z;} y V son disjuntos debe existir
un z conectado a todo elemento de U U {z;} y a ninguno de V. Repitiendo el
proceso llegamos aun conjunto z1, 22, ... de vértices conectados a todo elemento
de U y a ningin elemento de V. O

Proposicion 2.94. Todo grafo H de cardinal numerable es isomorfo a un subgrafo
del grafo de Rado R.

Demostracion. Sea H = {hy, hs, ...}. Vamos a construir una inclusién i : H —
R como limite de inclusiones parciales. Empecemos estableciendo definiendo
i1 : {h1} — R de forma arbitrara. Para el paso inductivo, supongamos que
tenemos definida una inclusién de iy, : {hq, ..., hyz} — R. Sea U el subconjunto
de {hq, ..., hy} formado por los vértices de que estdn conectados a hy; y V
el subconjunto de {h, ..., hx} que no estdn conectados a hgy;. Como i, (U) y
(V') son conjuntos disjuntos y R cumple todas las propiedades de extensién,
existe 2 € R tal que z esta conectado a todo elemento de i;(U) y a ninguno de
ix (V). Luego podemos extender a iy, aixy1 : {h1, ..., hp+1} — R estableciendo
ik—i—l(hkv-&-l) = . O

Proposicion 2.95. El grafo de Rado es autocomplementario, es decir, isomorfo a
su complemento.

Demostracion. Basta ver que el complemento de R tiene todas las propiedades
de extensién. Sean U,V C R. Existe un = € R conectado a todos los elementos
de V y ninguno de U, luego existe un = € R° conectado a todos los elementos
de U y ninguno de V. O

Definicién 2.96. Un grafo G se dice regular por particion si para todo par de
subconjuntos disjuntos Uy, Us tal que G = U; UU; o bien G = U; o bien G £ Us.

Observacidn 2.97. Si G es regular por particién se cumple que para toda co-
leccién de subconjuntos disjuntos Uy, ..., U, tal que G = |J U; existe un i tal que
G es isomorfo a U;.

Proposicion 2.98. El grafo R es regular por particién y mas aun, es el tinico grafo
contable regular por particion ademas del grafo vacio y el grafo completo.
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Demostracién. Empecemos viendo que R es regular por particién. Sean Uy, U,
disjuntos tal que R = U; U U,. Supongamos que ningun U, es isomorfo al grafo
de Rado. Se sigue que ningun U; cumple todas las propiedades de extensidn, es
decir, para todo i existen A;, B; C U, disjuntos tal que no existe ningtin z € U;
que este conectado a todo elemento de A; y a ninguno de B;. Consideremos los
conjuntos A; UAsy By UBs. Son disjuntos y como R tiene todas las propiedades
de extensidn, se sigue que debe haber un z € R tal que z esta conectado con
todo elemento de A; U A, y con ninguno de B; U Bs. Por otro lado, como
R = U; U Us, debe existir un i tal que z € U, pero entonces hay un elemento
de U; conectado a todo elemento de A; y a ninguno de B;., lo que es absurdo
por definicién de A; y B;. Luego, al menos un U; debe ser isomorfo a R

Demostremos ahora que todo grafo regular por particién que no sea ni el
vacio ni el completo debe cumplir todas las propiedades de extension, y por
tanto, los Unicos grafos contables regulares por particion son el grafo vacio, el
grafo completo y el grafo de Rado. Sea G un grafo regular por particion ni vacio
ni completo. G no puede tener vértices aislados: Si los tuviera sea U el conjunto
de vértices aisladosy V =G —U.G=U U V, pero G no es isomorfo a U (ya
que U es vacio) nia V' (ya que V no tiene vértices aislados) lo que contradice la
regularidad por particién de G. Por un argumento dual, tampoco puede tener
vértices conectados a todos los otros vértices.

Supongamos que G es un grafo ni vacio ni completo con todas las propie-
dades de extensién y que G no es isomorfo a R. Luego, deben existir un par
de subconjuntos finitos disjuntos U,V C G tal que (U, V) no tiene extension
en G de tamaifio minimal con dicha propiedad. Ademas, como demostramos
anteriormente que GG no puede tener vértices aislados ni conectados a todos los
vecinos, se sigue que |[U U V| = |U| + |V| > 1. Luego existen subconjuntos dis-
juntos y no vacios A, B C U U V. Definamos los subconjuntos X,Y de G de la
siguiente manera:

X = AU {2z : z no realiza extensién de (UN A,V N A), z ¢ B}

Y = AU {z : z norealiza extension de (UNB,VNB) z € X}

Empecemos notando que por definicién, X e Y son disjuntos y mas aun,
G = X UY,yaque si hubieraun z ¢ X UY se seguiria que x realiza extension
de (U, V), lo que contradice nuestras hip6tesis. Como G es regular por particidn,
se sigue que G = X o G = Y. Ahora, en X el par (U N A,V N A) no tiene
extension, pero es de tamafio menor a (U, V') y en G todo par de tamafio menor
a G tiene extension, luego G no puede ser isomorfo a X. De manera analoga, G
no puede isomorfo a Y porque en Y el par (U N B,V N B) no tiene extension.
Esto contradice la hipédtesis de que G es regular por particién, luego no puede
existir tal G. O

Definicion 2.99. Decimos que un grafo G es robusto frente a cambios finitos
si cualquier grafo G’ que se obtiene agregando o borrando finitas aristas es
isomorfo a G.

Proposicion 2.100. El grafo de Rado R es robusto frente a cambios finitos.

Demostracién. Sea G un grafo resultante de remover o agregar finitas aristas
a R. Veamos que G tiene todas las propiedades de extensién y por tanto, es
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isomorfo a R. Sean U y V subconjuntos finitos y disjuntos de vértices. Sabemos
por la proposicién 2.93 que hay infinitos z € R que estdn conectados a todo
elemento de U y ninguno de V. Como G solo difiere de R en finitas aristas,
debe haber uno de esos z no afectado por los cambios, es decir, tal que en G
este conectado a todo elemento de U y a ningtin elemento de V. O

Teorema 2.101. (Ultrahomogeneidad del grafo de Rado) Sean M y N dos
subconjuntos de Ry f : M — N un isomorfismo. Luego existe un automorfismo
f:R — R tal que ﬂ wm = f. Es decir, todo isomorfismo local se extiende a un
isomorfismo global.

Demostracion. Por el método back and forth, de manera casi idéntica a la de-
mostracién del teorema 2.87. Vamos a construir a f como el limite de una serie
de isomorfismos parciales f; : U; C R — V; C R, empezando con fy = f y en
cada paso usando las propiedades de extensioén de R para extender f; : U; — V;
afi+1:Uiu{a}—ﬂ/;ofiH:Ui—H/iU{b}. ]

Aunque el grafo de Rado es un objeto de mucho interés en si mismo, el siguiente
teorema muestra que tiene una intima conexién con las propiedades asintéticas
de grafos finitos.

Teorema 2.102. Sea ¢ una formula en la ldgica de primer orden de grafos. Luego
¢ se cumple en casi todos los grafos siy solo si R = ¢.

Demostracién. Sea ¢ una férmula con gr(¢) = k y sea 6, la férmula que expresa
la propiedad de k-extensién. Vimos que ¢ se cumple en casi todos los grafos si
y solo si 6 implica ¢. Por otro lado, sabemos que R = 6, luego se sigue que ¢
se cumple en casi todos los grafos si y solo si R = ¢. O

Esto nos permite demostrar algunos resultados interesantes, como el siguiente:

Proposicion 2.103. Sea ¢(z) una féormula en la logica de primer orden de grafos.
Luego son equivalentes:

» 3z ¢(x) se cumple en casi todos los grafos
= YV ¢(x) se cumple en casi todos los grafos

Demostracion. Por el teorema anterior, es equivalente ver que para toda férmula
¢(x) se cumple que R = Vz ¢(x) siy solo si R | Jz : ¢(x). Veamos que
R = 3z ¢(x) implica R = Va ¢(x), la otra implicacién es obvia.

Por definicién, si R = 3z : ¢(z) debe existir un a € R tal que R = ¢(a).
Sea b € R. Por la ultrahomogeneidad del grafo de Rado sabemos que hay un
isomorfismo f : R — R tal que f(a) = b. Como la validez de férmulas de
primer order se preserva por isomorfismos se sigue que R = ¢(b) y como lo
demostramos para cualquier b € R se sigue que R = Vz : ¢(x) O

Pero la consecuencia mas importante es el siguiente teorema, que muestra que
hay un algoritmo para determinar que oraciones tienen probabilidad limite 1, y
a diferencia del algoritmo estocastico propuesto anteriormente, podemos esta-
blecer una cota explicita de su complejidad computacional.

Teorema 2.104. Hay un algoritmo en PSPACE que determina, dada oracién ¢ en
la l6gica de primer orden de grafos, si ¢ se cumple en casi todos los grafos.
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Demostracién. Daremos un algoritmo para determinar, dada oracién ¢ en la
légica de primer orden de grafos si vale que R = ¢, lo que por el teorema
anterior determina si ¢ se cumple en casi todos los grafos.

Para empezar, notemos que podemos convertir en tiempo polindmico toda
férmula ¢ en una férmula equivalente en férmula normal prenex, es decir, de
la forma ¢ = Q11 ... Quz, (x4, ...,x,) donde cada Q; es 0V y ¢ es libre
de cuantificadores. Luego basta dar un algoritmo para ese tipo de formulas en
particular.

El algoritmo que daremos funcionara por eliminacion de cuantificadores.
Supongamos que queremos determinar si R[z; = a1, ...,xx = ax] E Jx . Por
definicidn, esa férmula es cierta si existe algin a € R tal que R[x1 = ay, ...,z =
ax,r = a] = 1. A priori, seria necesario probar con cada a € R, tarea imposible
porque la infinitud de R, pero gracias a la propiedad de ultrahomogeneidad del
grafo de Rado podemos reducirlo a un caso finito.

Supongamos que f : R — R es un automorfismo que preserva los a; y
tal que f(a) = b. Como los isomorfismos preservan la verdad de las formulas
de primer orden se sigue que R[zy = ai,...,2x = ax,x = a| | 1 siy solo si
Rlz1 = a1,..., 2k, = ag,x = b] | 1. Por la ultrahomogeneidad del grafo de
Rado, existe un automorfismo de tales caracteristicas si y solo si {a1, ..., ax, a}
y {a1, ...,ax, b} son isomorfos, que es equivalente a que el conjunto de a; co-
nectados a a sea el mismo que de a; conectados a b. Luego, no hace falta probar
con todo a € R sino solo con los de la forma ayy con U C {1, ..., k} definido
poray ~a;siysolosiie U.

Aplicando el procedimiento anterior de forma recursiva llegamos al proble-
ma de evaluar R = ¢ donde v no tiene cuantificadores, que se puede hacer
directamente. En cada momento de la recursion el algoritmo solo debe guardar
la eleccién de a;, que ocupa un espacio en la memoria de orden k? donde k es
la cantidad de variables. Luego, el algoritmo esta en PSPACE [J O

Ejemplo 2.105. Sea ¢ = 3z Vy :  ~ y y usemos el algoritmo anterior para de-
terminar si R = ¢. Notemos que ¢ ya esta en forma normal prenex. Empezamos
considerando un arbol que incluya todos los grafos sobre el conjunto {z, y}, que

son solo dos:
O

TO—C0O OO

Para cada uno de esos grafos comprobamos si cumplen = ~ y:
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TO—C0O OGN

Ahora subimos un nivel. Como el cuantificador que acompafiaba a y es un
Y, y en al menos un caso no se cumple la oracidn, se sigue en el nivel de arriba
tampoco. Concluimos que R [~ ¢

NP
‘O X

TO—0 ‘O O

Aunque el algoritmo anterior requiere solo de espacio polinémico, esta muy
lejos de ser eficiente, ya que al necesitar explorar todas las elecciones posibles
de a; requiere 0(2’“2) operaciones. ¢Se podra hallar un algoritmo que logre lo
mismo en tiempo polinémico? A dia de la fecha no tenemos la respuesta, pero la
siguiente proposicion muestra que de ser el caso se seguiria que P = PSPACE,
proposicién que casi unanimamente se cree falsa.

Proposicion 2.106. El problema de determinar si una oracion ¢ dada en la légica
de primer orden de grafos se cumple en casi todos los grafos es PSPACE-hard.

Demostracién. Vamos a ver que se puede reducir el problema de decidir si una
férmula booleana cuantificada es cierta (TQBF), que es bien sabido que es
PSPACE-hard[1], a decidir si una oracién ¢ es valida en casi todos los grafos.

Recordemos que una férmula booleana cuantificada es de la forma ¢ =
@Q1p1 - Qupn &(p1...,pn) donde las p; son variables proposicionales y cada Q;
es 3 0V. Definamos la férmula ¢ de la siguiente formula: por cada p; definimos
dos variables z; y y; cuantificadas de igual manera que p; y remplazamos cada
ocurrencia de la proposicién p; en v por x; ~ y;. Por ejemplo, Ip Vg (p V q) se
convierte en 313y VaoVys ((z1 ~ y1) V (22 ~ y2))). Es facil ver que para todo
grafo no vacio ni completo G vale que ¢ es cierta si y solo si G |= ¢, y como casi
todos los grafos no son vacios ni completos se sigue que ¢ es cierta si y solo si ¢
es valida en casi todos los grafos.

O
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Corolario 2.107. El problema de determinar una oracion ¢ en la légica de primer
orden de grafos se cumple en casi todos los grafos es PSPACE-completo.

2.3.2. El caso general

En esta seccién generalizaremos los resultados anteriores a cualquier clase pa-
ramétrica C de L-estructuras. Empezaremos definiendo un analogo de el grafo
de Rado para cualquier clase paramétrica C, que llamaremos la C-estructura
universal, y demostraremos que cumple propiedades andlogas y terminaremos
dando un resultado que clasifica la complejidad algoritmica de decidir si una
oracién es valida en casi todas las estructuras de una clase paramétrica C.

Definicién 2.108. Sea £ un lenguaje relacional, C una clase paramétrica de
L-estructura. Denotamos S¢(w) a la L-estructura aleatoria sobre {1,2,...} ge-
nerada segun la proposicion 2.67.

Proposicion 2.109. Casi seguro que Sc(w) cumple todas las propiedades de k-
extension de estructuras en C.

Demostracién. Vamos a ver que para todo subconjunto finito A C {1, ...} y toda
extension 7, la probabilidad de que existe un z tal que z realice la extension 7
tiene probabilidad 1. Como la interseccién de contables eventos de probabilidad
1 tiene probabilidad 1, se sigue que la probabilidad de que todo subconjunto
finito A tenga todas sus extensiones es U.

Supongamos que la clase C tiene C} tipos de 1-esqueleto, Cs tipos de 2-
esqueleto, ..., C,. tipos de r-esqueleto. Vimos en la proposicién 2.77 que la pro-

_(k (K

babilidad de que un » ¢ A realice una cierta extensién es C; *-C, () -Cy (=) (o)
s
Cr (%) y que dicho evento es independiente para distintos z. Luego, la probabi-
~(k (K
lidad de que ningun z realice dicha extensién es menora (1-C; *-C, () -Cy (3),
_( k _(k _(k _ k

(...)-Cr (”"1))” para todo n. Como (1—C;*-C, () -Cy ). (...)-Cyr ("’1)) <1,
se sigue que la probabilidad de que ningun z realice dicha extension es igual a

1.
O

Proposicion 2.110. Sean M y N dos L-estructuras en C que cumplen todas las
propiedades de extension. Luego, M y N son isomorfas.

Demostracion. Por el método back and forth, de forma andloga a 2.87. Sea M =
{my,ma,...} ysea N = {ny, ...,no }. Vamos a construir un isomorfismo f : M —
N como el limite de una serie de isomorfismos parciales f; : U ¢ M — V C
N. Empezamos con fi(m1) = my, donde n; es un elemento con el mismo 1-
esqueleto que m;, que debe existir porque N cumple todas las propiedades de
extension. Para el caso inductivo, sea f; : U — V y sea m el menor elemento
de M no perteneciente a U. Para cada subconjunto S C U, sea 75 el tipo de
esqueleto de SU {m}. Como N tiene todas las propiedades de extension, existe
un n € N tal que para todo S C U, f;(S)U {n} tiene esqueleto de tipo 75. Se
sigue que f;y1: U U {m} =V U {n}es un isomorfismo que extiende a f;.
Por un argumento dual, si n € N es el menor elemento que no pertenece
a V, podemos hallar un m € M tal que f;y; : U U {m} — V U {n}es
un isomorfismo que extiende a f;. Alternando entre estos dos pasos nos da la
construccién deseada. O
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Definicion 2.111. Se sigue que hay una unica L-estructura en C contable que
cumpla todas las propiedades de C-extension hasta isomorfismo. Se la denomina
la C-estructura universal y se la denota Up.

Corolario 2.112. Casi seguro que Sc¢(w) es isomorfo a Ug.

Al igual que con el grafo de Rado, no es dificil dar construcciones explicitas de
C-estructuras universales. A modo de ejemplo, presentamos una variacion de la
construccién dada en 2.91 para grafos dirigidos y torneos.

Proposicidon 2.113. Consideremos los siguientes grafos dirigidos definidos sobre
N

= (G es el grafo dirigido definido por la siguiente relacion: dados n,m € N
tal que n > m, n ~ m siy solo si el m-esimo digito en la representacion
cuaternaria de nes 1 0 2, y m ~ n sty solo si el m-esimo digito en la
representacion cuaternaria de nes 10 3.

= (3 es el grafo dirigido definido por la siguiente relacion: dados n,m € N tal
quen >m, n~msiysolosiel f,(m)>0ym~nsiysolosi f(m) <0
donde f; es una enumeracion de las funciones computables.

Ambos grafos son isomorfos al grafo dirigido universal.

Demostracién. Basta con verificar que ambos grafos cumplen todas las propie-
dades de extension para grafos dirigidos, que explicitamos en el ejemplo 2.74.

1. Sean Uy, Us,, U3, Uy C N cuatro subconjuntos finitos disjuntos. Considere-
mos el nimero n definido comon = 3, ., 4°+ X, 24" +3 ey, + 3
4%, Es facil ver que n es mayor a todo elemento de los subconjuntos ante-
riores, y por definicién vale n ~ i siy solosii € Uy UUs yi ~ n siy solo
sii e U; UUs.

2. Sean Uy, Us,Us, Uy C N cuatro subconjuntos finitos disjuntos. Como son
finitos, hay una funcion computable tal que f : N — N tal que:

0 sine U
1 sin e Us;
-1 sineUs
T sing¢ U UUyUU;

Ademas, como sabemos que para toda funcién computable hay infinitos
indices que la realizan, existe un n tal que f,, = f y tal que n es mayor a
todo elemento de U = U; U U U U3 U U,. Para ese n, para todo i € U se
cumple por definicién que n ~ isiysolosii € UyUUsyquei ~nsiy
solosi: € Uy UUs.

O
El siguiente teorema muestra que, de manera andloga al grafo de Rado, la es-
tructura universal Uz cumple solo las oraciones que son validas en casi todas las

estructuras de C.

Teorema 2.114. Sea ¢ una oracién en la légica de primer orden de L. Luego, ¢
es valida en casi todas las estructuras de C si'y solo si U¢ = ¢.
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Demostracion. Sea k = qr(¢) y sea 0 la oracidén que expresa la propiedad de
k-extensién para L-estructuras. Sabemos que ¢ es valida en casi todas las es-
tructuras de C si y solo si 6, implica ¢ y que Uc cumple 6. Luego, se sigue que
¢ es valida en casi todas las estructuras de C siy solo si U¢ = ¢. O

El siguiente teorema generaliza el teorema 2.102.

Teorema 2.115. Sea L un lenguaje relacional y C una clase paramétrica no trivial
con un solo tipo de r-esqueleto para todo r < k. Sea ¢(x1, ..., x,) una férmula el
lenguaje L. Luego, son equivalentes:

» 3y (...) 3z, ¢(21, ..., 2,) es valida en casi todas las estructuras de C
» Vzy (...) Vo, ¢(z1,...,2,) es valida en casi todas las estructuras de C

Demostracion. La Unica direccién que necesita demostracion es (i) = (7). Su-
pongamos que Ue =, es decir, existen ay, ..., a, € Ug tal que Ue = ¢(aq, ..., ar).
Sea b, ...,b, € U. Como existe un tnico s-esqueleto en C para todo s < r, se
sigue que hay un isomorfismo f : {ay,...,a,} — {b1,...,b.} y como U es ultra-
homogeneo, esto se extiende a un isomorfismo f : Uz — Uc y como los isomor-
fismos preservan la validez de férmulas, se sigue que U = ¢(b1, ..., b, ). Como
esto vale para cualquier tupla b, se sigue que U¢ = Vi (...) Vz, ¢(z1, ..., 2,)
y por tanto Vz; (...) V&, ¢(z1,...,z,) es valida en casi todas las estructuras de
C O

Por ultimo, nos queda clasificar la complejidad algoritmica de decidir que ora-
ciones se cumplen en casi todas estructuras de C.

Teorema 2.116. Sea L un lenguaje relacional y sea C una clase paramétrica
no trivial de L-estructuras. Existe un algoritmo en PSPACE que determina, dada
oracion ¢ en la logica de primer orden en lenguaje L, si ¢ se cumple en casi todas
las estructuras de C.

Demostracién. Anélogo a 2.104. Vamos a dar un algoritmo que comprueba si,
dada oracidén ¢ en forma normal prenex, Uc = ¢ por eliminacién de cuantifica-
dores. Como U, es ultrahomogeneo, para verificar si Ue = 3z : ¢(aq, ...., an, )
basta corroborar, para cada tipo posible de extension 7 de {a, ...,a,}, siUc =
¢(a,...,an,a), donde a, es un elemento que realiza la extensién 7. Como en
cada paso hay solo finitos tipos de extensién posibles, el algoritmo termina. Mas
aun, en cada paso el algoritmo solo necesita guardar las relaciones en el conjun-
to {a1, ..., a,} y si el lenguaje L tiene relaciones de aridad hasta k eso requiere
O(n*) espacio. O

Teorema 2.117. Sea L un lenguaje relacional y sea C una clase paramétrica no
trivial de L-estructuras. El problema de determinar, dada oracién ¢ en la légica
de primer orden en lenguaje L, si ¢ se cumple en casi todas las estructuras de C es
PSPACE-hard.

Demostracién. Vamos a mostrar que el problema de decidir si una oracién boo-
leana cuantificada es cierta (TQBF), que es PSPACE-hard, es reducible al pro-
blema de decidir si una oracién en logica de primer orden solo con igualdad
(que en particular, es una oracion en el lenguaje £) se cumple en casi todas
las estructuras de C. Sea ¢ = Q1pl (...)Qnpn ¥(p1, ..., pn) Una oracién boolea-
na cuantificada. Vamos a construir una oracién ¢ en lenguaje £ de la siguiente

73



manera: ¢ = Vo Qi2; (...) Qnz, ¥(z = x1,...,2,), donde Q; son los mismos
cuantificadores que en ¢.

En cualquier estructura de mas de dos elementos, donde las formulas ato-
micas z; = y pueden adoptar ambos valores booleanos, ¢ es valida si y solo si ¢
es valida, en particular, ¢ es valida si y solo si Ue |= ¢ y sabemos que eso pasa
si y solo si ¢ se cumple en casi todas las estructuras de C. O

Juntando ambos resultados:

Teorema 2.118. Sea L un lenguaje relacional y sea C una clase paramétrica no
trivial de L-estructuras. El problema de determinar, dada oracién ¢ en la légica
de primer orden en lenguaje L, si ¢ se cumple en casi todas las estructuras de C es
PSPACE-completo.
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Capitulo 3

Ley de convergencia para
grafos muy sparse

3.1. Introduccion

En el capitulo anterior, estudiamos las propiedades asint6ticas de los grafos alea-
torios G(n, p), es decir, la probabilidad de que G(n, p) tenga una propiedad da-
da cuando n tiende a infinito. Pero eso no es mas que arafiar la superficie de la
teoria de grafos aleatorios, ya que los problemas mas interesantes consisten en
estudiar las propiedades asintéticas de G(n, p(n)) donde p(n) es una funcién de
los naturales en (0, 1) tal que lim,,—, p(n) = 0, los llamados grafos aleatorios
sparse.

A diferencia de los grafos aleatorios G(n, p), que mostramos en el capitulo an-
terior que se comportan de modo muy similar para todo p € (0, 1), los grafos
aleatorios sparse G(n,p(n)) tienen un comportamiento extremadamente rico,
que depende mucho de la funcién p(n). Dos ejemplos de ello son los siguientes
teoremas clasicos de Erdés y Renyi:

Teorema 3.1. (Threshold de conexion para grafos aleatorios sparse)[8]

» Sip(n) = (1+0(1)) %) 1q probabilidad de que G(n, p(n)) sea conexo

n
tiende a 1 cuando n tiende infinito.

m Sipn)=(1-0(1))- %, la probabilidad de que G(n,p(n)) sea conexo
tiende a 0 cuando n tiende infinito.

Teorema 3.2. (Aparicion del componente gigante en grafos aleatorios sparse)[9]
Sea c>0yp(n) = <. Luego:

= Si ¢ < 1, entonces cuando n tiende a infinito casi seguro todo componente
conexo G(p(n),n) es de tamafio O(In(n)).

= Sic > 1 entonces cuando n tiende a infinito casi seguro G(p(n),n) tiene un
componente conexo de tamafio O(n).

Naturalmente, eso lleva a la pregunta de si es posible generalizar laley 0 — 1 de
Fagin para grafos aleatorios de la forma G(n,p(n)). La respuesta es afirmativa y
fue hallada por Shelah y Compton, que investigaron las propiedades de grafos
aleatorios de la forma p(n) = ¢-n~% para « € (0, 1).
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Teorema 3.3. (Ley 0-1 de Shelah-Spencer) [35] Sea ¢ > 0, « € (0, 1) irracio-
nal. Luego, para toda oracion ¢ en la logica de primer orden de grafos, vale que
limp— oo Pr(G(n,c-n=%) = ¢) € {0,1} y mas aun, dicho limite no depende de
c.

La demostracién del teorema anterior, que Spencer simplificaria en [37], es si-
milar a la de la ley 0-1 de Fagin, y consiste en ver que cuando n tiende a infinito,
siG1, Gy ~ G(n,c-n~%) casi seguro que el Duplicator tiene una estrategia gana-
dora en el juego de Ehrenfeucht-Fraisse de k turnos entre G; y G». A diferencia
de la demostracién de la ley de Fagin, sin embargo, la demostracién es larga y
requiere una atencién minuciosa a los detalles. Como vimos anteriormente, los
grafos G(n,p) cumplen asintoticamente los axiomas de extensién, que garan-
tizan siempre al Duplicator una respuesta adecuada, pero los grafos G tienen
una estructura mucho mas complicada y la estrategia del Duplicator tendra que
adelantarse a todas las jugadas posibles del Spoiler.

Teorema 3.4. (Converso de la ley 0-1 de Shelah-Spencer)[35] Sea ¢ > 0,
a € (0,1) racional. Luego, existe una oracion ¢ en la légica de primer orden de
grafos tal que el limite lim,,_, oo Pr(G(n,c-n~%) = ¢) no existe.

Sin embargo, hay un caso muy importante que no estaba cubierto por en anélisis
de Shelah y Spencer, que es el de o = 1, es decir, de grafos aleatorios de la forma
G(n, <), los llamados grafos aleatorios muy sparse. Era bien sabido que ese
tipo de grafos no cumplia una ley 0-1 para la 16gica de primer orden, pero Lynch
mostrd que a diferencia de los grafos con « racional al menos cumplen una ley
de convergencia:

Teorema 3.5. (Lynch)[29] Sea ¢ > 0y sea ¢ una oracién en la l6gica de primer
orden de grafos. Luego, el limite lim, o, Pr(G(n,<) = ¢) existe y mas aun, se
puede escribir a partir del conjunto {1, ¢} usando las operaciones {+, —, -, e*}

La demostracién de Lynch se divide en dos partes, una combinatoria y una 1gi-
ca. La combinatoria es para demostrar las propiedades locales del grafo G(n, ©),
que Lynch logra usando versiones generalizadas del principio de exclusion-inclusion,
y en la parte l6gica demuestra que esas propiedades locales caracterizan el grafo
hasta equivalencia, que logra usando los juegos de Ehrenfeucht-Fraisse. Noso-
tros seguiremos una estrategia muy similar pero con herramientas distintas, lo
que dara lugar a una demostracion mas corta. Para caracterizar las propieda-
des locales de G(n, <) usaremos el llamado método de los momentos y para
demostrar la parte ldgica usaremos como herramienta principal el teorema de

Gaifman, demostrado en el capitulo 1.

3.2. Preliminares probabilisticos

3.2.1. El método de los momentos, 6, Como aprendi a dejar
de preocuparme y a amar la esperanza

Un problema frecuente en probabilidad es que calcular exactamente la distri-
bucién de una variable aleatoria puede ser extremadamente dificil, cuando no
imposible. Por otro lado, calcular la esperanza y, mas en general, los momentos
de una variable aleatoria suele ser una tarea mas facil, debido a las propieda-
des de linealidad. Por esa razén, son de gran utilidad los resultados que nos
permiten extraer cierta informacién sobre la distribucién a partir de los mo-
mentos. Las desigualdades de Markov y Chebyshev, que acotan las colas de una
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distribucién a partir de su primer y segundo momento respectivamente, son
los ejemplos mas celebres de resultado del estilo. En esta seccién estudiaremos
cuando conocer todos los momentos de una variable nos permite determinarla
inequivocamente.

Definicion 3.6. Sea X una variable aleatoria con medida de probabilidad ux.
Su funcién caracteristica ¢y : R — C esta definida como:

6x(0) =B(e™) = [ ¢ dux(z)

Proposicion 3.7. Sea X una variable aleatoria con los primeros k momentos
finitos. Luego ¢x es k veces diferenciable y (¢x )™ (0) = i* - E(X%).

Teorema 3.8. [3] Si X e Y son dos variables aleatorias tal que ¢ x = ¢y, se sigue
que X e Y tienen la misma distribucion.

Definicion 3.9. Sea X una variable aleatoria con todos los momentos finitos.
Se dice que X esta determinada por sus momentos si para toda variable Y
tal que para todo k vale que E(X*) = E(Y*) se sigue X e Y tienen la misma
distribucién.

No toda variable aleatoria esta determinada por sus momentos. El contraejem-
plo mas conocido es el siguiente, descubierto por Stieljes en 1894.

Proposicién 3.10. Sea X ~ N(0,1) y sea Y = e, es decir, una variable con la
distribucion log-normal. Luego Y no esta determinada por sus momentos.

Demostracion. La densidad de probabilidad de Y esta dada por py () =

ln(z)2
e~z . Veamos que para todo k > 0 vale que

T\ 21 '

/OO z* - py (x) - sin(2r - In(x)) dz =0

—0o0

De lo que se sigue que la funciéon de densidad dada por

pz(x) = py(x) - (sin(27 - In(x) +1)

define una variable aleatoria Z con los mismos momentos que Y, aunque
claramente tienen distinta distribucién. Empecemos haciendo el cambio de va-
riables u = In(z):

_ ln(z)2

g € 2 . 1 / ku | ,—
. 9 -1 d . .
/ x e Vo sin( n(z)) dz Nor il et e

Ahora haciendo el cambio de variable v = u — k y recordando que sin(x —
2km) = sin(z) nos queda:

w2
7 sin(2m - u) du

[ = [
= — € 2 SN 2T - U U = —F— e 2 -sin(2m-v v
21 J oo 21 J oo

Y como la ultima funcién es impar es claro que la integral debe ser 0. [
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Sin embargo, la mayoria de las distribuciones con las que trabajamos normal-
mente si estdn determinadas por sus momentos y se han descubiertos varios
criterios para determinar cuando una variable aleatoria esta determinada por
sus momentos. El mas conocido de ellos es el llamado "criterio de Carleson".
Nosotros demostraremos una versién mas débil, que denominaremos el criterio
de Riesz. Expresa la idea de que toda distribucién cuyos momentos no crezcan
"demasiado rapido" esta determinada por sus momentos.

Teorema 3.11. (Criterio de Riesz)[3] Sea X una variable aleatoria positiva con
medida de probabilidad p. Supongamos que existe una constante C' > 0 tal que
para todo k € Nvale que:

E(X*) < C% - k!
Luego, se sigue que X esta determinada por sus momentos.

Demostracién. Denotemos al k-esimo momento como . Si se cumple la cota
o, < C¥ - k! sabemos que se sigue que la serie f(z) = Y 9% - 2" tiene radio
de convergencia mayor a % Vamos a usar eso para demostrar que, dada una
variable aleatoria Y con los mismos momentos que X se cumple que ¢x = ¢y,
de lo que se sigue por el teorema 3.8 que X e Y tienen la misma distribucion.

Empecemos calculando el residuo de Taylor de ¢x:

| Gx(t+h) - A T S Y
=0 k=0
— |/(ei(t+h)x _ Z(th)k . eitw) dul < /|(ei(t+h)z _ Z(lhl’)k -eit””)|du
k=0 k=0

:/‘eitx‘ . |eihw _Z(th |d//f _ /|ez}u _ (th)k-| du

k=0 k=0

Pero notemos que el termino siendo integrando no es mas que el residuo de
Taylor de orden n de la funcién e¢** centrado en x = 0, que por la férmula del

residuo sabemos que es igual a ’(ho o e™"¢ para algtin ¢ € (0,z), luego su
modulo es menor a ((hﬁl; . Concluimos entonces que:
Lok / (ha)*+! [ et
-h < N n d A
| ox(t ;) R s sl I DR v sy

Y ese ultimo termino no es otra cosa que o, - .Como esa serie tiene

(n+1)
radio de convergencia r = & > 0, podemos concluir que ¢x es analitica y tiene
radio de convergencia al menos r en todo punto. Pero lo tinico que usamos en
particular de X es que E(X) = ay y eso también vale para Y, luego se sigue
que Y también es analitica y el radio de convergencia de todo punto es mayor
a r. Ahora sabemos que para todo n vale que ¢§?>(0) = qbgf )(0) = a,. Luego
¢x Y ¢y tienen la misma serie de Taylor en x = 0 y por tanto son iguales en
(—r,7). Pero también tienen la misma serie de Taylor en = r — ¢, luego son
iguales en (—r, 2r — ¢). Aplicando el mismo razonamiento se sigue que ¢x y ¢y
son iguales en todo punto. O
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Corolario 3.12. Toda variable aleatoria acotada esta determinada por sus mo-
mentos.

Demostracién. Sea X variable aleatoria tal que casi seguro |X| < M € R. Se
sigue que oy, = | [ 2Fdp| < [ |2F|dp < M*. O

Teorema 3.13. (Fréchet-Shohat)[3] Sea X una variable aleatoria determinada
por sus momentos y X, una sucesion de variables aleatorias tal que para todo k
vale que lim,, oo E(X¥) = E(XF). Se sigue que X,, —p X.

Demostracién. La demostracion clasica usa el teorema de seleccion de Helly.
Daremos una demostracion de espiritu similar pero con herramientas de analisis
funcional.

Sea E = Cy(R) el espacio Banach de funciones continuas que se anulan en
el infinito, con norma infinito. Notemos que F es separable. Podemos ver a cual-
quier variable aleatoria Y como elementos del dual £*, definiendo el funcional
Y* € E* dado por Y*(f) = E(f(Y)). Es claro que es lineal y ademas pertenece
a la bola unitaria de E*, ya que E(f(Y)) = [ f(z)duy(z) < ||f||co- Ademas, es
facil ver que Y;, — Y converge en distribucién siy solo si Y,* — Y* converge en
E* con la topologia w*.

Supongamos que el teorema no se cumple. Luego, debe existir una suce-
sién de variables aleatorias X, tal que lim, o E(X2) = E(X“) pero ninguna
subsucesion de X,, converge a X.

Por el teorema de Banach-Aloaglu secuencial, sabemos que la bola unitaria
en E* es compacta respecto a la topologia w*. Vimos anteriormente que los
funcionales X, estdn en la bola unitaria de £*, luego debe existir una subsu-
cesién X, que converge en la topologia w*, de lo que se sigue que X,,, con-
verge en distribucién. Supongamos que converge a Y. Se sigue que E(Y?) =
limg oo B(Xy,, ) = limn 00 E(X;;) = E(X®) para todo a y como X esta deter-
minado por sus momentos se sigue que X = Y. Pero eso contradice la hipdtesis
de que ninguna subsucesién de X,, converge a X. O

Podemos hacer el mismo desarrollo para vectores aleatorios:

Definicién 3.14. Sea X = (X1, ..., X,,) un vector aleatorio. Su funcién caracte-
ristica ¢x : R™ — C esta definida como ¢x (t1, ..., t,) = E(et1 X1 + (1) +tnXn)

Teorema 3.15. [3] Sean X e Y dos vectores aleatorios tal que ¢x = ¢y. Luego
X e Y tienen la misma distribucion.

Proposicion 3.16. Sean X = (X1, ..., X,,)y Y = (Y1, ..., Y,,) dos vectores aleato-
rios tal que para todo ci, ..., c, € R la variable aleatoria ¢y X1 + ... + ¢, X, tiene
la misma distribucion que ¢1Y1 + ... + ¢, Y., Luego se sigue que X e Y tienen la
misma distribucion.

Demostracién. Como c¢; X +...+¢, X,, tiene la misma distribuciéon que ¢; Y7 +...+
e, Yy, sesigue que E(ecr X1t HenXn) = FeerY1t+en¥n) egdecir, px (c1, ..., cn) =
¢y (c1, ..., cn). Como sus funciones caracteristicas son iguales, se sigue que X e
Y tienen la misma distribucién. O
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Definicién 3.17. Decimos que un vector aleatorio X = (X3, ..., X,,) esta de-
terminado por sus momentos si para todo vector aleatorio Y = (Y7, ...,Y},) si
E(XF . ... XFk) =E(Y} . ...YF) para todo conjunto ki, ..., k, € N se sigue
que X e Y tienen la misma distribucion.

Podemos probar ahora un analogo del Teorema 3.11 y del teorema de Fréchet-
Shohat para vectores aleatorios:

Teorema 3.18. (Criterio de Riesz vectorial)[3] Sea X = (X}, ..., X,,) un vector
aleatorio. Supongamos que existe un C' > 0 tal que para todo ki, ..., k, se cumple
que

E(X]' - () XEm) < CFvrthn (g o ko)

Luego se sigue que X esta determinado por sus momentos.

Demostracién. Denotemos a E(XF' - (...) - Xk») con ay, . ,. Vamos a ver que
c1X1 + ... + ¢, X, tiene la misma distribucién que ¢, Y7 + ... + ¢, Y,, para todo
c1,..,¢n € R, de lo que se sigue por la proposicién 3.16 que X e Y tienen la
misma distribucioén.

Empecemos viendo que ¢; X; + ... + ¢, X,, esta determinada por sus mo-
mentos, calculando sus momentos y usando el criterio de Riesz. Sin perdida de
generalidad podemos asumir que ¢; = max(cy, ..., ¢y ).

k s s
E((Cle + + Can)k) — Z (8 5 ) . Olsl,....,sn . C‘ll . () . Cn'n
s14...+sn=k 1s--99n

Sabemos, por hipétesis, que podemos acotar ay, .. s, por C51 -+ . (g +
.. +8,)! = C* - k!'y como asumimos que c; era el mayor de los ¢; tenemos
también que -¢;' - (...) - ci» < k. Luego nos queda:

E((crXi+oten X)) < Y (Sl’_’iSn)ck.e’f-k!( 3 <51,.].€.,3n)).0k.

s1+...+sp=k s1+...+sp=k

k

S1;.-58n

Como la suma de todos los multinomiales ( ) es n* tenemos:

E((e1 X1+ .. + e X)) <nf - CF - ch Bl = (n-C-c))¥ - k!

Como c¢; X1+...+¢, X, esta determinado por sus momentosy ¢; Y1 +...+¢, Yy,
tiene los mismos momentos que c¢; X1 + ... + ¢, X, se sigue que ambos tienen
la mismas distribucién. Como eso vale para todo cy, ..., ¢, se sigue que X e Y
tienen la misma distribucién. O

Para el caso en el que las coordenadas son independientes, tenemos una condi-

cién mas simple:

Teorema 3.19. [3] Sea X = (X;,...,X,) un vector aleatorio con coordenadas
independientes. Supongamos que existe un C' > 0 tal que para todo k y todo
ie{l,..,n}vale

E(XF) < CF - k!

Luego se sigue que X esta determinado por sus momentos.
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Demostracién. Como las coordenadas de X son independientes tengo E(X ' -
() Xy = B(X]Y) - () E(XEn) < CF kgl (L) - CFn el < CRaethn
(k1 + ...+ k,)!. Luego por el teorema anterior se sigue que X esta determinado
por sus momentos. O

Teorema 3.20. (Frechet-Shohat vectorial)[3] Sea X = (X, .., X,,) un vector
aleatorio determinado por sus momentos y Y; = (Y(; 1, .-, Y(i,n)) una serie de
vectores aleatorios tal que para todo o € N™ el a-esimo momento de Y; converge
al a-esimo momento de X. Se sigue que Y converge a X en distribucion.

Demostracién. Analogo a la demostracién que dimos de Frechet-Shohat: Sea
E = Cy(R") el espacio Banach de funciones continuas que se anulan en el infi-
nito, con norma infinito. Notemos que E es separable. Podemos ver a cualquier
variable aleatoria Y como elementos del dual E*, definiendo Y*(f) = E(f(Y)).
Esos funcionales pertenecen a la bola unitaria de E* y dada sucesién de varia-
bles aleatorias Y,,, Y, converge en distribucién a Y siy solo si Y,* — Y* con la
topologia w*.

Supongamos que el teorema no se cumple. Luego, debe existir una sucesién
de vectores aleatorios X, tal que lim, ., E(X2) = E(X*?) pero ninguna sub-
sucesién de X,, converge a X. Por el teorema de Banach-Aloaglu secuencial,
sabemos que la bola unitaria en E* es compacta respecto a la topologia w*.
Vimos anteriormente que los funcionales X/, estdn en la bola unitaria de E*,
luego debe existir una subsucesion X,;, que converge en la topologia w*, de lo
que se sigue que X,,, converge en distribucién. Supongamos que converge a Y.
Se sigue que E(Y*) = limy o0 E(X};,) = limy, 0o E(X}}) = E(X*) para todo
ay como X esta determinado por sus momentos se sigue que X = Y. Pero eso
contradice la hipdtesis de que ninguna subsucesion de X,, converge a X O

3.2.2. Cuatro versiones de la ley de convergencia Poisson

En esta seccién usaremos los resultados anteriores para dar para dar una serie
de criterios de creciente nivel de generalidad de cuando una sucesién variables
aleatorias converge en distribucién a una variable Poisson, que usaremos mas
adelante. Este tipo de método es estandar en probabilidad y en particular, en
el estudio de grafos aleatorios[22][4], aunque no asi pero la formulacién espe-
cifica de los dos tltimos dos resultados (que denominamos ley de convergencia
Poisson III y IV), que elegimos para simplificar demostraciones posteriores. Em-
pezaremos demostrando resultados sobre las distribuciones Poisson, que nos
llevaran a ver que estdn determinadas por sus momentos.

Proposicion 3.21. Sea X una variable aleatoria que sigue una distribucién Pois-
son de pardmetro M. Luego:

E(X-(X=1)- (..) (X —k+1)) =\

Demostracion. Tenemos:

E(X - () - (X=k+1) => a- (.)-(a—k+1)-Pr(X =a)
a=k



Reordenando y haciendo el cambio de variable u = a — k nos queda:

OO)\u
:)\k’. e_>‘. Zi':)\k e_)‘ eA:Ak
.
u=0

O

Para continuar debemos introducir un concepto de combinatoria, los nimeros
de Stirling del segundo tipo.

Definicién 3.22. Los nimeros de Stirling del segundo tipo {}'} son la canti-
dad de formas de partir un conjunto numerado de n elementos en k conjuntos
no numerados. Dicho de otra forma, cuentan la cantidad de funciones sobre-
yectivas f : {1,...,n} — {1,...,k} bajo la relacién de equivalencia dada por
reordenamientos de k.

Observacion 3.23. Se sigue que k!- {}} cuenta la cantidad de funciones sobre-
yectivas f : {1,...,n} = {1, ..., k}.

Proposicion 3.24. Los niimeros de Stirling del segundo tipo cumplen la siguiente

recurrencia: )
n -+ n n
{k+1} - {k}+ (k+1)'{k+1}

Demostracion. Por doble conteo. Por definicién, {Zﬁ} cuenta la cantidad de
forma de partir {1,..,n+ 1} en k + 1 conjuntos no numerados. Hay dos posibili-
dades, o bien el 1 queda en un conjunto aislado, de lo que se sigue que hay {} }
de terminar de partir {2, ...,n + 1} en k conjuntos no numerados, o bien el 1 no
queda en un conjunto aislado, luego hay { kil} formas de partir {2,...,n + 1}
en k + 1 conjuntos no numerados, multiplicado por & + 1 formas de asignar el
1. Luego, nos queda {77} = {7} + (k+1)- {1} O

Proposicion 3.25. Sean Ay, ..., A, eventos aleatorios y sea X = > 14. Luego:

k
E(X*) —Z{Z}.[ S Pr(An N () N A

a=1 11,0050 distintos
Donde la suma interna tiene en cuenta el orden de los términos i.

Demostracién. Como para todo i vale que 1% = 14, la expresién (3 14,)"
expandida consistird en suma de términos de la forma Pr(4;, N (...) N A;,)
cona < kyiy,.., i, distintos Si no tenemos en cuenta el orden, cada termino
aparecerd una vez por cada funcién sobreyectiva f : {1,...,n} — {1,..,a}y
sabemos que hay a! - { Z} funciones de esa naturaleza. Si tenemos en cuenta el
orden, como cada a-tupla se puede ordenar de a! formas distintas, cada termino
aparecerd acompafiado solamente por {"}. O

Definicion 3.26. El factorial descendiente de x, denotado (x),, es el polino-
mioz -(z—1) - (...) - (x—n+1)
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Proposicion 3.27. Para todo n € N, vale la siguiente igualdad de polinomios:

Demostracién. Por induccién en n. Es obvio que vale para n = 0, veamos el caso
inductivo.

O N HRCARE N RN
=<§{Z} -<x>k-<m—k+k>>=§{z} @ +x- 1) o

Reordenando y usando la identidad 3.24 llegamos a:

S ST E OO 1 R

Proposicion 3.28. (Momentos de variables Poisson) Sea X una variable alea-
toria con distribucién Poisson de pardmetro \. Luego:

E(X*) = zk: {I;} S\

a=0

Demostracion. Por la proposicion 3.27 sabemos que:

E(x") :E&{’“} (X)) = i{’“} E((X),)

a=0 a=0
Por la proposicién 3.21 sabemos que E(X - (...)(X — k + 1)) = \*, es decir,
que E((X),) = A*, luego la expresién anterior es igual a >-F_ {71 - A*. O

Proposicion 3.29. Sea X una variable con distribucion Poisson con pardmetro A.
Luego X esta determinada por sus momentos.

Demostracién. Veamos que para todo k vale la desigualdad E(X*) < k!-(e-\)¥,
de lo que se sigue por el criterio de Riesz que X esta determinada por sus
momentos.

k k k
E(XF) = A < S\ — )k
REEPUHEEEEDSH SRS O3NS
Ahora, > {Z } esla cantidad de formas de partir un conjunto de k elementos
en conjuntos no numerados, por lo que se puede acotar por la manera de partir

k en conjuntos numerados, que es k*. Usando esa cota y la celebre aproximacién
de Stirling nos queda:

E(X®) < kF - X< kl-ef - AF = Kl (e N)F
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Mas en general:

Proposicion 3.30. Sean X1, ..., X,, variables aleatorias independientes tal que
X tiene una distribucion Poisson de pardmetro \;. Luego el vector aleatorio X =
(X1, ..., X,) esta determinado por sus momentos.

Demostracién. Consecuencia directa de la proposicidon anterior y el teorema
3.19. O

Ahora podemos empezar a enunciar las leyes de convergencia Poisson. Empe-
cemos con la versién mas clasica, conocida también como la ley de los eventos
raros.

Teorema 3.31. (Ley de convergencia Poisson I) Sea A,, ; una serie de eventos
independientes entre si tal que para todo i, la probabilidad de A, ; es % Luego
las variables aleatorias X, = ., 14, , convergen en distribucién a una variable

Poisson de pardmetro .

Demostracion. Veamos que para todo k, el k-esimo momento de X, conver-
ge al k-esimo momento de Poi()\). Como las variables Poisson estan deter-
minadas por sus momentos, por el teorema de Frechet-Shohat tenemos que
X, —p Poi()\). Supongamos que X,, es suma de variables Bernoulli A7, ...., A".
Por la proposicién 3.25 tenemos, para todo k < n:

k
E(Xﬁ)—(Z{k}w S P4y 0 ()N AL)

a
a=0 11 ,..50q distintos

Como los eventos A; son independientes con probabilidad %, la probabilidad
de A;, N (...)NA;, es (2)*. Por otro lado, hay n-(n—1)-(...)- (n—a+1) = (n),

formas de elegir 41, ..., 7, distintos y ordenados.

BN =3 Gy — Eij {Ehxe = meroio

a
a=0

La primer generalizacién que consideramos es el caso en lo que los eventos A,, ;
no son variables independientes de parametro % pero se comportan asintotica-
mente como si lo fueran:

Teorema 3.32. (Ley de convergencia Poisson II) Sean A,, ; una serie de eventos
con i < n que cumplen que para todo n y todo i1, ...,i < n la probabilidad de
Ai; N(...)NA;, es la misma para toda eleccion de i1, ..., i, y si denotamos a dicha
probabilidad como p,, i, vale que:

ltmp— oo Pnk - nk = )\k-

Luego, se sigue que las variables aleatorias X, = Y. 14, , convergen en

distribucion a una variable Poisson de pardmetro \

Demostracién. Veamos que para todo k, el k-esimo momento de X, conver-
ge al k-esimo momento de Poi(\). Como las variables Poisson estan deter-
minadas por sus momentos, por el teorema de Frechet-Shohat tenemos que
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) n

X, —p Poi()\). Supongamos que X, es suma de variables Bernoulli A7, ....
Por la proposicién 3.25 tenemos, para todo k < n:

k
B = (C{5 (T Pl 0 (04w
a=0 11,..,0q distintos

Por hipdtesis sabemos que la probabilidad de A;, N (...) N A;, es ppk

E(Xy) = Zk: {Zj} : (Z) P = zk: {Z} : % “n® - Ppa

a=0 a=0

Ahora, sabemos que lim,, o (7)/n® = 1y sabemos por hipétesis se cumple
que lim,,_, p,, o - n® = A%. Luego nos queda:

O

La siguiente generalizacion resultara un tanto ad-hoc, pero resultara de crucial
importancia para la siguientes seccién. En lugar de considerar eventos de la
forma A;, con ¢ < n consideraremos eventos de la forma A, s donde S es
cualquier subconjunto de {1, ...,n} de tamafio dado, que, al igual que en la ley
de Poisson II, se comportaran asintoticamente como variables independientes.

Teorema 3.33. (Ley de convergencia Poisson III) Supongamos que, para todo
ny para cada subconjunto S de {1, ...,n} de tamafio s tenemos asociado un evento
Ag, que cumplen las siguientes propiedades:

= Para todo n y todo a, la probabilidad de As, N (...) N Ag, es la misma
para toda coleccién de subconjuntos disjuntos Sy, ..., S, C {1,...,n} y mas
aun, si denotamos a dicha probabilidad p,, . se cumple que:

limp oo (pn,a : nsa) =\

= La probabilidad de que ocurran dos eventos Agy Artalque S # Ty SNT #
@ tiende a 0 cuando n tiende a infinito.

Luego las variables X, = )14 convergen en distribucién a una variable
Poisson con pardmetro 2.

Demostracién. Vamos a ver que para todo k, el k-esimo momento de X,, con-
verge al k-esimo momento de una Poisson de pardmetro ¢ = ﬁ, y como las
variables Poisson estan determinadas por sus momentos, se sigue por el teore-
ma de Frechet-Shohat que X,, —p Poi(c).

k
E(XH =B 148 =Y {’;} S Pr(ds, N(-) NAs,)
S1

a=0 ~ 7 Sy S, distintos

Ahora, por la segunda condicién sabemos que la probabilidad de que ocurran
dos eventos distintos y no disjuntos tiende a 0, luego asintoticamente esto es
igual a:
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:aZ: {‘;} S Pr(4s, N(.) NAs,)

S1,...,S, disjuntos

Por Pr(As, N(...) NAg,) = pn. para toda eleccién de a subconjuntos de
{1,...,n} disjuntos. Ademas, la cantidad de tuplas (51, ..., S,) donde los S; son
subconjuntos disjuntos de {1, ..,n} de tamafio s es (") ("7 %) -(...)- ("~71*) =

(n)sa °

sla

Para nuestra ultima generalizacion, consideramos eventos de la forma A,, s on-
de S C {1,...,n} y consideraremos multiples tamafios posibles de .S simultanea-
mente.

Teorema 3.34. (Ley de convergencia Poisson IV) Sean si, ..., sq una serie de
naturales (no necesariamente distintos). Supongamos que para todo n y para todo
subconjunto S C {1,...,n} de tamafio s; tenemos asociado un evento A%, que
cumplen las siguientes propiedades:

» Sea k = (ky,....,kq) € N Para todo n, dados k; subconjuntos de {1, ...,n}
de tamafio sy, ko subconjuntos de {1, ...,n} de tamafio ss, ..., kq subconjun-
tos de {1, ...,n} de tamafio s, la probabilidad de que sus respectivos eventos
ocurran simultdneamente es la misma para cualquier eleccion de subconjun-
tos disjuntos. Mas aun, si denotamos a dicha probabilidad p,, j, vale que:

iMoo [Pra - 12 5F ] = AR L (LL) - Mk

» La probabilidad de que ocurran eventos A% y A]f con S y T subconjuntos
distintos pero no disjuntos tiende a 0 cuando n tiende a infinito.

Sea Xni) = D.g Lai. Luego las variables X, ;) converge a una distribucién
Poisson de pardmetro \;/s;! independientes entre si.

Demostracion. La demostracion es muy similar a las anteriores, pero se vuelve
bastante mas dificil de seguir por la gran cantidad de subindices involucrados.
Para simplificar un poco la notacién, vamos a denotar al evento A% simplemente
como S°.

Sea X, el vector aleatorio dado por (X, 1, (...), Xn,q) ysea Y el vector alea-
torio dado por d variables Poisson independientes de pardmetros Ay, ..., Aq. Va-
mos a ver que para todo k € N? el k-esimo momento de X,, converge al k-esimo
momento de Y, es decir, que para todo k1, ..., kg vale que:

limn oo B(X(L ) - () - X(2 ) = E(Poi(A1)*) - (o..) - E(Poi(Aa)™))

Como por el teorema 3.30 el vector aleatorio Y esta determinado por sus
momentos, se sigue que X,, converge en distribucidon Y. Empecemos expandien-
do cada termino X,, en suma de indicadoras:
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E(X(";i,l) () - X(’j‘:’d)) = E(J] O 1s)%)
i=1 S
Expandiendo cada termino de la forma () 15)* de acuerdo con la férmula
dada en la proposicion 3.25 nos queda:

d ki _
— B[S {’;} ) SZ Is - ()1s,) =

=1 a;=0 v Sa; distintos

Expandiendo el producto usando la propiedad distributiva llegamos a la si-
guiente expresion, donde la suma interior es sobre todos las posibles elecciones
de a; subconjuntos distintos de tamafio s;, as subconjuntos distintos de tamafio
9, ... , ag subconjuntos de tamafio sg.

Ifl k'd q
Py Il o M mns
Ahora, por la segunda condicidn, la probabilidad de que ocurran simultanea-
mente eventos S’ y 77 con S y T distintos pero no disjuntos es asintoticamente
0, luego es equivalente considerar la suma sobre subconjuntos disjuntos. Por
la primer condicidn, la probabilidad es uniforme para todo eleccién de subcon-
juntos, dada por py, 5.

DI I ASR S S

d
ai;...,ad

S {peo{af e

ki k: d
=11 (o P = s

i=1
O

Por supuesto, el teorema anterior no es el mas general posible: Siempre se puede
descender mas y mas hacia las profundidades de la abstraccién. Resultados de
caracter muy general se encuentran en [2]. Dichos resultados no se demuestran
usando el método de los momentos, que como muestra la tltima demostracion
se vuelve extremadamente engorroso de usar en casos generales, sino usando
el método de Chen-Stein, que ademas de ser mas elegante permite hallar cotas
explicitas en la velocidad de convergencia.

3.3. Grafos muy Sparse

3.3.1. Estructura local

Usando el método de los momentos, podemos empezar a describir la naturaleza
asintética de los grafos aleatorios muy sparse.

Proposicién 3.35. Sea G ~ G(n, <) y = un vértice de G. Luego, la cantidad de
vecinos de x converge a una distribucion Poisson de pardmetro ¢ cuando n — oc.
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Demostracién. Cada z € G — x esta conectado a x con probabilidad  y cada
una de esas variables es independiente entre si. Luego, el numero de vecinos de
x es la suma de n — 1 variables Bernoulli independientes con probabilidad £ y
por el teorema de convergencia Poisson I se sigue que converge a Poi(c) cuando
n — oo. 0

Proposicion 3.36. Sea H un grafo con a aristas y v vértices tal que a > v. Luego
la probabilidad de que H sea un subgrafo de G(+,n) tiende a 0 cuando n — oo

Demostracion. Sea Xy la cantidad de conjuntos de v elementos de G que son
isomorfos a H. Xy = m >S4 donde la suma es sobre todos los sub-
conjuntos A de v vértices de {1,....,n} y Sa es el evento que dicho subgrafo
sea isomorfo a H. Fijado un orden de los vértices de A, la probabilidad de que
el isomorfismo se realice en ese orden en particular es y hay W ordenes
distintos a considerar. Nos queda:

B(Xi) = B(Y 1s2) = 30 Prd = H) = i (5 - (1= )0
S S S

n v! c c (v 1
— .7.7‘1.1_7(2)70’_)7.‘1. v—a
(v) Awn] W) 4 Au(mH)] ¢ "

Como v > a, es claro que ese termino tiende a 0 cuando n tiende a infinito.
Luego, como por la desigualdad de Markov tenemos que Pr(Xgy > 1) > E(Xpy)
se sigue que lim, ., Pr(Xyg > 0) =0.

O

La proposicién anterior limita muy fuertemente que tipo de grafos pueden apa-
recer asintoticamente como subgrafos de un grafo aleatorio muy sparse, como
muestra la siguiente proposicién. En particular, asintoticamente no puede apa-
recer ningin grafo completo K; con ! > 4.

Proposicion 3.37. Sea G un grafo conexo con a aristas y v vertices. Luego, a >
v—1. Mas aun, si a = v—1 el grafo G es un drboly si a = v el grafo G es uniciclico,
es decir, tiene un tnico ciclo.

Demostracién. Por induccién en la cantidad de vértices. Sea G un grafo con v
vértices y v — 1 aristas. Como cada arista cubre solo dos vértices, debe haber al
menos un vértice z que tiene un solo vecino. El grafo G — {z} tiene v — 1 vértices
y v — 2 aristas, luego por hipdtesis inductiva es un arbol. Como x tiene un solo
vecino, no puede pertenecer a ningun ciclo y por tanto G también es un arbol.
Si le agregamos una arista (a = v) el grafo se volvera uniciclico y si le sacamos
una arista (a < v — 1) el grafo se vuelve disconexo. O

Luego, localmente los grafos aleatorios muy sparse se componen unicamente de
arboles y de ciclos. Vamos a clasificar la distribucién de ambos, empezando por
los ciclos:

Teorema 3.38. Dado k > 3, sea Xy, ,, la variable aleatoria que cuenta la can-
tidad de k-ciclos en una grafo aleatorio sparse G(n, %). Luego Xy, converge en

ck

distribucion a una Poisson de pardmetro A\ = §.
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Demostracion. Para todo subconjunto S C {1,...,n} de tamafio k sea Ag el
evento "S forma un k-ciclo en G(n, £). Por definicién X3, = ) 14,. Veamos
que se cumplen las hipdtesis de la ley de convergencia Poisson III, lo que nos
garantiza que X}, ,, converge a una distribucién Poisson.

Empecemos con la segunda hipétesis. Dados dos subconjuntos S, 7' C {1, ...,n}
de tamafio & distintos pero no disjuntos, si tanto S como 7T forman un k-ciclo es
facil ver que S U T forma un subgrafo de mas aristas que vértices, como ilustra
la imagen para el caso k = 3. Pero vimos en 3.36 que la probabilidad de que
G(n, £) contenga un subgrafo de esas caracteristicas tiende a 0 cuando n tiende
a infinito. Luego, la probabilidad de que ocurran simultdneamente Agy A7 con
S, T distintos pero no disjuntos tiende a 0 cuando n tiende a infinito.

V X X

Veamos ahora que se cumple la primer hipétesis. Dados elementos x4, ..., zx
la probabilidad de que formen un ciclo en ese orden, es decir, de que x; ~
T, Ty ~ T3,..., Tk ~ T1Y T; o¢ x; para otros valores de i, j es:

k CN(E)—k
()F-a-o)6)

Dado un subconjunto S C {1,...,n} de tamafio k£ hay (k — 1)!/2 ordena-
mientos posibles hasta traslaciones y reflexiones. Luego, la probabilidad de que
un subconjunto S de tamaiio k forme un ciclo es:

C\k e m_p (k—=1)!
(S)F (=) 2o

Ademas, dados subconjuntos disjuntos Si, ..., S, C {1, ...,n} los eventos Ag,
son independientes entre si. Luego, se sigue que la probabilidad de S4, N (...)N
Sa, esla misma para toda eleccién de subconjuntos disjuntos y si denotamos a

dicha probabilidad p,, , vale que:

P Sy, (k- 1)!]a.nka (. (k - 1)!)(1.(1_%)(4(5)_@

Slo
3|
[\}

Pr.a-n® =(

Como [imy, 5o (1 — 7)“((5)*]“) = 1 se sigue que lim, o0 [Pn.a - n*] =

n
(k- w)a se sigue por la ley de convergencia Poisson III que X}, ,, converge

en distribucién a una variable Poisson de pardmetro A = (c¥ - @) Jk! =
c* )2k O

Observacion 3.39. Del teorema anterior se sigue que los grafos aleatorios spar-
se no siguen una ley 0-1 respecto a la ldgica de primer orden, ya que la oracién
¢p=FrIyIz:(x~y) N (x~2z) A (y~ z), que establece la existencia de un

-

3-ciclo, tiene probabilidad asintdtica 1 — e~ s

o
%
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Observacién 3.40. Como mencionamos anteriormente, la gran desventaja del
método de los momentos es que no nos da cotas explicitas en cuan rapido una
serie de variables converge. Usando el método de Chen-Stein, se puede ver que
si Xk n es la cantidad de k-ciclos en G(n, ), entonces dy A (X, Poi(g—Z)) =

O(1)[4]
Mas en general:

Teorema 3.41. (Distribucion de ciclos en grafos sparse) Dado k > 3, sea Xy, »
la variable aleatoria que cuenta la cantidad de k-ciclos en una grafo aleatorio
sparse G(n, <). Luego Xy, converge en distribucién a una Poisson de pardmetro

k . . .
A = & y mas aun, para distintos valores de k las X}, ,, convergen a variables
independientes entre si.

Demostracién. Muy similar a la demostracion anterior. Para todo subconjunto
S C {1,...,n} de tamafio k; sea Ag el evento "S forma un k;-ciclo en G(n, £).
Por definicién X}, ,, = > 14,. Veamos que se cumplen las hipdtesis de la ley
de convergencia Poisson 1V, lo que nos garantiza que Xy, ,, convergen a distri-
buciones Poisson independientes entre si.

Empecemos con la segunda hipétesis. Dados dos subconjuntos S, T C {1, ...,n}
de tamafio k;, k; distintos pero no disjuntos, si S forma un k;-ciclo y 7’ forma un
k;-ciclo es fécil ver que S U T forma un subgrafo con mas aristas que vértices.
Pero vimos en 3.36 que la probabilidad de que G(n, <) contenga un subgrafo de
esas caracteristicas tiende a 0 cuando n tiende a infinito. Luego, la probabilidad
de que ocurran simultaneamente Ags y Ar con S, T distintos pero no disjuntos
tiende a 0 cuando n tiende a infinito.

Veamos ahora la segunda hipdtesis. Vimos en la demostracién anterior que la
probabilidad de que un subconjunto de tamafio k; formara un ciclo es (<) - (1—

E)(kzi)_k . L y que dichas probabilidades son independientes para subcon-
juntos dlsJuntos Luego, dados a; subconjuntos de tamafio ki, as subconjuntos
de tamafio ko, (...), ag subconjuntos de tamaifio k4, 1a probabilidad de que todos
formen un ciclo es:

~ )k, (ki — 1! 1)!]%

c
n 2

:m

=TI

ks
Como los términos de la forma (1 — 7%)( 1)k convergen uniformemente a 1
cuando n tiende a infinito nos queda:

k—l
pn,&'nzal ki SN H )}

Luego por la ley de Convergencia Poisson IV se sigue las X, ,, convergen en
distribucién a variables Poisson independientes, de parametro:

0 —1)!
Ck . 7(]% ) Ck.

)\ = 7 2 — 7
i k;! 2k

O

Proposicion 3.42. Sea G(n, =) un grafo aleatorio sparsey x € G un vértice dado.
La probabilidad de que x este en un ciclo de tamafio k tiende a 0 cuando n — oo
para todo k.
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Demostracién. Si la probabilidad asintdtica tendiera a p > 0, el numero espe-
rado de ciclos de tamafio menor a k en G(n, £) tenderia a p - n. Pero por la

.y . ok
proposicién 3.41 sabemos que esa esperanza tiende a 5. O

Luego, como heuristica, tenemos que un grafo aleatorio sparse G/(n, £) consiste
en (muchos) arboles y (algunos) ciclos.

Proposicion 3.43. Sean k1, ks y d nimeros naturales. Luego, existe una constante
K tal que la probabilidad de que en G(n, ) existan un k;-ciclo y un ky-ciclo a
distancia menor a d es menor a £. En particular, la probabilidad de en G(n, <)
existan un k1-ciclo y un ks-ciclo a distancia menor a d tiende a 0 cuando n tiene a
infinito.

Demostracion. La existencia de un k;-ciclo y un ks-ciclo a distancia r se corres-
ponde a la aparicién de un subgrafo de ki + ko + r — 1 Vértices y ky + ko + 1
aristas. Vimos en la demostracion de 3.36 que la probabilidad de que eso pase
esta acotado por Cith iy Luego, la probabilidad de que existan un k;-ciclo y
un ko-ciclo a distancia menor a d es menor a:

crthetr 1 4 1 ckitkatd _ ckitks

L T T =

r=1 r=1

Proposicion 3.44. Sea c < 1. Cuando n tiende a infinito, la probabilidad de que
existan dos ciclos conectados en G(n, ) tiende a 0.

Demostracién. Dados k1, ko, la demostracién muestra que la probabilidad de
que exista un k-ciclo y un ky-ciclo conectados en G/(n, <) es menor a:

oo
L. (3 chrhatry — 1 chth
no= n l—c

Luego, la probabilidad de que existan dos ciclos conectados es menor a :

ckitks 1

%(Z.l—c)<ﬁz.(lc—c.5)

k1,k2

Como la suma converge, se sigue que la probabilidad tiende a 0 O

El resultado anterior no es cierto para ¢ > 1, ya que como establece el teore-
ma 3.2 dichos grafos tienen asintoticamente un componente conexo gigante de
tamafio O(n), que contiene muchos ciclos. Sin embargo, podemos demostrar la
siguiente proposicion, que muestra que incluso si hay ciclos conexos no pueden
estar demasiado cerca entre si:

Proposicion 3.45. Sea c > 1y ki, ko € N. Luego, la probabilidad de que G (n, %)
tenga un ky-ciclo y un ky-ciclo a distancia menor a d = 217,5?2) tiende a 0 cuando
n tiende a infinito.
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Demostracion. Por la demostracion de 3.43, sabemos que la probabilidad de que
exista un k;-ciclo y un ks-ciclo a distancia menor a d es menor a:

kitkot+d _ . ki+k
criTR2 crhiTR2 <l,ck1+k2+d:

L i
n c—1 n

S|

Ahora clasificaremos la aparicién de arboles aislados:

Proposicion 3.46. Sea c > 0y G ~ G(n, ) un grafo aleatorio sparse. Sea T un
drbol de v vértices y sea X la variable aleatoria que cuenta la cantidad de copias
aisladas de T en G. Luego, para todo ¢ cuando n tiende a infinito casi seguro se
cumple:

v—1 Cvfl

(1—6)6 WH<X<(1+E)€ mn

Demostracién. Dado un subconjunto S C G, sea Ag el evento “<El subconjunto
S forma una copia aislada de 7'>". Se sigue que X = > "¢ 14,. Luego:

BX) = " Prids) - (Z) . (%)v—l 1- %)(g)—v-&-l . |AT1(T)|

Como el término tiende a 1 cuando n tiende a infinito nos queda:

v—1

E(X) — e “Y. m n

Por otro lado:

E(X?) =E() 14,)° =Y Pr(As)+ > Pr(AsnAy)
S

S S,U distintos

Ahora, como el evento Ag significa que S es una copia aislada de T, es
imposible que ocurran Ag y Ay donde S y U son conjuntos distintos pero no
aislados. Luego nos queda:

E(X?) =E() 14:)* =) Pr(Ads)+ > Pr(AsnAy)
S

S S,U disjuntos

Notemos que el término no es otro cosa que E(X). Por otro lado, si U y A
son disjuntos los eventos Ag y Ay son independientes. Luego nos queda:

E(X?) = E(X) + (ﬂ) (4= DO

E(X?) — E(X) + E(X)?

Luego:

Var(X) — E(X)
o(X) — VE(X)
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Concluimos mediante la desigualdad de Chebyshev que para todo ¢ > 0 vale
que:
1
Pr(X —pl>e-p)=Pr(|X —p|>e-0%) = s —0
De lo que se sigue el enunciado. O

Corolario 3.47. Para todo drbol T, casi seguro G(n,
arbitraria de copias de T cuando n tiende a infinito.

) contiene una cantidad

<
n

Para clasificar mejor el comportamiento local de G(n, <), introduciremos el con-
junto de tipo de un ciclo, que clasifica que estructura aparece alrededor de un
ciclo dado:

Definicion 3.48. Sea k > 0, T1,...,T} arboles con raiz de altura r. Decimos que
elementos S = (sy, ..., s;) forman un k-ciclo de r-tipo (71, ..., Ty) si forman un
k-ciclo y para todo 7 se cumple que B,.(s;) — S = T;

Teorema 3.49. (Distribucion asintética de ciclos de r-tipo dado) Sea k > 3,
r >0, (11, ..., Ty) arboles con raiz de altura menor o igual a r tal que T; tiene a;
vértices y b; < a; vértices a distancia de la raiz menor a r. Sea X,, , la variable
aleatoria que cuenta la cantidad de k-ciclos de r-tipo 7 = (T4, ..., T,) en el grafo
aleatorio sparse G(n, < ). Luego X, ; converge a una variable Poisson de pardmetro

CZ a; 676'2 b;
| Aut(7)]

Y mas aun, las variables convergen a variables independientes para distintos T.

A:

Demostracién. Muy similar a la demostracién del teorema 3.41. Para todo sub-
conjunto U C {1,...,n} de tamafio ) | a; sea Ay el evento “Existen 21, ..., z en U
tal que forman un k-ciclo de r-tipo 7y B,.(Z) = U”. Por definicién X, = > 14, .
Veamos que se cumplen las hipdtesis de la ley de convergencia Poisson IV, lo que
nos garantiza que X, ,, convergen a distribuciones Poisson independientes entre
si.

Empecemos viendo que se cumple la segunda hipétesis, es decir, que la pro-
babilidad de que ocurran Ay y Ay donde U y V son distintos pero no disjuntos
tiende a 0. Si los ciclos son distintos se sigue por el mismo argumento que en la
demostracién 3.41. Si los ciclos son iguales, se sigue porque los tipos de arboles
requeridos serian distintos, luego es imposible que se cumplan simultdneamen-
te.

Ahora veamos que se cumple la primer hipétesis. Si U, ..., U, son disjuntos,
se sigue que los eventos Ay, , ..., Ay, son independientes. Luego basta ver que
la probabilidad de que dado un U C {1,...,n} de tamafio > a; se cumpla Ay
tiende a A\ -n~ 29,

Hay .Como el grafo inducido que debe realizar U es uniciclico sabemos que
hay > a; aristas. Ademas, todos los elementos a distancia menor a r, que son
>~ b; no deben tener ningtin vecino salvo los de U, y la probabilidad asintética
de que pase eso es igual a la probabilidad de que sea un vértice aislado, que
sabemos que es e~ . Juntando todo, nos queda:

p= 726”! .(E)Zai (1 -

C (E2) =S a; —c ;
~ JAut(n)] A G
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. Yag)_ ) . e e .
El termino (1 — %)( 2T converge a 1 cuando n tiende a infinito .Luego
por la ley de Convergencia Poisson IV se sigue que converge a una variable
Poisson de parametro

- 72 a;! L (6—0)2 bi 1 - 1 S (e—C)Z b;
|Aut(7)| (@) [Aut(7)]

Ejemplo 3.50. Un k-ciclo aislado es un k-ciclo con 1-tipo (&, &, ..., &), luego
por el teorema anterior la cantidad de k-ciclos aislados en G(n, ©) converge a

. . [ _ K .
una variable Poisson con pardmetro A\ = =~ . 55+ En particular, se cumple que:

—ck ck

€ 2F

limp—0o Pr(G(n, E) tiene un k-ciclo aislado) = 1 — e~
n

Definicion 3.51. Sea k > 0, T1,...,T; clases de m-equivalencia de arboles con
rafz de altura r. Decimos que elementos S = (si, ..., s;) forman un % ciclo de
(r,m)-pseudotipo (77, ..., T;,) si forman un k-ciclo y para todo ¢ se cumple que
Br(si) -8 =m E

Observacion 3.52. Para todo k > 3, r > 0,m > 0, hay una cantidad finito de
(m, r)-pseudotipos de k-ciclos.

El siguiente lema muestra que, si se cumple una cota uniforme en las colas, una
sumatoria infinita de una sucesién de variables que convergen en distribucion a
variables Poisson independientes converge a su vez a una distribucién Poisson.

Lema 3.53. Sean X, ; variables aleatorias discretas tal que:

= Para todo n, cuando t tiende a infinito X,, ; converge en distribucién a una
variable Poisson de pardmetro \, y mas aun, para distintos n convergen a
variables independientes entre si.

= Para todo ¢, existe un ng tal que la probabilidad de que para todo n > ngy
todo t se cumpla que X, ; =0 es mayoral —e.

Luego, la sumatoria ), A, < ooy cuando t tiende a infinito ) X, ; converge
en distribucién a una variable Poisson de pardmetro ) \,.

Demostracién. Empecemos viendo que la sumatoria ) \,, converge. Suponga-
mos que no. Luego, para todo ng existe un n; tal que Zz;no An > 1. Sabemos
que para todo n en ese rango las variables X, ; convergen a variables Poisson
independientes, se sigue que 3! X, ; converge a una variable Poisson con
parametro mayor a 1. Luego, la probabilidad de que algin X,, > 0 es mayor
a Pr(Poi(1) > 0) = 1 — 1, pero eso contradice la cota uniforme dada por la
segunda hipotesis.

Veamos ahora que la suma de las variables converge en distribucién. Como
las variables son discretas, basta ver que para todo m € N vale que:

limi oo | PP Xns=m) — Pr(Poi(}_An) =m)| =0
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Para todo ng, podemos acotar dicha diferencia por la suma de los siguientes
tres términos:

| Pr(d " Xpi=m) — Pr()_ X, =m)) =m)

no

| Pr() " Xpe=m) — Pr(Poi(d>_ An) =m)|

n=1

| Pr(Poi()_ An) =m) — Pr(Poi()_ An))|

Sea € > 0. El primer término lo podemos acotar por la probabilidad de que
X+ sea distinto de 0 para algin n > ng y por la segunda hipdtesis, existe un ny
tal que dicha probabilidad es menor a § para todo t. Ademas, como la sumatoria
>~ A, converge y la distribucién de las variables Poisson es continua respecto al
parametro ), se sigue que para un ng suficientemente grande el tercer término
es menor a . Por ultimo, para un n fijo podemos hallar un t, tal que para todo
t > to el segundo término es menor a §. Se sigue que para t suficientemente
grande podemos acotar la diferencia por ¢ y como este es arbitrario, que tiende

ao. O

Teorema 3.54. (Distribucion asintdtica de ciclos de pseudotipo dado) Sean
k>3,7r>0ym>0.ysea T un pseuodotipo de k-ciclos. Sea X la variable alea-
toria que cuenta la cantidad de ciclos en G(n, ) de pseudotipo 7. Luego, cuando
n tiende a infinito, X converge a una distribucion Poisson y mas aun, para pseu-
dotipos distintos las variables X convergen a distribuciones independientes.

Demostracion. Cada (m, r)-pseudotipo de k-ciclos esta realizado por un nime-
ro, posiblemente infinito, de r-tipos de k-ciclos. Luego, si X es la variable que
cuenta la cantidad de k-ciclos de un (m,r)-pseudotipo dado, se cumple que
X = > X,, donde la suma es sobre todos los r-tipos 7 que realizan nuestro
pseudotipo. Sabemos que para cada 7, X, converge en distribucién a una Pois-
son y que para 71,7 distintos convergen a variables independientes. Veamos
que se cumple la segunda hipdtesis del lema anterior, de lo que se sigue que X
converge en distribucién a una Poisson.

Queremos ver que, para todo € > 0, existe un conjunto finito A de los tipos
tal que la probabilidad de que para algtin 7 ¢ A se cumpla X, > 0 esmenorace.
Sabemos que la cantidad de vecinos de un vértice dado tiende a una distribucién
Poisson de pardmetro ¢. Como Pr(Poi(c) > d) tiende a 0 cuando d tiende a
infinito, se sigue que para todo ¢ > 0 existe un d tal que para todo k-ciclo la
probabilidad de que todo elemento del ciclo tenga menos de d vecinos, que a su
vez tienen menos de d vecinos, y sucesivamente por r niveles es mayor 1 — . En
otras palabras, existe un d tal que la probabilidad de que se realiza un r-tipo 7
de mas de r? elementos es menor a . Como solo hay finitos arboles de menos
de r? elementos, se sigue la proposicién.

Por dltimo, como pseudotipos distintos estan realizados por tipos distintos,
que sabemos que son independientes, se sigue que las para pseudotipos distintos
las variables convergen a Poisson independientes. O
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3.3.2. Ley de convergencia

Ya tenemos todas las herramientas necesarias para demostrar el teorema prin-
cipal de este capitulo, la ley de convergencia de Lynch que mencionamos en la
introduccién:

Teorema 3.55. (Ley de convergencia para grafos sparse) Sea ¢ una oracion
en la ldgica de primer orden de grafos. Luego el limite lim,, ;. Pr(G(n, <) = ¢)

existe y mas aun, se puede escribir a partir del conjunto {1, ¢} con las operaciones
{+7 BEERE) /7 exp}

Demostracion. Sea ¢ una oracién daday sea k = gr(¢). Por el teorema de Gaif-
man, dos grafos son equivalentes si cumplen las mismas oraciones locales de
tipo (2k2, k + 1,7%). Pero sabemos por 3.36 que cuando n tiende a infinito la
probabilidad de G contenga como subgrafo a un grafo H que no sea uniciclico o
un arbol tiende a 0, y sabemos por 3.47 que la probabilidad de que tenga como
arbitrarias de subgrafo a un arbol dado tiende a 1. Ademas, sabemos que cuan-
do n tiende a infinito todo par de ciclos esta arbitrariamente lejos. Luego, se
sigue que toda la variacién de comportamiento local esta dada por la aparicién
de grafos uniciclicos, es decir, por los pseudotipos de ciclos.

Sabemos que la cantidad de (2 - k2, 7%) pseuodotipos de ciclos de tama-
fio menor a 7* es finita. Llamemos a esa cantidad N. Enumeremos todos esos
pseudotipos y sea Z; la variable aleatoria que cuenta la cantidad de ciclos de
un pseudotipo dado en G y sea S; = min(Z;, k). Por la observacién anterior,
cuando n tiende a infinito, la probabilidad de que todas grafos sparse con los
mismos valores de S; para todo i sean m-equivalentes tiende a 1. Luego, para
todoa € {0,1, ...,k —1,k}" la probabilidad limite lim,,_,~, Pr(G(n) = ¢|S1 =
a,...,Sy =ay)es0ol.

Pr(G(n, =) | 6) = (X pa- Pr(S1 = ar,... Sy = a)) + e(n)

Por ultimo, por el teorema 3.54 las Z; convergen en distribucidén a variables
Poisson independientes, con un pardmetro que se puede escribir a partir del
conjunto {1, ¢} con las operaciones {+, —, -, /, exp}. Se sigue que cada termino
de forma Pr(S; = ay,..., Sy = an)], que se pueden escribir como interseccién
de eventos de la forma Z; = a 0 Z; > [, tiene una probabilidad limite que se se
puede escribir a partir del conjunto {1, c} con las operaciones {+, —, -, /, exp}.
Como la sumatoria es finita, se puede intercambiar con el limite y por tanto nos
queda la siguiente igualdad, de la que se sigue el teorema:

limn_sse Pr(G(n, %) E¢) = pa- limusooPr(S1 = as, ..., Sy = ay)]
O

El teorema anterior nos permite demostrar varios resultados utiles sobre el com-
portamiento asintdtico de oraciones sobre grafos sparse.

Corolario 3.56. Sea ¢ una oracion en la l6gica de primer orden de grafos y sea
fo(c) = limp_oo Pr(G(n, <) = ¢). Luego la funcion fy es suave.
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El siguiente teorema es una suerte de analogo del resultado demostrado en el
capitulo anterior de que el limite lim,,_,., Pr(G(n,p) = ¢) no depende de p.
Aunque el limite lim,, .o, Pr(G(n, <) [= ¢) si depende de ¢, lo que muestra el
teorema es que no varia cualitativamente con c,

Teorema 3.57. Sea ¢ una oracién en la ldgica de primer orden de grafos. Luego:

» Sipara algiin ¢ > 0 se cumple que lim,, o Pr(G(n, %) |= ¢) = 1, se sigue
que lo mismo pasa para todo ¢ > 0.

®» Sipara algiin ¢ > 0 se cumple que lim,, .o, Pr(G(n,£) = ¢) € (0,1), se
sigue que lo mismo pasa para todo ¢ > 0

®» Sipara algiin ¢ > 0 se cumple que lim,, o, Pr(G(n, <) = ¢) = 0, se sigue
que lo mismo pasa para todo ¢ > 0

Demostracién. Para todo pseuodotipo de ciclo 7, sabemos que la cantidad de
k-ciclos de pseudotipo de 7 en G(n, £) tiende a una Poisson cuyo pardmetro
depende de ¢, pero es facil ver que si no es 0 en algin c no es 0 en ningtn ¢ . En
la demostracién de la ley de convergencia para grafos sparse, llegamos a que:

limp—oo (G(n, %) E¢) = Zpa [limp 0o Pr(S1 = a1, ..., Sy = an)]

Donde S; es el maximo entre m y la variable que cuenta la cantidad de ciclos
de pseudotipo i. Por la observacién anterior, los términos Pr(S; = a1, ..., Sn =
ay) no son 0 ni 1 para ningun c. Luego se sigue que si para algin c vale que
lim, 0 Pr(G(n, <) = ¢) = 1 todos los términos p, son iguales a 1, y luego
para todo c vale que lim,, ,oc Pr(G(n, %) = ¢) = 1.

Similarmente, si para algtin c vale que lim,, ,. Pr(G(n, <) |= ¢) = 0 todos
los términos p, son iguales a 0, y luego para todo c vale que lim,, o Pr(G(n, 2) =
) = 0. 0

A diferencia de la ley 0-1 de Fagin para grafos, la ley de convergencia para grafos
muy sparse no se puede extender a la légica infinitaria. Lynch atribuye[29]
dicho resultado a Ehrenfeucht, pero no pudimos encontrar dicha referencia, asi
que damos una demostracién original.

Proposicién 3.58. Sea ¢ > 1. Existe una oracién ¢ en la Idgica infinitaria L,
tal que limy, o, Pr(G(n, <) = ¢ no existe.

Demostracién. Dado r > 0, sea 1, la siguiente oracidn, que establece la existen-
cia de dos 3-ciclos a distancia menor a r:

Yp=[F2Ty: (FzIw:z~zhz~w ~z~w)A(FzTFw:y~zAy ~w ~ z ~w)A(d(z,y) <7r)]

Como sabemos que d(z,y) < r se puede expresar con una férmula con va-
riables libres = e y y dos variables cuantificadas, luego se sigue que la oracién
1, pertenece a FO*. Vamos a considerar la siguiente oracién ¢ € £ __:

¢ = \/(ﬁwazk A 77[]0«21«4-1)
k

Donde ay, es la sucesién de naturales definida por ax4+1 = (2 ¢)?*. El propo-
sitivo de esa secuencia es que por el teorema 3.45, si n = a1 la probabilidad
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de que G(n, <) tenga dos 3-ciclos a distancia menor a a; es 0. Luego, se sigue
que sin = aggi1:

limg—e0 Pr(G(n, §> = ¢) =0

Por otro lado, sabemos por el teorema 3.2 que asintoticamente el grafo
G(n, £) tiene un componente conexo gigante de tamafio d - n para algin d < 1.
Luego, la probabilidad de que existan dos 3-ciclos conectados se puede acotar
por la probabilidad de que existan dos 3-ciclos dentro del componente conexo,
evento que tiene probabilidad 1 — e~9°. Si n = ay, como casi seguro no hay
3-ciclos a distancia menor a ag,_1, €l grafo cumple ¢ si y solo si hay dos ci-
clos conectados, que por el argumento anterior sabemos que tiene probabilidad
mayor a 1 — e?¢. Luego, si n = agy:

limy—oo Pr(G(n, 5) Eg)=1—e%°

Por tanto, la oracién ¢ no tiene probabilidad limite.
O

Ahora pasaremos a investigar los aspectos efectivos de la ley de convergencia
para grafos sparse. Empezaremos con el de encontrar cotas para la velocidad
de convergencia de dicha ley, tema que al igual de el de encontrar cotas para
la ley 0-1, no recibi6 atencién en la literatura. Podemos demostrar que la cota
inferior es en este caso super-exponencial:

Proposicion 3.59. (Cota inferior para la convergencia en grafos muy sparse)
Sea ¢ > 0. Para todo k, existe una oracion ¢y, en la légica de primer orden de grafos
de longitud O(k) tal que:

limp— o0 Pr(G(n, E) Eor)=1
n
Perosin = 222k se cumple que:

limy,—oo (Pr(G(n, %) = ¢)) =0

Demostracion. La oracién ¢y sera de la forma 3z : i (x), donde ¥y (z) es la
siguiente férmula, que expresa que x tiene vk + 1 vecinos, los cuales tienen a
su vez vk + 1 vecinos y asi sucesivamente por 2* niveles.

Yr(z) = [(Vy d(z,y) < 28 = (321 (...) 32 /5 /\y ~ 2z A /\ zi # 2]
i oy

Como vimos anteriormente que d(z,y) < 2* se puede expresar con una
oracién de longitud O(k) y la segunda parte de la oracién tiene longitud del
orden de (vk+1)% = O(k), luego se sigue que ¢, tiene longitud O(k). Por otro
lado, es facil ver que la oracidn es satisfecha si el grafo contiene como subgrafo
un arbol de altura 2* con vk vecinos en todos sus vértices salvo las hojas. Como
por el corolario todo arbol aparece asintoticamente como subgrafo de G (n, <),
se sigue que la oracion tiene probabilidad limite 1.

Por otro lado, la probabilidad de que un vértice dado tenga mas de 'k ve-
cinos es, para vk > 2c:
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o oo o0
1

Pr(Poi(c) > VE) = Z 67C~% < Z efc-czc-(%)msz e ¢ Z =

28
m=vVk m=vk s=vVk—2c
Pr(P '()>\/%)< L’C%_i
r ot c 2\/%72672\/E

Ahora, la oracién ¢y, requiere no solo que x tenga al menos v/k+ 1 vecinos, si
no que esos vecinos también tenga al menos v/k + 1 vecinos, y asi por 2¥ niveles.
Como cada nivel del arbol tiene al menos vk vértices mas que el anterior, la
oracién fuerza a mas de (\/E)2k vértices a tener mas de v/k vecinos. Luego, la
probabilidad de que un vértice dado cumpla ) (z) es:

ok ok ok
p < (Pr(Poi(c) > VE)VE < cVF . (27VF)VF

Reescribiendo los términos, nos queda que:
k k
p< 9=k +log, (c) (V)
k
Finalmente, sin = n = 22" por la desigualdad de Markov tenemos:

C 2k (2k) ) ok | ok
Pr(G(n. = <p.-22 =97k +log(c)-(Vk)* +2
r(Gn, ~) E¢) <p

En el exponente hay tres términos, dos positivos y uno negativo, pero es
evidente que el negativo crece mucho mas rdpido que los otros dos. Luego, se
sigue que la probabilidad de que G(n, 7) = ¢ tiende a 0 cuando n tiende a
infinito. O

Observacién 3.60. Usando cotas superiores de la cola de la distribucién Pois-
son, se puede ver que la oracién ¢, definida en la proposicion anterior se cumple

asintoticamente para:
22k -in(k)
n =

Veamos ahora los aspectos computacionales de la ley de convergencia. Lynch
observa en su articulo que el problema de determinar es decidible: Como vi-
mos, lo que determina el valor asintdtico de es la aparicién de ciclos con ciertos
arboles alrededor y es consecuencia de un teorema muy profundo de decidibi-
lidad de teorias, el teorema del Arbol de Rabin [17], que la teoria de arboles
finitos es decidible, luego existe un algoritmo que puede calcular explicitamente
todos los términos de la férmula dada en la demostracién 3.55. Ese algoritmo,
sin embargo, es de complejidad no elementaria ¢Se podra encontrar uno mas
eficiente?

No tenemos la respuesta, pero podemos al menos probar una cota inferior en la
complejidad del problema:

Teorema 3.61. (Cota inferior para la complejidad de la ley de Lynch) El
problema de determinar, dada oracion ¢ en la logica de primer orden de grafos, si
limp 00 Pr(G(n, &) E ¢) = 1 es NEXPTIME-hard.
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Demostracién. Vamos a reducir el problema de decidir la validez de una oracién
en una lenguaje mondadico, que vimos en 1.40 que es NEXPTIME-completo, a
la de decidir si una oracién se cumple en casi todos los grafos muy sparse. Para
n > 1, sea ¢, () la féormula:

dn(x) = By :x~yA(3z (...) Jz : (/\y ~ Z) /\(/\ zi # 2j) N(Vw (w~y) > (w= x\/\/w =2z))]

i i,j i

Es decir, ¢, (x) es valida si y solo si x tiene un vecino y con exactamente
otros n vecinos. Ahora, dada oracién ¢ en un lenguaje que consta unicamente
de predicados monadicos P4, ..., P, podemos construir una oracién ¢* en el len-
guaje de grafos de cada ocurrencia de P;(z) con 1;(x) y podemos construir la
oracién ¢ como:

¢=3u: Plyy~a)

Es decir, ¢ es cierta si existe algtin « tal que sus vecinos cumplen ¢*. Notemos
que si la longitud de ¢ es n usara como mucho n predicados y la longitud de v,
es O(n?), luego, la longitud de ¢ sera O(n?), luego la reduccién es polinémica.

Esta claro que si algun grafo G cumple ¢ entonces ¢ es satisfacible, en parti-
cular, si casi todo grafo G/(n, ) la cumple entonces es satisfacible. Veamos que
vale la vuelta. Es facil ver que para todo subconjunto de {1, ...,n} existe un ar-
bol de altura 3 tal que su raiz cumple ¢; siy solo i. Por ejemplo, la siguiente
imagen muestra un x que cumple vy y ¥3 pero no .

Luego, si ¢ es satisfacible se sigue que existe un arbol 7' de altura 4 tal
que T [= ¢. Como sabemos que los grafos G/(n, <) contienen arbitrarias copias
aisladas de cada arbol cuando n tiende a infinito, se sigue que si ¢ es satisfacible
la probabilidad limite de ¢ es 1.

O

Observacion 3.62. Como sabemos por el teorema de jerarquia temporal que
P # EXPTIME, se sigue que el problema de determinar, dada oracién ¢ en
la 16gica de primer orden de grafos, si lim, ., Pr(G(n, <) = ¢) = 1 no puede
ser resuelto en tiempo polindmico.
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3.4. Espacios con funciones

Uno de los problemas mas celebres y antiguos de la Teoria de Probabilidades,
presente en todo curso introductorio de la materia, es el llamado "Problema de
los sombreros", introducido por Montmort en su Essay d’analyse sur les jeux de
hazard, uno de los primeros tratados matematicos de probabilidad. Su formu-
lacién mas comun es la siguiente:

Un grupo de n personas entra en un restaurante y dejan los sombreros en el guar-
darropa. El encargado del guardarropa es distraido y, al irse, redistribuye los som-
breros a los comensales al azar. ¢Cudl es la probabilidad de que ninguna persona
reciba su sombrero correcto?

Una formulacién mas abstracta seria: Dada una permutacién o : {1,...,n} —
{1,...,n} elegida de forma uniforme, {Cual es la probabilidad de que no tenga
ningun punto fijo?.

Teorema 3.63. Sea o : {1,....,n} — {1,...,n} una permutacion elegida de forma
uniforme. Luego, la probabilidad de que o no tenga ningtin punto fijo tiende a
1 — 1 cuando n tiende a infinito.

Demostracién. Veamos que la probabilidad de que ¢ tenga al menos un punto
fijo tiende a 1. Sea A; el evento ¢ (i) = 4. Por el principio de inclusién-exclusién
tenemos:

Pr(JAi) = Y Pr(d) =) Pr(A4;nAj)+ ) Pr(A;nA;nAg) = (..)
Ahora, dados iy, ..., i distintos hay (n — k)! permutaciones o : {1,...,n} —

{1, ...,’n} que dejag fijos a i1, ..., i, luego la probabilidad de A;, N (...) N A;,
es — ;. Nos queda entonces:
(n—k)!

U~ () 52 - () 52 ()

pr( JAi) = %—%+%—(...) :Z(_nkﬁ — -

Notemos que el problema anterior puede expresarse como una oracién de pri-
mer orden sobre el lenguaje con una permutacién £ = {c}, de la forma ¢ =
Va : —(o(z) = z), lo que da lugar a la pregunta si es posible realizar un es-
tudio general de los problemas asintéticos sobre dicho lenguaje. La respuesta
es positiva y podemos demostrarla rapidamente con las herramientas que de-
sarrollamos. La clave es el siguiente teorema, que generaliza ampliamente el
resultado anterior:

Teorema 3.64. (Distribucion de ciclos de una permutacion aleatoria) Sea
k > 1ysea X}, , lavariable que cuenta la cantidad de k-ciclos de una permutacién
o € S, elegida de manera uniforme. Cuando n tiende a infinito, X}, , converge en
distribucion a una variable Poisson de pardmetro \ = % y mas aun, para distintos
valores de k las variables convergen a variables independientes entre si.
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Demostracion. Para todo S C {1,...,n} denotemos con Ag el evento de que el
conjunto S sea un ciclo de . Por definicién, X, = > 14, donde la sumatoria
es sobre todos los S tal que |S| = k. Veamos que se cumplen las hipétesis de
la ley de convergencia Poisson IV, de lo que se sigue el teorema. Para empezar,
como los ciclos de ¢ son siempre disjuntos, es imposible que ocurra Ag y A si
Sy T son subconjuntos distintos pero no disjuntos, lo que corrobora la segunda
hipétesis.

Para ver la primer hipdtesis, consideremos s; subconjuntos de tamafio kg, ...,
sm subconjuntos de tamafio k,,, y veamos que si denotamos con p la probabilidad
de que todos formen un ciclo vale que lim,, o p-n2=*i% = A¥ . (). )\ . Dado
un conjunto de tamafio r, hay (r —1)! permutaciones en las que todo el conjunto
forma un solo ciclo, luego tenemos:

s n — k’757'
p=]]k:—1) %

— )
p-nXkisi = H(k,b — 1)l % opokisi H(kz — 1)1
n!

Se sigue por la ley de convergencia Poisson IV que la variable X}, ,, converge
en distribucién a una Poisson de pardmetro:

(k=1)

1
A= -
] k

Teorema 3.65. (Ley de convergencia para permutaciones aleatorias) Sea ¢
una oracion sobre el lenguaje L = {o} con una tnica funcion unaria. Luego la
probabilidad de que una permutacion o : {1,...,n} — {1,...,n} elegida de forma
uniforme cumpla ¢ converge cuando n tiende a infinito y mas aun, el limite se
puede escribir a partir del conjunto {0, 1} usando las operaciones {+,—,-, /,e*}

Demostracién. Sea A un conjunto equipado con una permutacién. Por el teo-
rema de Hanf, la clase de k-equivalencia queda determinada por la aparicién
de 3*-tipos. Pero en un conjunto con una permutacién, los tinicos tipos posibles
son los ciclos, luego, la clase de k-equivalencia queda determinado por cuantos
(hasta k) ciclos de tamafio r hay para cada r < 3*. Luego, si denotamos con X;
la variable aleatoria que cuenta la cantidad de i-ciclos, se sigue que:

Pr((A,0) = ¢) = Z Pr(X;=ay)-(..) Pr(Xs = asr) - 55

Donde la sumatoria es sobre todas las tuplas a = a1, ..., a3 tomando valores
en {0,1,2,...,k+} yel termino s; € {0,1} indica si esa clase de k-equivalencia
cumple ¢ o no. Como sabemos por el teorema anterior que todos los términos X;
convergen a variables Poisson independientes se sigue que la probabilidad limite
existe y como todas esas Poisson tienen pardmetro racional, por la férmula de
densidad puntual de las variables Poisson se sigue que el limite se puede escribir
a partir del conjunto {0, 1} usando las operaciones {+, —, -, /, exp}. O

Lynch demostré en [28] que se cumple un resultado mucho mas general,
considerando espacios que cuentan con una cantidad arbitraria de permutacio-
nes y funciones unarias:
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Teorema 3.66. (Ley de convergencia para lenguajes con funciones)[28] Sea
L={f1,s [r,01,...,0s, P1,..., P, } un lenguaje consistente en un niimero de fun-
ciones unarias f, permutaciones o y predicados unarios P. Luego si A(n) repre-
senta una L-estructura de n elementos elegida de forma uniforme, se cumple que
el limite lim,,—, oo Pr(A(n) = ¢) existe y, mas aun, se puede escribir a partir del
conjunto {0, 1} usando las operaciones {+,-,—, /,e*}.

La idea de la demostracion es muy similar en espiritu a la de la ley de conver-
gencia para grafos muy sparse y la demostracién previa para espacios con una
Unica permutacién: Consiste en usar los resultados de localidad de la 1égica de
primer orden para reducir el problema a clasificar el comportamiento local de
la estructura y ver que el comportamiento local de la estructura esta determina-
do por la presencia de ciclos, que convergen en distribucién a variables Poisson
independientes. La aparicién de funciones que no son permutaciones, sin em-
bargo, nos obliga a considerar no solo los ciclos sino la estructura alrededor de
los ciclos, que complica la demostracidn.

Resultados muy similares se demostraron también para el caso de grafos d-
regulares uniformes. En general, parece que el mismo fenémeno ocurre en toda
familia de estructuras aleatorias en la que dos objetos en una estructura de n
elementos estén relacionados con probabilidad O(1). Queda abierta la pregun-
ta de si existe una formulaciéon general que englobe todos esos casos. Lynch
considera que la hay, pero es pesimista respecto a su valor: "We expect that there
is a general theorem that implies all of these results as corollaries, however; it may

be so awkward to state that its value would be questionable"[29].
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Capitulo 4

No convergencia y no
decidibilidad en grafos
ordenados y otras estructuras

4.1. Grafos ordenados

4.1.1. Introduccion

Este capitulo es una suerte de dual al resto de la tesis. En los capitulos ante-
riores analizamos la probabilidad asintdtica de oraciones en distintas estructu-
ras aleatorias y demostramos una serie de resultados positivos que clasifican su
comportamiento, leyes de convergencia y la existencia de algoritmos para de-
terminarla, y establecimos que esos resultados nos hablaban de las limitaciones
de la l6gica de primer orden en dichas estructuras.

En este capitulo demostraremos casi exclusivamente resultados negativos acer-
ca de la probabilidad asintética de oraciones en nuevos tipos de estructuras,
mostrando que su probabilidad limite en general no existe, que el problema de
determinar su limite no es decidible y que su comportamiento es en general
inclasificable.

El primer tipo de estructura que analizaremos son los grafos ordenados. De-
notaremos con G« (n) a un grafo aleatorio elegido de manera uniforme entre
todos los grafos de {1, ..., n}, equipado con el orden usual en dicho conjunto. Es
facil ver que la ley 0-1 de Fagin no se puede extender a este tipo de estructuras:
Si ¢ es la oracién dada por:

p=VeVy (Vz <z Nz <y) = (x ~y)]

que afirma que el los vértices 1 y n estdn conectados, es facil ver que la
probabilidad asintética de G(n) = ¢ es 3.

En [33], Shelah, Compton y Henson demostraron que no solo falla la ley 0-1,
sino que tampoco hay una ley de convergencia y que el problema de determi-
nar la probabilidad limite de una oracién o si el limite existe es indecidible. El
método que usaron para la demostracién fue usar el lenguaje con orden pa-
ra codificar la existencia de cuerpos finitos dentro del grafo y aprovechar la
estructura de los cuerpos para construir una oracion sin probabilidad limite.
Dicho método, que los autores denominaron aritmetizacion, es muy versatil y
lo usaremos extensamente mas adelante para probar una serie de resultados
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negativos. Sin embargo, las oraciones construidas de esta manera son largas y
“artificiales", lo que deja abierta la pregunta de si hay oraciones mas naturales
que no tengan probabilidad limite.

La respuesta es afirmativa. En [37] Spencer muestra como un problema proba-
bilistico, que el denomina “La maratén de danza”, se puede codificar con una
oracion muy simple en el lenguaje de grafos ordenados, que no tiene probabili-
dad asintdtica.

4.1.2. La maraton de danza

Definicién 4.1. La maratén de danza tiene n participantes y dura una canti-
dad entera de rondas, hasta que todos los participantes abandonan. En cada
ronda, cada participante abandona el concurso con probabilidad £, de mane-
ra independiente al resto y a las rondas anteriores. Un participante se declara
ganador si en cierta ronda es el tnico que se mantiene en el concurso. Note-
mos que es posible que no haya ningiin ganador, por ejemplo, si los dltimos dos
participantes abandonan al mismo tiempo.

Observacion 4.2. Una definicién mas abstracta seria la siguiente: Sean, para
i € {1,..,n}, t > 0, X;, variables Bernoulli independientes con p = % Un
i € {1,...,n} se declara ganador si existe un ¢, tal que para todo ¢ < ty vale que
X, +=1yparatodo j # i existe un ¢t < ¢, tal que X, ; = 0.

Proposicion 4.3. Denotemos con pysp(n) la probabilidad de que haya un ganador
en la maraton de danza de n participantes. Vale la siguiente férmula:

oo

pMD(n) =n - 227571 . (17278)7171

s=1

Demostracién. Dados i € {1,....,n} yt € N denotemos con S;; el evento “El
participante i es el ganador del concurso y abandona en la ronda ¢". Notemos
que los eventos S, ; son disjuntos. Luego tenemos:

pup(n) = PT(USt’i) = ZPT(SM)

Y por simetria, este ultimo término es igualan - ), Pr(S; ). Por otro lado,
la probabilidad de S; ; es igual a la probabilidad de que el primer participante
se mantenga las primeras ¢ rondas y abandona en la ¢ + 1-esima, multiplicado
por la probabilidad de que todos los otros participantes abandonen antes de la
ronda ¢, es decir, tenemos:

Pr(Si)=2""1. (1-27Hrt

Juntando todo:

pup(n)=n - Y Pr(S)=n- Y 2771 (1—27")"""
Proposicion 4.4. [37] El limite lim,,_.o. pyp(n) no existe.
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Demostracién. Mostraremos que limy_,o. pap(a - 2F) adopta distinto valores
seglin el o € RT, de lo que se sigue que lim,, .o, parp(n) NO existe. Sea n =
a - 2%. Tenemos:

(o] o] k
pZWD(n) - n- Z 27571 . (17275)?7,71 —a - 2]6. 227871 . (17275)04-2 -1
s=1 s=1

St —s\a-2F
N T (1—27%)*2
s=1 (1 - 2_5)

Cambiando la variable de sumatoria de s a t = s — k nos queda:

e i (1 _ 27k7t)a~2k
) n) = o A e A—
pup(n) Z (1—2Ft)
t=—k
Analicemos la sumatoria. Para todo ¢ > 0 y todo k, el término se puede
acotar por « - 2%, Por otro lado, usando la desigualdad (1 — z) < e~%, para
t < 0 podemos acotar el término por a - 27¢~1 . ¢=22"" que decrece super-
exponencialmente. Como ambas cotas son sumables, se sigue por el teorema de
la convergencia dominada que podemos intercambiar el limite con la sumatoria,
es decir:

. . gt (2R
limy—soo parp(n) = limg oo t_z_:k o -2 T2
o) k 0
) L 1— 2—k—t -2 L ot
= > limgse[a- 2™ 1'(<1_2k)t>] = 2 a2 e = g(a)
t=—0o0 t=—o0

Se puede ver que g(«) varia segun el «, aunque varia tan poco que aparenta
ser constante. Andlisis numérico nos revela que para o € (1,2), g alcanza un
maximo de 0.721354 cerca de @ = 1.81 y un minimo de 0.721340 cerca de o =
1.28 0

David Speyer ofrece el siguiente argumento heuristico de porque es razonable
esperar que pysp(n) no tenga probabilidad limite [38]: Supongamos que empe-
zamos con dos maratones, una con 2" personas y otra con 1.5-2". Tras la primer
ronda, la primer maratén tendra alrededor de 2"~ personas y la segunda alre-
dedor de 1.5 - 2!, Repitiendo el proceso suficientes veces, esperariamos que
en alglin momento la primer maratén tenga alrededor 8 personas y la segunda
alrededor de 1.5 - 8 = 12 y no hay razdén para esperar que pyrp(8) = parp(12).

Ahora vamos a definir una variante del problema anterior, que llamaremos la
maraton de danza acotada.

Definicién 4.5. La maratén de danza acotada cuenta con participantes 1, ...,n
y dura una cantidad entera de rondas. La dindmica es igual a la anterior, pero
con la condicion extra de que el i-esimo participante abandona el concurso en
la ronda ¢ con probabilidad 1, si es que llego tan lejos. Notemos que se sigue
que este concurso puede tener como mucho n rondas. Denotemos con py;p4(n)
la probabilidad de que la maratén de danza acotada de n participantes tenga
un ganador.
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Proposicion 4.6. Sea py;pa(n) la probabilidad de que la maraton de danza aco-
tada tenga un ganador. Luego vale:

limp—oo [pMp(n) —PMpa(n)] =0

Demostracion. Empecemos demostrando que la probabilidad de que en una ma-
ratédn de danza de n participantes termine en menos de /n rondas tiende a 1
cuando n — oo. Eso es equivalente a decir que todos los participantes abando-
nan la competicion antes de la ronda /n, evento que tiene probabilidad:

2V en

n

27V

(1—2"Vm)" =1 e

Como limy,_002" V" - n = 0, se sigue que lim,— e=2 V" — . Luego,
podemos suponer sin perdida de generalidad que estamos en una maratén de
danza de n participantes que termina en menos de /n rondas. La unica dife-
rencia entre la maratdén estdndar y la maratdn acotada es la dindmica para los
primeros /n participantes (ya que en la maratén acotada el participante i esta
obligado a irse en la ronda ), pero por simetria, la probabilidad de que uno de
estos sea ganador es de % = in, que tiende a 0 cuando n — oo, luego con
probabilidad 1 el resultado de la maratén acotada y la maratdén estdndar sera
el mismo. O

Corolario 4.7. El limite lim,,—,o pPrmpa(n) no existe.

Veamos ahora que la maratén de danza acotada se puede expresar como una
férmula de primer orden sobre las estructuras analizadas anteriormente:

Proposicion 4.8. Hay una oracion ¢ en lenguaje de grafos ordenados que codifica
la maratdn de danza acotada, es decir, tal que Pr(G(n, <) = ¢) = pympa(n) .

Demostracién. Sea ¢ la oracién dada por:
p=[Fr:Fy:Vw<y z~w)AN(VzNVw <y z~w)— (z=21a))]

Dicha oracién captura exactamente la dindmica de la maratén de danza
acotada: el evento "el participante i pasa la ronda j", con i < j se corresponde
con el evento i ~ j, que tienen probabilidad  y son independientes entre si, y
el hecho que el participante 7 abandona siempre en la ronda i se corresponde
con el hecho de que en los grafos vale siempre que ¢ « 4. La férmula expresa
la existencia de un = que se mantiene en la maratén mas rondas que cualquier
otro y, que es exactamente el evento "La competencia tiene un ganador" O

Corolario 4.9. Existe una oracion ¢ sobre el lenguaje de grafos ordenados tal que
limp— 00 Pr(G<(n) £ ¢) no existe.
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4.1.3. El método de los cerebros de Boltzmann

A principios del siglo pasado, antes del surgimiento de la teoria del Big Bang y
de la cosmologia moderna, los fisicos se encontraban ante el problema de creer
simultdneamente tres proposiciones aparentemente contradictorias. La primera,
que el universo era temporalmente ilimitado y existia desde siempre,la segunda,
que el universo se encontraba en un estado de baja entropia y la tercera, que la
entropia tiende siempre aumentar. Se sigue de la primera y tercera proposicion
que el universo deberia estar en un estado de entropia maximo, que contradice
explicitamente la segunda.

Boltzmann, padre de la mecénica estadistica y uno de los fisicos mas brillantes
de su época, propuso una atrevida solucion. Record6 que la segunda ley de la
termodindmica era una ley estadistica, no absoluta, y que aunque la entropia
casi siempre aumentaba puede reducirse por razones puramente estocasticas.
Luego, es posible que el universo halla existido desde siempre en un estado
de muy alta entropia y solo recientemente nuestra regién del universo halla
experimentado una subita caida de entropia por razones puramente azarosas.

Dicha solucién no convencié a demasiada gente. Primero, porque las probabi-
lidades de que algo asi ocurra son tan astronémicamente bajas que la palabra
milagro no es capaz de hacerle justicia. Pero ademas, porque razonamientos es-
tadisticos de esa naturaleza pueden llevar a conclusiones absurdas y que ponen
incluso en cuestionamiento la capacidad de hacer ciencia empirica. Ya que antes
que pensar que regiones enteras del universo experimentaron una subita caida
de entropia, deberiamos considerar un "milagro" de caracter mucho menor: que
del caos césmico surja fugazmente una configuracién de moléculas consciente,
que crea (iincorrectamente!) vivir en un mundo de baja entropia. Esos ficticios
observadores fueron llamados Cerebros de Boltzmann.

El método de aritmetizacién de Shelah y Compton, que nosotros decidimos
rebautizar como el método de los cerebros de Boltzmann, funciona bajo una
idea muy parecida. Vamos a ver que en grafos aleatorios suficientemente gran-
des aparecen por puro azar estructuras complejas (nuestros "cerebros de Boltz-
mann") y que la logica de primer orden con orden es capaz de detectarlas, lo
que nos permitird crear oraciones sin probabilidad limite, entre otras cosas. Co-
mo mencionamos antes, Shelah y Compton trabajaron con cuerpos finitos, pero
para obtener resultados mas generales nosotros codificaremos la estructura mas
general posible: Maquinas de Turing probabilisticas.

Empecemos con algunas definiciones:

Definicion 4.10. Una Maquina de Turing probabilistica M es unatupla (Q, X, 0, qo, b, F)
donde Q es el conjunto de estados de la maquina, ¥ es el alfabeto, ¢y € Q es

el estado inicial, b € ¥ es el simbolo inicial (blanco de la tapa), F' C Q es el

conjunto de estados de aceptaciony o : @ x ¥ x {0,1} — @ x ¥ x {L, R}

es la funcién de transicién. El comportamiento de una maquina de Turing pro-
babilistica es analogo al de una maquina de Turing pero en vez de estar fijo

se convierte en una variable aleatoria: En cada paso la maquina recibe un bit

aleatorio b € {0, 1} elegido con una distribucién Bernoulli independiente a los

bits anteriores, y lo usa en conjunto de su estado y el simbolo de la cinta para
determinar su comportamiento.

Definicién 4.11. Dada una maquina de Turing M = (Q, %, 0, ¢,, b, ') decimos
que f:{1,..,n}? = ¥ x (Q U {*}) simula a M si, considerando el desarrollo
de la maquina M a partir de la cinta vacia se cumple que:
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= f(t,i) = (s,*) siy solo sien el paso t, la celda i tiene el simbolo s y no
contiene a la cabecera de la maquina.

= f(t,i) = (s,q) siy solo si en el paso ¢, la celda i tiene el simbolo s y
contiene a la cabecera de la maquina en estado q.

De la misma manera que la tesis de Church-Turing nos dice que una maquina de
Turing puede simular cualquier proceso computable, la tesis de Church-Turing
extendida nos dice que una maquina de Turing probabilistica puede simular
cualquier proceso computable estocastico. Un ejemplo de eso, que usaremos
mas adelante, son las siguientes proposiciones:

Proposicion 4.12. Sea « € (0, 1) un real computable. Luego hay una Maquina de
Turing probabilistica que empezando en la cinta vacia llega al estado de aceptacion
con probabilidad c.

Demostracién. La maquina M calculara por un lado un numero aleatorio x entre
0y 1, con acceso a los bits aleatorios, y por otro lado los digitos de «, que puede
hacer que es computable. Si en algin momento de la computacion determina
que zr < «, acepta. 0

Proposicion 4.13. Sean «, 3 reales computables tal que 0 < o < 3 < 1. Luego
que existe una maquina de Turing probabilistica M y un estado q € Q tal que si
denotamos con p(n) la probabilidad de que la mdquina M este en esta q tras n
pasos, se cumple que lim inf p(n) = ay limsup p(n) = g.

Demostracién. La maquina M realizara el siguiente proceso infinito, dividido
en turnos indexados por los naturales. En el turno 2n, calculara n digitos de «,
que denotaremos «,, y un numero aleatorio x de n digitos, y llegara al estado ¢
siysolo si a;, > . En el turno 2n+ 1, calculara n digitos de 3, que denotaremos
B y un numero aleatorio x de n digitos, y llegara al estado ¢ siy solo si §,, > .

Es facil ver que la probabilidad de que la maquina M alcance el estado ¢ en
el turno 2n 4+ 1 es |« - 2| /2™ y la probabilidad de que alcance el estado ¢ en
el turno 2n + 1 es |G - 2™|/2", luego el limite inferior de p(n) es a y el limite
superior de p(n) es . O

Definicién 4.14. Sea M = (Q,X, 0, o, b, F') una maquina de Turing probabi-
listica. Vamos a definir una férmula ¢y (a, b, ¢, d, €) en la 18gica de primer orden
de grafos ordenados, que significara que la tupla (a,b, c,d,e) € G° codifica el
comportamiento de la maquina de Turing M por o — 1 pasos. La férmula
¢ sera la conjuncién de lo siguiente:

1. Valeque2 <a<b<c<d<e<n-—s,donde s =% (|Q]+1)

2. El grafo induce una isomorfismo entre los intervalos (2, a) y (b, ¢) que res-
peta el orden. Es decir, vale:
(Vz € (2,a) Ay € (bye) : x ~y) AVy € (bye) Iz € (2,a) : = ~
y)) A (Vz, 2’ € (2,a) Vy,y' € (byc) 1z ~y A ~y Nz <a' = y<y')

3. El grafo induce un isomorfismo entre (2,a) x (b,c)y (d,e) que preserva
el orden, dotando a (2,a) x (b, c) del orden lexicografico . Lo primero se
escribe como
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(Vz € (2,a) Yy € (byc) ANz e (dye) : (x~2zANy~2)) A (Vze(de) Iz e
(2,a) Ny € (be):x~z ANy ~2)

Y lo segundo como:
Ve, 2" € (2,a) Vy,y' € (bye) Vz,2' € (dye) ((x ~2 Ny ~z Az~

ZANY ~FANS <)== (@ <z ANY <y)). Sergio: No
es muy fuer-
4. El grafo induce una funcién de (d, e) a (n — s,n). Es decir, vale que: te esto tltimo?

No podria ser
=Ny <y?

Vr € (d,e) dly € (TL*S,?@) : (xrvy)

5. Por los items (i) y (i¢i) anteriores, podemos ver a (d,e) como (2,a) X
(b,c) = (2,a)?, es decir, una cuadricula de lado a — 1. Por el item (iv),
cada cuadricula tiene asignado un dnico elemento de (n,n — s) = ¥ X
(Q U {x}). La ultima condicién es que esa cuadricula simule la maquina
M empezando desde la sentido vacia, en el sentido de la definicién 4.11,
con el bit aleatorio en cada paso viniendo del vértice 1, que en toda la
construccion anterior fue dejado de lado y es por tanto independiente al
resto.

Observacién 4.15. No es realmente necesario pedir en el punto (i) que la
biyeccion respete el orden para que la codificacién funcione correctamente, pero
nos facilitard las cuentas mas adelante.

Lo interesante es que una vez que tenemos codificada una maquina de Turing
probabilistica, podemos expresar su comportamiento con formulas de primer
orden.

Proposicion 4.16. Sea M = (Q, X, 0, qo, b, F') una maquina de Turing probabi-
listica, S C @ un subconjunto de estados, G un grafo ordenado Y a, b, c,d, e € G.
Son expresables en logica de primer orden de grafos:

= La tupla (a,b,c,d,e) codifica a la maquina M y en la simulacidon dada por
(a,b,c,d, e) la maquina llega en algiin momento a un estado de S.

» La tupla (a,b,c,d,e) codifica a la maquina M y en la simulacién dada por
(a,b,c,d, e) termina en un estado de S.

Definicion 4.17. En particular, hay una férmula que expresa que G |= ¢as(a, b, ¢, d, €)
y que en la simulacién dada por (a, b, ¢, d, ¢) la maquina M llega a un estado de
aceptacion en a pasos. Vamos a denotar a esa férmula 6, (a, b, ¢, d, e).

Observacién 4.18. Si la maquina de Turing es deterministica, su comporta-
miento no depende de la simulacién, luego es posible expresar "La tupla (a, b, ¢, d, €)
codifica a la maquina M y la maquina M llega a un estado de S en a — 1 pasos"

Definiciéon 4.19. Sea M una maquina de Turing probabilistica, n > 0y G
un grafo ordenado. Decimos que G codifica a M por n pasos si que existen
b,c,d,e € G tal que la tupla (n + 1,b,¢,d, e) codifica a M, es decir, si G =
FrdyTzTw : dpr(n+ 1,2, y, 2, w).

El siguiente lema es fundamental porque nos da una cota muy precisa sobre
cuantos pasos de una maquina M simula un grafo aleatorio de tamafio dado y
en particular, demuestra que un grafo aleatorio suficientemente grande simula
una cantidad arbitraria de pasos de cualquier mdquina.
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Lema 4.20. Sea M una maquina de Turing probabilistica y sea (G, <) un grafo

aleatorio ordenado de n = 2K° %" vértices. Cuando k — oo, casi seguro G codifica
a M por k pasos y casi seguro G no codifica M por k + 1 pasos

Demostracion. Fijemos un a y sea X la variable aleatoria que cuenta la canti-
dad de tuplas (z,y, z,w) tal que G = ¢p(a+ 1, z,y, 2z, w). Vamos a calcular la
esperanza y varianza de X y eso nos permitira demostrar el enunciado.

Fijados b, ¢,d, e € G, ¢Cual es la probabilidad de que G = ¢ (a, b, ¢, d, e)?
Como las condiciones exigen que exista una biyeccién entre (2,a + 1) y (b, ¢),
y entre (2,a + 1) x (b,c) y (d,e), es 0 a no ser que |(b,c)] = ay |(d,e)| =
a®. Si se cumplen las condiciones anteriores, podemos calcular la probabilidad
de que se cumplan todas las condiciones necesarias. La probabilidad de que el
grafo induzca una biyeccion que preserve el orden entre (2,a + 1) y (b,c) es
2-a’, ya que entre las 27" maneras que el grafico puede asignar los vértices
entre (2,a + 1) y (b, ¢) hay solo una valida. Similarmente, la probabilidad de
que el grafo induzca una biyeccion entre (2,a + 1) x (b,¢) y (d,¢) es 27" y es
independiente a la anterior. La probabilidad de que el grafo induzca una funcién
entre (d,e) y (n — s,n) es 275" y la probabilidad de que en cada elemento de
(d, e) simule correctamente la transicién de M es 27" y son independientes a
las anteriores.

Juntando todo, la probabilidad de que G = ¢s(a,b,c,d,e) es g—a” . g-a’.
2—5&2 . 2—a2 — 2—(14—0((12)

Ennumeremos a todos las tuplas (z,y, z,w) € G* tal que |(z,y)| = ay
|(z,w)| = a® y sea (9;) el evento de que la i-esima tupla cumple que G |=
¢(a,z,y,z,w). tenemos que X = > 1g,, luego:

E(X)=E() 1s) =) E(ls) =) Pr(s)
Como hay aproximadamente g tuplas de tales caracteristicas nos queda:
n2 n2 _ 4_0( 2)

Calculemos ahora la varianza:

i#] i#]

Se puede ver que los eventos .S; y S; son independientes si los intervalos de
sus respectivas tuplas son disjuntos, mientras que si se intersecan la probabili-
dadde S; N S;es0

Nos queda entonces:
TL2 110(a2 n2 11 0(a?
E(X*) =E(X) +E( Y ls-ls) =5 -2 00 4 (a7 oDy
1,7 disjuntos

Notemos que el término O(a?) es el mismo en ambos exponentes, luego
podemos escribirlo como \ - a?.

n2

2 .
Var(X) — E(Xg)fE(XQ) _ 27a4+)\a2 +(n7 . 27a4+)\a2)27<7 .27a4+>\a2)2 _

2 2 2
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Por tanto:

o(X) = /Var(X) = % . 9= +0()

Ahora podemos probar el enunciado:

Tomando n = 2¥°+%'° y 4 = k + 1 la esperanza nos queda:

]E(X) _ 2k4+k3—1 . 2—(k+1)4+0((k+1)2) _ 2k4+k3—k4—4k3—0(k2) _ 2—3k3—0(k2)

Y por lo tanto casi seguramente el grafo G no codifica a M por k + 1 pasos,
ya que por la desigualdad de Markov

limg oo Pr(X > 1) < limg_oo E(X) = limg— 0o 9—3k*~O(K*) _

-
kl.a

Por otro lado, tomando n = 28"+ vy a = k la esperanza nos queda:

E(X) = ok +k> =1 o—k'+O(k%) _ 9k®+O(k?)

Y la desviacién estandar:

2k2+k1,5
o(X)=
(X) 7
Por la desigualdad de Chebyshev:
o _ ok34O(K?) E24+0(k%)\ _ _ k4o(k), #
Pr(X =0) < Pr(|X—2 | >2 ) = Pr(|[X—p|>2 ) < (2FToth)2

Como este ultimo término tiende a 0 cuando k& — oo, se sigue que casi seguro
G codifica a M por k pasos.
O

Con ese teorema, podemos demostrar una serie de resultados negativos, empe-
zando por resultados de indecibilidad:

Proposicidon 4.21. [33] No hay ningtin algoritmo que pueda determinar, dada
oracién ¢ en el lenguaje de los grafos ordenados, si vale que lim,,—,~ Pr(G<(n) =

¢) = 1.

Demostracién. Sea M una maquina de Turing deterministicay sea ¢ = 3z 3y Iz Jw Ju :
Or(z,y, 2z, w,u), es decir, G |= ¢ siy solo sila G simula la maquina M hasta que
llega al estado de aceptacion. Si la maquina M nunca llega al estado de acep-
tacion, se sigue que para todo n vale que Pr(G<(n) = ¢) = 0. Por otro lado, si
la maquina M llega al estado de aceptacién en a pasos, por el corolario 4.20 se
sigue que lim,,—, .o Pr(G<(n) = ¢) = 1. Luego, un algoritmo para determinar
dada ¢ si limy oo Pr(G<(n) = ¢) tiende a 1 nos permitira determinar si una
maquina dada llega al estado de aceptacién. Como sabemos que ese problema
es indecidible, se sigue que no puede existir dicho algoritmo. O
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Proposicion 4.22. [33] No hay ningtin algoritmo que pueda determinar, dada
formula ¢ en el lenguaje de los grafos ordenados, si el limite lim,,— o, Pr(G<(n) E
¢) existe.

Demostracién. Sea M = (Q, X, 0, qo, b, F') una maquina de Turing dada. Vamos
a construir una maquina de turing M* = (Q x{0,1}, %, 0%, qo, b, F) con funcién
de transicién dada por:

((¢,1=mn),b) sio(q,a)=(¢,b)yqd ¢ F
((¢',0),b) sio(q,a) =(¢,0)yq € F

En lenguaje coloquial, la maquina M* tiene dos estados por cada estado ¢
de M, los estados (¢,0) y (¢,1). En cada paso, respeta las transiciones de M
pero alterna entre los estados de forma (¢,0) y los de (¢,1), excepto cuando
llega a un estado de aceptacion, en cuyo caso se mantiene en los estados de la
forma (g, 0). Por la proposicién ?, podemos construir una oracioén ¢ que exprese
la propiedad "Si el grafo G codifica n pasos de M*, la maquina M* esta en un
estado de la forma (q,0) tras n pasos".

o*((¢;n),a) = {

Si la maquina M llega a un estado de aceptacion, como por la proposicion
4.20 sabemos que G (n) simula una cantidad arbitaria de pasos de M *, se sigue
que limy 00 Pr(G<(n) = ¢) = 1. Por otro lado, si la maquina M no llega a un
estado de aceptacién, se sigue que la maquina M* alternara indefinidamente
entre los estados de la forma (g,0) y (g, 1), luego por el teorema 4.20 se sigue
que:

limy—oe Pr(Go (22020 7) = gy — 1

limi_ oo P’I“(G< (2(2k+1)2+(2k+1)1.5) ): ¢) -0

luego lim, o Pr(G<(n) = ¢) no existe. Por tanto, de existir un algorit-
mo capaz de determinar cuando una oracién en la légica de grafos ordenados
dada tiene probabilidad limite podriamos construir un algoritmo para determi-
nar cuando una maquina de Turing M llega a un estado de aceptacién, pero

sabemos que eso es imposible, luego no hay tal algoritmo.
O

El siguiente teorema es un caso particular del teorema de Trakhtenbrot, que
mencionamos en el capitulo 1:

Proposicion 4.23. No hay ningtin algoritmo que pueda determinar, dada férmula
¢ en el lenguaje de los grafos ordenados, si hay existe un grafo ordenado finito G

tal que G = ¢.

Demostracién. Muy similar a la proposicién ??. Sea M una maquina de Turing
deterministica y sea ¢ = Jx Jy Iz Jw Ju : Oy (x,y, 2, w, w). Si la maquina M
nunca llega a un estado de aceptacion, ningtin grafo G cumple ¢. Por otro lado,
si la maquina M llega a un estado de aceptacion, por el teorema 4.20 sabemos
que debe existir un grafo ordenado de ok +k'? que cumple ¢. Se sigue que de
existir un algoritmo que pueda determinar si una oracién ¢ en el lenguaje de
los grafos ordenados tiene modelo finito, podriamos construir un algoritmo que
decida si una maquina de Turing dada llega a un estado de aceptacién, pero
sabemos que eso es imposible, luego no existe tal algoritmo. O
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Una pregunta que no encontramos mencionada en la literatura es la de carac-
terizar que valores puede adoptar el limite lim,,_,.c Pr(G<(n) = ¢) donde ¢
es una oracién de primer orden de grafos ordenados. Usando la codificacién
de maquinas de Turing probabilisticas, vamos a mostrar que incluye a todos los
reales computables entre 0 y 1.

Proposicion 4.24. Sea o € (0,1) un real computable. Luego existe una oracion
¢ en la légica de primer orden de grafos ordenados tal que:

limp—oo Pr(G<(n) E ¢) =«

Demostracién. Sabemos por la proposicién 4.12 que dado a € (0,1) compu-
table, existe una maquina de Turing probabilistica M que empezando con la
cinta vacia llega al estado de aceptacion con probabilidad « y rechaza con pro-
babilidad 1 —«. Sea ¢ la oracién que expresa la siguiente propiedad: "Si el grafo
G simula a M por a — 1 pasos y no por a pasos, y (b, ¢,d, e) es la menor tupla en
el orden lexicogréfico tal que G = ¢ (a, b, c,d, e), en la simulacién dada por
(a,b,c,d,e) la madquina M llega al estado de aceptacion". En lenguaje formal:

¢ = [VaVbVeVdVe (dur(a,b,c,d,e)\N—(Fa’ ' I’ Id' e’ : a' > a Adpr(a’ b, de))

A= 3 3d' 3e" : ppr(a, b, d e AN, de) <p (bye,d,e))) = Or(a, b, c,d,e))

Donde 0 (a, b, ¢, d, ) es la férmula que representa que (a, b, ¢, d, e) simula a
la maquina y que dicha simulacién llega al estado de aceptacién, y (b, ¢, d, e) >,
(b, ¢, d, e) es una abreviacién del orden lexicografico. Como sabemos por la pro-
posicion 4.20 que cuando n tiende a infinito la maquina simula una cantidad
arbitrariamente grande de pasos, y la simulacién minimal respecto al orden le-
xicogréfico es elegida de manera uniforme entre todos los comportamientos de
la maquina, se sigue que lim, .. Pr(G<(n) = ¢) = a. O

De hecho, vale un resultado mas en general:

Proposicion 4.25. Sean «, 8 € (0,1) reales computables tal que o < f3. Luego
existe una oracion ¢ en la légica de primer orden de grafos ordenados tal que

iminf,, .., Pr(G<(n) = ¢) =aylimsup,, ., Pr(G<(n) = ¢) =5

Demostracién. andloga a la demostracién anterior. Sabemos, por la proposicion
4.13 que dados reales computables 0 < « < < 1, existe una mdaquina de
Turing probabilistica M y un estado ¢ € Q) tal que si p(n) denota la proba-
bilidad de que M este en estado ¢ tras n pasos vale que lim inf p(n) = ay
lim sup p(n) = . Sea ¢ la oracién que expresa la propiedad "Si el grafo G
simula a M por a — 1 pasos y no por a pasos, y (b, ¢, d, e) es la menor tupla en
el orden lexicografico tal que G = ¢ (a, b, c,d, e), en la simulacién dada por
(a,b,c,d,e) la madquina M termina en estado ¢".

Como sabemos por la proposicién 4.20 que cuando n tiende a infinito la
maquina simula una cantidad arbitrariamente grande de pasos, y la simulacién
minimal respecto al orden lexicografico es elegida de manera uniforme entre
todos los comportamientos de la maquina, se sigue que lim inf Pr(G<(n) =
6) = a'y lim sup Pr(G<(n) £ ¢) = 5.

O
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Por ultimo, el siguiente resultado muestra que incluso para las oraciones ¢ so-
bre grafos ordenados cuya probabilidad converge, es imposible acotar unifor-
memente cuanto tardan en alcanzar su probabilidad asintdtica en términos de
su rango de cuantificador ¢r(¢), como hicimos para grafos aleatorios.

Proposicion 4.26. No existe ninguna funcién computable f : N — N tal que toda
oracion ¢ en el lenguaje de grafos ordenados valga que si lim,, . Pr(G.(n) =
¢) = 1 se sigue que Pr(G<(N) = ¢) > 0.95 para todo N > f(qr(¢)).

Demostracién. Vamos a suponer que existe tal funcién f y mostraremos que se
sigue que hay un algoritmo para determinar si una oracién en el lenguaje de
grafos ordenados tiene un modelo finito, lo que contradice la proposicién 4.23.

Dada oracién ¢ en el lenguaje de los grafos ordenados, sea ¢* la oracién
dada por 3z Jy : © < y A (., Si ¢ no es satisfacible, es evidente que
ningun grafo ordenado cumple ¢*. Por otro lado, si ¢ es satisfacible, es facil
ver que limy, 0 Pr(G<(n) = ¢*) = 1. Luego, por hipdtesis, para ver si ¢ es
satisfacible basta ver si hay algtin grafo de tamafio n = f(qr(¢)) vértices que
satisface ¢*.

O

4.1.4. Ley de poca variacion

En vista de los resultados anteriores, es facil concluir que la 16gica de primer
orden sobre grafos ordenados es simplemente demasiado expresiva para poder
obtener ningtin resultado interesante, pero de hecho, no es el caso. En [34]
Shelah demostré un resultado que bautizé como "ley 0-1 debil" de grafos orde-
nados, aunque seria mas apropiado llamarla "Ley de poca variaciéon". Su herra-
mienta principal es un resultado bastante profundo de teoria de complejidad
de circuitos. Antes de poder enunciarla, necesitamos algunas definiciones pre-
liminares:

Definicion 4.27. Un circuito booleano es una funcién C : {0,1}" — {0,1}
definida a partir de la composicién de las funciones negacién y disjuncién y
conjuncién de tamafio arbitrario \/ : {0, 1}* — {0,1}, A : {0, 1}* — {0, 1}.

Definicion 4.28. La profundidad depth(C) de un circuito se define recursiva-
mente cOmo:

= depth(=C) = depth(C) + 1
» depth(\/ C;) = max(depth(C;)) + 1
» depth(\C;) = max(depth(C;)) + 1

Definicién 4.29. El tamafio size(C) de un circuito se define recursivamente
como:

m size(—C) = size(C) + 1
v size(\,Ci) =Y, (size(C;)) + 1
v size(N\;Ci) =Y, (size(C;)) +1
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Observacién 4.30. Es facil ver que toda funcién f : {0,1}" — {0,1} puede
expresarse como un circuito booleano, en particular por uno de la forma

Cl@) ="\ (A z) AN )]

seq  ieS igS

para algin Q C P({1,...,n}). Por otro lado, un argumento combinatorio origi-
nalmente de Shanon[?] muestra que casi todas las funciones f : {0,1}" — {0,1}
requieren circuitos de tamafio mayor a O(%) para ser computadas. Dicha ob-
servacion dio lugar a la teoria de complejidad de circuitos, que estudia que
clase de funciones pueden ser computados con circuitos de tamafio y profundi-
dad acotados.

Definicion 4.31. Sea C un circuito de input n. Para m < n, denotamos con
pe(m) la probabilidad de que dada un input s € {0,1}" con m 1s elegida de
manera uniforme, se cumpla que C(s) = 1.

El resultado clave de la demostracion de Shelah es el siguiente teorema:

Teorema 4.32. [34] Sea € > 0. Luego, para todo d y todo k existe un nq tal que
para todo circuito C de input 2n > ng, con profundidad d y tamafio menor a n*
se cumple que:

Ipc(n) —pe(n+1)] <e

El teorema anterior implica uno de los resultados mas celebres de teoria de
circuitos, que no existe ninguna familia de circuitos de profundidad constante
y tamafio polindmico que compute PARITY, la funciéon que computa la suma de
los bits de input modulo 2. En términos técnicos, PARITY no pertenece a la clase
ACy.

Proposicion 4.33. (PARITY no pertenece a ACy) No existe ninguna familia de
circuitos C,, : {0,1}™ — {0, 1} que compute PARITY tal que existen d y k tal que
para todo n se cumple que size(C\) < n¥ y depth(Cy,) < d.

Demostracién. Si existieran, por el teorema anterior para n suficientemente
grande se cumpliria que:

1
lpec, (0) = pec, . (0)] < 5

Pero como los C,, computan PARITY esa diferencia deberia ser siempre 1,
absurdo. O

Para continuar la demostracién, introduciremos una familia de funciones que
evaldan la validez de formulas en grafos ordenados y mostraremos como repre-
sentarlas con circuitos.

Definicién 4.34. Sea n > 0y sea ¢ una oracion en el lenguaje de los grafos
ordenados. Definimos la funcién booleana f, : {0, 1}% x {0,1}™ — {0,1}
de la siguiente manera: interpretando la primer parte del input como un gra-
fo G sobre {1,...,n} y la segunda parte como un subconjunto S C {1,...,n},
fs(G,S) =1siysolosi G = ¢g. Sifijamos el grafo G de antemano, podemos

definir la funcién f, ¢ : {0,1}™ — {0,1} como fy ¢(S) = f4(G, S)
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Lema 4.35. Sea ¢ una oracion en el lenguaje de los grafos ordenados. Luego,
existe un d > 0 y un polinomio P tal que para todo n existe un circuito C\ :
{0,1} et {0,1}™ — {0, 1} que computa la funcion f definida anteriormente,
Yy mas aun, vale que depth(C,) < dy size(C\) < P(n).

Demostracién. Por induccidn en la estructura de ¢. Para el caso base, es evidente
que las oraciones atémicas x < y, x ~ y, x € S se pueden computar con circuitos
de tamafio O(1). Para el paso inductivo, las tnicas oraciones que hace falta
analizar son las de forma 3 : ¢(x) y para eso basta notar que 3z ¢(z) = \/, ¢(x),
luego como por hipétesis para cada « el valor de ¢(x) se puede computar con
un circuito de profundidad d y tamafio P(n), se sigue que 3z : ¢(x) se puede
computar con un circuito de profundidad d + 1 y tamafio n - P(n). O

Ejemplo 4.36. Sea ¢ la oracién [z : Vy = ~ y|. Luego la familia de circuitos
del teorema anterior esta dada por:

Vi@es) A Ny &S)V(z~y))

Con profundidad 3 y tamafio n- (1 +n - (1 +1)) = 2n% + n.

Fijando el grafo G primero, obtenemos la siguiente variante del lema anterior:

Lema 4.37. Sea ¢ una oracion en el lenguaje de los grafos ordenados. Luego, existe
d > 0y un polinomio P tal que para todo grafo G de n vértices, hay un circuito
booleano C : {0,1}"™ — {0, 1} que computa la funcién f ¢ definida anteriormente
Yy mas aun, depth(C\) < dy size(C) < P(n) .

Teorema 4.38. [34](Ley de poca variacion de grafos ordenados) Sea ¢ una
oracion en el lenguaje de los grafos ordenados. Luego, vale que:

limn oo [Pr(G<(n) = ¢) = Pr(G<(n+1) | ¢)] =0

Demostracién. Sea ¢ una oracion en la lenguaje de los grafos ordenados. Por el
lema 4.37 existen d > 0y polinomio P tal que para todo grafo G sobre {1,...,n}
existe un circuito C que computa f, ¢ y tal que depth(C) < dy size(C) < P(n).
Ahora, por el teorema 4.32, para todo £ > 0 existe un n tal que para todo grafo
G de 2n > ng vértices, se cumple que:

[pc(n) —pe(n+1)] <e

Es decir, para todo grafo G de 2n > ng vértices se cumple que

Pr(G | ¢s:1S| =n) — Pr(G | ¢s : S| = n+ 1) <

Como eso se cumple para todo grafo G de 2n > ny, en particular sera cierto
si elegimos GG de forma aleatoria entre todos los grafos de 2n vértices. Pero el
grafo inducido por un subconjunto de tamafio & elegido de forma uniforme de
un grafo elegido de forma uniforme de n vértices no es mas que un grafo de k
vértices elegido de forma uniforme. Luego, nos queda que para todo n tal que
2n > ng:

[Pr(G<(n) F¢) = Pr(G<(n+1) E¢)| <e

De lo que se sigue el teorema. O
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Observacién 4.39. Notemos que el teorema anterior es consistente con todo
lo que observamos hasta ahora sobre probabilidades de oraciones sobre grafos
ordenados: El primer ejemplo de oracién sin probabilidad limite que vimos es
el que codifica la maratén de danza, ya que la probabilidad de que hubiera un
ganador en la maratén es asintoticamente distinta si hay 2" o 1.5 - 2" partici-
pantes, pero es facil ver que la no hay diferencia asintética entre una maratén
de n participantes y una de n + 1 participantes. Por otro lado, es facil ver por
la proposicién 4.20 que lo mismo ocurre con las oraciones que hablan sobre
propiedades de las maquinas de Turing codificadas en un grafo ordenado.

El método anterior es extremadamente poderoso y de hecho, permite demostrar
un enunciado bastante mas general que el que enuncia Shelah, considerando no
solo grafos aleatorios ordenados también a todos los grafos ordenados sparse:

Teorema 4.40. (Ley de poca variacion de grafos ordenados sparse) Sea c > 0
y a > 0. ¢ una oracion en el lenguaje de los grafos ordenados. Luego, vale que:

limp—oo [Pr(G<(n,c-n™ %) E @) — Pr(Ge(n+1,c-n" %) E¢)] =0

Demostracion. En la demostracion anterior vimos que dada oracion ¢ y e > 0
existe un ny tal que para todo grafo ordenado G de 2n > ng vértices se cumple
que:

Pr(G | ¢s ¢S] =n) — Pr(G | ¢s: S| = n+ 1) <

Como eso se cumple para todo grafo, en particular se cumple si elegimos G
de forma aleatoria entre los grafos sobre {1, ...,n}. Elegimos G ~ G(2n,c-n~%).
Ahora, el grafo inducido por un subconjunto de n vértices de G tiene distribucién
G(n,c-n~%) y el inducido por uno de n + 1 tiene distribucién G(n+1,c-n=%).
Luego nos queda que :

|Pr(G<(n,c-n™%) E¢)— Pr(Ge(n+1,c-n %) E¢d)|<e
O

El teorema de Shelah nos permita probar algunos resultados de inexpresabilidad
asintdtica, como demostramos anteriormente para grafos no ordenados:

Proposicion 4.41. No hay ninguna oracién en el lenguaje de los grafos ordenados
que exprese de forma asintdtica la propiedad “El grafo tiene una cantidad par de
vértices'".

Demostracién. De existir tal proposicion, valdria que lim,, . [Pr(G<(2n) |
¢) — Pr(G<(2n+ 1) = ¢)] = 1, lo que contradice el teorema anterior. O

4.2. Otras estructuras ordenadas

4.2.1. Conjuntos con multiples ordenes

En esta seccién estudiaremos el comportamiento asintético de conjuntos equi-
pados con multiples ordenes lineales, que denotaremos (A, <1, ...,<;), y de-
mostraremos resultados analogos a los de Shelah y Compton para grafos alea-
torios ordenados. Aunque este tipo de estructura no aparece frecuentemente
en matematica, los resultados que demostraremos en esta seccion nos serviran
para demostrar facilmente resultados andlogos para otros tipos de estructuras
mas naturales y no analizadas previamente en la literatura, como grafos sparse
ordenados y conjuntos equipados de un orden y una funcién.
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Definicion 4.42. Denotaremos A(n, <y, ...,<g) la variable aleatoria con una
distribucién uniforme entre todas las formas de asignar & ordenes lineales al
conjunto {1, ...,n}.

De manera andloga a lo que sucedia con grafos ordenados aleatorios, es facil
ver que A(n, <y, ..., <) no cumple una ley 0 — 1 para k¥ > 2, como muestra el
siguiente ejemplo: Sea ¢ la siguiente oracion sobre conjuntos con dos ordenes

p=NeVy (Vz (x<12) A (2<12)) = (z<29)]

que afirma que si z e y son respectivamente el elemento minimal y maximal
respecto a <1, entonces z < y. Se sigue que Pr(A(n, <1, <2) = ¢) = 1.

Vamos a demostrar ahora que en general, la probabilidad de que A(n, <1, <2)
cumpla una oracién ¢ no converge a ningtn valor cuando n tiende a infinito,
de la misma manera que lo que hicimos para grafos ordenados:

Proposicidon 4.43. Hay una oracion ¢ en lenguaje de conjuntos con dos ordenes
que simula la maraton de danza acotada, es decir, tal que:

1:)’1“(14(’117 <1,<2) ): o) = pMDA(n)

Demostracién. Sea ¢ la oracién dada por:

d=[Fr:Fy: Vww<3y— xz<awA(Vz:(Yww<1y = z<gw)) = (z=1x))]

Esta oracion codifica la maratén de danza de una forma muy similar a la
oracion vista en anterior: Sea S = {1, ...,n} ordenados por <;. El evento "el
participante i pasa la ronda j" se corresponde con el evento i <5 j, que tienen
probabilidad 3 y son independientes entre si, y el hecho de que el participante
i abandone siempre en la ronda i se corresponde con el hecho de que las re-
laciones de orden son antisimetricas, es decir, que para todo i se cumple que
i s . O

Corolario 4.44. Existe una oracion ¢ en el lenguaje de conjuntos con tres ordenes
tal que el limite lim,,—, Pr(A(n,<i,<s2,<3) E ¢) no existe.

Antes de seguir, necesitamos la siguiente definicién:

Definiciéon 4.45. Sea A un conjunto equipado de un orden < y sea S C A.
Decimos que S induce la funcién f : A — A dada por

fla) = min {s€S:s<a} si mn{seS:s<a}#0
~ | min {s e S} simin{seS:s<a}l=0

Al igual que con los grafos ordenados, vamos a demostrar que se puede codificar
el comportamiento de una maquina de Turing probabilistica en un conjunto con
multiples ordenes.

Definicion 4.46. Sea M = (Q, 3, 7, qo, b, F) una maquina de Turing probabilis-
tica. Vamos a definir una férmula ¢, (a, b, ¢) sobre el lenguaje de los conjuntos
con tres ordenes lineales, que significara que la tupla (a, b, ¢) codifica el com-
portamiento de M por a — 1 pasos. La féormula ¢j; sera la conjunciéon de lo
siguiente:
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1. Valeque2 <1 a <1 b<; ¢ <;n— s, donde s = |2|- (|Q| + 1)

2. Los ordenes <, y <3 inducen una biyeccién entre (b, ¢)1 y (2,a)1 % (2,a)1,
y mas aun, si dotamos a (2, a)? del orden lexicografico esa biyeccion pre-
serva el orden. Es decir, vale:

Vo € (2,a)1 Yar € (2,a); Iz € (b,o)1 1Yy € (2,a)1 (y <22) ¢ (y <2 2)) A((y <3 21) < (y <3 2))

3. Por el item ii), podemos ver a (b, c); como (2,a); X (2,a);, es decir, una
cuadricula de lado a — 1. Ademas, por el morfismo inducido por <5, cada
elemento de la cuadricula tiene asignado un elemento de (n,n — s) =
¥ x (Q U {*}). La ultima condicién es que esa cuadricula codifique a la
maquina M en el sentido de la definicién 4.11, con el bit aleatorio dado
por el orden <3 respecto al elemento 1, que fue dejado de lado en toda la
construccién y es por tanto independiente de los eventos anteriores.

Definicion 4.47. Sea M una maquina de Turing probabilisticay (4, <1, <2, <3)
un conjunto con tres ordenes lineales. Decimos que A codifica a M por n pasos si
AE3Jx Iy : dpu(n+1,x,y), es decir, existen b, c € Atalque A = ¢pr(n+1,b,¢)

El siguiente lema, andlogo del lema 4.20, nos permitird acotar con bastante
precisién cuantos paso de una maquina de Turing dada codifica un conjunto
con tres ordenes aleatorios. En particular, demuestra que fijada una maquina
M yun k > 0, la probabilidad de que A(n, <;, <2, <3) codifique a M por mas
de k pasos tiende a 1 cuando n tiende a infinito.

Lema 4.48. Sea ¢ > 0, M una maquina de Turing probabilistica y n = ¢ - (k +
1)"32 - (In k)*. Luego, cuando k tiende infinito, casi seguro A(n, <1, <g, <3) simula
a M por k pasos y casi seguro no simula a M por k + 1 pasos.

Demostracion. Dado k, sea X, la variable aleatoria que cuenta la cantidad de
tuplas (b,c) € A tal que A | éa(k + 1,b,¢). Vamos a calcular la esperanza y
varianza de X y eso nos permitirda demostrar el enunciado.

Dados b, c en A ¢Cual es la probabilidad de que A = ¢ (k4 1,b,¢) ? Como
la segunda condicién de ¢,, exige que haya una biyeccién entre (2,k + 1)3 y
(b,c)1, la probabilidad es 0 si |(b,c)1| # k2. Si|(b,c)1| = k2, la probabilidad
de que <5 y <3 induzcan, entro todos los morfismos posibles, la biyeccién que
preserva el orden lexicogréfico es ((k? + 1)’“2)‘1. Por otro lado, la probabilidad
de que (b, ¢); simule correctamente todos los pasos de la maquina de Turing M

esta acotada por 9=k para algin A > 0, que depende de la maquina M.

Enumeremos todas las tuplas (b,c) tal que k +1 <1 b <3 ¢ <1 n — sy que
|(b,c)1| = k? y sea S; el evento "La i-esima tupla cumple ¢,,". Calculemos ahora
la esperanza:

E(Xk) = E(Z 1SL) = ZPT(SZ) = (n — k2) . (k2 + 1)—k'2 A 2—ck2

Calculemos ahora la varianza:

E(X7) =E() 1s)) =E _1s)+E( Y 1gls) =EXg)+E( > 1s1s,)

i, j distintos i, j distintos
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Ahora, es facil ver que los eventos S; y S; son independientes si los corres-
pondientes intervalos son disjuntos, e incompatibles si no son disjuntos. Ade-
mas, hay como mucho (n — k)? pares (S;, S;) con S; y S; disjuntos. Por tanto

E( Z 1s,1s;) = E( Z PT(Si)-PT(Sj))<(n—k)z.[(k2+1)—k2_2/\~k2)}2

i, j distintos i, j disjuntos

Pero notemos que ese ultimo término no es otra cosa que E(X})2. Luego nos
queda:

E(X3) < E(Xg)® + E(X})

Y por tanto:

Var(Xy) = B(X?) — E(X3)? < E(Xy)

O'(Xk) < \/E(Xk)

Ahora podemos probar el enunciado. Supongamos n = ¢- (k+1)2" - (In k).

E(Xp)=c-(k+ 12 . (nk)* —k2)- (K +1)7F .27 > c. (ink)F -2
Luego tenemos, por la desigualdad de Chebyshev:
o2 1
Pr(X,=0)<Pr(|Xiy—pl>p =Pr(| Xy —ul <o) < E:;—H)

Luego, casi seguro A(n, <1, <2, <3) codifica a M por k pasos. Por otro lado:

E(Xk-i-l) —n- (k2 + 2)—(k+1)2 .2_c(k+1)2 Sn. (/{i + 1)—(k+1)2 ) 2_ck2

E(Xji1) < (k1% (Ink)*-(k+1)~FFD%27¢k* — c.(1n k)k- (k4 1)F —(HD? gk
E(Xps1) < c- (Ink)* - (k+1)~4k . o=k

Ahora, es claro que el término crece mucho (k+1)* mas répido que (In k),
luego, el término anterior tiende a 0 cuando k tiende a infinito. Entonces por la
desigualdad de Markov tenemos:

PT‘(XkJ,_l > 0) < E(Xk—i-l) — 0

Y por tanto, tenemos que casi seguro A(n, <1, <2, <s3) no codifica a M por
k 4 1 pasos. O

Proposicion 4.49. No hay ningtin algoritmo que pueda determinar, dada oracién
¢ en el lenguaje de conjuntos con tres ordenes, si vale que lim, . Pr(A(n,<;

,<2,<3) F ¢) =L
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Demostracion. analoga a la demostracién 4.21. Dada maquina de Turing M,
sea ¢ la oracién 3r Jy 3z Jw Ju : Oy (2,y, 2, w,u). Si la maquina no llega a
un estado de aceptacion, se sigue que Pr(G.(n) = ¢) = 0 para todo n. Por
otro lado, como por el lema 4.48 para n suficientemente grande A codifica
una cantidad de pasos arbitraria de M, si la maquina M llega a un estado
de aceptacién se sigue que lim,_,o Pr(G<(n) = ¢) = 1. Luego, de existir
un algoritmo para determinar que oraciones tienen probabilidad asintética 1,
existiria un algoritmo para determinar que maquinas de Turing llegan a un
estado de aceptacion, pero sabemos que eso es imposible, luego no existe tal
algoritmo. O

Proposicion 4.50. No hay ningtin algoritmo que pueda determinar, dada férmula
¢ en el lenguaje de conjuntos con tres ordenes, si vale que el limite lim,,_, . Pr(A(n, <y
;<2,<3) = ¢) existe

Demostracién. analoga a la demostracién 4.22. Dada maquina de Turing M,
construimos maquina de Turing M* con un subconjunto de estados S tal que
si M nunca para, M* esta en S en los pasos pares, pero si M para, M* para en
un estado fuera de S. Sea ¢ la oracion que expresa "Si n es la mayor cantidad
de pasos que codifica A, entonces M* esta en un estado de S tras n pasos".

Si M para, se sigue que lim, . Pr(A(n,<1,<2,<3) E ¢) = 0. Por otro
lado, si M no para, se sigue por el lema 4.48 que:

limi—oo Pr(A((2k + 1) In(2k)% <1, <5, <3) = ¢) = 1

limp—se Pr(A((2k +2)F+D% L in(2k + 1)1 <) <5, <3) = ¢) =0

Luego, el limite lim,,_,oc Pr(A(n,<i,<2,<3) | ¢) no existe. Es decir, si
existiera un algoritmo para determinar cuando una oracién en lenguaje de con-
juntos con tres ordenes tiene una probabilidad limite existiria un algoritmo para
determinar cuando una maquina de Turing para, pero eso es imposible. O

Proposicion 4.51. No hay ningtin algoritmo que pueda determinar, dada férmula
¢ en el lenguaje de los conjuntos con tres ordenes, si hay existe un conjunto finito
(A, <1,<2,<3) tal que A = ¢.

Demostracién. Anéloga a la demostracion 4.23. O

Proposicién 4.52. Sean «, € (0,1) reales computables tal que o < . Lue-
go, existe una oracién ¢ en en lenguaje de conjuntos con tres ordenes tal que
liminf Pr(A(n,<1,<2,<3) E ¢) = aylimsup Pr(A(n,<1,<2,<3) E ¢) =
B.

Demostracion. Anéloga a la demostracién 4.25. Sea O

Proposicion 4.53. No existe ninguna funcién computable f : N — N tal que toda
oracion ¢ en el lenguaje de conjuntos con tres ordenes valga que si lim,,_,~, Pr(A(N, <y
,<2,<3) E ¢) = 1 se sigue que Pr(A(N,<1,<2,<3) | ¢) > 0.95 para todo
N> f(gr(9)).
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Demostracion. Anéloga a la demostracion 4.26. De existir, tendriamos un algo-
ritmo para determinar cuando una oracidon dada sobre el lenguaje de conjuntos
con tres ordenes tiene modelo finito, pero demostramos anteriormente que tal
algoritmo no existe. O

La codificacién que hicimos de una médquina de Turing requiere tres ordenes
distintos, pero notamos anteriormente que solo dos ordenes bastan para codi-
ficar la maratén de danza acotado, lo que muestra que es un lenguaje con alta
capacidad expresiva. Eso nos lleva a conjeturar lo siguiente:

Conjetura 4.54. Los teoremas 4.49-4.53 se pueden extender a conjuntos alea-
torios con dos ordenes A(n, <j, <2)

4.2.2. Conjuntos ordenados con permutaciones

Definicion 4.55. Denotamos A(n, <, o) a la variable aleatoria entre todos los
conjuntos ordenados sobre {1, ...,n} con una permutaciéno : {1,...n} — {1, ...,n}.

Definicion 4.56. Sea A un conjunto equipado de un orden total <; y una per-
mutacion o : A — A. Definimos los ordenes <, y <3 sobre A como:

x <ay siysolosio(x) <y o(y)

z <3y siysolosio(o(x)) <1 0(o(y))

Ahora que tenemos definidos dos nuevos ordenes en cualquier conjunto ordena-
do con una permutacion, resulta tentador trasladar los resultados de la seccién
anterior sobre conjuntos aleatorios con tres ordenes a conjuntos aleatorios con
un orden y una permutacion. Pero el traslado no puede ser inmediato por el
siguiente problema: Si elegimos o € S,, de manera uniforme, el orden <3 no
esta elegido uniformemente entre todos los ordenes posibles, ni es elegido de
forma independiente a <,. Es facil ver este problema para conjuntos pequefios:
Como toda permutacién de un conjunto de dos elementos cumple que o2 = Id,
se sigue que si n = 2 siempre sera el caso que <3=<;.

Sin embargo, vamos a demostrar que los ordenes <5 y <3 si se comportan local-
mente como si fueran elegidos de forma uniforme e independiente entre todos
los ordenes, lo que sera suficiente para trasladar los resultados de la seccién
anterior.

Lema 4.57. Sea o : {1,...,n} — {1,...,n} una permutacién elegida de forma
uniformey B C {1,...,n} un conjunto de tamafio o(y/n). Luego la probabilidad
de que B, o(B)y o(B?) sean disjuntos tiende a 1 cuando n tiende a infinito.

Demostracién. Veamos que la probabilidad de que esos conjuntos no sean dis-
juntos, que denotaremos p,, g, tiende a 0 cuando n tiende a infinito.

ps=Pr( ] o@) =y Vv i@ =y Vo) =o()

z,yeB

< Y Pro(@) =y)+ Pr(o’(x) = y) + Pr(o*(z) = o(y))
z,yeB

Luego:
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1
P.p < 3~|B\2~E —0

O

Lema 4.58. Sea o : {1,..,n} — {1,...,n} una permutacién elegida de forma
uniformey B C {1,...,n} un conjunto de tamafio o(y/n). Luego, cuando n tiende
a infinito, las distribuciones de los ordenes <5, <3 sobre B tienden a la distribucion
de tres ordenes elegidos de forma independiente y uniforme.

Demostracién. SeaB={c € S,,: B, o(B), 0?(B)}. Como para todo o € B los
ordenes <1, <3, <3 sobre B estan controlados por conjuntos disjuntos, es facil
ver que tienen distribucién uniforme e independiente entre si. Por otro lado,
sabemos por el lema anterior que cuando n tiende a infinito, la probabilidad
de que un o € S, elegido de forma uniforme este en 5 tiende a 1. Luego, las
distribuciones de <1, <, <3 sobre B tienden a la distribucién de tres ordenes
elegidos de forma independiente y uniforme. O

Definicién 4.59. Sea M una maquina de Turing y sea (A, <1, o) un conjunto
equipado con un orden y una permutacién o. Decimos que A simula a M por k
pasos si (A, <1, <2,<3) simula a M por k pasos.

Lema 4.60. Sea ¢ > 0, M una maquina de Turingy sean = c- (k + 1)’€2 In K”.
Luego, cuando k tiende a infinito, la probabilidad de que A(n, <, o) simule a M
por k pasos tiende a 1y la probabilidad de que A(n, <, o) simule a M por k + 1
pasos tiende a 0.

Demostracién. La idea es usar los lemas anteriores para emular la demostracion
4.48. Dado k > 0, sea X}, la variable aleatoria que cuenta la cantidad de tuplas
(b,c) tal que A = ppr(k+1,b,¢). X, = > 14,, donde A; es una enumeracién
de todas las tuplas (b,c) tal que |(b,c)] = k? y A; es el evento (A, <,0) =
da(k+1,b,c). Sabemos, por la demostracién de 4.48 que si los ordenes <1, <o
, <3 son elegidos de forma uniforme e independiente la probabilidad de todo
A; es (k2 + 1)=% . 272" Por otro lado, como ¢ - (k + D¥* - In k* >> k2,
por el lema 4.58 cuando k tiende a infinito la probabilidad de que <», <3 se
distribuyan como ordenes elegidos de manera uniforme tiende a 1. Luego, para
todo k suficientemente grande la probabilidad de A4; es mayor a § - (k*+ 1)"€2 .

2-*k* En particular, si n = tenemos:
1 2 .2 2 1 2 2
E(Xy) = (71—162)5-(14,‘24—1)4C 27 = (n = c(k+1)F -In kk)i-(k{t—l)*k QAR
Por otro lado, por la misma argumentacién que en 4.20 llegamos a que:

E(X?) < E(Xi)? +E(X))

Y por tanto:

O’(Xk) S \/E(Xk)

Luego, si n = tenemos por Chebyshev:

Pr(Xp =0) < Pr(|Xg — | > p) <
"

124



Por otro lado, por Markov:

PT(XkJrl > 0) < ]E(_Xk;+1) — 0
O

Proposicion 4.61. No hay ningtin algoritmo que pueda determinar, dada oracion
¢ en el lenguaje de conjuntos con un ordeny una funcion, si vale que lim,,_, . Pr(A(n, <

o) ) =1

Demostracion. andloga a la demostracién 4.21. Dada maquina de Turing M,
podemos construir una oracion ¢y, tal que lim, ., Pr(A(n,<,0) = ¢nr) =1
siy solo si la maquina M llega al estado de aceptacion empezando con la cinta
vacia. O

Proposicion 4.62. No hay ningtin algoritmo que pueda determinar, dada férmula
¢ en el lenguaje de conjuntos con un orden y una funcion, si vale que el limite
limp— oo Pr(A(n,<,o0) = ¢) existe.

Demostracion. analoga a la demostracion 4.22. O

Proposicion 4.63. No hay ningtin algoritmo que pueda determinar, dada férmula
¢ en el lenguaje de los conjuntos con tres ordenes, si hay existe un conjunto finito
(A, <1,<2,<3) tal que A |= ¢.

Demostracion. analoga a la demostracién 4.23. O

Proposicion 4.64. Sean «, 3 € (0, 1) reales computables tal que o < (. Luego,
existe una oracion ¢ en en lenguaje de conjuntos con un orden y una funcién.

liminf Pr(A(n,<,0) | ¢) = ayliminf Pr(A(n,<,0)) = ¢) = 6.

Demostracion. Anéloga a la demostracién 4.25. O

Proposicion 4.65. No existe ninguna funcion computable f : N — N tal que
toda oracion ¢ en el lenguaje de conjuntos con un orden y una funcién valga que
St limp— 00 Pr(A(N,<,0) = ¢) = 1 se sigue que Pr(A(N,<,0) = ¢) > 0.95
para todo N > f(qr(¢)).

Demostracion. Analoga a la demostracion 4.26. De existir, tendriamos un algo-
ritmo para determinar cuando una oracion dada sobre el lenguaje de conjuntos
con tres ordenes tiene modelo finito, pero demostramos anteriormente que tal
algoritmo no existe. O

4.2.3. Conjuntos ordenados con funciones

Vamos a considerar ahora conjuntos equipados con un orden y una funcion,
que denotaremos (A, <, f). Denotamos con A(n, <, f) la variable aleatoria que
toma valores de manera uniforme entre conjuntos ordenados sobre {1,...,n}
equipados con una funcién f : {1,...,n} — {1,...,n}.

Al igual que con los conjuntos ordenados equipados con una permutacion, po-
demos definir en A(n, <, f) las relaciones <5 y <3, pero ahora seran ordenes
parciales, no totales. Esto se debe a que las funcién f es casi seguro no inyectiva
ysi f(x) = f(y) se sigue que x e y son incomparables por el orden <.
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Definicién 4.66. Sea A un conjunto equipado de un orden total <; y una fun-
cién f : A — A. Definimos los ordenes parciales <, y <3 sobre A como:

x <gy siysolosi f(z) <1 f(y)

z <y siysolosi f(f(z)) <1 f(f(y))

Al igual que con conjuntos ordenados con una permutacién mostraremos que
aunque <» y <3 no son ordenes totales, localmente se comportan como orde-
nes totales elegidos de manera independiente y uniforme, lo que nos permitira
trasladar los resultados anteriores de conjuntos con tres ordenes totales.

Lema 4.67. Sea f : {1,...,n} — {1, ...,n} una funcion elegida de forma uniforme
y B C {1,...,n} un conjunto de tamafio o(/n). Luego la probabilidad de que B,
f(B)y f?(B) sean disjuntos tiende a 1 cuando n tiende a infinito.

Demostracion. Veamos que la probabilidad de que esos conjuntos no sean dis-
juntos, que denotaremos p,, g, tiende a 0 cuando n tiende a infinito.

pap=Pr( | fl@)=y Vv @)=y Vv fP2) =0oy))

z,yeB

< Y Pr(f(@) =y)+ Pr(f*(z) = y) + Pr(f*(x) = f(y))

z,yeEB

Fijados z,y, la probabilidad de que f(z) =y, f(f(z) =y o f(f(z)) = f(y)
es 1, luego nos queda:

1
P.p< 3B = —0
n

O

Lema 4.68. Sea f : {1,...,n} — {1, ...,n} una funcién elegida de forma uniforme
y B C {1, ...,n} un conjunto de tamafio o(/n). Luego, cuando n tiende a infinito,
la probabilidad de que la funcion f restringida a B sea inyectiva tiende a 1.

Demostracién. Denotemos con p la probabilidad de que f restringida a B sea
inyectiva. Tenemos que:

p=Pr(|J f@=fo)< Y Prif@) = f) = 20 —o

n
z,yEB z,yeB

O

Observacion 4.69. El lema anterior es el mejor posible. Es facil ver, usando
la desigualdad de Chebyshev, que si B es de tamafio 2(y/n) entonces la pro-
babilidad de que f srestringida B sea inyectiva tiende a 0 cuando n tiende a
infinito.

Lema 4.70. Sea f : {1,....,n} — {1,...,n} una funcién elegida de forma uni-
formey B C {1,...,n} un conjunto de tamafio o(/n). Luego, cuando n tiende a
infinito, las distribuciones de los ordenes parciales <1, <y, <3 sobre B tienden a
la distribucion de tres ordenes elegidos de forma independiente y uniforme.
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Demostracion. Sea B el conjunto de todas las funciones f : {1,...,n} — {1,..,n}
tal que B, f(B) y f%(B) son disjuntos entre si y tal que f restringida a By a
f(B) es inyectiva. Por los dos lemas anteriores se sigue que cuando n tiende a
infinito la probabilidad de que una funcién f elegida de forma uniforme este
en B tiende a 1.

Para todo f € B, por la inyectividad de f, los ordenes parciales <, y <3 son
ordenes totales sobre B. Ademas, como <1, <, ¥ <3 sobre B estan determinados
por los conjuntos disjuntos B, f(B) y f2(B), es facil ver que <1, <o, <3 tienen
una distribucién uniforme e independiente entre todos los ordenes totales de
B O

Proposicion 4.71. No hay ningtin algoritmo que pueda determinar, dada oracion
¢ en el lenguaje de conjuntos equipados con un orden y una funcidn, si vale que

Demostracion. analoga a la demostracién 4.21. Dada maquina de Turing M,
podemos construir una oracién ¢, tal que lim, oo Pr(A(n,<,f) E ¢m) =1
siy solo si la maquina M llega al estado de aceptacién empezando con la cinta
vacia. O

Proposicion 4.72. No hay ningtin algoritmo que pueda determinar, dada férmula
¢ en el lenguaje de conjuntos equipados con un orden y una funcién, si vale que el
limite limy, oo Pr(A(n,<,f) = ¢) existe

Demostracién. Andloga a la demostracién 4.22 O

Proposicion 4.73. No hay ningtin algoritmo que pueda determinar, dada férmula
¢ en el lenguaje de conjuntos equipados con un orden y una funcién, si hay existe
un conjunto finito A(n, <, f) tal que A = ¢

Demostracion. Anéloga a la demostracion 4.23. O

Proposicion 4.74. Sean «, 8 € (0,1) reales computables tal que o < (3. Luego,
existe una oracion ¢ en en lenguaje de conjuntos equipados con un orden y una
funcién tal que lim inf Pr(A(n,<,f) E¢) =ayliminf Pr(A(n,<,f) E¢) =
B.

Demostracién. Anéloga a la demostracion 4.25 O

Proposicidon 4.75. No existe ninguna funcion computable f : N — N tal que
toda oracion ¢ en el lenguaje de conjuntos lenguaje de conjuntos equipados con un
orden y una funcion valga que si lim, . Pr(A(n, f,<) |E ¢) = 1 se sigue que
Pr(A(n, f,<) E ¢) > 0.95 para todo N > f(qr(¢)).

Demostracién. Andloga a la demostracién 4.26. De existir, tendriamos un algo-
ritmo para determinar cuando una oracion dada sobre el lenguaje de conjuntos
con tres ordenes tiene modelo finito, pero demostramos anteriormente que tal
algoritmo no existe. O
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4.2.4. Grafos sparse ordenados

En esta seccién estudiaremos las propiedades de grafos sparse aleatorios equi-
pados con un orden, que denotaremos G (n, ). Demostramos en 4.40 que
cumplen una ley de poca variacién, veremos ahora que cumplen las mismas
propiedades de no convergencia y no decidibilidad que los grafos ordenados.

Empecemos notando que todas las demostraciones que hicimos para grafos alea-
torios ordenados no se pueden trasladar a los grafos sparse: Por ejemplo, si ¢
es la oracion que codificaba la maratén de danza acotada, aunque vimos que el
limite Pr(G<(n) = ¢) no existia, es facil ver que lim,, oo Pr(G<(n, 2) F ¢) =
e~ ¢ - c. De forma similar, se puede ver que las oraciones que usamos para codi-
ficar el comportamiento de maquinas de Turing en grafos aleatorios tampoco
funcionan para grafos sparse.

Lo que haremos para demostrar los resultados, sera dado un grafo aleatorio
sparse definir otros dos ordenes sobre cierto subconjunto del grafo y veremos
que es posible trasladar los resultados de la seccién anterior sobre conjuntos
con tres ordenes a este nuevo contexto.

Definicion 4.76. Sea G un grafo. Decimos que un vértice x € G es bueno si
By(x) es el siguiente arbol:

Observacién 4.77. La propiedad de ser un vértice bueno es definible por una
oracién en la légica de primer orden de grafos ordenados.

Definicion 4.78. Sea G un grafo ordenado y sea B C G el conjunto de los vér-
tices buenos. Cada vértice bueno z tiene un solo vecino sin ningin otro vecino,
que denotaremos f(z) y un vecino con un solo otro vecino, que denotaremos

g(x).

f(x) g(x)
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Definimos los ordenes <, y <3 sobre B de la siguiente manera:

x <p 2’ siysolosi f(z) < f(z')
x <z 2’ siysolosig(z) < g(x)

Observacion 4.79. Los ordenes <, y <3 definidos anteriormente se pueden
definir como férmulas de primer orden en el lenguaje de los grafos ordenados.
Explicitamente:

r<o2 =Ty :Vzy~zez=0) A Vz Y ~zez2=20) A(y<y)

r<g2' =Ty :(Fz#x: y~zhy~z)ANFz#2": y ~2nyY ~2") ANy <Y)]

Observacion 4.80. Si G ~ G(n, £) es un grafo sparse ordenado aleatorio y
B C G es el conjunto de los vértices buenos, (B, <, <9, <3) tiene distribucién
uniforme entre los conjuntos con tres ordenes.

Proposicion 4.81. Sea ¢ > 0y sea G ~ G(n, &) un grafo aleatorio sparse. Sea
B C G el subconjunto de los vértices buenos. Luego, cuando n tiende a infinito,
casi seguro G se cumple que:

1 3

—ctetn< Bl <t e n

2 2
Demostracién. Consecuencia directa de la proposicién 3.46 del capitulo ante-
rior, O

Definicién 4.82. Sea M una maquina de Turing probabilistica y G un grafo
ordenado. Decimos que sus vértices buenos codifican M por k pasos si (B, <
, <9, <3) codifica M por k pasos.

Lema 4.83. Sea M una maquina de Turing probabilistica, sea n = (k + 1)’“2 .
(In k)* y sea G ~ G<(n, <) un grafo sparse ordenado aleatorio. Luego, cuando
k tiende infinito, casi seguro los vértices buenos de G codifican a M por k pasos y
casi seguro los vértices buenos de G no codifican a M por k + 1 pasos.

Demostracién. Por el lema 3.46, cuando n tiende a infinito casi seguro la canti-
dad de vértices buenos de G esta entre 3 - ¢*-e ¢ -ny 2 . ¢*. e75. n. Por otro
lado, por el lema 4.48 para todo A > 0, cuando k tiende a infinito casi seguro
A((k+1)* - (In k)*¥, <1, <o, <) codifica a M por k + 1 pasos y no codifica a
M por k + 1 pasos. O

Con ese ultimo lema, podemos demostrar analogos de todos los teoremas para
conjuntos con tres ordenes:

Proposicion 4.84. Sea ¢ > 0. No hay ninguin algoritmo que pueda determinar, da-
da oracidn ¢ en el lenguaje de grafos ordenados, sivale que lim,, oo Pr(G<(n, <) =

0) =1
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Demostracion. andloga a la demostracién 4.21. O

Proposicion 4.85. Sea ¢ > 0. No hay ningun algoritmo que pueda determinar, da-
da oracién ¢ en el lenguaje de grafos ordenados, si vale que el limite lim, . Pr(G<(n, %) =
@) existe.

Demostracion. analoga a la demostracion 4.22. O

Proposicion 4.86. Sea ¢ > 0y sean «, 8 € (0,1) reales computables tal que
a < B. Luego, existe una oracién ¢ en en lenguaje de grafos ordenados tal que

lim inf Pr(G<(n, %) = ¢) = ayliminf Pr(G(n,£) = ¢) = f.

Demostracion. andloga a la demostracién 4.25 O

Proposicion 4.87. Sea ¢ > 0. No existe ninguna funcién computable f : N — N
tal que toda oracién ¢ en el lenguaje de grafos ordenados valga que si lim,, o, Pr(G<(n, <) |=
¢) = 1 se sigue que Pr(G(N, «) = ¢) > 0.95 para todo N > f(qr(¢)).

Demostracion. andloga a la demostracién 4.26. . O

4.3. Logica de segundo orden monadica sobre gra-
fos

En el capitulo 2 demostramos la ley 0-1 de Fagin para la légica de primer orden
de grafos y mas en general, para las 1dgicas infinitarias L’;qw. En ese mismo
capitulo mostramos que la ley 0-1 que no se puede extender a la légica de se-
gundo orden de grafos, ya que la 1égica de segundo orden puede expresar la
propiedad "El grafo tiene una cantidad par de aristas", que tiene probabilidad
asintdtica 1. Mas aun, como la légica de segundo orden es capaz de cuantificar
sobre ordenes de grafos, se sigue de los resultados de la primer seccion de este
capitulo que ni siquiera seguirad una ley de convergencia.

Sin embargo, queda abierta la pregunta de si vale una ley 0-1 o de convergen-
cia para fragmentos de la logica de segundo orden, como la l6gica de segundo
orden monddica. La respuesta es negativa. En [25] Shelah y Kaufmann demos-
traron que la ley 0-1 no vale para logica de segundo monéadica sobre grafos
dirigidos. En [24] Kaufmann mostré que ni siquiera vale para la légica de se-
gundo orden monadica existencial (EMSQ), aunque su demostracion era sobre
estructuras con cuatro relaciones binarias. Por ultimo, en [27] Le Bars refin6
la demostracién de Kaufmann y demostrdé que la ley 0-1 no se cumple para la
légica EMSO sobre grafos.

Presentaremos a continuacion la demostracién de Le Bars, con ciertos cambios
de notacién. Vamos a demostrar que hay una oracién en la légica EMSO de
grafos que define, con probabilidad que tiende a 1 cuando el tamafo del grafo
tiende a infinito, un orden total sobre el grafo y eso nos permitira trasladar
los resultados anteriores sobre no convergencia y no decibilidad sobre grafos
ordenados a la 16gica EMSO.

Empecemos con algunas definiciones.

Definicién 4.88. Sea G un grafo, A C G y b € G. Definimos el subconjunto de
A codificado por b, denotado A, como A, = {a € A:a ~ b}
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Definicion 4.89. Sea GG un grafo y A, B C G subconjuntos disjuntos. Decimos
que B codifica subconjuntos distintos de A si vale que:

= A, no es un singleton para ningun b € B
= A, # Ay para todo par de elementos distintos b,b’ € B

Definicion 4.90. Sea G un grafoy A, B C G subconjuntos disjuntos. Decimos
que B codifica el powerset de A si codifica conjuntos distintos de A y para
todo S C A no singleton existe un b € B tal que A, = S

Observacién 4.91. Las propiedades "B codifica conjuntos distintos de A"y B
codifica el powerset de A" pueden ser expresadas por formulas en l6gica de
segundo orden monddica de grafos.

Definicion 4.92. Sea G un grafo, A, B C G subconjuntos disjuntos y sea R una
relacién en A. Para cada elemento 2 € A U B podemos asociar un subconjunto
de A, denotaremos A, . Para los b € B este sera el subconjunto de A codificado
por B, mientras que para a € A no sera mas que el singleton {a}. Definimos la
extension de R a AU B, denotado R’ como la siguiente relacién en A U B:

R'(z,y) siy solo si existe z € A, tal que z ¢ A, y para todo w € A, si
R(w, z) se sigue que w € A,.

La importancia de la definicion anterior radica en la siguiente propiedad:

Proposicion 4.93. Sea G un grafo, A, B C G tal que B codifica subconjuntos
distintos de Ay R un orden total en A. Luego, su extension R’ es un orden total
en AU B que extiende al orden de A.

Demostracién. El orden R’ no es mas que el orden lexicografico sobre subcon-
juntos de A, que extiende el orden R. O

Ejemplo 4.94. Consideremos un grafo con los subconjuntos A y B como mues-
tra la figura

Es féacil ver que B codifica subconjuntos distintos de A. Supongamos que
tenemos un orden total en A dado por:

a<b<ec
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Luego se extiende a un orden total en A U B dado por:

w<a<b<r<c<y<z

Observacién 4.95. Sea G un grafo y sean A, B C G subconjuntos disjuntos.
Si un orden R sobre A es definible por una férmula de primer orden de grafos,
entonces su extensiéon R’ a AUB también es definible por una férmula de primer
orden.

Veamos ahora una serie de lemas técnicos que usaremos para demostrar el enun-
ciado principal.

Lema 4.96. Sea G un grafo aleatorio, A, B C G subconjuntos disjuntos tal que
|A| = ky |B| = 2¥/3. Luego, cuando k — oo, la probabilidad de que B codifique
conjuntos distintos de A tiende a 1.

Demostracion. Sea S el evento "B no codifica subconjuntos distintos de A". Vea-
mos que la probabilidad de S tiende a 0 cuando k tiende a infinito. Por defini-
cién:

Prs)y=pPr( |J Av=4yu |J A={a})< D PrAdy=Ay)+ > Pr(4,={a})
b,b’eB bEB,a€A b,b’eB bEB,acA

Es fécil ver que los eventos A, = Ay y A, = {a} tienden probabilidad 2%
luego:

ol

ok/3 21
Pr(S) < ( 5 )-2—k + 2R3 97k < 9% 97k =275 0

O

Lema 4.97. Sea G un grafo aleatorio de mas de 3* elementos y A C G un sub-
conjunto de k elementos. Luego, cuando k — oo la probabilidad de que exista un
B C G que codifique el powerset de A tiende a 1.

Demostracién. Basta demostrar que cuando k — oo la probabilidad de que para
todo subconjunto no singleton S C A exista un z € G — A que lo codifica tiende
a 1, luego el conjunto B que codifica el powerset de A sera la unién de dichos
elementos.

Fijemos un S C A, no singleton. La probabilidad de que un = € G codifique
a S es 27" y esos eventos son independientes entre si, luego la probabilidad de
que ningtin x codifique a S es (1 — 2"“)3k"“. Luego tenemos:

L L
k. )3 k

Pr(ningtn = codifica a §) = (1—27%)" % = (1—2~ T

3k

Pr( U ningdn z codifica a 5) < Z Pr(ningtin z codifica a S) = 2*.¢~ 2F = (=3 .9k ¢3
SCA SCA

Y es facil ver que este dltimo término tiende a 0 cuando & tiende a infinito,

3k .
ya que e~ 2 ") decrece superexponencialmente.
O
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Lema 4.98. Existe una férmula ¢ (x,y, z) en la logica de primer de grafos tal que
para todo k la probabilidad de que en un grafo aleatorio G(n) haya un subconjunto
A C G de tamafio ky un a € A tal que la relacion binaria R(y,z) = ¢1(a,y, )
sea un orden total en A tiende a 1 cuando n — oc.

Demostracién. Vamos a ver que existe una férmula ¢(z,y,z) en la légica de
primer orden de grafos, una familia de grafos Gy de tamafio 2k y un g, € Gy
tal que para todo k se cumple que la relacién binaria R(y,z) = ¢1(gk,y, 2)
define un orden total en GG,. Como sabemos que asintoticamente todo grafo Gy,
pertenece a G(n), se sigue el enunciado.

La férmula ¢(x,y, z) sera [-(z ~ y) A(x ~ 2)] V Vw (w ~ ) = (w ~ y)],
es decir, se cumple si z es vecino de x e y no; o si todos los vecinos de y son veci-
nos de z. Los grafos G, seran grafos bipartitos, con vértices {v1, ..., vg, wy, ..., wg }
y aristas v; ~ w; siy solo ¢ > j. Es fécil ver que la relacién binaria ¢(v1,y, z) in-
duce en G, el orden total dado por vy > ve > (...) > v > wy > (...) > wa > wyq

1 A/ V3 A

W, w
O

Proposicion 4.99. [27] Hay una formula ¥(X,Y, x,y, z) en la logica EMSO de
grafos tal que si G ~ G(n) la probabilidad de que existan subconjuntos A, B C G
y vértice a € A tal que R"(z,y) = ¥ (A, B,a,z,y) defina un orden total en G
tiende a 1 cuando n — oc.

Demostracion. Sea R(zx,y) la relacién en A dada por ¢1(a,z,y), donde ¢; esla
férmula definida en el lema 4.98. Sea R/(z,y) la extensién de Ra AU By sea
R"(x,y) la extensién de R’ a todo G. Como observamos anteriormente, R” es
definible por una férmula EMSO. Veamos que cuando n tiende a infinito, casi
seguro existen A, B C Gy a € G tal que R” define un orden total sobre G.

Por el lema 4.98, casi seguro hay un subconjunto A de tamafio logs(n) y
un a € A en le que R(x,y) es un orden total. En particular, casi seguro hay

un conjunto A de tamafio % en el que R es un orden total. Luego, como

< n por el lema 4.97, casi seguro hay un conjunto B que codifica el
powerset de A. Como B codifica subconjuntos distintos de A, se sigue que R’
define un orden total sobre A U B. Por ultimo, como B tiene ~ 9t _ vn
elementos, por el lema 4.96 casi seguro G — (A U B) codifica subconjuntos
distintos de B, luego R define un orden total sobre G. O

loga(n)
2

Ahora que tenemos una férmula que define casi seguro un orden sobre el gra-
fo, es muy facil imitar los resultados de indecibilidad y no convergencia que
tenfamos para grafos ordenados.

133



Proposicion 4.100. [27] Hay una oracion ¢ en la l6gica EMSO de grafos que
expresa asintoticamente la propiedad "Hay una cantidad par de vértices" .

Demostracion. Sea ¢(X,Y,x,y, z) la férmula definida en la proposicién 4.99 y
sea R(z,y) = ¥(A, B,a,z,y). Definamos ¢ como la oracién:

JA 3B Ja 3C : (R define orden total) A (Vz (Vy R(z,y)) — (x € C))

A (Vz (Vy R(y,2)) = (2 € C)) A (Vo (z € C) ¢ (a7 ¢ C))

Es decir, postula la existencia de subconjuntos A, B,C C Gya € G tal
que R(z,y) = ¥ (A, B,a,x,y) define un orden total, C contiene al elementos
minimos y no al maximo respecto a ese orden, y para todo par de sucesores
inmediatos respecto al orden exactamente uno esta en C . Es facil ver que, dado
un orden total, podemos encontrar un conjunto C' de dichas caracteristicas si y
solo si el tamaifio del conjunto es par: si numeramos al conjunto ordenado como
{1,...,2n} el conjunto C sera {1,3,...,2n — 1}.

Por otro lado, sabemos por la proposicién 4.99 que cuando n — oo casi
seguro existen A, B C G tal que R define un orden total. Luego tenemos que
limp—oo Pr(G(2n) = ¢) = 1y limp—oo Pr(G(2n+ 1) = ¢) = 0, es decir, ¢
codifica asintoticamente la propiedad "G tiene una cantidad par de vértices". [J

Corolario 4.101. Existe una oracion en la logica EMSO de grafos tal que el limite
limp 00 Pr(G(n) = ¢) no existe.

Teorema 4.102. [27] No hay ningtin algoritmo que pueda determinar, dada ora-
cion ¢ en la logica EMSO de grafos, si vale que lim,_... Pr(G(n) = ¢) = 1.

Demostracién. Vamos a ver que de existir tal algoritmo, existird un algoritmo
para determinar si una oracién en la Iégica de primer orden de grafos ordenados
tiene modelo finito, pero como demostramos en 4.23 que eso es imposible, se
sigue que no existe tal algoritmo.

Sea ¢ una oracién en la légica de primer orden de grafos ordenados. Sea
Y(X,Y,z,y, z) la oracién definida en 4.99 y sea R(x,y) = ¢(A, B,a,z,y). Sea
¢* la oracion en logica EMSO de grafos dada por:

¢* =3A 3B Ja 37 : (R define un orden total) A ¢z

Donde ¢z es la oracién ¢ restringida al conjunto Z y usando R como or-
den. Si la oracién ¢ no tiene modelo finito, ¢, sera siempre falsa y por tanto
Pr(G(n) = ¢*) = 0 para todo n. Por otro lado, supongamos que la oracién ¢
tiene un modelo finito H. Por la proposicion 4.99 sabemos que casi seguro en
todo grafo suficientemente grande existen A, B y elemento a tal que R es un or-
den. Ademas, sabemos que casi seguro todo grafo suficientemente grande tiene
a H como subconjunto. Se sigue que entonces lim,, ,o, Pr(G(n) =¢*)=1. O

Teorema 4.103. No hay ningtin algoritmo que pueda determinar, dada oracion
¢ en la légica EMSO de grafos, si el limite lim,_,.. Pr(G(n) = ¢) existe.

Demostracién. Vamos a ver que de existir tal algoritmo, existird un algoritmo
para determinar si una oracién en la Iégica de primer orden de grafos ordenados
tiene modelo finito, pero como demostramos en 4.23 que eso es imposible, se
sigue que no existe tal algoritmo.
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En la demostracion anterior construimos, dada oracién ¢ en la logica de
primer orden de grafos ordenados, una oracién ¢* en la 16gica EMSO de grafos
tal que lim,, ,, Pr(G(n) | ¢*) = 1siy solo si ¢ tiene modelo finito. Ademas,
en la proposiciéon ? construimos una oracién 6 en la 1égica EMSO de grafos
que codifica asintoticamente la propiedad "El grafo tiene una cantidad par de
vértices". Se sigue que lim,,_,., Pr(G(n) = ¢* V 0) existe siy solo si ¢ tiene
modelo finito. O

Proposicion 4.104. No existe ninguna funcién computable f : N — N tal que to-
da oracién EMSO ¢ en el lenguaje de grafos ordenados valga que si lim,, o, Pr(G<(n) =
¢) = 1 se sigue que Pr(G.(N) = ¢) > 0.95, para N > f(qr(¢))

Demostracién. Vamos a ver que de existir tal f, existird un algoritmo para deter-
minar si una oracién ¢ dada en la 16gica de primer orden de grafos ordenados
tiene modelo finito, que demostramos anteriormente que es un problema indeci-
dible. Vimos en la demostracién 4.102 que dada oracién ¢ en la logica de primer
orden de grafos ordenados, podemos construir una oracién ¢=* en la légica EM-
SO de grafos tal que si ¢ tiene modelo finito entonces lim,, ,o, Pr(G(n) = ¢*) =
1 pero si ¢ no tiene modelo finito entonces para todo n vale que Pr(G(n) =
¢x) = 0. Luego, para determinar si ¢ tiene modelo finito bastaria con calcular
Pr(G(f(N)) = ¢%) con N = gr(¢), que se puede hacer en tiempo finito. O

Un resultado que no podemos trasladar directamente a la l6gica EMSO de gra-
fos, sin embargo, es la proposicién 4.24, que afirmaba que para cualquier real
computable 0 < o < 1 existe una oracién ¢ en el lenguaje de los grafos orde-
nados tal que lim, . Pr(G<(n) E ¢) = «. La razon es que aunque pode-
mos trasladar dicha oracién a una oraciéon EMSO del estilo ¢* = 3A 3B Ja :
(R define un orden A ¢), su probabilidad limite sera 1, no «, ya que en todo
grafo suficientemente grande hay muchos pares (A, B, a) que hacen que la re-
lacién sea un orden, luego casi seguro existe uno que induzca un orden en el
que se cumpla ¢. Mas aun, hasta ahora no encontramos ninguna oracién en la
légica EMSO de grafos con probabilidad limite distinta de 0 o 1, ni hay ninguna
mencionada en la literatura. Eso nos lleva a la siguiente conjetura:

Conjetura 4.105. Para toda oracién ¢ en la légica EMSO de grafos se cumple
una de las siguientes:

m iMoo Pr(G(n) E¢)=0
m iMoo Pr(G(n) E¢) =1
» [imp_ 0o Pr(G(n) = ¢) no existe.
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Conclusiones

Este trabajo presenta un recorrido amplio por el tépico de las propiedades 16-
gicas de estructuras aleatorias, iniciado por el descubrimiento de la ley 0-1 de
Fagin. Uno de los pocos resultados importantes que por falta de tiempo no cu-
brimos son las investigaciones de Shelah y Spencer[37] sobre las propiedades
légicas de strings aleatorias, que demostraron que cumplen una ley de conver-
gencia para logica de primer orden, una ley de convergencia mas débil para
légica de segundo orden monadica y tienen interesantes conexiones con teoria
de autématas. Incluimos una tabla de las contribuciones originales:

Contribuciéon

Referencia

Cotas para la convergencia de la ley 0-1 de Fagin

Seccion 2.1.2.

Cotas para la convergencia de la ley 0-1 de Obserchelp

Seccién 2.2.3.

Nueva demostracién de la ley de convergencia de Lynch

Teorema 3.55.

Cota inferior para la velocidad de convergencia de la ley de Lynch

Teorema 3.59.

Cota inferior para la complejidad de la ley de Lynch

Teorema 3.61.

Ley de no convergencia para conjuntos con orden y permutacion

Seccién 4.2.2.

Ley de no convergencia para conjuntos con orden y funcién Seccién 4.2.3.

Ley de no convergencia para grafos ordenados muy sparse Seccién 4.2.4.

Quedan todavia varios interrogantes sobre los temas tratados, como el de en-
contrar cotas superiores para la velocidad de convergencia y la complejidad
computacional del teorema de Lynch sobre grafos aleatorios muy sparse (y ver
si se corresponden con nuestras cotas inferiores) y las conjeturas 4.54 y 4.105
que enunciamos en el capitulo 4 sobre el comportamiento de conjuntos con dos
ordenes y el espectro de la l6gica EMSO sobre grafos, respectivamente.

Sin embargo, la pregunta abierta mas interesante que nos dejan las investiga-
ciones es de caracter mas general: Vimos que algunas légicas, como la logica de
primer orden de grafos, son sorprendentemente inexpresivas, mientras que
otras, como la ldgica de primer orden sobre grafos ordenados o la l6gica EMSO
sobre grafos son sorprendentemente expresivas, permitiendo codificar todo
tipo de comportamiento indecidible. ¢Serd posible encontrar una légica de ex-
presividad intermedia, capaz de expresar los resultados fascinantes de Erdos
y Renyi sobre los treshold de conexién y de aparicion del componente gigante
manteniendo algtin andlogo de la ley de Fagin?. En otras palabras ¢Sera posible
encontrar una légica que capture mejor como se practica la combinatoria
y teoria de probabilidad?
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Apéndice A

Algunas definiciones
elementales

En este apéndice daremos las definiciones elementales de l6gica que usaremos
a lo largo del trabajo. Estas definiciones estan cubiertas en cualquier libro de
légica elemental. En particular, nosotros seguiremos a [36]. Empezaremos de-
finiendo la l6gica de primer orden.

Definicién A.1. Un lenguaje £ consiste en:
= Un conjunto L. que llamaremos el conjunto de simbolos de constante.

= Paratodo k£ > 1, un conjunto E’Ji: que llamaremos el conjunto de simbolos
de funcion de aridad k.

» Paratodo k > 1, un conjunto £¥ que llamaremos el conjunto de simbolos
de relacion de aridad k.

Definiciéon A.2. Un lenguaje £ se dice relacional si no contiene simbolos de
funcién.

Definicion A.3. Sea £ un lenguaje. Una L-estructura consiste en un conjunto
M (que llamaremos el dominio) equipado con lo siguiente:

= Un elemento ¢ € M por cada simbolo de constante ¢ € L,
= Una funcién f™ : M* — M por cada funcién f € L; de aridad k

» Un conjunto RM c M¥ por cada relaciéon R € L, de aridad k

Observacién A.4. Como un elemento destacado de M no es més que una fun-
cién f : {*} — M y para todo conjunto M° = {x}, algunos autores deciden ser
mas econémicos y no definir los simbolos de constante, en su lugar tratdndolos
como funciones de aridad 0. Nosotros decidimos seguir el approach clasico para
evitar confusiones.

Ejemplo A.5. Si £ es el lenguaje con una tnica funcién binaria, las £-estructuras
son conjuntos equipados con una relacién binaria, es decir, magmas. En parti-
cular, esta clase engloba a todos los grupos.
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Ejemplo A.6. Si L es el lenguaje con un tnico simbolo de constante, las £-
estructuras son conjuntos con un elemento destacado, es decir, conjuntos pun-
teados.

Definiciéon A.7. Sea £ un lenguaje y M una L-estructura. Un subconjunto N C
M es llamado una subestructura si para todo simbolo de constante ¢ € £, vale
que cM € N y para todo simbolo de funcién f € M vale que N es cerrado por

M

Definicion A.8. Sea £ un lenguaje y sean M y N dos L-estructuras. Una funcién

m: M — N es un morfismo de L-estructuras si:
= Para toda constante ¢ € £, vale que 7(c™) = V.

» Para toda funcién f € £ de aridad k y toda tupla m € MF¥, vale que

n(fM(m)) = N (m(m)).

» Para toda relacién R € £ de aridad k y toda tupla m € M¥, vale que
M = RM(m) implica N |= RN (7(n)).

Observacién A.9. La definicién anterior generaliza las nociones de morfismo
entre estructuras algebraicas que conocemos, como el morfismo de grupos y de
anillos.

Definicion A.10. Sea £ un lenguaje. Dos L-estructuras M y N son isomorfas
(denotado M = N) si existen morfismos de L-estructuras 7 : M — Ny 0 :
N —->Mtalquenmof =idy yborm =idy.

Ahora tenemos que definir la parte sintactica, las formulas de primer orden
sobre L. Las féormulas sobre £ son una combinacién formal de los simbolos de
L, los simbolos 16gicos =, —, A, 3 y un conjunto infinito {z, y, z, ...} de variables.
Empecemos definiendo los términos y luego definiremos las férmulas.

Definiciéon A.11. Sea £ un lenguaje. Los términos sobre £ se definen recursi-
vamente:

= Si z es una variable, es un término.
» Sic e £ es un simbolo de constante, ¢ es un termino.

= Si f € L es una funcién de aridad k y ¢4, ..., {x son terminos, f(t1,...,tx)
es un termino.

Definiciéon A.12. Sea £ un lenguaje. Las férmulas sobre £ se definen recursi-
vamente:

m Sitq,ty son términos, t; = to es una féormula.

= Si R € £ es una relacién de aridad k y ¢4, ..., tx son términos, R(¢1, ..., tx)
es una férmula.

= Si ¢ es una férmula, —¢ es una férmula.

» Si ¢y ¥ ¢ son féormulas, ¢; A ¢o es una férmula.
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= Si ¢ es una férmula y = es una variable, 3z : ¢ es una variable.
Definicion A.13. Una férmula formada de forma i) o ii) es llamada atémica.

Definicién A.14. Una variable que aparece en una férmula bajo el dominio de
un cuantificador se dice que esta ligada, mientras que si no aparece bajo el
dominio de ningtin cuantificador se dice que esta libre.

Definicion A.15. Una férmula sin variables libres es llamada una oracion.

Ejemplo A.16. Sea £ = {f} el lenguaje con una tnica funcién unaria. ¢; =
[Vz : f(f(x)) = x] es una oracién, mientras que ¢ = [y : f(y) = z] no, ya que
tiene a la variable z libre.

Ahora viene la definicién que conecta el mundo la semdntico con el sintéctico,
de cuando una férmula es cierta en una L-estructura dada. En general, el valor
de una férmula depende del valor que le demos a las variables libres, concepto
que se captura mediante la definicién de valuacion.

Definiciéon A.17. Sea £ un lenguaje, M una L-estructura. Una valuacién sobre
M es una funcién v : VAR — M.

Definicion A.18. Dada valuacién v sobre M, variable z y elemento m € M,
definimos la valuacién v(z = m) como la valuacién sobre M que coincide con
v en toda variable salvo en z, donde vale m.

Definicion A.19. Sea £ un lenguaje, M una L-estructura y v una valuacién
sobre M. Definimos v : TERM — M de forma recursiva

o(
n T)(
w 0(f(ty,ntr)) = fMo(t), ..., v(tr))

Definiciéon A.20. Sea £ un lenguaje y v una valuacion.

= O(z) = v(x)
c)=cM

» M[v] |=t1 =tasiysolosio(ty) = o(ta)

M{v] E R(t1,...,t;) siy solo si (v(t1), ..., v(tx)) € RM

Mv] = ¢ siy solo si M[v] & ¢

M[u] = 61 A 6 siy solo si M[v] = 61 y Mv] = 6

Mv] = 3z ¢ siy solo si hay un m € M tal que Mv(z = m)] E ¢

A partir de ahora denotaremos a las oraciones como ¢ y a las férmulas con varia-
bles libres como ¢(z1, .., zx) = ¢(Z). Ademas denotaremos M [(x1 = m1, ...,z =
mg)] E é(z1,...,x,) como M = ¢(my, ..., mg).

Observacidon A.21. El lector atento habrd notado que en nuestra definicién
de l6gica de primer orden no incluimos ni el signo V ni el cuantificador V. La
razon es puramente econdémica: como muchas demostraciones son por induccién
estructural, es conveniente tener la definicion més corta posible. En su lugar,
definimos ¢1 V ¢o como =(—¢1 A —¢d2) ¥y Vz ¢ como —(Jx —¢). Por las leyes
de Morgan, se cumple la seméntica que esperamos:
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» M) = ¢1 V ¢2siysolosi Mv] = ¢1 0 M[v] = ¢2
» Mv] = Vz ¢ siy solo si hay para todo m € M vale que M[v(z = m)] = ¢

Observacion A.22. Sea ¢ férmula en lenguaje L, es facil ver que el valor de
M|v] = ¢ depende solo de los valores que toma v en las variables libres de ¢,
en particular, si ¢ es una oracién el valor de M[v] = ¢ es el mismo para toda
valuacion v, luego lo denotaremos simplemente como M = ¢.

Definicion A.23. Definimos las siguientes abreviaciones:
» Jlz: ¢(x) es abreviacion de Fz : ¢(x) A (Vy d(y) = y = x)

" Vay (...) Vo distintos ¢(21, ..., vy ) es abreviacion de Vay (...) Vay [(A,;4; (z: #
1‘7)) — (Z)(J,‘l, ,.Z’k>]

La logica de segundo orden (SO) extiende a la légica de primer orden con la
capacidad de cuantificar sobre relaciones sobre una estructura dada. Formal-
mente, extiende el lenguaje con, para todo & > 0, una coleccién de variables
XF Xk .. que representaran relaciones de aridad k, y la capacidad de formar
formulas de la forma (t1, ..., ) € X} para todo conjunto de términos t1, ..., t.
La definicién de valuacion y de satisfacibilidad se extiende de manera andaloga.

Definicion A.24. Laldgica de segundo orden monadica (MSO) es el fragmen-
to de la logica de segundo orden en la que solo se cuantifica sobre conjuntos,
es decir, sobre relaciones de aridad 1.

A diferencia de la la 16gica de primer orden, la l6gica de segundo orden depende
de la eleccién de un universo de conjuntos. Sin embargo, esas sutilezas técnicas
no son de importancia para esta tesis, en la que solo apareceran estructuras
finitas y contables.
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