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Introduccion

A lo largo de la historia, la matemaética se ha nutrido de diversas areas de in-
vestigacion de otras ramas cientificas. Muchos problemas sirvieron como motivacion
para el desarrollo de herramientas tedricas méas sofisticadas que se adecuaron para
la resolucion de problemas provenientes de la fisica, biologia e ingenieria entre otras.
Del mismo modo, los avances en el cdlculo de variaciones, los sistemas dinamicos
y la optimizaciéon matematica tuvieron numerosas aplicaciones en la intervencion y
regulacion de sistemas reales, ya sea mediante mecanismos ingenieriles como en la
gestion de recursos.

En la interseccion de ambos caminos se encuentra la teoria de control 6ptimo
donde los aportes de L. Pontryagin, R. Bellman y R. Kalman a mediados del siglo
XX sentaron las bases de la teoria moderna en el area alcanzando numerosos avances
en los anos posteriores. Las aplicaciones de la teoria de control varian desde el disenio
de sistemas mecanicos, modelos epidemiologicos hasta el el control biomédico entre
otras. Un caso particular de interés debido a su impacto sanitario, ambiental y
econémico es el control de plagas, donde se buscan métodos de intervencion sobre el
crecimiento poblacional de una determinada especie con el fin de reducir sus efectos
negativos.

Por otra parte el estudio de la dindmica de poblaciones representa un area de
gran interés dentro de la ecologia. En este contexto, la descripcion de las relaciones
entre especies, asi como su evoluciéon a lo largo del tiempo motivaron el desarrollo
de miltiples modelos matematicos siendo uno de los méas conocidos el modelo de
predadores-presas introducido por A. Lotka y V. Volterra.

El presente trabajo abordaré el problema de control 6ptimo aplicado a un sistema
dinamico de tipo Lotka-Volterra. Consideraremos el modelo estudiado por S. B. Goh
en [10] donde se analiza el problema de minimizacion en el uso de un pesticida ideal
para el control de plagas y se busca alcanzar el estado de equilibrio del sistema a
tiempo final. A su vez se considera el tiempo final como otra variable de optimizacion
sin restricciones y el control restringido a un intervalo acotado.

El objetivo de esta tesis es desarrollar de forma detallada los distintos aspectos
tedricos asociados al problema propuesto en [I0], donde se presenta una aproxi-
macion numérica de la soluciéon y su caracterizacion analitica. En particular, es-
tudiaremos el problema de controlabilidad, la existencia de controles 6ptimos, la
caracterizacion de las soluciones mediante el Principio del Maximo de Pontryagin y
su resolucion numérica a través de métodos indirectos.
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La tesis se organiza en 4 capitulos: en el capitulo 1, vamos a desarrollar el proceso
de modelizacion de sistemas poblaciones con relaciones interespecificas y concluir en
los sistemas de tipo Lotka-Volterra. Incluimos una secciéon introductoria sobre los
métodos de control en ecologia.

El capitulo 2 se divide en dos secciones, la primer seccién donde expondremos
los preliminares en la teoria de ecuaciones diferenciales y curvas de nivel en el plano
que utilizaremos para abordar el problema de controlabilidad; y una segunda donde
expondremos el marco tebrico sobre teoria de control 6ptimo. En particular demos-
traremos las condiciones de primer orden para la optimalidad de la soluciéon cuando
el problema cumple condiciones de regularidad y probaremos un resultado que ga-
rantiza la existencia de soluciones para el caso de estudio.

En el capitulo 3 utilizaremos las herramientas introducidas en los preliminares
para resolver el problema de controlabilidad, existencia de control 6ptimo y caracte-
rizacion de la soluciéon para los casos donde se aplique el control sobre la poblacion
de presas y la poblacion de predadores de forma independiente. Mostraremos como
se adapta el andlisis para el caso donde se aplica el control sobre ambas poblacio-
nes en simultaneo y estudiaremos la aparicion de controles singulares mediante la
condicion de Legendre-Clebsch. Por ultimo dedicamos una seccion para exponer los
resultados numéricos obtenidos.

En el capitulo 4 resumimos el método numérico utilizado y la adaptacion reque-
rida para nuestro caso particular.



Capitulo 1

Modelos Poblacionales

1.1. Modelado de sistemas ecolégicos

Una de las areas de interés dentro de la ecologia es el estudio de poblaciones y
las relaciones que surgen entre organismos de una misma especie como entre varias
especies que comparten una misma comunidad. Se busca explicar el crecimiento,
fluctuaciones y oscilaciones en su cantidad|22].

Vamos a definir una poblacién como un conjunto de individuos de la misma espe-
cie que ocupan un area determinada en un periodo de tiempo especifico. Los indivi-
duos de la poblacién comparten ciertas caracteristicas que los hacen ecolégicamente
equivalentes: presentar un ciclo de vida similar, involucrarse en los mismo proce-
sos y mantener tasas equivalentes cuando comparten el mismo estadio. Al estudiar
las caracteristicas y los procesos a nivel poblacional surgen propiedades emergentes
derivadas de las caracteristicas individuales. Para analizar estas componentes no
solo se considera el comportamiento propio de los individuos sino también como se
relacionan con su medio ambiente.

Los factores externos que influyen sobre los organismos pueden ser de tipo abio-
tico (factores fisicos o quimicos) o bidticos(relacion con otros organismos). Estas
caracteristicas, tanto su estructura como su dindmica, conforman el complejo siste-
ma ecolégico que describe el comportamiento de la poblacion.

Los agentes y relaciones interactuantes se pueden formalizar desde un punto mas
abstracto a través del concepto de sistema. Siguiendo el enfoque dado en [14], vamos
a entender un sistema como un conjunto de elementos con conexiones de informaciéon
dentro de los limites de un entorno determinado. Estas interacciones representan las
relaciones entre los distintos componentes como asi también con los agentes externos
al modelo. Esta representacion a través de elementos y conexiones permite trabajar
con las propiedades estructurales y dindmicas del sistema.

7
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Figura 1.1: Modelo conceptual de elementos, relaciones y frontera [14].

El modelado y anélisis de los sistemas ecologicos presenta dificultades propias
dadas por la complejidad de las relaciones y elementos involucrados. Asimismo, las
interacciones no se rigen por leyes rigurosas como en la fisica, aunque a lo largo de los
anos se busco formalizar de modo tal que puedan plantearse principios que permitan
describir la mecdnica del sistema |15, 23]. En lo que respecta al modelado temporal
del sistema, la simplificacién a agentes que evolucionan respetando ecuaciones de
un sistema dindmico nos permitird determinar el estado del sistema a partir de
condiciones iniciales.

Para los crecimientos poblacionales se puede expresar un modelo simplificado
mediante ecuaciones diferenciales que representen la variaciéon en funcion de la po-
blacién y su tasa de crecimiento per capita en cada instante de un intervalo deter-
minado. Esto se puede plantear mediante la igualdad

dx
—r () =2 (t).r(z(t)), (1.1)

donde z(t) es la poblacion a tiempo ¢t y r(z) es la tasa de crecimiento per cépita.

Existen numerosos modelos que consideran las particularidades de los distin-
tos sistemas ecologicos. Entre los mas conocidos, debido a su generalidad y amplio
estudio, estan los modelos de crecimiento geométrico y logistico desarrollados por
Thomas Malthus y Pierre Verhulst respectivamente. Un estudio detallado sobre la
construcciéon de modelos matematicos en ecologia y sus consideraciones se puede ver
en [11].

1.2. Modelos de interaccion

En el estudio de poblaciones que conforman una comunidad se debe tener en
cuenta las distintas interacciones que se establecen entre las especies. Estas relaciones
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se puede abordar usando modelos discretos que representen las redes de conexion
como también mediante modelos continuos que expresen el comportamiento de cada
especie en funcion de las otras. En [12] se puede ver un anélisis comparativo de las
distintas formas de representar analiticamente la incidencia entre poblaciones que
se relacionan entre si.

Para simplificar el modelo vamos a considerar las relaciones entre especies dadas
de a pares. En este caso podemos considerar el efecto de la interaccion sobre cada
una de las especies como favorables (+), desfavorables (-) o neutras (0). Esto da
origen a 6 tipos de relaciones interespecificas|[18] [24]:

» Tipo +/+ (Mutualismo): Son aquellas relaciones que representan en un bene-
ficio para ambas especies. Entre ellas estan las relaciones de simbiosis (obliga-
torias o esenciales) y la protocooperacion.

» Tipo +/- (Antagonismo): Son las relaciones que resultan en el beneficio de una
y el perjuicio sobre la otra. Ejemplos de estas son la predacion y el parasitismo.

» Tipo +/0 (Comensalismo): Son las relaciones donde una de las especies es be-
neficiada mientras que la otra es neutral. Entre otras se encuentran la epibiosis
y el inquilinismo.

= Tipo -/- (Competencia): Son aquellas relaciones donde ambas especies reducen
su aptitud biologica de forma directa, ya sea por confrontacion (interferencia),
o de forma indirecta, por la explotaciéon de un mismo recurso.

» Tipo -/0 (Amensalismo): Son aquellas relaciones donde una se ve perjudicada
mientras que la otra resulta neutral. Ejemplos de este tipo son la antibiosis y
la aleopatia.

= Tipo 0/0 (Neutralismo): Son aquellas relaciones donde ninguna de las especies
se ve favorecida ni perjudicada. Esta categoria se considera de forma concep-
tual aunque en la practica es dificil probar que no exista efectos entre las
especies.

OB OSS

~_

7

9

Figura 1.2: Representacion de 4 especies que se relacionan entre si. La especies A y B tiene
una relaciéon de competencia, B y C de antagonismo, B y D de mutualismo.
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Una forma de representar el sistema dindmico con interacciéon entre especies es me-
diante un sistema de ecuaciones diferenciales acopladas. Para el caso de dos pobla-
ciones se puede considerar el sistema

(1.2)

donde x(t) e y(t) indican la poblacion de cada especie a tiempo ¢, y las funciones f
y g representan la tasa de crecimiento determinada por la relacién interespecifica.
Relacionando esto con la ecuacion se puede pensar una simplificaciéon donde
cada especie tiene su tasa intrinseca con una componente propia en ausencia de la
interaccién y otra componente proporcional a la poblacién interactuante.

dfz(tt) =x.(r(z) + c1y) = xri(z) + ey,

(1.3)

WO — y.(ra(y) + c2) = yra(y) + oy,
Esta construccion permite obtener distintos modelos poblacionales segin como se
defina la tasa de crecimiento intrinseca y el término de interaccién. En la ecuacion
(1.3) el signo de las constantes ¢; y ¢y determina el tipo de relacion interespecifica
considerado en el modelo. Veremos mas adelante en la seccion 3 el caso particular
del modelo predador-presa que resulta de tomar la tasa de crecimiento geométrica
para cada poblacion.

Por 1ltimo se puede destacar que las ecuaciones se extienden facilmente a multi-
ples poblaciones que interactiian entre si mediante lo que se conoce como ecuaciones
de Lotka-Volterra generalizadas:

&z A, (1.4)

donde consideramos 7 € R" y #(Z) = b + A.Z, siendo b vector constante y A una
matriz no singular.

1.3. Meétodos de control en ecologia

La teoria de control se desarroll6 originalmente desde la ingenieria con el propo-
sito de regular el comportamiento de sistemas mecénicos. De la misma forma, las
ideas de la teoria de control forman parte de un teoria mas general de sistemas y
llegaron a aplicarse a diversas areas entre ellas los sistemas biologicos y la gestion
de ecosistemas. Una de las areas de interés por su impacto econémico y ambiental
es el control de plagas, esto es, la busqueda de métodos que permitan regular el
crecimiento poblacional de determinadas especies mediante la intervencién huma-
na. Entre los distintos métodos utilizados se puede distinguir el control biologico, el
control quimico y el control fisico [13| [15]:

10
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= Control Quimico: consiste en el uso de pesticidas con sustancias de origen
sintético o naturales. Tiene la ventaja de tener alta eficacia y con resultados
a corto plazo. La eleccion para su mejor efectividad debe tener en cuenta
las caracteristicas de la poblaciéon objetivo y tiene como desventaja que su
implementacion puede generar resistencia a largo plazo como también efectos
ecologicos no deseados.

= Control Fisico: consiste en el uso de dispositivos e instrumentos para la
erradicacion artificial. Algunas especies son sensibles a la radiacion, sonido,
electricidad, iluminacion, temperatura y otros factores fisicos. Tiene la ventaja
de que son reutilizables aunque pueden ser costosos y susceptibles a danos.

= Control Biolégico: consiste en introducir enemigos naturales para la reduc-
cion de poblacion. Tiene menor costo respecto a los otros métodos y presenta
beneficios ambientales. Se pueden diferenciar tres modalidades: a) por conser-
vacion, que consiste en proteger y aumentar las poblaciones de antagonistas
naturales mediante la manipulacion del ecosistema, b) clésico, que implica la
introduccion o el uso intencional de antagonistas naturales provenientes del
area de origen de una especie, en la region donde ésta se ha vuelto plaga,
con el objetivo de que los antagonistas se establezcan en forma permanente, y
c) aumentativo, que consiste en la cria de antagonistas naturales en grandes
cantidades y su liberaciéon en el sistema en forma repetida, sin la intencién de
lograr un control permanente de la plaga

En todos los casos se busca alcanzar un valor o umbral objetivo las poblaciones.
Asi mismo, la aplicaciéon de estas acciones de regulacion a lo largo del tiempo pueden
evaluarse en base a su efectividad y costos generados.

En nuestro caso de estudio el control se representa como otro elemento en el
sistema dinamico dado por la ecuacion y nuestro objetivo seré probar analiti-
camente cuél es la mejor estrategia para alcanzar el estado de equilibrio.

11
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Capitulo 2

Preliminares

2.1. Ecuaciones diferenciales ordinarias

En esta seccidon presentaremos los conceptos basicos de la teoria de ecuaciones
diferenciales ordinarias y diagramas de fases que utilizaremos mas adelante en el
presente trabajo.

Para comenzar definimos el problema de valor inicial (PVI) o Problema de
Cauchy de la siguiente forma:

Definicion 2.1. Sea f: Q CRXR" — R" con Q2 =1 XV un conjunto abierto no
vacio y f(t,x) una funcidn continua, consideramos la ecuacion diferencial de primer
orden con condicion inicial:

() = ftx(t)),

2.1
l’(to) = X, ( )

donde x(t) : I — R", to € I e I es un intervalo que no se reduce a un punto.

Este problema representa la dindmica de un sistema que evoluciona en el tiempo
y cuya tasa de cambio también depende del instante t. A este tipo de sistemas se
los llama sistemas no auténomos mientras que el caso independiente del tiempo, es
decir cuando f(t,z) = f(z), se dird auténomo. Esta distincion se puede simplificar
tomando una variable extendida = (¢,x) de forma que podemos considerar el
sistema como auténomo en caso de ser necesario.

Para abordar el problema de valor inicial estudiaremos la existencia y unicidad
de soluciones como también caracterizaremos el dominio de definiciéon e imagen de
la solucion. Uno de los resultados principales que garantiza la existencia de soluciéon
estd dado por el Teorema de Picard.

Teorema 2.1 (Teorema de Picard). Dado el domino Q = [ty — a,to + a] X B.(zo)
y f: Q — R continua y lipschitz, entonces el PVI (2.1)) tiene una unica solucion

x(t) definida en I, = [ty — a,to + o] siendo a = min{a, 57} con M = [ min ] ||
to—a,to+a

13
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Este resultado nos indica que bajo ciertas condiciones locales sobre la funciéon f,
continuidad para garantizar la existencia y la condiciéon Lipschitz para obtener la
unicidad, valdra el resultado en un entorno local del punto (¢, zo). Como veremos
mas adelante, serd de interés estudiar el comportamiento de la solucién en su domi-
nio maximal de definiciéon. Para esto veremos algunos resultados que nos permiten
extender la solucion local a una solucién global.

Lema 2.1. Sean z : Iy — R™, y : Iy, — R™ dos soluciones del problema de valor
inicial (2.1) con Iy, Iy intervalos abiertos, entonces dado un intervalo I C I) N Iy
vale x(t) = y(t) para todo t € 1.

Este lema nos permite extender el dominio de la solucion z(t) usando la super-
posicion de intervalos y la condiciéon de unicidad. Luego podemos definir el intervalo
maximal solucién como

(wo,wy) = U{Lto0) : L(t0,20) € un intervalo solucion del PVI con z(ty) = zo}.

Teorema 2.2 (Solucion Maximal). Sea f : Q@ C R x R™ — R una funcidn continua
y Q2 un conjunto abierto. Si vale que para todo (to, zo) € ) existe una unica solucion
local del PVI determinada en un intervalo Iy, .,y entonces existe una tinica solucion
x(t) definida en el intervalo maximal (w_,w, ).

El siguiente resultado nos permitira caracterizar las solucion z(t) en el intervalo
maximal.

Teorema 2.3 (Principio Blow Up). Sea f : Q@ C R x R* — R™ una funcion C!
con Q = I XV un conjunto abierto, y x(t) : (w—,w;) — R™ solucidn mazimal
del problema (2.1)); entonces si w, < Sup(I) vale que para todo conjunto compacto
K C Q existe n > 0 tal que (t,z(t)) ¢ K Vt € (w, —n,wy). En particular si el
sistema es autonomo y V = R™ wvale ||z(t)|| m +o00

Proposicion 2.1. Sea f: V C R* — R" una funcion C* y z(t) : (w_,w,) — R
la solucion maximal del problema auténomo

2(t) = f(x(t)),
x(to) = zo,
entonces vale alguna de las siguientes afirmaciones:
1. z(t) es inyectiva.
2. (w—,wy) =R y x(t) es periddica o constante.

Demostracion. Se demostrara la proposicion por contradiccién. Supongamos que
x(t) no es inyectiva, es decir, existen t; < t5 tal que
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Puedo tomar T = ty — t; y definir la funcion z(t) = z(t + T') cumpliéndose

5(t) = @(t+T) = f(a(t +T)) = f(=(0)).

Mas atn se tiene z(t1) = x(ty + (t2 — t1)) = x(t2) = yo. Luego 2(t) y x(t) son
soluciones del sistema

2(t) = f(z(t)),
.fE(tl) = Yo-.

Por la continuidad de f se tiene unicidad de solucion y por lo tanto x(t) = z(t +
T). O

Retomando la ecuaciéon dinamica (2.1)) se puede considerar las componentes pa-
ramétricas como otro elemento que define el sistema. Estos parametros se pueden
considerar fijos o variables en el tiempo:

2'(t) = f(t,z,p), (2.2)
a'(t) = f(t,2,p(t)). (2.3)

Cuando el sistema tiene la forma se lo denomina sistema parametrizado y se
puede extender los resultados de existencia vistos previamente considerando la nueva
componente p € © C R™ y tomando la variable extendida = (z, p). En particular
para los sistemas parametrizados se cumple que, bajo condiciones de regularidad
sobre la funcién f, la solucién es continua y diferenciable respecto al pardmetro p.
Enunciamos el siguiente resultado abordado en [16]

Proposicion 2.2. Sea f : [ty,tf] x R™ x R" — R™ wuna funcion continua tal
que para todo t € [to,ts] la funcion f(t,-,-) es C' . Sea h(p) una funcion C* y
x(t) = z(t, po) la unica solucion del sistema parametrizado

l'(t) - f(tax(t)7p0)7
z(to) = h(po),
entonces la solucion es diferenciable respecto a la variable p y se tiene que su derivada

parcial a%x(t,p) = x,(t) es solucion del sistema

jjp = fx(ta xp7p0>-xp + fp(ta xp>p0)>
zp(to) = hp(po)-

En el caso dado por la ecuaciéon se considera los parametros que definen
la ODE como variables en el tiempo y se tiene lo que se conoce como un sistema
controlado. Este caso se puede pensar dentro del problema original si se toma el
sistema dindmico dado por

F(t,2) = f(t,2.p(t)), (2.4)

15
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y se considera la funcion p(¢) continua.

Como veremos mas adelante esta condicion de continuidad resulta restrictiva
para las soluciones admisibles en el problema a analizar. El siguiente resultado es
una version més general del teorema que se puede ver en [I] y nos permitira
garantizar la existencia y unicidad para funciones no necesariamente continuas.

Proposicion 2.3. Sea una funcion f : I x V. — V' que verifica las siguientes
hipotesis:

1. f es localmente lipschitz, es decir:

VeeV 3Jr>0, B(x,r)CV, 3Jae€L,.(I,R")

loc

viel Vy,zeBlxr) [[fty) - [t 2] <a)lly -2

2. f es localmente integrable, es decir:

VeeV 38 Ly, (I,RY) Ytel [[f(ta)l<B(®)

Entonces para todo valor inicial (to, xg) € I X V eziste una solucion mazimal inica
del Problema de Cauchy dado por

z(t) = xo +/t f(s,z(s)) ds, (2.5)

con z(t) absolutamente continua en I.

Se concluye luego la existencia de solucion para sistemas controlados en la si-
guiente proposicion.

Proposicion 2.4. Si p(t) € LS(I,R™) y f € C' entonces la funcion F(t,x) en

loc

[2.4) cumple las condiciones de la proposicion[2.3.

Finalmente se puede resaltar que la integral definida en se interpreta en
el sentido de Lebesgue, donde la unicidad vale en casi todo punto. Cuando en la
proposicion anterior se toma p(t) una funciéon continua a trozos, la integral se puede
definir en el sentido de Riemann y la igualdad se cumple salvo para un conjunto finito
de puntos. Un desarrollo méas exhaustivo de la formulacion del PVI en el contexto
de problemas de control se puede ver en [I], 4] [9].

2.1.1. Estudio geométrico de las soluciones

El objetivo de esta secciéon es mostrar algunos resultados que nos permitan in-
terpretar geométricamente las soluciones determinadas por la ecuacion diferencial

e-1).

Consideremos un sistema auténomo en el plano R? de la forma

() = f(z(t)) , x=(x1,29) €RZ (2.6)

16
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Se dice que un punto € R? es un punto de equilibrio si es solucién de la ecuacion

f(z) = 0. (2.7)

El estudio de los puntos de equilibrios permite clasificar el comportamiento de las
soluciones de forma exacta para el caso lineal y de forma aproximada en un entorno
para el caso no lineal. Méas ain para el caso no lineal existen herramientas mas
sofisticadas que permiten analizar el comportamiento asintotico para cualquier punto
inicial [7]. Enunciamos el siguiente resultado clasico sobre convergencia asintotica
para sistema auténomos.

Proposicion 2.5. Si X(t) — Xy cuando t — +oo entonces f(Xy) = 0, valiendo
un resultado andlogo si t — —o0

Det

T2=4D

Tr

2\
N~

Figura 2.1: Clasificacion de las curvas solucion en un entorno del punto de equilibrio[7].

Por otra parte la ecuacion diferencial dada en (2.6)) se puede generalizar tomando
la representacion implicita dada por la igualdad

F(z,2") =0. (2.8)

Un caso particular en R? son las llamadas ecuaciones diferenciales exactas donde
vale la igualdad

f(x1,xe). 2] + g(21, 22).25 = 0, (2.9)

y existe una funcién potencial H que cumple la condicion f(xy,x5) = 28 (z1,25) y

ox1
g(x1,29) = g—g(xl, x9). Una escritura utilizada comtnmente es

f((lfl,.rg).dl'l + g(Il,IL’Q).dIQ =0. (210)

Por ultimo se tiene el siguiente resultado que caracteriza las curvas solucion para el
caso de ecuaciones exactas.
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Proposicion 2.6. Si (z,(t),z2(t)) es solucion de la ecuacion diferencial ezacta
que pasa por el punto (29, 29) entonces el grifico de la solucion en el plano
R? estd contenida en la curva de nivel definida por la funcion potencial H que pasa
por el punto, es decir, se cumple la inclusion:

{(@1(t), 22(t)) : t € R} C {(w,y) € R*: H(w,y) = H(a7,3)}- (2.11)

Demostracion. Para la demostracion basta considerar la funcion compuesta h(t) =
H(z1(t), z2(t)). Derivando y usando que la solucion satisface la ecuacion exacta se
obtiene:

() = VH(zy(t), z2(t)) - (4 (t), 25(t)) = 0.
Luego se tiene que H(x1(t), x2(t)) = ¢ y en particular evaluando en ¢, se tiene
H(zy(t), 20(t)) = H(x1(to), 22(t0)) = H(2Y, 29) VteR.
[

Como veremos mas adelante el estudio de curvas de nivel nos permite estudiar
los puntos alcanzables en los sistemas de control. Para relacionar la soluciéon de un
PVI con las ideas geométricas asociadas a curvas en el plano utilizaremos el concepto
de concatenacion de curvas.

Definicion 2.2 (Concatenacion de curvas).
Sean X : [a;,b1] — R? e Y : [ag,ba] — R? tal que X (by) = Y (ay), se define la
concatenacion como

X(t) Sit € |ay, by

(X*Y) <t) - {Y(&2+(t—b1)) S’Lte [bl,bl+b2—a2] ‘ (212>

Proposicion 2.7. Sea X : [a1,01] — R* e Y : [ag,by] — R? soluciones de los
sistemas

{ X = fi(X) { Y = f(Y) (21

X(al) =A Y(bg) =B
donde ademds vale X (by) = Y (az). Entonces la concatenacion cumple:
1) (X xY) = fi(X) % fo(Y), o equivalentemente

(X:kY)(t) {fl(X(t)) Sit € (ay,b)

fg(Y(CLQ + (t — bl))) SZt c (bl, bl + bg — CLQ).

2) (X *xY)(a1) = A.
3) (X*Y)(bl +b2 — CLQ) = B.

18
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El resultado anterior nos permite combinar dos soluciones con condiciones a tiem-
po inicial y tiempo final respectivamente para obtener una soluciéon de un sistema
que cumple restricciones de borde.

Este resultado valido para funciones que definen curvas abiertas se puede exten-
der para el caso donde una de las funciones tiene como imagen una curva cerrada. En
particular se tiene la siguiente proposiciéon cuya interpretacion geométrica se puede

ver en la figura

Proposicion 2.8.
Sea X : [ay,bi] — R* e Y : [ag, by] — R? soluciones de los sistemas

X =fH(X Y = fo(Y
{ X(al)fl:(A) ’ { Y(bg)fi(B) 214
donde ademds se cumple:

» Im(Y) es una curva cerrada.

» Im(X)NIm(Y) # 0.
entonces VQ € Im(Y) existe una funcion Z : [a,b] — R* y c € (a,b) tal que

1)

Z(t) = {fl(Z(t)) Sit e (a,c)

fo(Z(t)) Site (cb),

Figura 2.2: Si Im(Y') es una curva cerrada y se cumple Im(X)NIm(Y') # ), entonces para
todo punto @ € Im(Y) se puede definir una curva que une A con Q.

Demostracion. Si consideramos C' € Im(X) N Im(Y) entonces existen by € [ay, by]
y G € [az, bs] tal que

~

X (b)) = C = Y(as).
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En particular si tomamos la restriccion X : [aq, 131] — R se cumple

X(t) = fi(X(1),

A (2.15)
X(a)=Ay X(b)=C.

Por otra parte, dado que Im(Y") es una curva cerrada, se tiene que existen as < t; <
to < by tal que

Y(t) =Y (ta).

Maés aiin, si tomamos la extension maximal ¢ : (w_,w,) — R? se tiene p(t;) = p(ts)
y por la proposicion se concluye que () es una funcion periodica.

Luego para todo punto @ € Im(Y') existe by tal que go(lA)g) = (Q, donde se puede
suponer a, < by. Tomando la restriccion @ : [as, 132] — R se cumple

¢ = fale(t)),
plas) = C v p(bs) = Q.

Finalmente por la proposicion [2.7)se tiene que las funciones dadas en (2.15) y (2.16)
definen mediante la concatenacion una funcion Z : [ay, by +bs —as] — R que cumple

)

(2.16)

206) = {ﬁ(X(t)) Site(mb)
falp(t))  Sit e (b, b1 + by — a),

siendo Z(t) = X(t) Vt € (a1,by) y Z(t) = o(t) Vt € (by,by + by — ) por la
definicién de concatenacion.

2) Z(a)=Ay Z(by+ by — as) = Q.

Lo que concluye la demostraciéon tomando a = a,, b = by + by — 4y yc= by O
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2.2. Teoria de control 6ptimo

2.2.1. Introducciéon

La teoria de control es una rama de la matemaética e ingenieria que aborda el
estudio de sistemas que pueden ser intervenidos mediante un parametro de ajuste
o control. En los casos en que el sistema se pueda describir mediante una ecuacion
diferencial se puede expresar esta relacion mediante la igualdad

#(t) = f(t,x(t), u(t)),

donde u es la variable de control y x es el estado o respuesta del sistema.

El estudio de sistemas intervenidos por una variable de control fue de interés
desde la antigiiedad aunque tuvo mayor desarrollo a partir del siglo XVIII impulsado
por la construccion de mecanismos autorregulados como también por los avances en
diversas areas de la matematica. Las aplicaciones de la teoria de control varian desde
la ingenieria, mecéanica, electronica, biologia y economia entre otras.

Por otra parte los problemas planteados desde la ingenieria impulsaron el desa-
rrollo de basta teoria matemaética a lo largo de los anios incorporando avances en el
campos de las ecuaciones diferenciales, calculo variacional y optimizacion matemé-
tica. Se puede ver una breve introduccion del recorrido histoérico en [2].

Entre los problemas estudiados en teoria de control pueden distinguirse dos que
seran considerados en el presente trabajo: el problema de controlabilidad y la teoria
de control optimo. Decimos que un sistema es controlable si es posible hallar un
control cuya respuesta asociada permita alcanzar un estado final x a partir de un
estado inicial xy en un tiempo finito. La condicién a tiempo final se puede plantear
de forma mas general como xr € T donde T recibe el nombre de conjunto objetivo
o target set.

Si al sistema se agrega un funcional que evalte el rendimiento obtenido a partir
de la aplicacion del control, se puede definir el problema de maximizar la ganancia
o minimizar el costo representado por el funcional, es decir, se plantea un problema
de optimizacion.

Estos dos enfoques derivaron en las principales lineas de investigacion en la teoria
de control moderna y ambos tuvieron avances notorios a mediados del siglo XX a
través de los trabajos de Rudolf. E. Kalman y Lev. S. Pontryagin.

2.2.2. Formulacién del problema de optimizacion

A continuacién vamos a introducir los conceptos principales de la teoria de control
6ptimo. Como vimos anteriormente nuestro objetivo sera resolver un problema de
optimizaciéon descripto en su forma general como

max J[u].
ucl

En nuestro caso de interés tomaremos lo que se conoce como el problema en forma de
Lagrange donde el funcional se define mediante una integral en un intervalo acotado
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y representa una cantidad acumulada resultado de aplicar el control:

Jlu] = /0 "ot 2(t), ult)) dt.

Por otra parte el funcional no solo dependera de la variable de control sino
también de la respuesta z(t) determinada por el sistema dindmico controlado. En
este caso tomamos

#(t) = [t x(t), ult)),

2.17
z(0) = xo, ( )

donde para la buena definiciéon del funcional es necesario que la solucion del sistema
sea Unica en casi todo punto.

Otros casos de interés se obtienen incorporando al funcional un término que
represente el valor puntual en el estado final dando lugar a los problemas en forma
de Mayer y Bolza.

Definicion 2.3. Un problema de control optimo se dice que esta planteado en la
forma de Mayer si tiene la forma

Max  Ju] = ¥(x(tr))

S.a. . (218)

#(t) = f(t, x(t), ult)),
JZ‘(O) = X

Proposicion 2.9. Un problema en forma de Mayer se puede reescribir en la forma
de Lagrange y viceversa.

Demostracion. Para la demostracion basta considerar una variable auxiliar que re-
presente la funcién de costo dentro de la dindmica del sistema. Si tomamos las
variables extendidas

2(t) = (fy fols,a(s),u(s)) ds, x(1))

A

To = (07 l'()),

entonces el problema de Lagrange se puede reescribir como:

Mazx (&(tr)) = proy(2(tr))

s.a. . (220)

(t) = f(t,2(t), u()),
(0) = o,

&>

=
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donde proy; (Z(tr)) es la proyeccion de la primer coordenada del vector z(t).

Reciprocamente dado el problema en forma de Mayer se puede tomar las variables
extendidas

#(t) = (x(t), Tnsa(t)),
f(t) = (f(t7m)v O)’ (2'21>
To = (o, 9(2(tr))),

Luego el problema de Mayer es equivalente a

Maz (i(tr) = [ L proyu(s,@(s),u(s)) ds

s.a.

(2.22)

donde proy,+1(Z(tr)) es la proyeccion de la altima coordenada del vector z(t). O

Un desarrollo extensivo de las distintas formulaciones para el problema de control
6ptimo se puede encontrar en [3].

La funcién de control vista como variable es un elemento de un espacio de fun-
ciones y puede admitir restricciones de conjunto

u(t) e U CR Vte Dom(u),
como también restricciones sobre el espacio funcional

ueU C M,

siendo M el espacio de funciones medibles. Cuando ambas restricciones se cumplan
diremos que u es un control admisible.

Para todo control u, queda definido el sistema dinamico , donde se puede
considerar restricciones fisicas adicionales sobre la respuesta z. En caso de que un
control defina una soluciéon z que cumple y las restricciones adicionales, se
dice que es un control factible.

Otro elemento del problema es el tiempo final ¢tr. Esta componente se puede
considerar como una constante definida en el enunciado del problema o como otra
variable de optimizacion. En caso de ser variable se puede considerar acotada o libre
y se debe garantizar que tanto la funcién de control u(t) como la respuesta x(t)
estén definidas en todo intervalo [0,tp].

Las consideraciones mencionadas sobre el tiempo final ¢tr y el estado final xp
permite clasificar los problemas de control 6éptimo valiendo en cada caso distintas
caracterizaciones para la solucién. Un tratamiento detallado de los elementos que
definen el problema de control se puede ver en [16].
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Finalmente podemos definir el problema de control 6ptimo con tiempo final libre
y estado final fijo (Free endtime - Fized endpoint) en la forma

Maximizar fOtF fo(t, z, u(t))dt

Sujeto a

T

(t) = f(t, x(t), u(t)),

z(0) = o, (2.23)
x(tp) € T ={zr},

trp € (0,400),

ve{uel:ult)elU Vteltr]}

Esta formulacion se puede pensar como un problema de optimizaciéon donde para
su buena definicién se requiere verificar una serie de condiciones: la existencia de
controles factibles; la existencia de al menos un control 6ptimo; que sea posible
caracterizar la soluciéon y tener métodos analiticos y numéricos que permitan su
calculo y aproximacion.

A continuaciéon veremos algunos de estos aspectos que nos permitiran abordar el
caso de estudio del presente trabajo.

2.2.3. Controlabilidad

Como mencionamos anteriormente la buena definicion del problema de control
6ptimo requiere que exista un espacio de controles admisibles, es decir que existan
funciones que dada la dinamica del sistema lleven el estado inicial al estado objetivo
bajo las restricciones del problema. Veremos en el desarrollo del problema particular
que esto se puede garantizar bajo ciertas condiciones sobre la funciéon de control
y veremos més atn como se aproxima numéricamente la solucion. El objetivo de
esta seccion es presentar las caracteristicas del conjunto de puntos iniciales donde
el problema serd controlable como también las ideas geométricas subyacentes que
permiten interpretar la controlabilidad en R%. Utilizando el enfoque presentado en
[4] definimos el conjunto de puntos alcanzables a tiempo t desde un punto zy como

K(t,xo) = {z(t,zo,u(")) : u € Uy, }.

Si se considera el conjunto objetivo 7 se puede tomar los puntos x, que pueden ser
dirigidos a este en tiempo ¢ como

€(t) = {xo € R: Ju(-) € Uy, tal que z(t,xp,u(-)) € T }.

Luego el conjunto controlable se define como € = U;~o6 (t).

Cuando el conjunto objetivo se reduce a un punto, es decir 7 = zp, vale que un
punto zy es controlable si y solo si zp es alcanzable desde zy. Mas atun, se puede
formalizar la relacion entre los puntos extremos de la curva considerando el sistema
reverso asociado:
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Proposicién 2.10. Si z(t) es solucion del sistema(2.17 con condicion a tiempo final
z(tp) = xp entonces z(t) = z(tp —t) es solucion del sistema reverso

Z<t> - —f(Z,fL),
u(t) = u(tp —t),

2.24
2(0) = zp, ( )
2(tp) = xg

La proposicion es una equivalencia cuya interpretacion geométrica se basa en la
reversiblidad del recorrido de una curva que une dos puntos dados.

(NLA) (x)

Figura 2.3: Curva soluciéon para el sistema original (izquierda) y el sistema reverso
(derecha)[4].

Existen resultados dentro de la teoria de controlabilidad clasica que permiten
estudiar la controlabilidad para sistemas lineales mediante el analisis de autovalores
mientras que para el caso no lineal se hace uso de la teoria de algebras de Lie.
Finalizaremos esta seccién con un resultado que permite caracterizar el conjunto de
puntos controlables cuya demostracion se puede ver en [4].

Teorema 2.4. El conjunto de puntos controlables para un sistema dindmico no
lineal es arco conexo, y es abierto si y solo si xp € €°.

2.2.4. Existencia de control 6ptimo

A continuacién veremos qué condiciones garantizan la existencia de solucion
para el problema de control ¢éptimo planteado en . El tratamiento exhaustivo
de estos resultados se desarrollan en [3] y nos limitaremos a mostrar como se ajustan
las condiciones para nuestro caso de estudio particular.

Definicién 2.4 (Semicontinuidad). Dada una funcion f : R* — R se dice que es
semicontinua inferiormente si ¥V ¢ € R el conjunto {x € R : f(x) < ¢} es cerrado.

Proposicion 2.11. §i f es continua entonces es semicontinua inferiormente.
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Definicion 2.5 (Espacio Tangente). Dada una funcion F : R" — R wuna funcion
C! y el conjunto E = {x € R" : F(z) = ¢} no vacio. Definimos el espacio tangente
como

Te(x) ={y € R": (F'(z),y) = 0}. (2.25)

Enunciamos a continuacion el teorema de existencia de control 6ptimo para el
problema con tiempo final fijo. El mismo es una adaptacion del teorema 23.11 de

3.

Teorema 2.5 (Existencia de control éptimo a tiempo fijo).
Consideremos el problema de control dptimo

Min Jlu] = [§* fola(t), u(t)) dt
Sujeto a: x'(t) = go(x(t)) + D01, gi(x(t)).u;(t) ae.
u(t) e U a.e. (2.26)
x(t) e S Vtel0,tr]
z(0) =z, z(tp) € E

suponiendo que se cumplen las siquientes condiciones:
(H1) Eziste una constante M tal que:

reS=lgj(z)| <M1+ |z|) Vi=0,1,...m (2.27)

(H2) U es compacto y convexo
(H3) E y S son subconjuntos cerrados de R™ con S DO E

(H}) fo es semicontinua inferiormente en (z,u), convera en u y existe una constante
Ao tal que

re S, uelU= fo(x,u) > X\ (2.28)

(H5) Para todo x € E, se tiene Tr(x) N f(x,U) # 0.
Luego si existe al menos una solucion factible del proceso que une xy con E en
tiempo finito y para la cual el costo es finito, entonces el problema admite solucion

optima.

Veremos a continuacion que bajo las mismas hipotesis se puede extender el re-
sultado de existencia para el problema a tiempo libre.
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Teorema 2.6 (Existencia de control 6éptimo a tiempo libre). Consideremos el pro-
blema de control optimo

Min  J[tg,u] fo fo(z(t),u(t)) dt
Sujeto a: (1) = gole <>>+zjzlgj< )a(t) ac.
u(t) e U ae.

) (2.29)
z(t)e S Vtelotp] '

z(0) =z, z(tp) € E
tp € (O, ‘f‘OO)

suponiendo que se cumplen las condiciones (H1), (H2), (H3) y (H5) del teorema[2.5
Y que vale:

(H4}’) fo es semicontinua inferiormente en (r,u), convera en u y existe una constante
Ao > 0 tal que

zeS, uelU= fo(r,u) > X (2.30)

Luego si existe al menos una solucion factible del proceso que une xy con E en
tiempo finito y para la cual el costo es finito, entonces el problema admite solucion
optima.

Demostracion. Consideremos el control factible u asociado al estado z y tiempo
final ¢. Dada otra terna (u, x, tr) factible, podemos utilizar la condicion (H4') para
comparar los funcionales evaluados en cada caso. En particular si tomamos (u, z, tr)
con un costo menor o igual, se tiene

J[EF, ] > JtF7 / f() )dS > )\0 tF (231)

Como Ag > 0 se tiene que los tiempos asociados a los controles con un valor del
funcional menor o igual estan uniformemente acotados

[ fo(a(s), a(s)) ds
tp <2 T =T (2.32)

Por otra parte podemos considerar la extension de la funcién de costo dada por

() = {fo(xu) siz¢ E

0 sizel

Luego se puede definir el problema a tiempo fijo 7" con las mismas restricciones sobre
x y u pero dado por el funcional
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Este problema a tiempo fijo cumple las condiciones (H1) — (H5) por lo que alcanza
probar que tiene al menos una solucion factible para aplicar el teorema de existencia
a tiempo fijo 2.5

Para la terna inicial (@, Z,{r) se cumple la desigualdad y se tiene que la
solucion factible esta definida en un intervalo [0,¢z] C [0, T]. Siguiendo los teoremas
23.11 y 12.3 de Clarke en [3] se puede afirmar, mediante el concepto de invariacia
débil, que las condiciones que cumplen los conjuntos F, S, U junto a la condicion
de continuidad y crecimiento lineal sobre f(z,u) permiten extender (u,Z) a todo el
intervalo [0, T de forma tal que Z(t) € E para todo t € [tg, T).

Luego existe un control factible para el problema a tiempo fijo y por [2.5] existe
un 6ptimo (u*, z*). En particular vale

Jtw*] < JT[a) = J[tp, u]

Veremos a continuaciéon que el 6ptimo encontrado también resuelve el problema a
tiempo libre.

Dado el par 6ptimo (u*,z*) se puede considerar t%., el primer instante tal que

z* € E. Se tiene que (z*, “*)I[t* o € E, en caso contrario se podria extender por
invariancia débil la funcion (a*,u*), oy @ todo el intervalo como un par (Z,a) y
valdria
T . B e B T ~ .
J fo(@(s) a(s))ds = [ fg7(2(s),a(s)) ds + [ fo"(@(s), uls)) ds
0 0 £
£, "
= [ fo (z*(s),u*(s)) ds (2.33)

< [ I @) s+ [ (9006 s

donde usamos fy > Ag > 0 para obtener la desigualdad estricta. Se tiene entonces
que para (z, ) vale J[a] < J[u*] lo que contradice la optimalidad de u*.

Si consideramos la restriccion de u* al intervalo [0, t3] se tiene que el par (¢}, u*)
resuelve el problema a tiempo libre. En caso contrario, existe un par (tg,u) tal que

Jtp,u] < J[th,u*] = Jtu*] < J[tp, a).
por lo que tp < T. Aplicando un razonamiento similar al visto anteriormente, se
puede extender al intervalo [0, 7] y siguiendo lo planteado en la desigualdad ([2.33))
se obtiene
JHu) = Jtp,u] < J[u']

lo que contradice la optimalidad de u*. O
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Como resultado de la demostracion se tiene que las desigualdades (2.31), (2.32)),
(2.33), permiten reemplazar la condicion (H4') por una version més débil que utili-
zaremos en nuestro caso particular.

Corolario 2.1. El teorema de existencia [2.6] sigue valiendo si se reemplaza la con-
dicion (H4") por:
(H}”) fo es semicontinua inferiormente en (z,u), convexa en u que cumple fo(x,u) >
0 Vax ¢ E y que satisface la implicacion
Por dltimo, notemos que en el teorema planteamos el problema de control 6ptimo

como uno de minimizaciéon, veremos en la siguiente secciéon que esta condicién no
dificulta el analisis de existencia ni la caracterizacion de las soluciones.

2.2.5. Caracterizacion de las soluciones

Abordaremos a continuacién las condiciones necesarias que debe cumplir una
soluciéon del problema de control 6ptimo. Veremos primero la demostracion para
el caso donde las funciones son regulares y tanto el estado final como controles
admisibles no tienen restricciones de conjunto. En un segundo paso plantearemos el
caso general con restricciones conocido como el Principio del Mdximo de Pontryagin.

Condiciones Necesarias de ler Orden

En el caso de funciones suficientemente regulares se puede deducir las condiciones
necesarias a partir de las herramientas de calculo variacional y obtener ecuaciones
que caractericen a las posibles soluciones del problema de control 6ptimo.

Teorema 2.7. Dado el problema de control dptimo

Mazimizar fOtF fo(t,z,u(t))dt

Sugjeto a
a(t) = f(t,2(t), u(?)),
2(0) = o,
tr fyjo,

veld ={ueM:ut) eR}.
con fo y f funciones con derivadas continuas respecto a x. Si (u*,x*) es un par
dptimo, entonces existe un vector \* tal que la terna (u*,z*, \*) es solucion del
sistema
o(t) = f(t,z,u) 2(0) = o,

0 = f(]u(t,JJ,U/) + fu(taxuu)T>H
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Demostracion. Para la demostracion vamos a considerar las variaciones del funcional
J[u] respecto a su variable de optimizacion. Como en este caso estamos optimizando
respecto a la funciéon de control, consideraremos funciones de la forma

Uy (t) = u*(t) + n.w(t) (2.36)

donde u*(t) es el control 6ptimo, w una funcién medible y 7 un namero real.

Mas atn, si tomamos 7 suficientemente chico, podemos asumir la existencia de
solucion x,(t) = z(t,n) del sistema dindmico con condicion inicial para la funcion
de control w,,, cumpliéndose asi

&, (t) = f(t, zy(t), uy) = f(t, 2,(t), u,) — &,(t) = 0. (2.37)

Evaluando el funcional en el control u, y usando la igualdad anterior se puede
expresar el incremento del funcional respecto a la variable de control

Jty] = / " folt, g, (1)) dt = / " ot gy g (8)) + (). (1 2 (8), ) — (1)) i
_ / ol 0y (1)) + AE)-F (s (), 1) — A(E). g (1)]
_ / ol 2, (1)) + M) (1 (0) 1)+ A(0)(6) — 2N (0)]

N /otF Jo(ts zp, un(t)) + A1) f (L, 2 (1), uy) + X(t)ﬁn(t) dt
— ANtp).zy(tr) + A(0).2,(0),

donde tomamos A(t) una funcién integrable arbitraria.
Aplicando la misma cadena de igualdades para el control-estado 6ptimo y calcu-
lando la diferencia término a término entre ambos funcionales se tiene

Tug) = ] = [ {fo(t, g, uy () = folt, 2%, u(1)]
FAE).[f (8 2y (8), uy) — f(E 27 (2), u"(2))]
FA). [y (t) — 2% ()]} dt
—A(tp). [y (tr) — 2*(tp)] + A(0).[2,(0) — 2*(0)]

(2.38)

En este punto podemos observar que la funcion x,(t) es solucién del sistema para-
metrizado

in(t) = f(tvxn(t)777) con f(tv ZL‘,77) = f(tv‘r7U*(t) + U-W(t))» ne R

Luego por las condiciones de diferenciabilidad de f se tiene que f, = f, existe y es
continua. Por otra parte si tomamos w* € L>([0,r]) entonces u, = u* y luego f
es derivable respecto al parametro n y vale f, = f,.w.
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Se tiene entonces por la proposicion que x(t,n) es diferenciable respecto al
parametro cumpliendo la igualdad

d d
(Cl_ﬁxn) = fx(ta ZL‘*, U*)d_n$n + fu(ta $*, U*) W,

valiendo una expresion similar si tomamos fj en el lugar de f.

En consecuencia se puede tomar el cociente incremental y tomando limite re-
emplazar estas igualdades en la ecuacion ([2.38]). Por otra parte, usando la igualdad
sobre la condicién inicial, z,(0) = z(0) = z, se obtiene una expresién para la
variacion del funcional en la direcciéon del control w.

lim,,_,g Junl=Tw] JF{[fox(t,x*,u*).%xn + fou(t, 2", u*) W)

(). [fa(t, 2%, u*).d%xn + fult, x*, u*) W]
A1)ty (1)} dt — A(tp). sy (tr)

= [ fou(t,x* u) + NE). fult, 2, u* (1))].w(t)
Hfou (b2, u%) + A1) fult, %, w?)] foxy + A(1). ey} dt

En este punto podemos considerar el caso particular donde tomamos A(t) solucion
del sistema

At) = —fou(t, u”) = (). fult, 27, u")

cuya existencia esta garantizada por la regularidad de fy y f. Como consecuencia
se tiene que el variacional se reduce a la siguiente expresion

x tp

5 Jut] = i 2L = 1] :/ [fou(t 2%, u®) + A(E). fult, 2%, u* (£))]w(?t)
n—0 n 0

para w arbitrario y siendo u* un 6ptimo local.

Finalmente, como u € U no tiene restricciones de conjunto, se tiene que n = 0 es

un minimo local pudiendo tomar ambos limites laterales. Luego por la condiciéon

de primer orden para funciones a valores reales se obtiene para cualquier funcién

w € L™ la igualdad

0 =6, J[u"

En particular, tomando w = fy, (¢, z*, u*) 4+ A(t). fu(t, 2", u*(t)) se concluye la condi-
cion de optimalidad. O

Las ecuaciones del teorema (2.7) se pueden expresar de una forma simplifica-
da introduciendo la funciéon de Hamilton que en su expresion considera tanto el

31



Tesis de Licenciatura

integrando de la funcién objetivo como también las restricciones dinamicas del pro-
blema. Este planteo se puede interpretar como el analogo al uso de multiplicadores
de Lagrange en un problema clasico de optimizacion con restricciones en R™.

H="Ffo+ T (2.39)

Con la funcion de Hamilton se puede expresar el sistema (2.35) de forma reducida
obteniendo asi

[L’(t) = 7‘[)\ l’(to) = Xy, (240&)
At) = —H, Atp) =0, (2.40b)
0 =H,, (2.40¢)

donde la ecuacion (2.40b)) recibe el nombre de ecuacion adjunta o de coestado y
(2.40c]) representa la condiciéon de optimalidad respecto a la variable u. El sistema
también muestra la dependencia entre las tres componentes que definen el 6ptimo.

El resultado anterior nos muestra que la condiciéon necesaria sobre el 6ptimo del
problema de control se puede interpretar de forma analoga al caso de optimizacion
en variable real mediante el uso de derivadas direccionales sobre el funcional. Esto
sin embargo presenta dificultades cuando se considera restricciones adicionales sobre
el conjunto de control, por ejemplo cuando el conjunto de controles es acotado; o
cuando se toman condiciones a tiempo final sobre la funciéon de estado.

Las perturbaciones sobre la variable de control, definidas mediante w(t) en ,
deben concluir en pares estado-control factibles. En consecuencia seré necesario de-
finir qué tipo de variaciones se puede realizar sobre el 6ptimo local de forma tal que
las restricciones de sistema y de control se cumplan.

Estas particularidades se resolveran con un resultado mas fuerte que permitiréa
plantear las condiciones necesarias para la soluciéon del problema de control incluso
cuando el tiempo final no sea dado.

Principio de Pontryagin

A continuacion vamos a desarrollar la formulacién general de las condiciones
necesarias siguiendo lo planteado en [4] para el caso de sistemas autonomos. Como
mencionamos en la proposicién se puede formular el problema de control 6ptimo
utilizando variables extendidas y obtener de esta forma las siguientes ecuaciones de
estado y coestado

f<x7u) = (f()(l’,u), f(:l?,u)),

j(t) = f(x,u), (2'41>
M) = —fulw,u)" ),

Esta formulaciéon permite considerar al Hamiltoniano extendido con un multipli-
cador adicional asociado al integrando de la funcion objetivo.

HN, &,4) = Xo-fola,u) + A fr(z,u) + - + Ao, 0). (2.42)
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Esta formulacion es una generalizacion de lo planteado en donde el caso Ay # 0
es equivalente mediante una normalizacion, y el caso A\g = 0 da lugar a lo que se
conoce como el problema abnormal.

Si se consideran fijos los componentes S\(t) y Z(t), se puede buscar el supremo del
Hamiltoniano en cada instante t € [0,tr], es decir se tiene:

M), 2(t)) := sup H(A(t), 2(t),v).

velU

Notemos que estas definiciones planteadas inicialmente para el problema de ma-
ximizacién valen también para el problema de minimizaciéon haciendo el cambio
correspondiente en la funcién objetivo

min J[u] = max — Jfu] = max /0 " o), u(t)) dt.

ueU ueU ueU

Obteniendo la funcién Hamiltoniana correspondiente
HN, &, u) = =Xo-folt, 2, u) + M fr(t, zw) + -+ Ay fult, 2, 0).

Se tiene finalmente el resultado principal de esta secciéon cuya demostracion se puede
ver en detalle en [9] y [4].

Teorema 2.8 (Principio del Maximo de Pontryagin).
Dado el problema de control optimo:

Minimizar  Jltp,u] = [o* fo(x(t), u(t))dt
Sujeto a
a(t) = f(x(t), u(?)),
z(ty) =9 x(tr) = xp,
tr € (0, +00),
uwelU ={ue M:u(t) € [Unin, Umaz) }-

Si (u*,x*) es un par optimo, entonces existe un vector N tal que la terna (u*, z*, ;\*)
es solucion del sistema y ademas cumple:

HN &5 u*) = M(\, &%), c.t.p. en [to, tr] (2.43a)
H(N, &%, u*) = 0 en [to, tr), (2.43Db)
Xo(t) = Ato) <0 c.t.p.en [to, tr), (2.43c)

A#0. (2.43d)

En particular la igualdad (2.43a)) recibe el nombre de condicion de optimalidad,
mientras que (2.43b)) y (2.43¢c) son la condicion de estacionalidad o transversalidad,
y (2.43d) es la condicion de no trivialidad.
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2.2.6. Arco singular y condicién de Legendre-Clebsch

A partir del Principio del Maximmo de Pontryagin visto en la seccién anterior
se puede observar que las condiciones necesarias plantean un sistema de ecuaciones
que caracterizan a la terna (A*(t), x*(t),u*(t)). Este sistema no siempre se podra
resolver de forma directa aunque como veremos a continuacion existen casos en los
que se puede obtener mas informacion sobre el control u*(t) para el problema donde
el conjunto de control es acotado. Basaremos el siguiente desarrollo en lo expuesto
en [5] y [17]

Consideremos el problema de control 6ptimo donde la funciéon de costo y la
funciéon dindmica son lineales respecto al control, es decir:

fo(t7x7u) - f&(t,l‘) + fg(t7x)'u7

(2.44)
fhow) = fita)+ (o)
En este caso el Hamiltoniano resulta lineal respecto al control u = u(t)
Mt A = (B0 AN E0) + ) PG

= HY(t, N )+ H(t, A\ z).u.

Por la condiciéon de optimalidad vista en la proposicion se tiene que para casi
todo punto vale

HE, N (), 25 (1), u* (t)) = sup H(E, X(t), *(t), v). (2.46)

velU

Si usamos la notacion He () = Hi(t, A*(t), 2*(t)) parai = 1,2, esto equivale a afirmar
que, salvo en un conjunto de medida cero, si fijamos ¢ vale
HL(t) + M) (t) = Ho(t) + HI(E).v

(2.47)
HI(t)ur(t) > Hi(t)v,

para todo v € U = [Umin, Umax)-

Se tiene luego que el signo del factor que multiplica al control en define
cuando el valor 6ptimo se toma en un extremo u otro del intervalo. A este factor,
que depende de t € [to,tr], lo llamamos funcion switching y se define para el caso
lineal como

O(t) = H2(t) = Hu(t, A"(1), (), u*(£)).

Si suponemos que la funcién ¢(t) es continua, se puede estudiar el signo a partir
de sus raices, en particular se distinguen tres casos posibles:

(a) cuando la funcion switching se anula en un intervalo,

(b) cuando las raices son puntos aislados finitos,
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(¢) cuando las raices son puntos aislados con un punto de acumulacion.

El caso (a) da lugar a lo que se conoce como solucion singular, cuya caracterizacion
requiere condiciones adicionales. En el caso (b) las soluciones son de tipo bang-bang,
es decir, controles que alternan entre los extremos del intervalo. Por tltimo, el caso
(c) plantea lo que se conoce como Fendmeno de Fuller que omitiremos en el presente
trabajo aunque se puede ver en profundidad para casos particulares en [9].

Para el caso bang-bang se puede ver la alternancia de valores tomando un inter-
valo (t4,t,) que no contenga raices en su interior. En este caso podemos usar la
desigualdad para determinar el valor de u* a partir del signo de ¢(t):

£ (t) = {um Si 6(t) > 0 en (t,, t) (248

Umin  S1@(t) < 0en (tq,tp)

Para el caso cuando ¢(t) = 0 en un intervalo se tiene que la desigualdad
se cumple trivialmente para cualquier valor en U y por lo tanto la condicion de op-
timalidad no nos brinda restricciones para caracterizar u por lo que se necesitara de
ecuaciones adicionales para definir el control 6ptimo. Estas restricciones se obtienen
a través de lo que se conoce como las condiciones generalizadas de Legendre-Clebsch.

Para el caso en que el problema es lineal respecto al control se tiene que

Bt) = Hu(t, A'(1), 2" (1), w' (1) = f5 (8, 2(1)) + M) f2(t, 2 (1)), (2.49)

donde diremos, en caso de existir, que z*(¢) es un arco singular extremal. Para
caracterizar el control singular u* utilizaremos los siguientes resultados presentados
en [5].

Definicion 2.6. Se define el orden de un arco singular extremal en un intervalo
(ta,tp) como el entero q tal que %Hu es el minimo orden de derivada total de H,,
en el que aparece explicitamente wu.

Definiciéon 2.7. Se define el orden intrinseco de un problema de control optimo en
el cual el control aparece linealmente, como el menor entero q tal que %Hu depende
explicitamente de u

Teorema 2.9 (Legendre-Clebsch). Supongamos que (x,p,u) es un extremo normal
para el problema de orden intrinseco q, con un arco singular en el intervalo (tq,ty), y
tal que u(t) < K parat € (tq,ty). Luego, para que el extremo sea dptimo es necesario
que valga

, 0 d

(F1) 5 [ Hult 2 )] 2 0, (2.50)

para todo t € (t,,ty) para los cuales u es analitica.
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La desigualdad permite agregar una restriccion adicional a las condiciones
dadas por el teorema [2.8, Como veremos en nuestro caso de estudio, esto permitira
hallar la solucion u*(¢) en el intervalo donde la solucion es singular. Luego la solucion
del problema de control 6ptimo para el caso lineal sera una combinacién de un
control de tipo bang-bang y un arco singular obtenido a partir de la condicién de
Legendre-Clebsch.
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Capitulo 3

Control sobre Sistema
Predador-Presa

3.1. Modelo Lotka-Volterra sin control

A continuacion abordaremos el tema principal del presente trabajo. En las sec-
ciones anteriores vimos las distintas herramientas de modelado matematico para la
dindmica de poblaciones. La representacion mediante ecuaciones diferenciales asi
como la definicién abstracta de sistema nos permite representar las relaciones de los
distintos agentes que conforman un sistema ecolégico. Entre las miltiples relaciones
interespecificas, una de las mas estudiadas es el modelo predador-presa. Esta repre-
sentacion estudiada de forma independiente por A. Lotka y V. Volterra formaliza
matemaéaticamente la relacion de predacion y es un enfoque clasico de interaccion en
ecologia aunque se puede extender a relaciones més generales entre agentes como
también aplicarse a modelos en otras areas como la economia.

De la misma forma, otra area de interés debido a su impacto sobre los ecosistemas
como también por sus consecuencias en las actividades del ser humano, es el estudio
del crecimiento poblacional de las especies. El efecto puede ser econémico, mediante
la afectacion de actividades productivas, como también sanitario por su impacto en
la propagacion de enfermedades. En este contexto, se puede abordar el estudio de
plagas, como el analisis de poblaciones animales, vegetales o de microorganismos,
cuya proliferacion tiene efectos negativos en las actividades humanas y el medio
ambiente.

Como consecuencia, el objetivo del control de plagas consistird en regular el
crecimiento poblacional de estas especies, en nuestro caso de interés considerando
una dinamica preexistente de tipo Lotka-Volterra, mediante la aplicaciéon de técnicas
control, como por ejemplo, las mencionadas en la seccion [1.3] Uno de los autores que
estudio este problema y cuyo trabajo motiva el desarrollo posterior es B.S.Goh en
[10] donde se abordan distintos modelos de control 6ptimo aplicado a la dinamica
de predador-presa siendo la presa una plaga de insectos.

Para empezar consideraremos el sistema dinamico dado por el modelo de Lotka-
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Volterra donde consideramos X; como la plaga y X, como su predador:
Xl = (041 - 51.X2)-X1,
X2 = (52-X1 - 042).X2, (3-1)
(X1, Xo)(to) = (x1,22) con xq, 29 > 0.

Este modelo de interaccion, a pesar de su simplicidad, es frecuentemente refe-
renciado en ecologia y biologia matematica. Entre los autores que estudiaron este
topico y en cuyo analisis basaremos el desarrollo a continuacion estan N. Gotelli en
[11] y E. Sontag en [18].

El modelo asume ciertos supuestos sobre las especies interactuantes, estas son:

= El crecimiento de la poblacion de presas esta limitada solamente por los pre-
dadores.

» El predador tiene una alimentacion especialista, es decir, en caso de ausencia
de la presa se extinguiria.

» Los individuos de la especie predadora pueden consumir un ntmero infinito de
presas.

= El predador y la presa se encuentran de manera aleatoria en un entorno ho-
mogéneo.

Visto como ecuacion diferencial, se puede estudiar el comportamiento del sistema
caracterizando los puntos de equilibrio y su diagrama de fases. En particular se tiene
el siguiente resultado:

Proposicion 3.1. El problema de valor inicial dado por (3.1) cumple:

1. Sus tnicos puntos de equilibrio son P = (%, %) y P=1(0,0).

2. La solucion del sistema (3.1)) define una curva cerrada dada por la ecuacion
a2.ln(X1) — ﬁQ-Xl -+ Oél.ln(Xg) — ﬁlXQ = C. (32)
En particular si aq = ag = 51 = Po =1 vale ¢ < —2

Demostracion. Para la demostracion supongamos que X; # 0y X5 # 0. Calculando
el cociente entre ambas ecuaciones se tiene:

& . —Oég.XQ + /62.X1.X2

Xl - Ozl,Xl — Bl.Xl_XQ _— [Oél.Xl - ﬂl.Xl.Xz] XQ = [—OéQ.XQ +52'X1'X2] Xl-

(3.3)
Reescribiendo la igualdad y factorizando se obtiene:
1 . 1 .
(Xl.XQ)[OéQ.— - 52] Xl + (Xl.XQ)[Oél.— - 51] X2 = 0, (34)
X1 X2
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que es una ecuacion exacta con factor integrante u(Xi, Xz) = X7.Xo.
Luego por la proposiciéon se tiene que las soluciones son las curvas de nivel de la
funcion potencial H (X7, Xs) = as.ln(Xy) — fo. X1 + aq.ln(Xs) — 51.Xs.

Mas atn calculando las derivadas de segundo orden se obtiene que la funcién
alcanza su maximo global en el punto de equilibrio no trivial. Luego para toda

curva de nivel vale H(X, Xy) < H (az %i)

Para el caso X; = 0 o Xy = 0 basta reemplazar en la ecuacion [3.1] y se obtiene
el punto de equilibrio P = (0, 0). ]

Por otra parte, se puede probar la periodicidad de las soluciones de la ecuacion
(3.1]), en particular usaremos los siguientes resultados de las curvas solucion:

Proposicion 3.2. Si (x(t), xz2(t)) es solucion de la ecuacion (3.1) que pasa por un
punto () entonces su imagen define una curva cerrada ciclica que tiene al punto P
en Su interior.

Proposicion 3.3. Si C es una curva de nivel de la funcion potencial H definida en
[3.2) y se tiene dos puntos Q, R € C, entonces existe una funcion z(t) : [a,b] — R?

solucion de (3.1) tal que z(a) = P y x(b) = Q.

En la figura se puede observar el comportamiento ciclico en el espacio de
estados, como asi también la representacion del tamano poblacional en funcién del
tiempo tomando los valores a; = as = 61 = 2 =1

—— Poblacion de la presa
Poblacion del predador
161
141
124
101
0.8 4

T T T T T
0 2 4 6 8 1000

Figura 3.1: Espacio de estados (izquierda) y grafico de poblacién respecto al tiempo (de-
recha).
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3.2. Modelo de control sobre las presas

El primer caso que estudiaremos es el sistema donde se aplica la variable de
control solamente a la poblacién de presas, es decir, un control directo sobre la
plaga. Vamos a suponer que el método aplicado no deja residuos y disminuye la tasa
de crecimiento de forma proporcional al tamano de la poblacién. Este caso se suele
denominar control mediante un pesticida ideal que puede ser a través de la difusion
de una sustancia quimica o con la introduccién de un agente biolégico. Para este
caso el sistema se expresa mediante las ecuaciones

X, = (a1 — f1.X2). X1 — bjuXy,
. (3.5)
Xo = (2. X1 — 2). Xo,

o en forma vectorial como X = LV;(X, u).

Proposicion 3.4. Si u = cte € [0, (g—ll], la ecuacion (3.5) define una ecuacion dife-
rencial del tipo

Xl - (541 - /32-X2)X17
‘ (3.6)
X2 = (ﬁg.Xl — OéQ).XQ,

con & = o — by.u.

El objetivo de nuestro programa de control sera llevar el sistema al punto de
equilibrio en un tiempo final no determinado. Respecto a nuestra variable u(t) vamos
a suponer que esta toma valores en un intervalo acotado U = [0, u;,4.] ¥ que vista
como funcién esté en el espacio de funciones medibles. Tomaremos por simplicidad
el caso donde Uqr = ‘Z‘—ll y se dejarad para la seccion el caso donde Uper < ?—11.

Por otra parte buscamos minimizar el costo acumulado, consecuencia de la pre-
sencia de la plaga y de aplicar el control, tomando una funcién lineal respecto a
ambas variables. Este modelo se puede resumir en el siguiente problema de control
optimo:

Minimizar fOtF [c1.X1 + couu] dt
Sujeto a
X1 = (Oél - ﬁl.Xz).X1 — biuXy,

XQ = (BQ.Xl — OZQ).XQ, (37)
X(O) = Zo, X(tF) = Pv
tF c (0,+OO),

uel={ueM:ut) €03}
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donde X; es la poblaciéon plaga y X5 sus predadores naturales.

Enunciamos a continuacién un resultado que nos permite afirmar que la solucién
del sistema controlado es invariante en RZ, y que esta acotado en tiempo finito.
Plantearemos el caso general que nos servira para los casos de estudio de las proximas
secciones.

Proposicion 3.5. Sea X (t) = (X(t), Xa(t)) : [0, T] — R? solucion del problema

X1 = a1.X; — 5. X1. Xy — biu. X, vt e0,T]
Xy = —00. X + 2. X1.X5 — bou. X, Vit e [0,T]
uel={ueM:ut) €03}

(X1, X2)(0) € D

(3.8)

con D = {(z,y) €R?*: 2 >0,y > 0}. Entonces:
1. Vale (X1, X2)(t) € DVt e [0,T].

2. SiT <Tp entonces existe R = R(Tr) € R tal que (X1, X2)(t) € B(0,R) Vt €
[0, 7]

Demostracion. Para demostrar 1 consideramos los casos posibles para el punto ini-
cial de la region D.

» Si X;(0) = X5(0) = 0: por unicidad se tiene que
Xi(t) =
{ 1) Vitel0,T]

es la solucion del sistema y se cumple lo pedido.

= Si X;(0) =0y X5(0) > 0: tomando la solucién trivial para X; y resolviendo
la ecuacion para X5 se tiene que

Xi(t)=0

t
— [ az+bo.u(s)ds

Xg(t) = X2(0)€ 0
es la solucion del sistema. Como X5(t) > 0 se concluye lo pedido.

= Si X7(0) >0y X5(0) = 0: se puede plantear igual que antes la solucion trivial
para X, y resolver el sistema resultante para X; obteniendo

tal—bl.u(s) ds
X1<t> == Xl(O).ef{

Luego por unicidad se tiene que es la solucion del sistema y vale lo pedido.
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= Si X7(0) >0, X5(0) > 0: basta observar que el sistema tiene como solucion el
par

fa1 B1.X2(s)—b1.u(s)ds
Xi(t) = X1(0).e0
t—a +B2.X1(8)—b2.u(s)ds ‘
Xolt) = Xp(0).el T

Luego como X (t), Xa(t) > 0 se cumple lo pedido.

Para demostrar 2 se puede utilizar la expresion integral de la funciéon para obtener
la acotaciéon uniforme:

X;(t) = X41(0) +/0 (ag — br.u(s)) . X1(s) — 1. X1(s).Xa(s) ds

<ay >0

t
S Xl(O) + 061./ Xl(s) ds
0
Luego usando que X;(0) > 0 y aplicando el lema de Gronwall se tiene
Xl(t> < X1<O>.€al't < Xl(O).eal'TF = RI(TF)

Por otra parte, planteando un razonamiento similar para la segunda variable se
obtiene

X /52 Xi(s) Xa(s) ~ (2 +bau(s). Xas) ds
<Ry( TF) 0 >0

< X,(0) +52.R1(TF)./ Xy(s) ds

Volviendo a aplicar el lema de Gronwall se tiene la acotacion respecto a la segunda
variable

XQ(t) < X2<O)'€B2‘R1(TF)~15 < X2<0)'€62-R1(TF)-TF —- RQ(TF)

Finalmente tomando R = max(Ry, Ry) y la equivalencia de normas en el espacio R?
se obtiene el resultado enunciado. ]

Veremos a continuacién que todo punto inicial se puede llevar al punto de equi-
librio aplicando un control adecuado. La demostracion se basa en una construccion

geométrica que se puede observar en la figura (3.2]

Proposicion 3.6. El sistema descripto en (3.7) es controlable.
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Demostracion. Para probar este resultado veremos que se cumple la definicién de
controlabilidad, es decir, que V Q € R%, existe u € U y tr > 0 tal que el sistema

X = LVi(X,u),
X(0)=Q,
X(tp) = P,

admite solucion.

Usaremos la proposiciéon para hallar el control a partir de la concatenacion
de soluciones particulares y la interseccion de las curvas de nivel de las ecuaciones
definidas en la proposicion [3.4]

Dado un punto @ € R2, existe una tnica solucion de la ecuacion (3.I)) con
condicion inicial X (0) = (. Més atn se puede pensar la ecuacion de forma vectorial
como un caso particular de la ecuacién de Lotka-Volterra con control

Y =FR(Y):=LVi(Y,u;)  conuy =0,
Y (0) = Q.

Por lo que vimos en la proposicion [3.1] esta solucién tiene como imagen una curva
cerrada alrededor de P que pasa por ) y se puede definir el conjunto compacto K
que tiene a esta curva como borde y contiene a su region interior

(3.9)

K = {(z,y) Ry : Hi(2,y) > Hi(Q)}, (3.10)

con la funcién potencial
Hi(z,y) = aw.ln(z) — Bo.x + ay.ln(y) — f1.y. (3.11)
Por otra parte, usando el punto P se puede definir la funcién que pasa por el
mismo y cumple la ecuacion tomando el control maximo uy = 2‘—11, es decir,

existe Z que cumple

Z = LVi(Z,uy) =: F5(Z) con uy = 4, (3.12)

Z(0) = P i

Para este control se tiene el sistema (3.6) con &3 = ag — bl.‘;‘—ll = 0. Luego para
la respuesta Z = (Z;, Z3) se puede aplicar un razonamiento similar al visto en la
proposicion y se tiene que Z;(t), Zo(t) > 0. Mas atn se tiene

Zl == —Oél.Zl.ZQ < 0,

por lo que Z; : (—00,4+00) — R es decreciente y existe el limite tliin Z(t) = 729,
—+00

Por otra parte utilizando la proposicion se puede obtener la relacion implicita
entre Zl y ZQI

Oég.l?’L(Zl) — BQ.Zl + dlln(Zg) — Blzg =cC.
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Usando el hecho de que a; = 0, se puede despejar Z5 y se obtiene

Zo() = 2in(z) - Z22,0) - c. (3.13)
e 5
Luego existe el limite lim Z,(t) = Z9 y por la proposicion [2.5]se tiene que (Z9, Z9)
t—+o00

es un punto de equilibrio del sistema (|3.12]).
De manera similar a lo visto en la proposicion [3.1]se tiene que los puntos de equilibrio
del sistema ([3.12)) se encuentran en la semirrecta

{(z,0) €R*: 2 >0}
y por lo tanto tE?mZQ(t) = 0.

Por otra parte, para el caso t — —oo se puede utilizar el hecho de que Z5(t) > 0

y utilizando la expresion (3.13)) se deduce que Z;(t) se encuentra acotado superior-

mente. Se concluye entonces que existe el limite . lim Z;(t) e igual que antes se tiene
——00

que tkr_nooZg(t) = 0.

A partir del tltimo limite se puede afirmar que existe ty € (—o00,0) tal que
Z(t) € K¢, donde por la definicién del conjunto K se tiene:

K°={(z,y) € Ry : Hi(z.y) < Hi(Q)}-

Utilizando la continuidad de Z y de H, existe t; € (ty,0) tal que H,(Z(t,)) =
Hi(Q), y por lo tanto Im(Z) N Im(Y) # 0. Llamemos a este punto de interseccion
R = Z(El)

2.5

05 Re Im(Z)NIm(Y)

Figura 3.2: Intersecciéon entre las curvas de nivel definidas por los puntos P y Q.

Restringiendo la funciéon Z al arco definido a partir de P y R se obtiene una
funcion 7 : [t;,0] — R? que cumple:

7 =Fy(2),
Z(0) = P,
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Con el mismo punto R y asumiendo sin pérdida de generalidad que Y es la solucion
maximal periodica, se puede considerar la restriccion Y : [0, £5] — R? tal que

Y = B (Y),
Y(0) =@,

Luego por la proposicion 2.7 existe X :=Y * Z tal que

X =F(Y)xFy(2),
X(0)=Q, (3.14)
X(tp) = P.

Notemos que la funcién concatenada también se puede describir como un caso parti-
cular del sistema de Lotk-Volterra con control. Para esto basta observar la definicién
de la funcién concatenada:

F(Y(t) =LVi(Y,u) sitel

— X = LVi(X, u),
F(Z(t) = LVi(Z,us) sit e L (X, u)

(YY) * F(Z) = {

donde u es el control de tipo bang-bang

(t) 0 Sitell
u = .
oL Sitelg

]

Como resultado de la proposicién anterior se tiene que el problema a tiempo
libre tiene al menos un control admisible. Veremos a continuaciéon que para nuestro
caso particular esto garantiza la existencia de un control 6ptimo.

Teorema 3.1. El problema (3.7)) tiene control dptimo.

Demostracion. Para demostrar la existencia del control éptimo usaremos los resul-
tados vistos en la seccion aplicado a las funciones y conjuntos descriptos en el
sistema (3.7). En primer lugar notemos que nuestro problema considera el tiempo fi-
nal libre, sin embargo veremos a continuacion que se puede redefinir la miminizacion
a un problema de tiempo fijo.

Por la proposicion [3.6] existe al menos un control factible # asociado a un tiempo
final T. Dado u € U[0,T], otro control factible con costo menor respecto a i, se
tiene la relacion
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Por otra parte, las ecuaciones del sistema de Lotka-Volterra nos permiten obtener
una expresion para la integral de X7:

XQ(t) = —OéQ.XQ(t) + ﬁng(t)Xl(t)

— 28 = —az + (2.X1(t)

n(Xo(T)) — In(X(0)) = j<—a2 + Bo. X1 (5)) ds

o~

=
r (1)
= [ Ole(s) ds = In(LZgp) + a1

valiendo lo mismo si se toma el par (i, T).

Se tiene ademés que ambos controles definen soluciones que cumplen las con-
diciones de borde dadas en (3.7), es decir, vale X5(0) = X5(0) y Xo(T) = Xo(T).
Luego reemplazando en la ecuacion (3.15)) y usando que 0 < u,u < ’g—ll se tiene

T
+

c X c X
— —1.[ln(X22((€))) + . T] < —l.un(;;(g)))

gz g2 (3.16)
- %.O{Q.TS%.O{Z.T"‘CQ.%.T
— T§T+M.%.T::T
az.c1” by

donde en la tltima desigualdad usamos que u(s) € [0, $].

Siguiendo los visto en el teorema de existencia [2.6)y el corolario 2.1 se tiene que,
en caso de cumplirse las hipotesis H1, H2, H3, H5 del teorema y la condicion H4"”
del corolario, la acotacién uniforme sobre el tiempo permite extender los controles
al intervalo [0, T] preservando el valor del funcional. Esto nos permite afirmar que el
problema de minimizacién se puede restringir a las funciones admisibles con tiempo
final fijo tp = T

Estamos en condiciones de verificar las hipotesis del teorema de existencia.
» HI1: Existe M € Rtal que v € S = |gj(z)| < M(1+]z]) Vj=0,1,...m:
En este caso las funciones quedan definidas como

go($1,x2) = ((061 - ﬁ1-$2)-9€1, (52-331 - Oéz)ﬁz),

91(21,2) = (=b1.21, 0),
donde consideramos (z1(t), 72(t)) solucién de (3.7) en un intervalo [0,7] con
T<T.
Por la proposicion [3.5] se tiene que (1(¢), z2(t)) estan uniformemente acotadas
en un compacto B(0, R) y se tiene:

lgo(z1, 22)| = |(c1 — 122, fo.t1 — a2) - (21, T2)|
< |[(r = Br.7a, Ba.z1 — a)|].|[(21, 22)]]
< My |(z1, 72)]|
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donde M; se obtiene tomando el méximo del primer factor sobre el compacto.

Para g, se obtiene una cota de forma similar

|91 (21, 22)| = [(=01,0) - (21, 22)| < My.[[ (21, 22)]|
Tomando M = max(M;, Ms) se obtiene la acotacion buscada.

= H2: U es compacto y convexo:

Basta observar que el conjunto considerado es U = [0, ‘;—11]

» H3: £ C S C R" conjuntos cerrados:

Para el problema a tiempo fijo consideramos £ = {zo} y S = R%, donde
ambos conjuntos son cerrados y vale la inclusion.

= H4”: f, es semicontinua inferiormente en (z,u), convexa en u que ademas
cumple fo(z,u) > 0Vx ¢ E y satisface la implicacion ([2.34)).

Se tiene la funcion fo(z,u) = ¢1.21 + co.u lineal respecto a las variables. En
particular es continua y convexa respecto a u. De la misma forma, por lo visto
en la demostracion de la proposicion |3.5]se tiene que las trayectorias factibles se
encuentran en F22>0 y como ¢y, ¢a > 0 entonces vale fo(z,u) > 0. La implicacion

(2.34) se cumple por lo visto en ((3.16]).

» H5: Para todo = € F se tiene Tg(x) N f(z,U) # 0.

Se tiene en este caso Tp(P) = {5} y por otra parte f(P,0) € f(P,U) donde
f(P,0) = go(P) + g1(P),0 = 0.

Luego como el problema tiene un control factible por la proposiciéon se puede
aplicar el teorema de existencia y existe un control 6ptimo. O

Por ultimo caracterizamos la solucién del problema utilizando el principio de
Pontryagin.

Teorema 3.2. El sistema descripto en (3.7)) tiene como solucion un control de tipo
bang-bang (combinacion de u =0 y U = Upnqz )

Demostracion. Para la demostracion vamos a considerar la formulacion del Principio
de Pontryagin vista en . Plantearemos el caso general dado por el sistema ((3.8)
y veremos que, cuando by > 0 y by = 0, se obtiene el resultado particular de control
sobre la plaga.

Sea H(x,u,\) = Xo.fo(z,u) + M. fi(z,u) + - - - + A\ fu(x, 1) la funcion Hamilto-
niana y (*, u*) soluciéon 6ptima del problema de minimizacion asociada a la funcion
adjunta \*(t) correspondiente, entonces vale:

H(z*(t),u"(t),\"(t)) = Sup H(z*(t),v,\"(t)) ct.p.t €l0,trl,

vE[0,Umax]
Ao(t) = Xo(to),
A #£ 0.
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Con las ecuaciones dindmicas del caso general se puede formular el Hamiltoniano
como

H(w,u, )\) = )\0[61.1’1 + CQ.U] + )\1[(0&1 — 51.$2).$1 - bl.u.xl] + )\2[%2.(52.$1 — a2) — bg.u.IEQ],

donde para este primer caso corresponde by # 0y by = 0.
Desarrollando el Hamiltoniano se puede reescribir en términos lineales respecto al
control

H(z" u, \*) = Hy(x*, \*) + Hay(z", \").u, (3.17)
con

Hl(l’, )\) = )\0.61.1'1 —+ )\1[(0&1 — ﬁl.QZQ).QZl] -+ )\2[1’2.(52.1’1 — 062)],
Hg(l‘, )\) = )\0.02 — )\1()1.1‘1 — /\2[)2.1’2.

Siguiendo un anélisis similar al visto en la seccién se puede expresar la condicion
de optimalidad con el uso de la funciéon switching ¢(t) = Ho(2*(t), \*(t)) y se tiene

Sip(t) > 0Vt € (ta,tp) = u*(t) = Umaa
Sip(t) <OVt € (ta,ty) = u*(t) =0 (3.18)
Si¢(t) =0Vt € (ta, tp) = No define

donde consideramos
¢(t> = )\0.02 — >\1b1.l’1 - )\2b2.$2. (319)

Probaremos a continuacion que el caso ¢(t) = 0 no puede suceder y por lo tanto la
soluciéon debera ser de tipo bang-bang.

Para lo siguiente planteamos las ecuaciones adjuntas para el Hamiltoniano del
problema general:

>.\1 = —g—ﬁ = —)\0.01 — /\1(0[1 — 51.332 — blu) — )\Q.BQ..fQ (3 20)
Ay = =5 — X Br.y — Mo (Bo1 — g — by.u)

Si suponemos cierta la igualdad ¢(t) = 0 Vt € (,,15) se tiene:
0= Qb(t) = }\0.62 - ).\l-bl-xl - )\1.b1.j71 - j\g.bg.ﬂ?g - )\Q.bQ.I"Q. (321)

Usando la condiciéon de estacionalidad (2.43c|) y las igualdades obtenidas en (|3.20))

se tiene:

(b(t) = — [—)\0.01 — )\1(0[1 — 51.332 — b1U) — )\2.62.372}.[)1.331 — 51)\1-56'1
- [)\1,61.1’1 — )\2.(62.1‘1 — (g — bg.U)].bQ.IQ — )\Q.bg.fg.
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Distribuyendo y reordenando los términos se tiene:

¢(t) = [Mo.cr.r1 + AM[(ag — Br.22).x1 — biuwxy] + Ao fo.z1.22).b;
+[=AS1.21.29 + Ao [(Bo.11 — ). ko — bo.u.x2)].bo
—bi A2
—Ag.by. 1.

Ahora si se utiliza el sistema (3.5)) se tiene

qb(t) = [)\0.61.331 + )\1[(@1 — 51.1’2).%1 — bl.u.xl] + )\2.62.1}1.1‘2].171
+[—)\151.$1.l’2 + )\2.[(ﬁ2.$1 — 042).513'2 — bg.u.ﬂjg]].bg
—bl)\l.[(Oél — Bl-x2)-$1 — bl.u.xl]

—Xo.bo.[(Ba.1 — ). xg — bo.u.x3).
Simplificando se llega a la igualdad

qb(t) = [No.c1.21 + Ao.B2.0.21].b1 + [—A1.01.21.22].bs.
Como asumimos ¢(t) = 0, en particular se tiene

¢(t) = 5131[)\0.01.171 — )\1.1)2.612?2 -+ )\g.ﬁz.bl.xz] =0.

(3.22)

(3.23)

(3.24)

Maés atn suponiendo para las soluciones factibles podemos suponer x; > 0, y se

tiene de la igualdad anterior:

)\0.C1.b1 — Al.bg.ﬁl.XQ + )\2.52])1.372 =0.

(3.25)

Tomando la expresion anterior se puede reemplazar en la derivada de segundo orden

de la funcion ¢(t) y se concluye
¢(t) = i‘lp\o.cl.bl — )\1.b2.61$2 + )\g.ﬁz.bl.xz]
+£L‘1[)\0.Cl.bl — Al.bg.ﬂl.ﬂb + )\2.62.61.33'2].
= xl[)\o.cl.bl - Al.bg.ﬁl.l'g + )\2.,62.()1.1’2]. =0.

Usando de nuevo que x; > 0 y las ecuaciones (3.5)), (3.20) se obtiene

0 = —/'\1.b2.ﬁ1.l‘2 — )\1.b2.,81.£l")2 + }\2.,82.51.1‘2 + )\2.62.()1232

= —[-Xo.c1 — M1 — Br.x2 — biu) — Ay Bo.12].b5. 81 .o
—A1.bg. 1.1
+[A\1.01.21 — Ao(Bo.x1 — ag — ba.w)] Ba.by.29
+Ag.09.b1. 1.
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Distribuyendo y simplificando términos se concluye a la siguiente expresion

0 = [)\0.01 + )\1(0(1 — Bl.xg — bl’U) + )\2.62..%2].[)2.61.332
+[)\1.61.£E1].52.b1.$2
—Al.bg.ﬁl.[.%Q.(ﬂg.(L’l — 042) — bg.u.l'g].

De donde se puede continuar el desarrollo y factorizando respecto a x5 se tiene

0 = m.[Ng.c1.ba.B1 + Ao Ba.x9.b9. 01 + A1.b1.01.02.21
+/\1-[a1-b2-/81 — ﬁl.l‘g.bg.ﬂl — bl.u.bg.ﬂl — bg.ﬁl.[(ﬁg.l'l — O(Q) — bg’d)“

= IQ[)\().Cl.bQ.Bl + Al.bl.ﬁl.ﬁg.l’l + >\2-/82.b2./61.x2
+A1.Brbolar + ag — (b — b2).u — B1.72 — Ba.21]].

Usando la expresion anterior en la ecuacion (3.26)) se obtiene una expresion para la
segunda derivada de la funcién switching:

Qb(t) = .1'1.332[)\0.01.62.51 + )\l'bl'ﬂl-ﬁ}ml
+)\2.ﬁ2.b2.61.$2 (327)
+>\1.51.b2[061 + g — (bl — bg)U - /Bl.xQ — 52.%1]].

Recordando que estamos asumiendo z1, s > 0 se tiene:

0 = Xo.ci.ba.B1 + Ai.b1.B1.Bo.x1 + Ao B2.b2. 8102

(3.28)
‘|‘>\1.51.b2[@1 + Qg — (bl — bg)u — 51..%2 — 52.1’1].

En este punto volvemos a las consideraciones del sistema en este primer caso donde
tomamos by # 0y by = 0, luego de la igualdad anterior se tiene
M.b1B1.Brxy =0= A\ =0.
Volviendo a la ecuacion se tiene
Ao.C2 = 0= A\g = 0.
Haciendo lo mismo en la ecuacion se despeja Ay
Ag.C1.b1 — A.bo.B1.79 + No.B2.b1.00 = 0 = Ay = 0.

Esto ultimo contradice la condicién de no trivialidad (Mg, A1, A2) # 0. Luego no
puede valer ¢(t) = 0 en un intervalo. O
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3.3. Modelo de control sobre los predadores

Otro enfoque para regular el crecimiento de la plaga consiste en aplicar la variable
de control sobre la poblacion de predadores. Este método se sustenta en el hecho
que el predador actiia como un regulador natural del crecimiento de las presas y su
dindmica esta acoplada con un comportamiento ciclico a lo largo del tiempo. En este
sentido el control sobre los predadores también se traduce, en instancias posteriores,
en un control de las presas.

Para este caso la dinamica del sistema se representa por las ecuaciones:

X, = (o — p1.X2). X1,
(3.29)
Xo = (B2.X1 — a2). Xz — byuXo,
o en forma vectorial como X = LV5(X,u). Se tiene igual al caso de control sobre
presas la siguiente proposicion:

Proposicion 3.7. Si u = cte € [0,+00) la ecuacion (3.29) define un sistema de
tipo Lotka-Volterra de la forma

X1 = (041—52-X2)Xh

Xz = (52~X1 - 542)-X27
con Gip = Qg + by.u.

De nuevo vamos a considerar como objetivo alcanzar el punto de equilibrio P en
un tiempo finito ¢z no acotado y bajo las restricciones:

m 0 < u < Upgz, CON Uy, constante positiva arbitraria.

s Minimizando la funcién de costo

tp
J :/ [Cl.Nl +02.u] dt.
0

Luego el problema de control éptimo se expresa como:

Minimizar fJF [c1. X1 + co.u] dt
Sujeto a
X1 = (a1 — B1.Xp). X,
Xy = (B2 X1 — ). Xy — byuXy, (3.30)
z(0) = zo, z(tr) = P,
tr € (0,400),
ueld ={uec M:u(t) €0, unau}-

Empezamos nuestro analisis probando que existe al menos un control factible.
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Proposicion 3.8. El sistema descripto en (13.30|) es controlable.

Para probar la afirmacién anterior seguiremos un razonamiento similar al utili-
zado en la demostracion de la proposicion 3.6 Mostraremos que al aplicar el control
nulo v = 0 y el control Maximo u = ,,., Se obtiene una familia de curvas donde el
resultado vale para todo punto perteneciente a la union de las curvas.

Veremos en segundo lugar que si tomamos un punto inicial en la regiéon definida
por dos curvas consecutivas de la familia definida anteriormente, entonces también
es controlable.

Por dltimo probaremos que la familia de curvas definen un cubrimiento del cua-
drante y por lo tanto el resultado vale para cualquier punto @ € R%,. La construccion
a continuacion se sustenta en gran parte en las relaciones geométricas representadas

en la figura [3.3]

En el sistema (3.30) vamos a asumir sin pérdida de generalidad que todas las
constantes son iguales a 1, esto es a; = 1 = as = P9 = Umae = 1. Notemos
que acorde a las proposiciones y si se aplica control constante u = 0
o u = 1, la ecuaciéon resulta en dos sistemas de tipo Lotka-Volterra con
funciones potenciales H; y Hs, cuyas soluciones definen curvas cerradas alrededor
de los puntos Py = (1,1) y P, = (2, 1) respectivamente.

Tomando la funcién potencial Hy podemos definir la curva de nivel que pasa por
P, y tiene a P, en su interior.

Ci: Hy(z,y) =2.In(z1) — 21 + In(z2) — 29 = ¢4, (3.31)

con c; = Hy(1,1) = —2.
Para esta curva tomamos el punto de intersecciéon con la recta y = 1 que ademas
tiene componente x > 2. Llamemos a este punto A; = (a1, 1) y se tiene

Ay 2.In(a1) —a; +In(l) =1 =¢, con a; > 2. (3.32)

Tomando este elemento y la funciéon potencial Hy, se puede definir una segunda
curva Dy que pasa por A; y tiene a P; en su interior. Se tiene luego:

Dy : Hi(x,y) =In(xy) —x1 + In(xe) — 29 = dy, (3.33)

con d1 = Hl(al, 1)

Repitiendo el procedimiento se define ahora un punto B; = (by,1) € Dy que
resulta de la intersecciéon con la recta y = 1, y que tiene componente z < 1. Se tiene
en este caso:

By : In(by) — by +In(l) —1=4dy, conb <1 (3.34)

Con este punto se puede iterar el razonamiento y definir una curva de nivel definida
por Hs y que pasa por Bj. Se tiene en este caso la curva C, que cumple

Cy : 2.In(z1) — 21 + In(x2) — 29 = C9, (3.35)
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con Ccy = HQ(bl, ].)
Este proceso permite definir una familia de curvas {C, }nen, {Dn}nen v puntos
{A; }nen, { Bn}nen donde los elementos se obtienen de forma recursiva:

Cni1:  2dn(zy) — x1 + In(xg) — 29 = ¢y = Ha(bp, 1),
An+1 = (an+1, 1) c Cn+1 N {(.T,y) - R2 LY = 1, xr > 2},

(3.36)
Dn—l—l . ln(Ij) — X+ ln(l’g) — T9 = dn+1 = Hl(an+1, 1),

Bn+1 = (bn+17 1) S Dn+1 N {(:C,y) S R2 LY = 1, x < 1}

0

Figura 3.3: Grafico de las curvas C y Cz (azul) y curva D (naranja). En linea punteada
se grafica la curva de nivel C; que pasa por el punto Q € Int(C2)\Int(Cy).

De la construccion anterior se obtiene una relacién entre dos curvas definidas de
forma consecutiva:

C.ND,#0 Vn €N, (3.37a)
D, NCry#0  Vn €N, (3.37b)

Mas atn, si tomamos X e Y soluciones maximales de los sistemas

{ X = L%(X’ umam) { Y = L‘/Q(Y, 0) (3 38)

X(0) = B, Y(0) = A,

entonces vale Cp,11 = Im(X) y D, = Im(Y).
Esto nos permite probar el siguiente resultado.
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Proposicion 3.9. Para todo n € N vale:
Si ) € C,, UD,, entonces es controlable.

Demostracion. El resultado se demuestra por induccion. Consideremos Q € C; U D,
se puede separar en casos:

» Si @ € C\Dy: por construccion se tiene que C; = Im(X) donde X es solucion
del sistema

X == L‘/Q(Xa umax)a

Por la proposicion 2.1 vale que X es periodica y por lo tanto existen 0 < ¢; < ¢
tales que X (t;) = Q y X(t2) = P;. Luego tomando X (t) = X (t+t;) se cumple

X = LVa(X, u),
X(0) =@,
X(ty—t,) = P,.

para el control u(t) = Uz

= Si @ € D;: tomando Y la funcién definida por la ecuacion [3.38] se tiene que
existe s; tal que Y(s1) = Q. Luego si tomamos Y (t) = Y (¢ + s1) y la funcion
X definida en el paso anterior se tiene:

Y = LV,(Y ) conu =0,
Y(0) =@,

Ay e Im(Y) N Im(X),

P1 € Im(X),

Luego por la proposicion se tiene que existe Z que cumple:

Z = LVy(Z,u)
Z(0) =@
Z(tp) = P,

donde u es la concatenacion de u(t) =0y u(t) = Uma.

Probaremos ahora el paso inductivo suponiendo vélida la afirmacién paran € Ny
queriendo ver el caso n + 1:

» Si @ € Cpi1\Dny1: podemos considerar X definida en y por la proposicion
existe X que cumple:

X = LVa(X,uy) CON Uy = Umaz
X

0) =@
Im(X) = Cpsr.

o4



Tesis de Licenciatura

Por la relacion dada en (3.37b) se tiene que existe R € D,,NCp41. Luego existe
t1 > 0 tal que X(t1) = R.

Por otra parte la hipdtesis inductiva nos permite afirmar que existe uy €
U, tr > 0 y una funcién Y tal que:

Y = LV,(Y, uy)
Y(0) =R
Y(tF) == Pl

Aplicando la proposicion a las funciones X, ., ¥] se obtiene una fun-
cion una funciéon Z que cumple:

Z = LVy(Z,u)

2(0) = Q

Z(ty+tr) =P
con u = u1.1|[0yt1] + u2.1‘[t17t1+m cUu.

Si @ € D,41: usando la relacion (3.37a)) se tiene que existe R € Cppp N Dyyy.
Considerando la construccion de los pasos anteriores se puede afirmar que
existen funciones X1, X5 y t1,t2 > 0 que cumplen:

Xl = LVg(Xl,ul) X2 = L%(XQ,Ul)
X1(0) =@ : X,(00)=R , (3.39)
Xi(th) =R Xo(ts) = P,

conu; =0y u € U. Luego tomando X; x X5 y aplicando la proposiciéon se
concluye la demostracion.

]

Para probar que un punto () por fuera de la familia de curvas también es controla-

ble, basta ver que estas curvas son alcanzables desde () aplicando una combinacion
de control nulo y control maximo. En particular vamos a considerar la siguiente
caracterizacion de region interior de una curva para continuar con nuestra demos-
tracion.

Proposicién 3.10. Sea f : R? — R una funcion estrictamente céncava, es decir,
H(f) <0, yseC={(z,y) € R*: f(z,y) = ¢} una curva de nivel. Entonces, la
region interior definida por la curva satisface

Int(C) = {(z,y) € R*: f(z,y) > ¢}

A partir de esta definicion y considerando que las funciones H; y H, son estric-

tamente concavas, se tiene el siguiente resultado cuya interpretacion geométrica se
puede observar en la figura |3.3|
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Proposicion 3.11.

1. Vn > 1 vale: si Q € Int(Cpy1)\Int(C,) y se considera el conjunto
é - {<I7y) S R2>0 : H2(‘r7y) - HQ(Q)}v
entonces C D, # 0.

2. 81 Q) € Int(Cy) y se considera el conjunto

D ={(z,y) € RZy: Hi(z,y) = Hi(Q)},

entonces DN Cy # 0.

Por tltimo probaremos que todo punto @ € R%,\ | (C, U D,,) se encuentra en
neN
el interior de alguna de las curvas de nivel. Para esto alcanzara probar que la familia

de curvas {C, }nen es un cubrimiento del cuadrante R%,. Por la definicion (3.36]) y
la proposicion se tiene que la region interior de las curvas de nivel C,, satisfacen

Int(C,) = {(z,y) € Ry, : Ha(z,y) > ¢} (3.40)
Luego alcanza con probar que lim ¢, = —oo. Para esto usaremos la definicion
n—o0

recursiva de las curvas de nivel en la siguiente proposicion:

Proposicion 3.12. Para las sucesiones (an)nen, (bn)nen Y (Cn)nen definidas en

(3.36) vale

n—1
cn:—Q—Z(ai—bi) Vn>2.
i=1
En particular se cumple
lim ¢, = —o0.
n—oo

Demostracion. La demostracion se obtiene por induccién. Para el caso n = 2 se
prueba el resultado utilizando las definiciones de las curvas de nivel. Como (b1, 1) €
Cy N'D; se tiene:
Cy = Hg(bl, 1) = 2[71(171) — bl + ln(l) -1
=2.(In(by) = by — 1)+ by +1=2.dy + by + 1.
—_———

Hi(b1,1)

Luego usando que (ay,1) € D; NC y la ecuacion (3.31)) se tiene:

2.d+b+1 = 2.(In(a) —a; — 1)+ by + 1
= 2[71(@1) — a; — 1 +b1 — a

~
Hs(a1,1)

= —2- ((1,1 — bl)
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Para el caso n > 2 se utiliza las igualdades dadas en (3.36)) y se tiene:

a1 = Ha(by, 1) = 2.0n(by) — by + In(1) — 1
= 2.(In(by) — by — 1) + b, + 1

Hi(bn,1)=Hi(an,l)

=2.(In(ay,) —a, — 1)+ b, +1
= 2.In(a,) — a, — 1+b, — a,
Ha(an 1)

=c, — (an, — by).
Usando la hipotesis inductiva se tiene entonces

n—1 n

Cn+1 = -2 — Z(al - bz) + bn — Qp = -2 — Z((IZ — bz)

i=1 =1
Por ultimo como la definicién de los puntos asume a,, > 2y b, < 1Vn > 1 se tiene
que (a, — b,) > 1Vn € N y entonces la serie diverge a —oo. ]

Con estos resultados estamos en condiciones de probar la proposicion [3.8|

Demostracion de proposicion[3.8. Si Q € R, por la proposicion existe n € N
tal que ¢, < Hy(Q). Si consideramos ny tal que

no = min{n € N : ¢, < Hs(Q)},
podemos considerar dos casos posibles:

= Sing > 1: se tiene ¢,, < H2(Q) < ¢py—1 v por la ecuacion (3.36) vale @ €
Int(Cpy)\Int(Cyy—1)- Si consideramos la curva

é = {(.T,y) € R2 : H2<x7y) = HZ(Q)}a
por la proposicion se tiene que C N D,, (). En particular tomando
R € C ND,, podemos utilizar las proposiciones , y para definir una
funcion X : [0,t;] — R? que cumple
X, = LVy(Xy,u) con U = Upaz,
Xl (0) = Q7
Xi(t1) = R.
Por otra parte si R € D,,,, por la proposicion existe Xy : [0,15] — R? tal
que
Xy = LVa(Xy,u) uwel
XQ(O) == R,
X2 (tg) - Pl-

Luego concatenando ambas funciones y usando la proposicion [2.7] se tiene que
(@ es controlable.
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» Sing = 1: se tiene Q € Int(Cy). Aplicando un razonamiento similar al caso
anterior se puede considerar

C = {(z,y) €R?: Hy(z,y) = Hi(Q)},

y se tiene C N C; # 0. Luego se puede considerar las soluciones maximales
X1, X5 de los sistemas

{ Xl = L%(Xl,()) { X2 - L‘/2(X27uma:c)
X1(0) =Q X0 =P

y se tiene Im(X;) = Cy Im(X5) = C;. Como Im(X;) NIm(X3) # 0, se puede
aplicar la proposicién y se concluye que ) es controlable.

]

A continuacion enunciamos el resultado de existencia para el problema de control
o6ptimo considerado.

Teorema 3.3. El problema (3.30)) tiene control dptimo.

Demostracion. La demostraciéon es similar a lo visto en el teorema dado que
tomamos los mismos conjuntos E,S,U y las funciones mantienen las propiedades
de continuidad y crecimiento lineal como consecuencia de [3.5] Nos limitaremos a
probar que vale la implicacion (2.34]) para el sistema dado.

Por la proposicion existe al menos un control factible u asociado a un tiempo
final T. Dado u € U[0,T], otro control factible con costo menor respecto a i, se
tiene la relacion

Ju] < Ju] = / c1.X1(s8) + ca.u(s)ds < / c1.X1(8) + co.u(s) ds (3.41)

Como 0 < u, u < Upqz, se puede acotar ambas integrales y se tiene.

T T
cl/X()ds<J[ <cl/ s) ds + o Upmag-T (3.42)
0 0

Usando las ecuaciones del sistema controlado (3.29)) podemos obtener una expresion
para la integral de Xj:

XEEQ = —(ag + by.u(t)) + Ba. Xl( )

H

= In(Xy(T)) — In(X2(0)) = —f ag + bo.u(s)) d$+ﬁg.OfX1(s))ds
— 52.JT"X1(5) ds = In(3EE) + 02T + b, f (s) ds
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valiendo lo mismo si se toma el par (u,T).
Se tiene ademéas que ambos controles definen soluciones que cumplen las con-

diciones de borde dadas en (3.7), es decir, vale X5(0) = X5(0) y Xo(T) = Xo(T).

Luego reemplazando en (3.42)) se tiene

T

T
ﬁ—l[ln( (()))Jrozg T+ bs. gu(s) ds]S%-[lﬂ(§2((€)))+a2 T + by. Of ) ds] + coUmaz- T -

Despejando y usando que el control estd acotado se obtiene una acotacion para el
tiempo T’

T _ T 3
. T+ by. [u(s) ds < ap. T + by. [a(s) ds + Bi—f.umm.T
0 0

= .7 < ag.T + by Uy T + m.umm.T

— ~

— T<T+b2umazT+ B2.ca Umaz-T =T

C1.2

Luego se cumple la acotaciéon uniforme del tiempo para los controles factibles da-
do por (2.32)). Se concluye el resto de la demostracion verificando las condiciones
H1,H2,H3, H4" y H5 usando para el caso by = 0,by > 0. m

Por ultimo caracterizamos el control 6ptimo usando el Principio de Pontryagin.

Teorema 3.4. El sistema descripto en (3.30) tiene como solucion un control de tipo
bang-bang.

Demostracion. Para probar el resultado vamos a utilizar las ecuaciones obtenidas
en la demostracion de la proposicion tomando en este caso by =0y by # 0.
Asumiendo ¢(t) = 0Vt € (t,,15) se obtiene la ecuacion donde tomando ahora
by # 0 y usando que el estado factible cumple z5 > 0 se obtiene

—)\1.b2.ﬁ1.x2 =0= M\ =0.
Luego si consideramos la ecuacion (3.19)) vale:
)\0.02 - )\2.[)2.1]2 =0. (343)

Con esto se puede reescribir el Hamiltoniano y se tiene

H(x*,u*, )\*) = )\0[01.1’1 -+ CQ.U] + )\2[1’2.(52.1’1 — Oég) — bQ.U..I'Q]
= ()\0.01 + ﬁg.)\g.l’g).xl — )\2.132062 +\()\0.02 - /\g.bg.fl,’g)l.u = 0,
7

(3.44)

donde la tltima igualdad se tiene por la condiciéon (2.43b)) del Principio de Pontrya-
gin. Por otra parte usando A\; = 0 en la ecuacion (3.28) se tiene:

)\0.61.62.61 + Bl.bg.)\g.ﬁg.l'g = ()\0.01 + )\2.52.1‘2).51.()2 =0 con 61, b2 7& 0.
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Reemplazando en (3.44) se obtiene entonces:
—>\2.l’2.0é2 =0= /\2 = 0.

Por tltimo sustituyendo en se concluye que \g = 0 lo que contradice la
condicién de no trivialidad.

La contradiccién obtenida se obtuvo de asumir que vale ¢(t) = 0 en un intervalo,
luego el control tiene finitas raices aisladas y por lo tanto la funciéon es de tipo
bang-bang. O]
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3.4. Modelo de control sobre las presas y predado-
res

En este caso vamos a considerar una variable de control que afecta a ambas
poblaciones. La dinamica del sistema queda:

Xl = (041 - 51.X2)-X1 — biuXy,
. (3.45)
X2 = (ﬁg.Xl — O{Q).XQ — bQUXQ.

Igual que en los casos anteriores consideramos el objetivo de alcanzar el punto P en
un tiempo finito ¢ no determinado bajo las mismas restricciones de espacio y de
control pero ahora tomando en el funcional de costo solamente el término asociado
al control. Se tiene entonces el siguiente problema de control 6ptimo:

Minimizar fOtF w dt
Sujeto a
X1 = (041 - 51~X2)-X1 — buXy,

XQ = (BZ'Xl - Oéz).XQ - bQUXQ, (346)
z(0) =z, z(tp) = P,
tr € (0,+00),

ueld ={ue M:ut) €0, unau}

El problema planteado de este modo presenta algunas particularidades en el
analisis de controlabilidad y existencia de solucién respecto a los casos estudiados
en las secciones anteriores. Se puede observar que al aplicar el control en ambas
poblaciones se modifica de forma simultanea la tasa de crecimiento intrinseca de
cada una valiendo el siguiente resultado:

Proposicion 3.13. Si u = cte € [0, Uz, la ecuacion (3.45) define una ecuacion
diferencial del tipo:

Xl = (&1—52-X2)X1>
Xy = (Bo-X1— G2).Xo,

con & = oy — b.u y dg = a + bo.u.

Mas atn, la proposiciéon anterior nos permite hacer un estudio de las curvas de
nivel que se obtienen al aplicar un control constante que tome los valores extremos
0 Y Upaz, y de esta forma analizar la controlabilidad de forma similar a lo expuesto
en 3.0y B.8

Omitiremos un analisis riguroso del estudio de curvas aunque se puede distinguir
dos casos posibles para el problema dado:
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1)

Caso Umas < 3+ y por lo tanto &y #0:

En este caso las curvas de nivel definidas por el uso de un control de tipo
bang-bang vienen dadas por dos sistemas Lotka-Volterra cada uno con puntos
de equilibrio P, = ‘gz, % 0‘2 O“1) Como resultado se puede adaptar
la construccién vista en]@ y se obtlene que el problema es controlable En
particular tomando by = 0 se obtiene el caso omitido en la seccion [3.2] En la

figura se puede ver una construccién geométrica para ambos casos.

J— 3 ~. — .
Caso Upgr = b—ll y entonces se admite & = 0:

En este caso las curvas de nivel dadas por el control bang-bang vienen dadas
por el sistema Lotka-Volterra sin control con Py = (52, 3t) y la curva

; (a:)—@x%—c r>0,y>0}

C={(z,y) eR*:y= 5

de forma similar a lo visto en [3.6] Luego, siguiendo la misma construccion
mediante concatenacion de curvas, se tiene que el problema es controlable.

Figura 3.4: Construccion de curvas de nivel para el caso con control sobre presas y predado-
res tomando &1 = 0,5,a49 = 2,81 = 1, 2 = 1 (izquierda), y caso de control exclusivamente
sobre las presas tomando &; = 0,5,a49 = 1, 51 = 1, 82 = 1 (derecha).

A continuaciéon nos restringimos a estudiar la caracterizacion del control éptimo
para nuestro caso particular mediante el Principio de Pontryagin.

Teorema 3.5. Dado el problema de control optimo descripto anteriormente, la so-
lucion u es una combinacion de las funciones:

u =0,

U = Umaz)

b3.B2.X14b3.81. X2 + (a1 —p1.X2)—(B2.X1—a2)

b1.b2.(b1—b) =) (control singular).

u =

con by > by.
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Demostracion. Para probar el resultado volvemos a usar las ecuaciones obtenidas
en la demostracion de la proposicion [3.2] considerando en este caso by, by # 0, ¢y =0

y ¢o = 1. En particular si tomamos ¢(t) = 0 se obtiene las ecuaciones (3.19)) y (3.25))
y se puede plantear el sistema:

{ Ao-C2 — A1.b1. X1 — A2.ba. X - (3.47)

)\Q.Cl.bl — )\1.b2.61.X2 + )\Q.Bg.bl.XQ =
Haciendo operaciones de filas entre ambas ecuaciones se tiene

B2.b1 F1+bo. Fy
—_—

)\0.(62.171.62 + bQ.Cl.bl) — Al(ﬁgb%Xl + bgﬁng) =0.
Luego despejando A; y considerando ¢; = 0,¢o = 1 se deduce

_ Xo.b1.52
b2.3. X1 + 2.5 Xo

Haciendo un razonamiento similar para despejar s se observa la igualdad

At (3.48)

B1.b2.X2.F1—b1.X1.F>

> Ao.(ﬁl.bz.CQ.Xz - b%.Cl.Xl) - )\2(61ng22 + b%BQXlAXvQ) = 0.

Por lo tanto

Ao-b2. 31
Ao = , 3.49
? bi.02. X1 + b351. X5 ( )
de donde se verifica la relacién
by. 31
Ao = A\q. ) 3.50
2 Y by By (3:50)

Como ambas igualdades dependen de Ay se puede considerar por separado el caso

Ao = 0 (caso abnormal) y el caso Ay # 0 (caso normal).
Para el caso abnormal se concluye de las ecuaciones (3.48) y (3.49) que A\; = Ao =0
lo que contradice la condiciéon de no trivialidad del Principio de Pontryagin.

Para el caso normal vamos a utilizar la condiciéon generalizada de Legendre-
Clebsch descripta en la seccion [2.2.6] En este sentido notemos que las expresiones
obtenidas sobre la funcion switching ¢(t) y sus derivas sucesivas, en las ecuaciones
(3.19), (3.24) v (3.27)), se pueden expresar en términos del Hamiltoniano:

¢(t) = Hu(x(t), u(t), A1)

qb(t) == dd%(l'(t),u(t), )\(t)) = X1[>\0.Cl.bl — )\1.62.51.){2 + Ag.ﬂg.bl.Xz],

o(t) = Chu((t), u(t), A1) = X1.Xa[o.cr.b2.B1 + Ai.bi.Bi1.Ba. Xy
+>\2.52.b2.51.X2

"‘)\1.61.[)2[061 + g — (bl — bg)u — ﬂl'XQ — 52X1H
(3.51)

)\0.02 — )\1.()1..%’1 — )\g.bg.xg,
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Por la definicion de orden intrinseco [2.7] se tiene que en este caso el arco singular
tiene orden g = 1. Luego usando el teorema [2.9 vale:

0 d*H,

T Ou dt?

= Al.ﬂl.bQ.Xl.Xg.(bl — bg) 2 0

(3.52)
< b1 — bg > O,

donde usamos que by # 0.
Ahora si tomo b; = by se puede usar la igualdad en y reemplazando el

valor considerado ¢; = 0 se tiene:
dzg“ = X1 X [A101.81. B2 X1 + Al-%-ﬁZ-bZ-ﬁl-X2 + A1 Brbafon + g — B1.Xo — Bo. X1 ]]
= X1.X0.[A.01.51. B2 Xa + AiBrbo[on 4+ g — Bo. X ]
= Xl.Xg.bg.ﬂl.)q(al + (1/2) =0
= M\ =0.

(3.53)
Lo que usando las ecuaciones (3.48)) y (3.50)) contradice la condicién de no triviali-
dad. Luego para que se cumpla con condicién de Legendre se tiene by > by > 0
Volviendo a la expresion del Hamiltoniano dada en la ecuacion (2.45)) se tiene
H(t, A*(2), (), u™ (1)) = Hy(t) + H3(t).u"(t),
con Hj(t) = ¢(t) =0.
Reemplazando las ecuaciones de estado y la ecuacion (3.50)) se tiene

H=H = M[Xi(oq — 1.X2)] + X[ Xo(f2. X1 — a2)]
A Xy (ar = B1.X2) + A 22 X (5. X1 — ) (3.54)

255X (o — B1.X2).b1.Ba + by 1. X (B2. X1 — a2))].
Usando la condicion H (¢, A(t),z(t),u(t)) = 0, dada (2.43b)) del principio de Pontrya-
gin, se obtiene la ecuaciéon implicita para el arco singular:

Xl.(Oél — ﬁl.X2>.b1.52 + b2./81.X2.(/82.X1 — OéQ) =0.

Por otra parte si se reemplaza la igualdad (3.50]) en dzg“ se obtiene una expresion
de donde se puede despejar el control singular

0= L — X B.[b1.5s X, + ”%fl Xy + by(og + o — (by — by).u — B1. X5 — (2.X1)]
2
=0 = b.fe X+ 22Xy + by(ar +az — (b — by)u — Br.Xo — B2.X1).

Usando by # by se despeja u y se obtiene

U _ b%ﬁgXl + bgﬁle i (Oél - Bl-XQ) - (BQ-Xl - 052)
sing b1.bs.(by — bo) b — b

Luego si definimos los intervalos

64



Tesis de Licenciatura

I, ={te(0,tp) : p(t) >0} = uy =0,
I-={te(0,tp):o(t) <0} = Y, = Umaa,
In={t € (0,tp) : ¢(t) =0} = U, = Using;

vale la descomposicion de la funcién de control segtun el tipo de control aplicado

u=_0. 1[7 + Umaz- 1I+ + Using- 1[0.

Notemos que la cuenta anterior no asegura que ugny € [0, Unas), esto debe ser
corroborado en el caso correspondiente. O]
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3.5. Resultados numéricos

El desarrollo expuesto en las secciones anteriores nos permitié caracterizar de
forma analitica las soluciones del problema de control éptimo siendo estas de tipo
bang-bang para los casos planteados en las secciones [3.2] y 3.3 y admitiendo un
control singular para el caso de la seccion [3.4 Estas condiciones sin embargo no
brindan una politica de control explicita para aplicar al problema en cuestion ya
que desconocemos los instantes, denominados switching times, en que se produce el
cambio entre el control maximo y el control minimo. Para determinar estos valores
numeéricamente usaremos una adaptacion de uno de los métodos usualmente men-
cionados en la bibliografia conocido como Forward Backward Sweep Method cuya
descripcion se detalla en la seccion Mas atn, veremos que este método presenta
dificultades para el tipo de problema free endtime - fixed endpoint propuesto aunque
se logra obtener resultados satisfactorios mediante un ajuste de los hiperpardmetros
del algoritmo. En [6l 3], 15| se puede encontrar otros métodos numéricos utiliza-
dos para resolver modelos similares al problema planteado, basados en técnicas de
programacion dinamica y considerando las ecuaciones de Hamilton-Jacobi-Bellman.

3.5.1. Control sobre las presas

En primer lugar estudiaremos el caso visto en la seccion donde el control se
aplica solamente sobre la poblacion de presas. En la figura [3.5 se puede observar el
resultado obtenido a partir de distintos puntos iniciales y comparando el estado final
aproximado (Zr) con el estado final objetivo del problema (zy). Para cada caso se
puede observar el comportamiento de la funcién de control asociada y el instante
donde ocurre el cambio de control. En todos los casos se obtiene que la solucién
consiste en aplicar a lo sumo 2 switches, resultado que replica lo obtenido por Goh
en [10].

2.0 2.0 25

1.5 151
1.0 1 101

1.0
0.5 1 0.5 1

0.0 T T T T 0.0 T T T T 0.0

1.0 104 1.0

0.8 q 0.8 9 0.8

0.6 0.6 1 0.6

0.4 0.4 0.4

0.2 0.2 9 0.2

0.0 1 0.0 q 0.01
T T T T T T T T T T T T T
0.0 0.5 1.0 15 2.0 0 1 2 3 4 0 2 4 6

Figura 3.5: Solucién obtenida tomando los puntos iniciales @ = (1, %),Q = (%, Dy Q= (22).
Graficos (a), (b) y (c) representan la trayectoria en el espacio de estados con punto inicial @ (e) y
estado final aproximado &p (x). Graficos (d), (e) y (f) muestran el valor del control aplicado en
el tiempo, siendo t, ~ 3,49307, ¢, ~ 1,3410, t.1 ~ 0,24336 y t.2 ~ 5,71896 los switching times
respectivamente.
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Otra interpretacion del comportamiento del sistema controlado se puede observar
en el grafico de estado respecto al tiempo. En este caso se puede comparar como
evoluciona cada poblaciéon en el caso con control respecto al caso no regulado. En la
figura [3.6] se puede notar que el método es robusto para pequenas variaciones en los
parametros.

1251
1.00
0.75 1
0.50 1

0.25 1 -J

0.00

0 1 2 3 4 5

Figura 3.6: Poblaciones con y sin control tomando a; = 2, ag = 0,5, 81 = 0,5, fo = 1. El
valor del switching time aproximado es ¢ ~ 4,24723

Por 1ltimo en la figura [3.7] consideramos un conjunto de puntos iniciales cercanos
entre si y estudiamos el comportamiento de la solucién ante variaciones respecto a la
condicion inicial xg. Se puede observar que la politica de control se mantiene de forma
tal que los puntos donde ocurre el cambio de control, varian en correspondencia al
punto inicial formando una curva conocida como switching curve.
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Figura 3.7: Trayectorias 6ptimas para distintos puntos iniciales Q) (®) con puntos switching

xs (#).
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3.5.2. Control sobre los predadores

Para el segundo caso, donde el control se aplica solamente sobre la poblacion
de predadores, el método presenta resultados similares a los vistos en la seccion
anterior. En este caso la convergencia del método, descripto en .4 queda sujeto al
ajuste adecuado de los hiperparametros y de la funciéon de finalizacion.

En la figura [3.8| consideramos la trayectoria segmentada donde se puede distin-
guir, en el mismo espacio de estados, los intervalos correspondientes a cada valor
de control aplicado. Se puede observar que el resultado numérico es consistente con
el analisis geométrico mediante curvas de nivel utilizado en la demostracion de la

proposicion [3.8

2.5

2.0

1.5 A

(2,1)
1.0 .
(1.1)

0.5 1

0-0 T T T T T T T
0.0 0.5 1.0 15 2.0 2.5 3.0 3.5

Figura 3.8: Trayectoria 6ptima considerando a3 = as = 1 = P2 = 1. Se identifica el
segmento de la trayectoria correspondiente al control nulo (azul) y al control maximo
(rojo) separados por el punto switching xs(#).

A partir de las simulaciones se observo que el ajuste de los hiperparametros,
como también del valor de inicializacion y la eleccion del criterio de finalizacion, son
determinantes para la convergencia del método. Por otra parte, la implementacion
del algoritmo FBMS adaptado se realizé combinando el método de Runge-Kutta de
orden 4 para la resolucién de las ecuaciones diferenciales con condiciones de frontera
y la utilizacién de librerias integradas en Python. Este proceso de ajuste para lograr
la convergencia del algoritmo se sustentd en parte en el trabajo expuesto por J.
Sharp et al. en [§].
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Capitulo 4

Métodos Numéricos

4.1. Algoritmo Forward Backward Sweep Method

A continuaciéon veremos uno de los métodos numéricos mas utilizados en la re-
solucion de problemas de control 6ptimo conocido como Forward Backward Sweep
Method (FBSM). El mismo es un caso particular de los llamados métodos indirec-
tos, que determinan la solucién del problema de control mediante la resolucién de
un sistema de ecuaciones diferenciales derivado de las condiciones del Principio de
Pontryagin.

En contraposicién también se encuentran los métodos directos, que mediante la
discretizacion de las variables consideran el problema original como uno de opti-
mizacioén no lineal para su resolucion. Una exposicion de las distintas técnicas de
resoluciéon numérica, como también las particularidades de implementacion se puede
ver en [19, 20, 2], mientras que Lenhart en [6] desarrolla exhaustivamente el método
que veremos a continuacion.

Para la formulacién del algoritmo se considera las condiciones necesarias pa-
ra el problema de tipo fixed endtime - free endpoint planteadas en las ecuaciones
(12.40a)),(2.40b) y ([2.40d):

x(t) = Hax z(to) = o,
At) = —H, Atp) =0,
0=Hu,

donde para el caso de control acotado reemplazaremos la condicién de optimalidad
por el criterio definido en ([2.48)).

Algoritmo 4.1. Dado un problema de control optimo cuya solucion cumple las ecua-
ciones se puede hallar la solucion numérica de forma iterativa con el siguiente
algoritmo:

1. Tomar una aproximacion inicial de u en el intervalo.

2. Usando la condicion inicial x(ty) = o y los valores de u resolver hacia adelante
la ecuacion diferencial para z(t).
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3. Usando la condicion de transversalidad A(tgp) = 0 y los valores de u y &,
resolver hacia atrds en el tiempo la ecuacion diferencial para A(t).

4. Actualizar u utilizando x(t) y A(t) en la condicion de optimalidad.

5. Verificar la convergencia utilizando algin criterio de finalizacion, en caso con-
trario volver al paso 2.

El método mencionado se utiliza para resolver una variedad problemas con tiem-
po final fijo y estado final libre, mientras que en el problema de interés enunciado
en , se considera la condiciéon opuesta en ambas variables. Para resolver este
problema utilizaremos lo que se conoce como el método FBSM Adaptado, donde
ademés de iterar utilizando FBSM, aplicaremos un método de optimizaciéon para
satisfacer la condiciéon de estado final y la ecuacion definida para el caso de

tiempo final no determinado.

Algoritmo 4.2 (Problema con estado final). Sea el problema de control éptimo
donde ademas pedimos que se cumpla la condicion x(tr) = xp, se puede hallar la
solucion de forma iterativa mediante el algoritmo:

1. Considerar una estimacion inicial de la adjunta a tiempo final A(tg) = 0.

2. Calcular la solucion dptima (x}, uy, Ay) mediante el algoritmo utilizando 0
como condicion final del coestado.

3. Calcular el error de estimacion cometido por x;(tr) respecto el estado final
objetivo mediante una funcion de error V(). Por ejemplo: V(0) = ||z} — zp||>.

4. Verificar la convergencia la convergencia de V(6) a 0 usando un criterio de
finalizacion. En caso contrario mejorar el valor de 6 mediante algin método
de aproximacion de raices para V (6).

Algoritmo 4.3 (Problema con tiempo libre). Sea el problema de control éptimo
donde tomamos el tiempo final sin restricciones t € (0,+00), se puede hallar la
solucion de forma iterativa mediante el siguiente algoritmo:

1. Considerar una estimacion inicial del tiempo final tp = 6.

2. Calcular la solucion dptima (xj, up, ;) mediante el algoritmo utilizando 0
para la definicion del intervalo de tiempo.

3. Calcular el error de estimacion sobre la condicion de transversalidad del Ha-
miltoniano a tiempo final mediante una funcion de error. Por ejemplo V (0) =

H(w5(0), uy(0), A5(0))-

4. Verificar la convergencia a 0 usando un criterio de finalizacion, en caso con-
trario mejorar el valor de 6 mediante algun método de aproximacion de raices

para V (0).
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El método descripto se conoce como método de disparos (Shooting Method) y
consiste en el ajuste iterativo de las estimaciones sobre los valores desconocidos de tp
y A(tr) hasta alcanzar un umbral de tolerancia determinado. Por otra parte se puede
observar que la aplicacion de FBMS adaptado combina la resoluciéon de un sistema
de ecuaciones diferenciales como también la aproximaciéon de raices. En nuestro caso
de interés aplicaremos una combinacion de los algoritmos [4.2] y (4.3

Figura 4.1: Diagrama de flujo del método FBMS adaptado. Para FBMS clésico se conside-
ran hiperparametros adicionales: la cantidad de pasos (N), el umbral de error relativo (0)
y el factor de relajacion de la variable de control (w).

Algoritmo 4.4 (Problema con estado final fijo y tiempo final libre). Sea el problema
de control dptimo donde ademds pedimos que se cumpla la condicion X (ty) = zp,
se puede hallar la solucion de forma iterativa mediante el algoritmo:

1. Considerar una estimacion inicial conjunta del tiempo final y adjunta 6 =

(tr, A(tr)).

2. Calcular la solucion dptima (xj, ug, ;) mediante el algoritmo utilizando 0
para la definicion del intervalo de tiempo y la condicion de coestado.

3. Calcular el error de estimacion cometido por xj(tr) y H(x}(6),uy(0), \5(0))
respecto el estado final objetivo y la condicion de transversalidad, mediante
una funcion de error compuesta V(0). En nuestro caso tomaremos V(0) =

(V1(6), V2(0)).

4. Verificar la convergencia la convergencia de V(0) a 0 usando un criterio de
finalizacion. En caso contrario mejorar el valor de 6 mediante algin método
de aproximacion de raices.
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Capitulo 5
Apéndice

En este apéndice detallamos el codigo utilizado para resolver el problema de
control 6ptimo descripto en las secciones[3.2)y[3.3] El mismo utiliza la version Python
3.12 y las librerfas numpy 2.0.2, matplotlib 3.10.0 y scipy 1.16.3.

1 import numpy as np

2 import matplotlib.pyplot as plt
3 from scipy.optimize import root
4

5 def solver_rk4_FBSM_iter(c_1, c_2, alpha_1, alpha_2, beta_1, beta_2, \
6 b_1, x0, M_1, M_2, Tf, theta):
7

8 # Defino hiperpardmetros

9 T_f = Tf

10 N = 100

11 dt = T_f / N

12 x_0 = x0

13 w=0.9

14 delta = 10%*(-3)

15

16 # Defino vectores

17 t = np.linspace(0, T_f, N+1)
18 x1 = np.zeros(N+1)

19 x2 = np.zeros(N+1)

20 u = np.zeros(N+1)

21 11 = np.zeros(N+1)

22 12 = np.zeros(N+1)

23

24 # Iteraciones

25 test = -2

26 stp = 0

27 while (test < O and stp < 80):
28

29 old_x1 = x1

30 old_x2 = x2

31 old_u = u

32 old_11 = 11

33 old_12 = 12

34

35 # Forward

36 x1[0] = x_0[0]

37 x2[0] = x_0[1]

38

39 for i in range(N):

40 k11l = alpha_1 * x1[i] - beta_1*x1[i]*x2[i] - b_1xulil*x1[i]
41 k21 = -alpha_2 * x2[i] + beta_2*x1[i]*x2[i]
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k12 = alpha_1 * (x1[i]+0.5%dt*k11)- beta_1%(x1[i]+0.5*dt*k11)*(x2[i]+0.5*dt*k21) \
- b_1%(0.5%(u[il+ul[i+1]))*(x1[i]+0.5*dt*k11)
k22 = -alpha_2#(x2[i]+0.5%dt*k21) + beta_2*(x1[i]+0.5%dt*k11)*(x2[i]+0.5*dt*k21)

k13 = alpha_1 * (x1[i]+0.5*%dt*k12)- beta_1*(x1[i]+0.5*dt*k12)*(x2[1]+0.5*dt*k22) \
- b_1*%(0.5%(u[i]l+uli+1]1)) *(x1[i]+0.5%dt*k12)
k23 = -alpha_2*(x2[i]+0.5*dt*k22) + beta_2*(x1[i]+0.5*dt*k12)*(x2[1]+0.5*dt*k22)

k14 = alpha_1 * (x1[i]+dt*k13)- beta_1*(x1[i]+dt*k13)*(x2[1i]+dt*k23) \

- b_t*uli+1]*(x1[i]+dt*k13)

k24 = -alpha_2*(x2[i]+dt*k23) + beta_2+*(x1[i]+dt*k13)*(x2[i]+dt*k23)

x1[i+1] = x1[i] + dt*(k11 + 2%k12 + 2%k13 + k14)/6
x2[i] + dt*(k21 + 2*k22 + 2%k23 + k24)/6

x2[i+1]

11[N] = thetalO]
12[N] = thetal[1]

for i in range(N,0,-1):

k11 = c_1 - 11[i]l*(alpha_1 - beta_1*x2[i] - b_1*ul[i]) - 12[i]*(beta_2*x2[i])
-11[i]*(-beta_1*x1[i]) - 12[i]l*(-alpha_2+beta_2*x1[i])

k21

k12 = c_1 - (ll[i]—O.5*dt*k11)*(alpha_1 - beta_1*0.5%(x2[i]+x2[i-1]) \

- b_1*%0.5%(u[il+ul[i-1])) - (12[i]-0.5*%dt*k21)*(beta_2%0.5%(x2[i]+x2[i-1]))
-(11[i]-0.5*dt*k11)*(-beta_1%0.5+(x1[i]+x1[i-1]1)) \

- (12[1]-0.5*dt+*k21) *(-alpha_2+beta_2*0.5%(x1[i]+x1[i-1]))

k22

k13

k14

c_1 - (11[i]-0.5%dt*k12)*(alpha_1 - beta_1%0.5%(x2[i]+x2[i-1]) \

- b_1#0.5%(u[il+uli-11)) - (12[i]-0.5*dt*k22)*(beta_2%0.5*(x2[i]+x2[i-1]))
k23 = -(11[i]-0.5*dt*k12)*(-beta_1*0.5*%(x1[i]l+x1[i-1])) \

- (12[i]1-0.5%dt*k22)*(-alpha_2+beta_2*0.5*(x1[i]+x1[i-1]))

c_1 - (11[i]-dt*k13)*(alpha_1 - beta_1#x2[i-1] - b_1*uli-1]) \

- (12[1]-dt*k23)*(beta_2*x2[i-1])

k24

11[i-1] = 11[i] - dt*x(k11 + 2xk12 + 2%k13 + k14)/6
12[i] - dt*(k21 + 2%k22 + 2xk23 + k24)/6

12[i-1]

u_old = u
u_new = np.zeros(len(u))
for j in range(len(u)):

-(11[i]-dt*k13)*(-beta_1*x1[i-1]) - (12[i]-dt*k23)*(-alpha_2+beta_2*x1[i-1])

dH_du = -c_2 + 11[j1*(-b_1*x1[j])

if dH_du < O:
u_new[j] = M_1

if dH_du >= O:
u_new([j] = M_2

u = u_old*(w) + u_new*(1l-w)

testl = delta*sum(abs(x1)) -
test2 = delta*sum(abs(x2)) -
test3 = delta*sum(abs(11)) -
test4 = delta*sum(abs(12)) -

I

sum(abs (x1-0l1d_x1))
sum(abs (x2-01d_x2))
sum(abs(11-01d_11))
sum(abs(12-01d_12))

testb = delta*sum(abs(u)) - sum(abs(u-u_old))

test = min(testl,
min(test2,

min(test3,
min(test4,testb)
)

)

)
stp = stp +1
return x1, x2, 11, 12, u
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# Funcion que calcula la desviacion a partir de un valor guess_val

def total_dev(guess_val, initial_point):

c.1=1.0

c_.2=1.0

alpha_1 = 1.0
alpha_2 = 1.0
beta_1 = 1.0
beta_2 = 1.0
b_1=1.0

x_0 = initial_point
M_1 =0

M_2 =1

P_eq = [alpha_2/beta_2, alpha_1/beta_1]

Tf_guess = guess_vall[0]

theta_guess = [-2, guess_val[l]] # El valor de theta_guess[0] se obtiene analiticamente
# a partir de la condicion de estacionalidad

x1, x2, 11, 12, u = solver_rk4 FBSM_iter(c_1, c_2, alpha_1, alpha_2, beta_1l, beta_2, \
b_1, x_0, M_1, M_2, Tf_guess, theta_guess)

erl = (x1[-1]1-P_eq[0])**2
er2 = (x2[-11-P_eq[1])**2
er3 = (-c_1*x1[-1]-c_2*ul[-1] \

+ 11[-1] * (alpha_1*x1[-1]-beta_1*x1[-1]1*x2[-1] - b_1xul[-1]1*x1[-1]1)\
+ 12[-1]*(-alpha_2*x2[-1]+beta_2*x1[-1]*x2[-1]))**2

return x1,x2, u, 11, 12

#return [maz(4.25%erl,er3), maz(er2,er3)] # Funcion error definida para aplicar la
# instancia de minimizacion sobre theta_guess

# Funcion que minimiza el valor de theta_guess para un punto inicial

initial_point = [2, 2]

f_obj = lambda guess: total_dev(guess, initial_point)
solution = root(f_obj, [7, 1], tol = 10%x(-6))
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