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Prologo

Quisiera pedirle un favor. Este libro contiene multiples his-
torias. En general, se trata de problemas para pensar, para en-
tretenerse, para jugar. No todos tienen la misma complejidad.
No todos tienen grados de dificultad similares, pero yo no sabria
graduarlos. Lo que si sé es que muchas veces, a lo largo de los
ultimos treinta o cuarenta afos, estuve enfrascado en discusiones
sobre qué es lo que habria que hacer con ‘la matemdtica’ si uno
quisiera presentarla en forma ‘seductora’. ;Cémo puede ser que
una ciencia que tiene una rama que se llama Teoria de Juegos
—una vez mis... jTeoria de Juegos!— genere tantas reacciones
en contra? ;No habrd algo que podamos hacer para mostrar que
la matematica tiene costados atractivos, divertidos, desafiantes,
detectivescos, creativos...? (seguramente si invirtiéramos mds
tiempo, podriamos encontrar muchos mds adjetivos para cali-
ficarla). Pero spor qué pasa lo contrario? Ni siquiera pasa algo
‘neutro’, lo que sucede es exactamente lo opuesto. Muy poca
gente quiere tener algo que ver con ella, y més alld de llamarla o
tildarla de aburrida, 1a matemadtica que se ensefa (o la que se ha
venido ensefiando durante siglos) parece totalmente inservible.

Dicho todo esto, ;qué podemos hacer? ;Qué puedo aportar
yo? Creo que ya han pasado muchisimos afios y muchisimos
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libros que sostienen que esto ‘asi... jno val’. Bueno, aceptado.
Asi... no va.

Ahora me imagino que usted (que estd leyendo estas lineas
pero que no es un profesional de la matemdtica), me estd incre-
pando o cuestionando: “Pero justed (que vendria a ser yo) qué
puede proponer? Mejor dicho, justedes (los matemdticos) qué otra
cosa pueden ofrecer?”.

Y es aqui donde yo me pregunto: “;Por qué no somos capaces
de ‘mostrar’ o ‘exhibir’ de qué hablamos cuando decimos todo lo
que escribi antes? ;Qué ejemplos puedo dar?”.

Mientras preparaba mds historias para este libro, se me ocurrié
presentar una decena de problemas que ya conté alguna vez, en
algiin otro momento y en algiin otro contexto, pero que, como
parte de la ‘matematica recreativa’, me gustaria proponerle a una
persona que recién ‘aterriza’ y no tiene idea de la matematica que
se ensefi6 hasta acd, ni de la matemdtica que habria que ensenar,
y tampoco escuché hablar de ‘seducciones’ o ‘aburrimientos’. Es
simplemente una persona que viene ‘virgen'... ;JQué le dirfa yo?

Lo tdnico que tengo que suponer o asumir es que esta persona
es capaz de pensar, de leer con cuidado cualquier cosa que se
le ponga delante vy, sobre todo, que cuente con condiciones de
contorno que lo hagan sentir bien antes de empezar.

(Oué quiero decir con esto tltimo? Que lo que sigue es opta-
tivo, no estd forzada/o a hacerlo, ‘si quiere lo hace y si no quiere
no lo hace’, solo pretende despertar su curiosidad. Confio —en
todo caso— en que la misma curiosidad que me desperté a mi, le
despertard a ella/él. ;Serd posible que eso suceda?

Antes de avanzar en la lista de problemas, permitame acla-
rar: no estoy proponiendo que la siguiente lista de ejercicios para
pensar reemplace a la matemadtica que se ensefia hoy... {No! Solo
pretendo que empecemos en un lugar diferente, que entremos
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por una puerta que no sea La puerta equivocada. Fn todo caso,
propongo otras puertas de entrada.

Fijese lo que le pasa a usted. En principio, yo habia elegido 25 pro-
blemas, pero después me parecieron demasiados. De hecho, tendria
que escribir un libro entero dedicado a ellos. Los enunciados estdn al
principio de cada texto y las soluciones siguen en forma inmediata.

Si le interesa ahondar mds en los diez puntos, el material que
existe sobre cada uno es muy amplio y, en cualquier caso, estin
escritos en algdn otro libro de esta misma coleccion. Encontrard
la referencia a la que puede acudir si siente que el texto la/lo deja
insatisfecha/o.

Ahora si, acd voy.

1. LOTERIA EN ALEMANIA

En Alemania, como en el resto del mundo, hay multiples ma-
neras de jugar a la loteria. Una de ellas es elegir seis nimeros'
entre los primeros 50, sin importar el orden. Por ejemplo, uno
puede elegir esta combinacion: 7, 11, 16, 17, 48 y 50. ;Quiere
calcular usted cudles son sus posibilidades de ‘ganar’??

1. Entre los primeros 50 niimeros naturales: 1, 2, 3,4, ..., 48, 49, 50.

2. La forma de calcular cudntas posibilidades hay de extraer 6 nimeros
entre los primeros 50, requiere el uso del ntimero combinatorio C(50,6). No
voy a poder desarrollar la teoria necesaria para poder ‘justificar’ la aparicion de
este ndmero, pero tengo varias sugerencias al respecto:

1. Fijese en cualquier libro de combinatoria. Virtualmente en las pri-
meras paginas, junto con la definicién del “factorial” de un nimero,
aparecerdn los nimeros combinatorios.

2. Puede googlear las palabras ‘nimeros combinatorios’, encontrard
una variedad de ejemplos y aplicaciones. Yo lo hice, por eso estoy
seguro de lo que escribo.
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Mientras tanto, le propongo que piense en estos dos ejemplos:

1) Suponga que usted estd viajando en un colectivo. Recién
se subi6 después de comprar un billete de loteria. Estd contento
porque eligié los seis nimeros que mds le gustan. Estd parado
porque no hay asientos libres. Afuera llueve torrencialmente. El
colectivo se detiene y una sefiorita que estd sentada advierte que
esa es la parada en la que ella tendria que bajarse. Sale corriendo
pero se olvida el paraguas. Usted no alcanza a entregdrselo y se lo
lleva a su casa. Cuando llega, toma el teléfono y disca un nimero
al azar de siete digitos.

Pregunta 1: ;Qué es mds probable? ;Qué sea ella quien atienda
el teléfono o que usted gane la loteria acertando los seis niimeros
que eligic?

2) Tome un mazo de cartas con las que se juega al péquer.
En total son 52. Péngalas arriba de una mesa. Verd que el mazo
tiene una ‘altura’ de aproximadamente 2,5 cm (dos centimetros
y medio). Entonces usted llama por teléfono al fabricante de esas
cartas y le pide que le envie 270.000 mazos. Si, 270 mil. Saca
las cartas de las respectivas cajas y las apila todas. La pila que se
formé mide casi ;7 kilémetros! Ahora, le pide a su hija que por
favor ‘le haga una marca’ a una de las cartas.

3. La definicién propiamente dicha del nimero combinatorio C(50,6)
es esta:

(501) / ((441) X (61)) = 50 X 49 X 48 X 47 X 46 X 45/6 X 5 X 4 X 3 X 2
~ 15.890.700

4. En total entonces hay casi 16 millones de posibilidades. En cambio,

hay 10 millones de posibles ntimeros de teléfono de siete cifras: desde el
000-0000 (suponiendo que este ntimero fuera vdlido) hasta el 999-9999.
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Pregunta 2: ;Qué es mds probable? ;Qué usted encuentre la
carta marcada o que su billete con los seis niimeros le sirva para
ganar la loteria?

Moraleja 1: Es mds probable que la sefiorita atienda el telé-
fono.

Moraleja 2: Es mds probable que usted encuentre la cara mar-
cada.

Moraleja final: No juegue a la loteria!

2. 128 TENISTAS

En el torneo de Roland Garros, en Francia, todos los afios
participan 128 tenistas. Las autoridades tienen que preparar las
canchas para que el torneo se pueda completar en dos semanas.
Como usted sabe, el torneo es por simple eliminacion. Es decir,
jugador que pierde un partido queda eliminado. Solamente si-
guen los ganadores. Pregunta: ;cudntos partidos se jugardn en
total?

Respuesta

La tentacion es contar. En la primera ronda habrd 64 partidos
(va que los 128 se dividirdn en dos para poder enfrentarse), des-
pués 32 (que son los que quedardn después de haberse jugado
esos 64 encuentros) y asi siguiendo. Es seguro de que usted llega-
rd al resultado correcto.

Sin embargo, quiero ofrecerle otra manera de pensar el pro-
blema. Si usted sabe que empiezan el torneo 128 participantes,

17



el ganador serd el tinico que no perderd ningin partido. Todos
los demds, en una instancia u otra, tendrdn que quedar elimina-
dos. ;Cudntos eliminados habrd al finalizar el torneo? Respuesta:
127. Por lo tanto, esos 127 tenistas tendrdn que haber jugado un
partido que perdieron. Entonces, las autoridades pueden estar
tranquilas: en total, jse jugardn 127 encuentros! No hace falta
hacer ninguna suma.

Apéndice

Si en un torneo de tenis (o de cualquier otro deporte o ac-
tividad) por simple eliminacién, participan un millén de juga-
dores, scudntos partidos habrd que jugar? Después del andlisis
anterior, la respuesta es inmediata: 999.999 partidos. Notable,
Jno es asi?

3. LA REMERA Y EL SENOR QUE ROBO UN BILLETE DE 100 PESOS

Un sefior se quiere comprar una remera. Llega una mariana al
negocio y, cuando se dirige al estante en donde estdn las remeras
que le gustan y estd a punto de encontrar su talle, advierte que
el cajero no estd presente en ese momento. Mds atin: el sefior ve
que hay un billete de 100 pesos que estd a un costado, apoyado
sobre el mostrador. Mira a ambos costados y como no ve a nadie
toma el billete de 100 pesos, deja la remera y se va. {Se robé el
billete de 100 pesos!

Ala tarde, vuelve al mismo negocio. Ahora si, hay un emplea-
do en la caja. El sefior se dirige al mismo estante, elige la remera
que queria en el talle que le hace falta y se fija en el precio: {70
pesos! Toma la remera y se dirige a la caja. Aprovecha el billete
de 100 pesos que se llevé a la manana y paga. El cajero envuelve
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la remera y le devuelve 30 pesos (el vuelto que le corresponde).
El sefior se retira del negocio.

Pregunta (multiple choice): ;Cudnto dinero perdié el negocio?

a. 30 pesos
b. 70 pesos
c. 100 pesos
d. 130 pesos
e. 170 pesos
f. 200 pesos

Por supuesto, le pido que usted piense el resultado por su
cuenta.

Sigo yo. Al haber planteado este problema en multiples lugares,
escuché también, multiples respuestas. No sé lo que pensé usted,
pero le propongo que sigamos juntos este camino hacia la solucién.

Si la persona que entr6 a la tarde y compré la remera no fue
el mismo sefior de la mafiana sino otra persona (digamos yo),
scudnto dinero habria perdido el negocio?

Usted puede contestar rdpido ;100 pesos!, segura/o de su res-
puesta porque las dos personas no estdn conectadas: el sefior de
la mafiana es una persona diferente del de la tarde.

Pregunta: ;Y qué diferencia hay en el andlisis si la persona de
la mafiana y la de la tarde es la misma? Respuesta: (Ninguna! La
persona que fue a la tarde hizo una operacién ‘normal’ y ‘legal’.
Lo que sucedi6 a la mariana (el robo del billete de 100 pesos) es
totalmente independiente.

Moraleja: La respuesta correcta es la c. El negocio perdié 100
pesos.
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4. PING-PONG

Sdbado por la tarde. Tres amigos —A, B y C— deciden jugar
al ping-pong. Afuera llueve mucho y por eso deciden pasar el
sibado jugando al tenis de mesa. Como al ping-pong se juega de
a dos, hay uno de los tres que siempre se queda afuera y mira el
partido de sus amigos. El perdedor sale, el ganador se queda, y el
que estaba mirando juega el partido siguiente.

Al finalizar la tarde, deciden contar cudntos partidos jugé
cada uno. Fijese bien: no digo cudntos partidos gand cada uno,
sino cudntos partidos jugd cada uno. Los suman y obtienen este
resultado:

Ajugé 10 partidos; B jugé 15y C jugé 17.

Pregunta (que parece loca): ;Quién perdid el segundo partido?
Si, me doy cuenta de que parece imposible de contestar, pero
créame que se puede. Ahora le toca a usted.

Respuesta

Si uno suma la cantidad de partidos que jugaron los tres, ob-
tiene: 10 + 15 + 17 = 42. Rdpidamente se da cuenta de que hay
algo que estd mal: 42 no es la cantidad de partidos que jugaron,
porque al ping-pong se juega de a dos, y entre los 42 partidos
estoy contando dos veces cada partido. Conclusién: en total se
jugaron 21 partidos.

Dicho esto, jcudntos partidos tiene que jugar como minimo
cualquiera de los tres? Si, como minimo. Advierta que en dos
partidos consecutivos cualesquiera, tienen que haber participado
los tres amigos. No puede suceder que haya uno que no participe
en dos partidos seguidos.
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Entonces, pregunto otra vez: scudntos partidos tuvo que haber
jugado como minimo cada uno de los tres? Para hacer esta cuenta,
es necesario suponer que uno de los tres perdid todos los partidos
que jugd. Muy bien, pero jcudntos tuvieron que haber sido como
minimo?

Contemos: supongamos que A jugé el primer partido, lo per-
dié y, por lo tanto, tuvo que salir. Jugé el tercero, y también lo
perdié. Salié para que B y C jugaran el cuarto. A tuvo que volver
a jugar el quinto, lo perdié y asi siguiendo. En definitiva, si A
jugé el primer partido y perdi6 todos los que jugd, es porque jugé
todos los partidos impares:

1,3,5,7,9, 11,13, 15,17, 19, 21

(Cudntos son? Cuéntelos y verd que le da 11 partidos. ;Podria
alguno de los tres haber jugado menos? Pensemos juntos. Si en
lugar de haber jugado todos los partidos impares, hubiera jugado
todos los pares, ;qué partidos tuvo que haber jugado?

2,4,6,8,10, 12, 14, 16, 18, 20

Si ahora los contamos, verd que la suma da ;10 partidos! Jus-
tamente, si se fija en los datos del principio, advertird que el
participante A jugé 10 partidos. ;Qué dice esto? Que A fue no
solo quien jugé el segundo partido, sino que fue también quien
perdié el segundo partido. Y eso era lo que estibamos buscando
averiguar: ;quién perdio el segundo partido?
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Apéndice

Ademds de saber quién perdi6 el segundo partido, con estos
argumentos hemos descubierto que A también perdié el cuarto,
el sexto, el octavo... (todos los pares).’

5. SUMA DE LOS PRIMEROS 100 NUMEROS

Corria el afio 1642. El maestro de un colegio primario les
pide a los alumnos que hagan silencio, pero los nifios no res-
ponden. El docente decide entonces darles una tarea para que
tuvieran que concentrarse. Les dice: “jSumen todos los nimeros
desde el 1 hasta el 100!”.

Como en esa época no habia calculadoras, computadoras, ni
siquiera electricidad... a los alumnos no les queda mas remedio
que... jsumar los primeros 100 nimeros!

3. Para completar el razonamiento, quiero exhibir una forma (de las mul-
tiples que hay) en las que pudieron haber sucedido los resultados. En la dis-
tribucién que va a encontrar a continuacién, el jugador que figura en la fila
superior, es quien gané el partido, y en cada columna aparecen los dos parti-
cipantes. Yo escribo una manera (que me sugirié Carlos D’Andrea), pero le
sugeriria que usted intente buscar otra(s):

BBBBBBBBCCCCCCCCCCCCZC

CACACACABABABABABABARB

Si usted cuenta, verd que A jugé 10 partidos, B jugé 15y C jugé 17. Esto
se deduce del hecho que enlos 11 partidos ‘impares’ B tuvo que haber jugado
contra C (porque A jugé solo los partidos ‘pares’). Por otro lado, B tuvo que
haberle ganado 4 de los 10 partidos pares a A, y C le gand los restantes 6. Una

vez mds, le sugiero que usted busque alguna otra distribucién. Verd que hay
muchas y son ficiles de encontrar.

22



No habian pasado ni 30 segundos cuando uno de los alumnos
dice: “jYa estd!”. El maestro, que atin no habia llegado a sentarse
en la silla que habia al frente del aula, le pregunta: “;Ya estd?
;Cuinto le dio?”. El alumno contesta: “El resultado es 5.050”.

El docente no puede creer lo que escuché porque, efectiva-
mente, el resultado es 5.050. Como no estaba convencido de
que alguien pudiera contestar tan rdpido, le vuelve a preguntar:
“;Habia hecho la cuenta en su casa antes?”. El alumno respon-
de: “No, la hice recién”.

Entonces, el maestro lo invita a pasar al frente y explicarle a
sus compafieros cémo hizo para sumar tan rdpido. El nifio dio la
siguiente explicacion:

Como tenia que sumar los primeros 100 nimeros, si los hu-
biera escrito, habria quedado ‘algo’ ast:

1+24+34+4+54+6+7+...+96+97+98+99 + 100

Lo que hice entonces fue sumar el primero y el dltimo (el 1
mds el 100). El resultado es 101. Después, sumé el segundo (el
2) y el penaltimo (el 99). El resultado también es 101. Después,
sumé el tercero (el 3) y el antepeniltimo (el 98). El resultado
vuelve a ser 101. Y segui repitiendo el mismo patrén: fui eligien-
do uno de la izquierda y uno de la derecha. Los pares suman
siempre 101. ;Cudntos pares hay? [ ;Quiere pensar usted, querido
lector?] En total, hay 50 pares. Luego, todo lo que hice fue mul-

tiplicar (50 x 101) = 5.050. ;Y listo!
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Apéndice

El ‘alumno’ que resolvié el problema de esa forma y sumd asi
(de acuerdo con lo que indica la leyenda’) fue Carl Friedrich
Gauss, conocido en la historia como “El principe de la mate-
madtica”. Sinceramente, jcree usted que solo a un principe se le
puede ocurrir un argumento como el expuesto aqui? Yo creo que
no, pero claro, yo no soy usted.

6. 50 BOLILLAS BLANCAS Y 50 BOLILLAS NEGRAS

Piense este problema que me parece espectaculary totalmen-
te ‘antiintuitivo’. Suponga que en una urna ponemos 50 bolillas
blancas (B) y 50 bolillas negras (N). Le voy a pedir que meta una
mano dentro de la urna y sin mirar escoja dos de ellas.

Si las dos son de distinto color, reponga en la urna la bolilla
‘blanca’. Si son del mismo color, reponga una ‘negra’. Ahora,
repita el procedimiento: es decir, vuelva a meter la mano en la
urna y, sin mirar, retire dos bolillas y proceda como antes.

Como usted advierte, al principio hay 100 bolillas, pero en
cada paso la cantidad de bolillas disminuye en uno, ya que siem-
pre escoge dos y repone una (independientemente del color).

Dicho esto, sde qué color es la Gltima bolilla? ;Se puede de-
cidir?

Respuesta

Pensemos juntos. Al empezar, hay 50 bolillas de cada color, lo
que implica que en total hay 100 bolillas. El nimero de bolillas
blancas, entonces, es un nimero par: 50. Fijémonos qué puede
pasar después de haber hecho el primer paso.
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a) Sielegi dos de distinto color, repongo la blanca. Luego, las
blancas siguen siendo 50.

b) Si elijo dos blancas, repongo una negra. Ahora quedan 48
blancas.

c¢) Si elijo dos negras, repongo una negra. Las blancas siguen
siendo 50.

;Por qué escribi esto? Lo hice para que nos convenzamos jun-
tos que la cantidad de bolillas blancas o bien sigue siendo 50 o
bien pasa a ser 48. {Nunca puede ser 49! Es decir, nunca es un
namero impar.

Si de 50 pasé a 48 (las blancas), elija lo que elija entre las dos,
después de ese paso, seguirdn siendo o bien 48 o bien saltard a
46, pero jen ningtn caso puede ser 47!

Si usted me sigue con este argumento, verd que el ndmero de
bolillas blancas es jsiempre un niimero par!

Este hecho es muy importante, porque en cada paso que da-
mos, el nimero de bolillas disminuye en uno. Cuando llegamos
al final, quedard una sola bolilla. “;De qué color serd la bolilla?”,
pregunta el problema. Respuesta: jSerd de color negro! ;Por
qué? Porque dentro de la urna, no importa c6mo hayamos ele-
gido, jnunca puede haber un nimero impar de bolillas blancas!

Eso responde la pregunta. ;No es maravilloso que se pueda
contestar sin tener que hacer ningtin tipo de experimento trayendo
50 bolillas blancas, 50 bolillas negras, y empezar a probar dife-
rentes posibilidades? ;No es increible que ni siquiera haga falta
saber cudl fue la eleccién en cada paso?
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7. TABLERO RECORTADO
Fijese en este tablero de ajedrez:

Si cuenta, verd que hay 8 filas y 8 columnas. En total, 64
casilleros. Si colocara arriba del tablero una ficha de doming,
ocuparia exactamente dos casillas. Es decir, para poder cubrir
todo el tablero, necesito ;32 fichas de doming!

Bien. Al llegar acd, suponga que recorto dos casillas, la infe-
rior izquierda y la superior derecha.
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Como usted advierte, ahora quedaron 62 casillas en lugar de
las 64 originales. Por lo tanto, si ahora quisiera cubrir el tablero
con fichas de domind, jno necesito 32 sino una menos! Es decir,
31 fichas deberfan ser suficientes.

Propuesta: ;Puede hacer un diagrama o dibujo mostrando
cémo distribuiria esas 31 fichas para cubrir el ‘nuevo’ tablero, el
tablero ‘recortado’?

Respuesta

Piense alguna forma vy fijese cudl (o cudles) se le ocurre(n).
Después de un rato, verd que le resulta o bien muy dificil o bien
no le sale. ;Y sabe por qué? jPorque no se puedel!

La pregunta natural ahora es: ;No me sale a mi o no le saldria
a nadie? No, no es solamente a usted, no importa quién venga,
ino le va a salir a nadie! ;Por qué? ;Quiere pensar por su cuenta?

Es que si se fija, cuando apoya cada ficha de dominé conve-
nientemente en el tablero, cubre dos casillas. Esta seria la parte
fdcil. Pero lo notable es que no importa si usted la ubica en forma
horizontal o vertical, lo que siempre sucede es que usted cubre
un casillero blanco y otro negro.

¢De qué color son las dos casillas que hemos recortado en
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el tablero? Como puede verificar ficilmente, son dos casillas de
color negro. Luego, si bien en el tablero quedaron (después del
recorte) 62 casillas, ahora hay 32 casillas blancas pero {30 casillas
negras! O sea, el nimero de casillas blancas y negras no es mds el
mismo. Por lo tanto, las 31 fichas de dominé, no importa cémo
las distribuya, no van a poder cubrir el tablero ‘recortado’.

iY listo! Este argumento nos permitié deducir que no somos
usted y yo los que no podemos cubrir el tablero: jnunca nadie va
a poder! Y el argumento se basa en cuestiones de paridad. Nota-
ble, ;no es asi?

8. TETRI1S

Estoy ‘casi” seguro de que usted alguna vez o bien jugé o bien
vio el Tetris. Es un juego creado por el matemdtico ruso Alexey
Pajitnov cuando trabajaba en el Centro de Computacion de la
Academia de Ciencias de la URSS. Pajitnov se dedicaba a in-
vestigaciones en inteligencia artificial y reconocimiento de voz.
Tenia en ese momento 29 afios y lanzé su ‘producto’ el 6 de junio
de 1984.

Observe las siete piezas con las que se juega tal como apare-
cen en la Figura 1:
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Cada una de ellas consiste de cuatro cuadraditos del mismo
tamafio. Por lo tanto, EN TOTAL, hay 28 cuadraditos.
Ahora, tomemos un rectdngulo de 4 X 7, como se ve en la

Figura 2.

Tome las siete piezas del Tetris y disefie una estrategia para
‘cubrir’ el rectdngulo. En principio, el rectingulo consiste de 28
cuadraditos iguales a los cuadraditos que componen cada una de
las piezas del Tetris. Encuentre alguna forma de cubrirlo y fijese
de cudntas maneras puede lograrlo.

Acd, una pausa (en donde usted piensa y se pone a probar).
Yo voy a seguir a continuacion, por lo que le pido que, antes de
haberle dedicado un rato, no lea las lineas que siguen.

Respuesta

¢No pudo? La pregunta que uno se hace a esta altura (como
me la hice yo en su momento) es: ;No se me ocurre a mi c6mo
cubrir el rectdngulo o, en realidad, ninguna persona va a poder?
Y si la respuesta es que ninguna persona va a poder, ;cémo lo
demuestro? ;Cémo convenzo a cualquier persona de que yo no
pude y de que ella/él tampoco van a poder, no importa cudntos
intentos hagan?

Acompdfieme por acd. Miremos juntos las Figuras 3 y 4.
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Figura 4

Lo que hice en la Figura 3 fue ‘pintar’ la mitad de los cua-
draditos de un color y la otra mitad (los otros 14) de ‘otro’ color
como si fuera un tablero de ajedrez.

Ahora, fijese en la Figura 4. Cuente los cuadraditos que hay
de cada color. En todas las piezas del Tetris, salvo la primera —Ila
que parece una letra'T'—; hay dos cuadraditos de cada color. Sin
embargo, en la letra T hay tres de un color y un solo cuadradito
del ‘otro’ color. O sea, en total, hay 15 cuadraditos ‘grises’ y 13
cuadraditos ‘blancos’.

Cuando yo quiera ‘cubrir’ el rectdngulo de la Figura 3 con las pie-
zas de Tetris de la Figura 4, jno voy a poder! ;Por qué? Tendria que
intentar cubrir con piezas que tuvieran la mitad de los cuadraditos de
un color y la mitad del otro color. Las piezas del Tetris no cumplen
con esa condicién: hay mds cuadrados de un color que de otro.

iY listo! {No se puede! {No pudo usted, no pude yo y no va a
poder nadie!
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Una vez mds, los argumentos de paridad llegan para solucio-
nar un problema sencillo.

9. EL RECORRIDO DE UN CABALLO
Tome un tablero de ajedrez. Resulta ser un cuadrado de 8
filas por 8 columnas.

Figura 1

No hace falta que sepa jugar al ajedrez, pero voy a nece-
sitar que sepa c6mo son los movimientos de un caballo. Para
ayudarla/o, fijese en la Figura 2.

Figura 2
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Lo que hice, fue imaginar que el caballo estd en la casilla que
marqué con la letra C, y sus posibles movimientos le permitirian
ir hasta los que marqué con una letra O. Como usted advierte,
son ocho movimientos posibles.

Mire ahora la Figura 3.

Figura 3

Si el caballo estd ubicado en la casilla inferior izquierda y
solamente se puede mover usando los movimientos que expliqué
antes, ;puede usted disefiar una estrategia que le permita al caba-
llo ir desde alli, hasta la casilla superior izquierda (la que marqué
con una S, de salida), pasando por todas las casillas una sola vez?

Antes de leer la respuesta, como siempre, le propongo que
piense alguna forma de hacerlo y, eventualmente, trate de descu-
brir dénde estd la dificultad y si la puede superar.

Respuesta

Revise nuevamente la Figura 2. Mire el color de la casilla
donde estd puesta la letra C (que indica la posicién del caballo).
Fijese los ocho movimientos posibles que puede hacer y descu-
bra el color de la casilla a la que va a llegar. Luego, habrd visto
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que el caballo con cada movimiento cambia de color en el table-
ro: o bien pasa de color blanco a negro o de negro a blanco. Todo
bien hasta aca.

El problema plantea si uno es capaz de disefiar una estrategia
para recorrer el tablero de manera tal de detenerse en todas las
casillas, una sola vez. Empecemos en donde estd la letra C.

a) En total hay 64 casilleros y el caballo ya estd en uno de
ellos, eso significa que tendrd que hacer 63 movimientos
hasta llegar a la letra S.

b) En el primer movimiento, pasa de uno negro a uno blanco.
En el segundo, cualquiera que este sea, pasard de uno blan-
co a uno negro. En el tercer movimiento, pasard de uno
negro a uno blanco, y asi siguiendo. En cada movimiento
impar llegard a una casilla de color blanco. En cada movi-
miento par llegard a una casilla de color negro.

Juntando lo que escribimos en (a) y (b), fijese que en total, el
caballo tendrd que hacer 63 movimientos. Como 63 es un nime-
ro impar, terminard en una casilla blanca. Pero la casilla S es de
color negro. ;Qué se deduce de esto? jQue no se va a poder! No
importa cudl sea la estrategia o el camino que usted elija, nunca
va a poder porque o bien le faltard recorrer algin casillero, o bien
habrd pasado mds de una vez por alguno de ellos. Cumpliendo
las reglas... jno se puede!

10. ;HAY MAS NUMEROS NATURALES QUE NUMEROS PARES?
Supongamos que en un cine van a pasar en tres dimensiones

el partido final del campeonato del mundo. El duefio del tea-

tro decidié que no cobraria la entrada pero, por una disposicion
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municipal, cada persona necesitaba tener una entrada para evitar
que hubiera gente parada. Llegado este punto, la pregunta es:
(Coémo puede hacer usted para saber si tendrd lugar o no? Por
supuesto, hay multiples maneras de encontrar la respuesta. Una
forma serfa quedarse en la cola esperando que a uno le llegue el
turno. Si todavia queda/n entrada/s, listo. Podria pasar también
que las localidades se agotaran antes de que le toque a usted. En
este caso, usted también sabria que no hay lugar antes de llegar
hasta la puerta. Otra idea podria ser preguntar cudntas butacas
tiene el cine y después contar el nimero de personas que hay en
la cola.

Si no fuera necesario tener un ‘ticket’ o si no hubiera proble-
mas en que haya gente parada, uno podria dejar pasar a todos de
manera tal que cada uno se ubicara en algin asiento. Si se acaban
las sillas antes que termine de entrar el ptblico, es porque habia
mds personas que butacas. Sila cola se agota y todavia quedan
asientos libres, es porque habfa menos personas que lugares. Y si
al terminar de entrar todos no queda ningin asiento vacio ni hay
ninguna persona parada, es porque hay exactamente el mismo nu-
mero de personas que de butacas. En este tdltimo caso, no hace
falta saber cudntas butacas hay en el cine ni cudntas personas hay
en la cola. Basta con que cada uno ocupe un asiento y listo.

Siguiendo con esta misma idea, quiero proponerle que pen-
semos si hay mds nimeros naturales (1, 2, 3,4, 5, ..., 72, 73,
74, etc.) que nimeros pares (2,4, 6, 8, 10, 12, etc.). ;Usted qué
contestaria?

A priori, uno tiene la tentacion (acertada en otro contexto) de
contestar que hay mds niimeros naturales que pares, aunque més
no sea porque los pares forman una parte de todos los nimeros.
No son todos los nimeros (porque faltan todos los impares), por
eso uno contestaria (con conviccion): No hay la misma cantidad!
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Sin embargo, si reproducimos el andlisis que hicimos recién
para las butacas del cine y las personas que estdn en la cola, usted
habré descubierto que no hace falta contar. Basta con asignarle a
cada butaca una persona y viceversa, pero esencialmente el ‘acto’
o la ‘accién’ de ‘contar’ es innecesaria.

Hagamos lo mismo entonces con los nimeros. Voy a propo-
nerle esta asignacion, algo asi como si los nimeros naturales fue-
ran las personas que estdn esperando en la cola y los ndmeros
pares, las butacas del cine.

Uno podria hacer asi: al nimero uno le asignamos el niimero
dos. Al ntimero dos le asignamos el nimero cuatro. Al nimero
tres, le asignamos el niimero seis... Y asi sigo: al ndmero 53 le
asignamos el nimero 106, etc. O, mds en general, al nimero n
le asignamos el nimero j2n!

NEEEINS

14
16
18

23 46
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Como usted advierte, a diferencia de lo que sucede cuando
uno tiene una cantidad finita (ya sea por la cantidad de gente
que estd en la cola esperando para entrar o por el nimero
de butacas que hay dentro de un cine), en este caso, a cada
ndmero natural le corresponde un par y viceversa: jcada nu-
mero par proviene de un nimero natural! Por ejemplo, si me
preguntara qué numero natural estd asociado con el nimero
1.472, todo lo que hay que hacer es dividirlo por dos (cosa
que siempre podremos hacer porque estos nimeros son todos
pares). El nimero 1.472 proviene entonces (o tiene asociado)
del niimero 736.

Si seguimos con la misma idea, todo natural tiene un par aso-
ciado, y al revés: todo par tiene un natural asociado. Es decir: no
sobran butacas, no sobran personas en la cola, no queda gente
parada... nada.

Uno puede concluir, a pesar de cudn ‘antiintuitivo’ parezca, que
la cantidad de ntimeros naturales y ndmeros pares jes la mismal

Justamente, esta situacién se da uinicamente cuando los con-
juntos son infinitos, si no, no habria manera de llegar a esta ins-
tancia. En el mundo donde ‘viven’ los infinitos —en el mundo
donde no se puede contar—, es posible demostrar (como hici-
mos recién) que hay tantos pares como niimeros naturales.

Mis aun: ¢no le dan ganas de preguntarse —y después buscar
la respuesta— si hay mds nimeros pares que impares? ;O si hay
mds nimeros naturales que mdltiplos de 5, 0 mds naturales que
multiplos de 77

Ya que seguimos avanzando: shabrd mds niimeros enteros (los
que incluyen al niimero cero y a los niimeros negativos) que nu-
meros naturales? ;Y si ahora quiero comparar si hay mas nimeros
racionales (los que en el colegio nos ensefiaron como ‘fraccio-
nes’) que nimeros naturales?
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Cuando se haya convencido de lo que sucede, uno podria
hacerse una nueva pregunta: stodos los infinitos son iguales? ;O
es que hay infinitos que son mds grandes que otros?

¢No la/lo tientan todas estas preguntas?

Inténtelo usted. No importa cudles sean las conclusiones...
siempre se pueden encontrar en un libro, o en internet, o pre-
guntdndolo. Pero mds alld de las respuestas, sno tiene ganas de
pensar por su cuenta?

Créame: vale la pena hacerlo, y verd qué satisfaccion produce
descubrir este mundo nuevo, el mundo de los infinitos.

Espero que haya podido disfrutar de los textos precedentes.
Aunque, més que haber disfrutado de ‘los textos’, yo deberia ha-
ber escrito: “Ojald que haya podido disfrutar de pensar los textos
precedentes tanto como yo de escribirlos”.

Ahora si, el libro propiamente dicho.
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Buenas tardes, ;puedo hablar con la mediana,
por favor?

Hace unos meses, en la presentacién del libro La matemdtica
del futuro en la Feria del Libro 2018, me encontré con Teresa
Krick y Santiago Laplagne. Ambos estaban esperando (como yo)
que terminara la presentacién anterior y nos quedamos charlan-
do sobre un texto con el que me habia tropezado unos dias atrds.

Acd va, acompdnieme y fijese lo que piensa usted.

Primero, quiero proponerle una suerte de juego. Elijamos 11
nimeros cualesquiera (enteros positivos). Yo elijo los mios, usted
haga lo mismo.

Por ejemplo:

2,5,7,14,120, 30, 230, 27, 200, 15 y 100

Ordenémoslos en forma creciente. Esta es la lista que me que-
da a mi:

2,5,7, 14,15, 27, 30, 100, 120, 200 y 230
Ahora, elija el nimero que estd en el medio de la lista. Es

decir, el que deja ‘a la izquierda’ y ‘a la derecha’ la mitad de los
nimeros. Como en total tenemos 11, tendrdn que quedar cinco

39



ntimeros de cada lado. Fn mi caso, el nimero que divide la lista
en dos es 27.

Como usted advierte, menores que 27 quedan cinco niimeros:
2, 5,7, 14y 15. Por otro lado, mayores que 27 quedan otros cinco
ntmeros: 30, 100, 120, 200 y 230.

Este nimero particular, el 27, tiene un nombre: ‘la mediana’.

Es decir, si a usted le dan un conjunto de ntimeros enteros,
ordénelos en forma creciente. Después, fijese cudl es el que se-
para la lista en dos partes iguales (de manera tal que quede la
mitad de los nimeros de cada lado, menores que ‘la mediana’ y
mayores que ‘la mediana’).

Ya sé: usted estard pensando que para que esto suceda, tiene
que haber una cantidad impar de ndmeros. Si no, no quedard
claro cudl es la mediana. Lo resolvemos asi: a) si hay una canti-
dad impar de nimeros, la mediana es el nimero que separa la
lista en dos partes iguales; b) si hay una cantidad par de niimeros,
entonces, elija los dos que quedaron en el medio, y calcule ‘el
promedio” de ambos.

Por ejemplo, si la lista estd compuesta por:

2,5,7,14,15, 27,30, 100, 120 y 230

ahora, quedan dos niimeros en el medio: el 15 y el 27. El pro-
medio de los dos es (15 + 27) /2 = 21. En este caso, entonces, la
mediana es el nimero 21.

En el afin de seguir leyendo su mente’, me imagino que us-
ted debe estar pensando: “;Y para qué servird la mediana? ;Qué
aporta?”.

Si sigue leyendo, verd que lo que parece nada mds que un
‘juego’, termina siendo un nimero verdaderamente importante.
Acompdneme por acd.
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Suponga que en una oficina trabajan 100 personas. Todas
cobran el mismo salario. Para fijar las ideas, supongamos que
cobran 100 mil pesos por mes. Si yo le preguntara: “;Cudl es el
promedio de los salarios que perciben estas personas?”, su res-
puesta seria —supongo— casi inmediata: “j100 mil pesos!”. Y
por supuesto, es la respuesta correcta.

En este caso particular, no hizo falta hacer ningtan cdlculo
pero, en general, cuando uno tiene que determinar el promedio
de un grupo de niimeros, lo que hace es sumarlos todos y al re-
sultado dividirlo por la cantidad de sumandos. En esta situacion,
como todos cobran lo mismo, no importa si son 100, 20 o 1000,
el promedio no se va a alterar.

Ahora bien, si yo le pidiera que calculara el promedio entre
estos diez ndmeros:

2,5,7, 14,120, 30, 27, 200, 15 y 100,

usted tendrd que hacer un cdlculo. .. ficil, pero cdlculo al fin. Al
sumar todos los nimeros obtiene 520 y como son 10 nimeros, el
promedio es 52.

;Por qué habria de relatar esta historia?

Volvamos al ejemplo de las 100 personas que trabajan en la
oficina de manera tal que todas cobran 100 mil pesos por mes.
Supongamos que por un instante uno de los trabajadores sale de
la oficina y entra Bill Gates. Sigue habiendo 100 personas, todos
siguen cobrando 100 mil pesos, con la excepcién de uno: el nue-
vo integrante del grupo. ;Cudnto dard el promedio ahora?

Hay 99 personas que cobran 100 mil, por lo que la suma de
sus salarios resulta ser 9.900.000. Ahora nos falta Bill Gates. No
sabrfa estimar cudnto recibe Bill Gates por mes pero, a los efectos
de este célculo, supongamos que gana 1.000 millones de pesos
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mensuales. Cuando sumemos 9.900.000 mds esos 1.000 millo-
nes, el resultado sera: 1.009.900.000, o sea, mil nueve millones
novecientos mil. ;Cémo calculamos el promedio? Una vez mis,
dividiendo este nimero por 100:

(1.009.900.000) / 100 = 10.099.000.

Como usted advierte, el resultado ha sufrido un brutal incre-
mento: el salario promedio de las personas que estdn dentro de la
oficina ahora es de 10.099.000 pesos, mientras que sin Bill Gates,
ascendia a 100 mil.

Todo esto estd bien, pero creo que estard de acuerdo con-
migo en que este nimero no da una verdadera idea de lo que
estd sucediendo en la oficina. La presencia de una sola perso-
na que gane una cantidad tan diferente del resto fuerza a pen-
sar que, si bien los niimeros son correctos, en caso de querer
conocer el promedio de los ingresos, esta metodologia nos de-
jarfa con una impresién (para ser verdaderamente generosos)
equivocada.

¢Habrd entonces alguna otra forma de evitar esta distorsion?
Es decir, el promedio es un nimero que estd definido como us-
ted y yo sabemos. Ese nimero jno lo vamos a poder cambiar!
Tampoco podemos decir que lo ‘ajustamos’ de acuerdo con las
circunstancias. El promedio es (y serd) el nimero que cumple
con la definicién que vimos antes: la suma de todos los nimeros
dividido por la cantidad de nimeros.

Al llegar a este punto, me gustaria proponerle que pensemos
(en lugar del promedio) en la mediana. Veamos cémo se ve afec-
tada la mediana con el ingreso de Bill Gates en la oficina.

Primero: calculemos la mediana sin Bill Gates, en donde to-
dos ganan 100 mil pesos por mes. Tal como sucedia en el caso del
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promedio —y le pido que usted haga el cdlculo por las suyas—
verd que la mediana también resulta ser 100 mil pesos.

Segundo: incluyamos a Bill Gates y excluyamos a una de las
personas que habia en la oficina. Siguen siendo 100, pero 99 de
ellos cobran 100 mil pesos mensuales y estamos suponiendo que
los ingresos de Bill Gates son 1.000 millones de pesos por mes.
Ya calculamos el promedio (que se vio fuertemente distorsiona-
do): 110.099.000 mensuales!

(Quiere calcular la mediana? Si pudiera, le pediria que no
siga leyendo sin hacer la cuenta usted.

Sigo: en este caso, jla mediana seguird siendo 100 mil pesos!

Es decir, la aparicién de Bill Gates, distorsion6 el promedio y
ofrece una muy mala idea de lo que uno querria estimar (cudnto
cobran en promedio las personas que trabajan en la oficina). Téc-
nicamente, es irreprochable: el promedio con Bill Gates se eleva
a mds de 10 millones de pesos mensuales, pero es la mediana la
que evita que la aparicién de un solo integrante que percibe un
numero tan diferente de todos los otros, distorsione la percepcion
que querrfamos obtener.

Mis atin: si en lugar de haber ingresado sélo Bill Gates, hu-
biera entrado también Tim Cook (por poner otro ejemplo), in-
cluso sin sacar a otra persona en el lugar del CEO de Apple (aho-
ra habria 101), el promedio se modificaria de una manera brutal
(alejandose de lo que uno quisiera: un nimero cercano a los 100
mil), pero la mediana seguiria siendo 100 mil.

Moraleja

Cuando lea en un diario o escuche por television o por radio
que alguien quiere evaluar el promedio de los salarios en alguna
region o ciudad o barrio, piense que este particular niimero (el
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promedio) no es el tnico que deberia usarse. Uno deberia llamar
al medio de comunicacién que ofrecié ese dato y pedirle que le
ofrezcan un segundo nimero: jla mediana! Los mismos datos
que les permitieron obtener el promedio sirven para calcular la
mediana. Con ambos niimeros, las conclusiones que sacaremos
estardn decididamente mds cercanas a la realidad.
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La propuesta

[smail declaré: “Cuando el equipo A gand el sorteo inicial,
con las reglas actuales, si patea primero tiene mds de un 60% de
posibilidades de ganar el partido. Con Brams hemos pensado
que esto es una ventaja demasiado importante teniendo en cuen-
ta lo que se decide en cada caso. Es por eso que analizamos los
datos que recolectamos desde el afio 1970 hasta 2008, incluyen-
do Copas del Mundo, Copas de Europa (tanto las Champions
League como los diferentes torneos jugados en el viejo conti-
nente), las Copas de Africa, las Copas Libertadores de América,
y otras que se juegan en Sudamérica, en la CONCACAF y las
diferentes Copas de Oro). Tanto los entrenadores como los juga-
dores estdn bien advertidos de la ventaja que tiene quien inicia
las ejecuciones. En la dnica encuesta seria que se hizo entre
la mayoria de los participantes, mds del 90% contest6é que sin
ninguna duda elegirian iniciar los tiros desde el punto del pe-
nal. Alli entendimos que era imprescindible buscar alguna otra
alternativa para compensar esa desventaja deportiva que era (y
es) visiblemente injusta. La moneda no puede (ni debe) decidir
el resultado”.

Y siguié: “En este momento, la liga inglesa de fuatbol, pero
también la UEFA y la FIFA, estdn analizando la posibilidad de
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modificar la regla AB AB AB AB AB ¢ implementar lo que ya
propuso hace unos afios Palacios-Huerta: ABBA ABBA”.

En si mismo, esto ya representaria un cambio muy importan-
te teniendo en cuenta el cardcter tradicionalmente conservador
que ha mantenido la FIFA ante cualquier modificacién regla-
mentaria.

Por supuesto, el cambio ABBA ABBA ABBA seria de hecho
una mejora excepcional y ciertamente no menor... Pero algo no
estd suficientemente explicito: si bien es una mejora, funciona
bien siempre y cuando haya un niimero par de ‘vueltas’.

Acd es donde me imagino su cara de incredulidad: “;Vueltas?
;De qué habla? Hasta acd entendia todo, pero jde qué vueltas
habla este hombre?”. Me explico.

Piense en la tanda inicial de cinco penales por equipo. De
acuerdo con lo que se hace hoy, los primeros diez penales siguen
esta progresién: AB AB AB AB y AB. Ellos llaman una ‘vuelta’ al
par AB solamente. Es decir, al primero pateado por cada equipo.
La segunda vuelta seria nuevamente AB. De hecho, en las condi-
ciones actuales, hay cinco vueltas: AB AB AB AB y AB.

Si ahora uno se situara en lo que propuso Palacios-Huerta
—o sea, ABBAABBA AB(BA)— también hay cinco vueltas, pero
ahora son AB, BA, AB, BA y AB. Como usted advierte, todavia
persiste una ventaja para A. No es tan inmensa como habia antes,
pero A sigue pateando primero tres veces contra dos de B. Aunque
parezca intangible, es una ventaja. Justamente esta situacion es
la que llevé a Ismail a declarar que estd todo bien, que es mejor,
pero para que sea verdaderamente justo tendria que haber un
nimero par de rounds. Y eso, con el sistema actual (y atin con el
‘mejorado’) no pasa, ya que el equipo A empieza pateando tres de
los cinco rounds.

(Se puede corregir esto? Después de analizar los datos desde
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un dngulo diferente, Brams e Ismail sugieren un agregado a la
regla ABBA ABBA... Es lo que ellos llaman (la traduccién corre
por cuenta mia) ‘la regla compensatoria’. ;Qué quiere decir?

Aqui, una pausa: antes de avanzar, piense que todo este ar-
ticulo, todo lo que escribi hasta acd, fue para llegar a este punto:
explicar qué variante proponen al cambio que estd analizando la
FIFA hoy.

Todo empieza como siempre: arrojando la moneda. Eso de-
finird inexorablemente quién patea primero. Supongamos que
gané A.

Entonces, el primer round es AB. Después que los dos equi-
pos patearon su primer penal, hay dos posibilidades: estin empa-
tados (0-0 o 1-1) o bien alguno de los dos convirtié y el otro no.
Es decir, podria terminar 1-0 o 0-1.

Ellos proponen que el equipo que perdié después del primer
round... jpatee primero! No importa si fue A o B, lo que si im-
porta es que quien perdié, pueda compensar el error pateando
primero en el round siguiente. Esto funcionaria si alguno de los
dos erré un penal o si algtin arquero lo atajoé.

En el caso que haya habido un empate (0-0 o 1-1), entonces el
equipo que empez6é pateando en el round anterior, ahora patea
segundo. Y listo! No hace falta analizar més.

En resumen: si hubo empate, patea primero el que pate6 se-
gundo. Y si alguno de los dos sacé alguna ventaja, entonces el
que perdid, patea primero.

De alguna forma, esto le permite al equipo que estd ‘abajo’
en el marcador compensar el problema, y de esa forma hacer el
desenlace mucho mads atractivo jy a la vez mads justo!

[smail terming diciendo: “Esto hace que el encuentro sea mu-
cho mds competitivo, més atractivo para dilucidar el final, y una
situacion en la que todos ganan: los jugadores y los espectadores”.
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Para terminar

La pregunta que subsiste es esta: “;Es mds justo?”.

Para poder contestarla, hace falta recurrir a los datos, no a
las opiniones. No importa cudn calificadas sean. Es por eso que
vuelvo a sugerirle que si le interesa el tema, vaya hasta el trabajo
publicado y mire los niimeros. Alli verd que con los mismos datos
que Ignacio Palacios-Huerta dio el paso inicial (enorme) de pro-
poner un cambio que mejore lo que existia/existe, lo que sugie-
ren Brams e [smail es un paso atiin mds drdstico en esta direccion.
Y los niimeros que aparecen en el articulo son determinantes. Es
mds: hace que ‘la regla compensatoria’ (que ellos llaman ‘Catch-
Up Rule’) sea muy necesaria para igualar hacia arriba, y lograr
que la competencia (o su definicién) sea muchisimo mads justa.

Por ahora, final, pero me dan ganas de escribir: “Continuari...”.
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Paises y animales

Le propongo que hagamos juntos un juego. Es una ldstima
que yo no esté alli para que lo podamos disfrutar al mismo tiem-
po. Veremos si puedo convencerla/o de que valié la pena. Acd
voy.

Eistos son los pasos que usted tiene que dar. Yo, mientras tanto,
espero que los vaya haciendo uno por uno.

1
2
3
4

Elija un ndmero entre 1y 6.

Dividalo por 7.

Sume las primeras seis cifras (después de la coma).
Al resultado, simele 11.

~—_— — — ~—

Estoy seguro de que le dio un nimero de dos digitos. Ahora,
fijese la siguiente tabla en donde ‘asocié’ cada digito a una letra.

Al niimero cero, le asocio la letra A
Al nimero uno, le asocio la letra B
Al nimero dos, le asocio la letra C
Al nimero tres, le asocio la letra D
Al niimero cuatro, le asocio la letra K
Al nimero cinco, le asocio la letra F
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Al nimero seis, le asocio la letra G
Al niimero siete, le asocio la letra H
Al ntimero ocho, le asocio la letra |
Al niimero nueve, le asocio la letra |

Ahora, vuelva a mirar el niimero de dos digitos que habia ob-
tenido al principio. Supongamos que le dio 72:

siete es el primer digito
dos es el segundo digito

Por lo tanto, mirando en la ‘tablita” que escribimos antes, al
nimero siete le corresponde la letra H y al nimero dos le corres-
ponde la letra C.

Ein ese caso, le voy a pedir que piense en el nombre de un pais
que empiece con la letra asociada al ndmero siete (o sea, que
empiece con H) y piense también el nombre de un animal que
empiece con C (letra con la que se asocia el nimero dos). Por
ejemplo, una respuesta posible serfa: Hungria y Caballo.

Ahora, hdgalo con el niimero de dos digitos que obtuvo usted.
Piense entonces en un pais que empiece con la letra que le co-
rresponde al primer digito y un animal que empiece con la letra
que le corresponde al segundo digito.

Le doy tiempo para que piense. Aviseme cuando ya los tiene
a ambos.

;Listo?

Bueno, estoy dispuesto a apostar que jyo sé qué pais y qué ani-
mal eligi6 usted!

El pais que encontré es ‘Dinamarca’ y el animal, una ‘iguana’.
(Acerté? Si sucedio lo que yo tenia previsto, la pregunta es spor
qué paso esto?
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(Quiere pensar usted por su cuenta? ;No le parece muy inte-
resante?

En principio, mds alld del pais y el animal que usted hubiera
elegido, fijese que yo tengo que estar seguro de que el nimero
de dos digitos que encontré es 38. ;Por qué? Bueno, porque el
nimero 3 estd asociado con la letra D (de ahi el nombre de Di-
namarca) y el nimero 8§ estd asociado con la letra [ (y de alli se
me ocurre el animal: iguana).

Todo bien, pero sentonces no importa qué ntimero habia ele-
gido usted al principio? Es decir: serd verdad que empiece usted
con el nimero que empiece, siempre se llega al 387

Lo notable es la respuesta: Si, siempre se llega al 38! ;Por
qué? Elija usted el nimero que elija (entre 1y 6) cuando lo
divide por 7 (como le pedia yo), llegamos a estos posibles re-
sultados:

1/7=0,142857...
27/7=0,285714. .
3/7=0428571...
4/7=0,571429. ..
5/7=0,714286...
6/7=0,857143. .

Mire los primeros seis decimales en cada caso: json siempre
los mismos! (1, 2,4, 5, 7y §). Luego, elija lo que usted elija para
empezar, cuando los sume, siempre le va a dar 27. Como le pedi
que le sume 11, llegard al niimero 38, como yo queria.

Una vez que usted tenga el nimero 38, tiene que pensar en
un pais que empiece con D (por el nimero 3) y un animal que
empiece con I (por el nimero 8). Pregunta: ;cudntos paises co-
noce usted que empiecen con la letra D? Y por otro lado, scudn-
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tos animales que empiecen con la letra I? ;No le resulta casi
natural decir “Dinamarca e iguana”?

Por supuesto, no siempre tiene que llegar a esa respuesta: una
persona pudo haber elegido Djibuti o Dominica, pero conven-
gamos en que Dinamarca es el primer nombre que a uno se le
ocurre. Con los animales sucede lo mismo: ;Usted dirfa ibis an-
tes que iguana? Ni siquiera estoy seguro de que la mayoria de las
personas siquiera sepa lo que es un ibis (yo tuve que fijarme en
Wikipedia).

De esta forma, con una cuenta muy convencional (dividir al-
gtn ndmero elegido entre 1y 6 por el ndmero 7), se puede hacer
un truco que parece justamente eso jmagial Algo asi como si yo
pudiera estar leyendo su mente.
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Cuadrados magicos*

Fijese en esta foto. Mirela con cuidado.

4. Ellunes 18 de julio de 2011, Pablo Ottenstein me envié un correo elec-
trénico con el titulo “Cuadrado mégico de Durero”. Nunca tuve oportunidad
de dedicarle el tiempo que merecia hasta que ahora, a fines de mayo de 2018
(casi siete afios después), puedo hacer justicia y ofrecerle a usted la posibilidad
de disfrutar de estas curiosidades aritméticas como me pasé a mi.
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Se trata de un cuadro que se conoce como Melancolia 1, y
fue pintado por uno de los artistas alemanes mas famosos del
Renacimiento: Albrecht Durer (aunque en espafiol se lo conoce
como Alberto Durero).

Durero terminé el cuadro en el afio 1514. Fijese en el dngulo
superior derecho. Debajo de lo que parece ser una campana, hay
un cuadrado que estd dividido en cuatro filas por cuatro colum-
nas. En la foto es complicado detectar que dentro de cada uno de
los casilleros hay un niimero. Mds atin: si se esfuerza un poquito,
verd que aparecen los primeros 16 nimeros naturales, del 1 al 16.
Ahora, observe la distribucion.

Ahora, lleg6 el momento de investigar sobre la distribucion de
los nimeros. Le sugiero que se entretenga/divierta tratando de
detectar algunas particularidades. Yo sigo a continuacién, pero
una vez mds, la/lo invito a que trate usted de sacar conclusiones.
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Si sigue leyendo, las sabrd todas, pero qué gracia tendria. Usted

decide...

a) Sume todas las filas.

¢) Sume las cuatro esquinas.

3]
5110
976

15

d) Rote las cuatro esquinas hacia la derecha, como si moviera
las agujas de un reloj: en lugar de tener 16, 13, 1 y 4, ahora va a
tener 3, 8§, 14y 9. Samelos.
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16|

3
10118
6712

5] 1

-L\\QU'I|O\

e) Rotelos una vez mds. Ahora tiene (2, 12, 15y 5). Simelos.

16| 32113
[5110/11]8
96712
4 1514 1

f) Sume los cuatro cuadrados que estdn en el medio (10, 11,

6y7).

1613|2113
510{11| 8
916|712
4115|141

) Sume los dos cuadrados intermedios de la primera colum-

g
na (5y 9) mds los dos cuadrados intermedios de la tltima colum-
na (8y12).

w

2113
1]8
7 |12
14| 1

—
[©)

NFEIE
o

—_
Ot

h) Sume los dos cuadrados intermedios de la primera fila (3 y
2) mds los dos cuadrados intermedios de la tltima fila (15 y 14).
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5 (10/11| 8

4115114 1

i) Sume la diagonal que va de izquierda a derecha (16, 10, 7

y 1.
j) Sume la diagonal que va de derecha a izquierda (13, 11, 6

y4).

1613 2 [13] |16] 3| 2 [13]
5[0/ 8|5 10118
916 7112|916 |Z]12
4115/14| 1] 4 |15]14]1

k) Fabriquese una diagonal imaginaria (empezando con 3y
5, de arriba hacia abajo y de derecha a izquierda) y continte
siempre de derecha a izquierda y de arriba hacia abajo (12 y 14).

1) Haga lo mismo pero ahora de izquierda a derecha (2y 8)y
continte hacia abajo con (9 y 15).

3| 2113]|16] 3 |2]13
10/11|8][510[11[8
6
15

712|916 7112
14 1|]485]14) 1

~olals

m) Durero creé este cuadrado en 1514. La C del cuadrado es
la tercera letra del alfabeto. La D de Durero es la cuarta. Com-
ponga este niimero con estos dos digitos y obtiene (como era de
esperar) 34!
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Este (tipo de) cuadrado que aparece en el cuadro de Durero
se llama cuadrado mdgico. Ahora, cuando usted ya debe haber
descubierto que todas las sumas que le propuse dan el mismo
resultado (34), le propongo algunas ideas mds para pensar.

* ;Se podrin encontrar mds cuadrados mdgicos?

e lendrin que ser siempre de cuatro filas por cuatro columnas?

* En este caso, los cuatro nimeros que uno va eligiendo
siempre suman 34. Pregunta: si yo eligiera —por ejem-
plo— el nimero 72, sse podrd encontrar un cuadrado
mdgico de manera tal que al sumar las filas, columnas,
diagonales, etc., se obtenga el nimero 72?

* Yo seleccioné el niimero 72 como ejemplo, pero jse podrd
encontrar un cuadrado magico para cualquier niimero que
yo elija?

Eistas son algunas preguntas. Estoy seguro de que usted debe
tener las suyas que sin duda serdn mds interesantes que las mias,
aunque mds no sea porque se le ocurrieron a usted. La tinica ma-
nera que conozco de poder contestarlas es a través de la prueba y
el error. Bueno, también se puede leer lo que hicieron otros pero,
una vez mds, ;qué gracia tiene?

Si le interesa avanzar con este tema, puede empezar revisan-
do esta pdgina de Wikipedia: https://es.wikipedia.org/wiki/Cua-

drado_mdgico
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Espias (Primera parte)

Cuando le garantiza acceso a una app en su teléfono celular,
iqué es lo que estd permitiendo que (le) hagan?

Todos los que tenemos un teléfono celular que permite insta-
lar apps elegimos algunas que son particularmente ttiles. No im-
porta cudles. Usted las conoce. Sin embargo, en algin momento
hay una parte de la ‘letra chica’ a la que no necesariamente le
prestamos atencién. Lo que queremos es tener acceso y satisfac-
cion inmediatos.

Por ejemplo, y para fijar las ideas, imaginese su cuenta con
Facebook, Twitter, Instagram, Snapchat, LinkedIn, Google,
WhatsApp, Viber, ete., y elija cémo continuar.

Ahora bien. Supongamos que esa app le pidié permiso para
poder usar su cdmara, y usted dijo que “si”, jmétale para adelan-
te! Desde ese momento usted acaba de autorizar:

a) Acceso a sus dos cdmaras (si es que su teléfono las tiene),
la que estd en el frente y en la parte trasera de su celular

b) Grabarla/lo en todo momento si la app estd funcionando,
aunque sea por debajo de la actividad —que usted cree
que es— principal y es la que la/lo tiene mds concentrado.
Digamos que estd actuando subterrdneamente. ..
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c¢) Sacar(le) fotos y también grabar videos sin darle ninguna
advertencia ni pedirle permiso.

d) Subir a la nube esas fotos/videos inmediatamente.

e) Aprovechar esas fotos o videos para que los programas que
hacen reconocimientos faciales pueden descubrir (y alma-
cenar) esas variantes que acaban de subir a la red.

Todo esto sin necesidad de advertirle que lo estdn haciendo.
Eis una captura totalmente silenciosa y que sucede sin que usted
se ‘despeine’. (Nadal

En particular, si alguna vez usted autorizé alguna de sus apps
para crear o enviar un avatar o para mandar una foto, jlisto: en el
horno! A partir de alli, todo lo que haga/envie/vea/registre/filme
ya no serd propiedad suya dnicamente. Habra muchisima mads
gente que lo tendrd guardado y almacenado para siempre.

Por supuesto, una vez que quedé registrado un video en el
que aparece usted, ese mismo video provee muchisimos cuadros
(o fotos) que podran ser utilizados para ‘rastrearla/o’ por internet
y extraer de la nube (o de donde sea) todas las fotos que se le
parezcan (jo que sean fotos suyas!) que estdn navegando por alli.
Ademds, esto permitird crear versiones tridimensionales suyas. Es
decir, con todos estos datos, piense en lo que sucede cuando le
hacen alguna tomografia computada. El tomégrafo hace cortes
bidimensionales, planos, de determinadas partes de su cuerpo y
luego los junta todos y forma una imagen tridimensional. Bueno,
en lugar de hacerlo con alguna parte interna de su cuerpo, se
puede usar la misma tecnologia (o equivalente) para lograr ‘pe-
gar’ toda la informacion y reproducirla con su exterior.

Por otro lado —no sé si hace falta que escriba esto, pero por
las dudas—, si usted es una persona que siempre o algunas veces
0 alguna vez ha llevado su teléfono celular o tableta al bafio, sepa
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que podria estar todo filmado. Ahora bien, usted se pregunta-
rd: ja quién podria interesarle? Tiene razén: no tengo respuesta,
pero el hecho de que yo no tenga respuesta no significa que no
alguien si. Por razones que ignoro, podria haber gente a la que s7
le interese: usted sabrd. Y una vez mds, podria estar sucediendo
en vivo, en lo que se llama streaming video. jQué sé yo! ;A quién
podria interesarle mirarla/o a usted dentro del bafio en tiempo
real?

Aunque no lo escribi todavia, usted sabe que varias veces tuvo
que autorizar en distintas aplicaciones el acceso a sus contactos,
mensajes, e-mails, fotos, videos y cualquier otro tipo de infor-
macién almacenada en su teléfono. Como sugiere el autor de
la nota mds impresionante que lef al respecto (a continuacién
encontrard los enlaces correspondientes), si quiere intentar prote-
gerse, al menos parcialmente tape las cdmaras con cinta aisladora
(como la que usan los electricistas) o algo equivalente. Niegue
acceso a cualquier base de datos que usted tenga. No creo que
sirva para garantizar que se transformard en inexpugnable, pero
es mejor que nada.

Por otro lado, como el propio Krause sugiere, instale algin
icono en la pantalla de su teléfono, de manera tal que le indique
si alguna de sus dos camaras estdn en uso. Si no es usted, ya sabrd
por qué.

Si habla inglés (o puede conseguir una traduccién), el infor-
me que Krause le present6 a Apple estd acd: https://openradar.
appspot.com/radar?id=5007947352506368. Por otro lado, me-
diante el link https://github.com/KrauseFx/watch.user, puede
sacarse fotos uno mismo, creyendo que lo hace en soledad, y
descubrir ‘casi’ inmediatamente que ya estin ‘posteadas’ en la
nube (yo no lo hice, pero sé de gente que lo usé). Esa parte se la
dejo como tarea para el hogar.

61



Hay otro sitio (https://github.com/Krausel'x/user.activity) en
donde tratan de contestar la siguiente pregunta: “;Qué es lo que
estd haciendo el usuario?”. Por las dudas, el usuario viene a ser
justed!

Algunas observaciones antes de terminar:

1) Hay un video extraordinario en https://www.youtube.com/
watch?v=NpNINzO4MoS§, publicado el 13 de diciembre del
afio 2016, que dura 21 minutos y 29 segundos (es corto como
pelicula, es largo como video). Lo filmé un director holandés
muy joven, Anthony van der Meer, quien ademds de haberlo
producido, editado y filmado, es muy versado en cuestiones de
tecnologia de telefonia celular.

Usted sabe que su teléfono tiene una aplicacién que le permi-
tiria (en teorfa) rastrearlo, si es que alguien se lo robara (o si lo
perdiera, para no ser tan dramético). Lo que hizo Van der Meer
es casi invitar a alguien para que le robara su teléfono celular, al
que habia preparado especialmente para rastrearlo y ver qué suce-
dia. Por supuesto, se trata de un caso particular del que es imposi-
ble extrapolar nada serio. Sin embargo, lo que mds me interesé es
compartir con usted lo que es posible que suceda. Los teléfonos ce-
lulares no solo se roban para desarmarlos y luego vender las partes
(que seria el equivalente de lo que sucedia —o ain sucede— con
los autos). La parte mds importante estd en otro lugar.

2) Usted debe recordar a Edward Snowden. Creo que todavia
estd en Rusia después de haber denunciado lo que hacia una
agencia del gobierno norteamericano espiando a sus propios ciu-
dadanos. Snowden revelé la existencia de un programa que se
llama Optic Nerves (algo asi como ‘nervios épticos’) que per-
mitia (o permite) recoger fotos de los usuarios de Yahoo cada
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cinco minutos. De los videos que el cliente tenfa con alguna otra
persona, Optic Nerves se guardaba algunas fotos. De acuerdo
con lo que informé el diario inglés The Guardian (Gran Bretafia
como Estados Unidos comparten —o al menos es lo que dicen
pablicamente — sus bases de datos), entre un 3 y un 11% de esas
imdgenes correspondian a fotos de ‘undesirable nudity’ (‘desnu-
dez indeseable’).

3) Mucho se ha discutido sobre las ‘entradas por la puerta de
atrds’ que todos los gobiernos se reservan sobre los teléfonos celu-
lares. Estdn incorporadas directamente a nuestros aparatos ante
nuestra ignorancia supina (al menos, de la mayoria de nosotros).
Las agencias que tienen acceso a esas entradas pueden incorpo-
rarse (sin que usted lo advierta) a sus conversaciones telefénicas,
videos, mensajes, fotos, etc.

4) Por ultimo, y aunque parezca una estupidez, jno le dé su
contrasefia a nadie!, ni siquiera cuando se la pidan en forma
amable y usted crea que proviene de la compaiiia que le ofrece el
servicio. Fisa respuesta tiene que ser taxativa, es siempre “{NO!”.
Ninguna compaiifa pide las contrasefias; por lo tanto, si alguien
se la pide, créame, quiere algo mds, pero no se lo puede decir.

Final

Lleg6 el momento de otorgarle —como corresponde — todo
el crédito de este articulo al periodista inglés Dylan Curran’. Su

5. https://www.theguardian.com/commentisfree/2018/apr/06/phone-came-
ra-microphone-spying?utm_source=pocket&utm_medium=email&utm_
campaign=pockethits
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publicacién fue la que me permitié acceder a todo lo que escribi
acd, videos incluidos. Y como dice él: “It’s only paranoia, until
it’s too late” (“Es solo paranoia, hasta que es demasiado tarde”).
Su idea es exactamente la misma que la mifa: advertir, sefialar,
invitar a pensar, a tomar decisiones por su cuenta y a ‘repensar’
cada vez que interactda con su teléfono.

Mis de cincuenta afios atrds en la Argentina se reproducia
una serie en blanco y negro protagonizada por Raymond Burr:
Perry Mason. El fiscal, después de interrogar a cada testigo, mien-
tras iba caminando hacia su asiento miraba a la cara al abogado
defensor y decfa: “;Su turno, Mr. Mason!”. Es decir, ahora la
pelota estd en su campo: ;qué va a hacer? Creo que la pregunta
quedard abierta, al menos por ahora.
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Espias (Segunda parte)

Sile interesé el tema de los espias, le sugiero que me siga con
esta hoja de ruta. Usela como una guia, ya que es mi hoja de
ruta. Estoy seguro de que usted tiene una propia. Acd voy.

® https://www.google.com/maps

En el Historial de este sitio se puede acceder a Timeline, don-
de queda registrada la actividad diaria en términos geograficos:
todos los lugares en los que usted estuvo, si fue caminando, en
avién, en auto, en autobus. Ademds, el tiempo que permanecié
en cada lugar. Al finalizar, hay una forma de recolectar toda la
informacién diaria, de manera tal que usted pueda tener una
lista con la frecuencia con la que usted visita cada sitio, y el tiem-
po que alli permanece. Naturalmente, el lugar en donde uno
duerme (por poner un ejemplo) resulta ser un sitio de los més
utilizados y donde permanece la mayor cantidad de tiempo. Lo
mismo sucede con el trabajo, si es que usted tiene uno fijo o le
dedica una buena parte de su dia, ya sea una oficina, una fabrica
o un colegio, escuela o universidad. La diferencia es ficilmente
observable cuando se trata de los fines de semana, en donde la
rutina cambia.
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® https://myactivity.google.com/myactivity

En este sitio estd registrada toda su actividad en internet, tanto
las paginas que usted visit6 como los correos electrénicos que us-
ted recibi6 y/o envid. Si me permite agregar algo, “mete miedo”.
En el titulo de la pdgina dice que usted es la tnica persona que
puede visitar estos datos. Puede que sea cierto, pero si yo soy el
tinico que puedo visitar esta pagina, ;cémo sé yo (o usted) que
no hay otras personas que también tienen acceso a la misma in-
formacién que se almacena alli?

Algo mds: aparecen también listadas todas las apps que utili-
z6, ya sea WhatsApp, ESPN, Snapchat, Instagram, Twitter, los
diarios que lee, las que usa para averiguar el pronéstico, los luga-
res que googled..., shace falta que siga? Si, una cosa més: en mi
teléfono celular, yo puedo ‘dictar’ una frase para que, convertida
a texto, la pueda enviar. En todo caso, permitame escribir que
me impacté escuchar todo lo que fui grabando en el tiempo (y
que luego fue traducido). ;Quiere fijarse usted?

® https://myaccount.google.com/security

Esta pdgina le permite establecer los niveles de ‘seguridad’
que usted quiere, y con los que le pide a Google que lo proteja.
Aparecen también todas las plataformas que usted usa, es decir,
el/los teléfono/s celular/es, la/s computadora/s, la/s laptop/s y la/s
tableta/s que utiliza. Estdn todos. Mds atn: aparecen las fechas
en los que usted las us6 por tltima vez (y las primeras, claro estd).

® https://www.youtube.com/feed/history

Fin este sitio usted encontrard todas las veces que utilizé los ser-
vicios de YouTube. Estd todo su historial. Como yo lo uso poco,
aparecieron muy pocos ejemplos, pero mi amiga Erica, quien es-
taba conmigo cuando ‘jugdbamos’ para ver qué encontrdbamos,
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se sorprendié por la enorme (y exhaustiva) lista de videos que ella
tenfa registrados en su historial. Una vez mds, mi experiencia no
le va a servir. Lo mejor que puedo hacer, es proponerle que usted
misma/o lo intente por su lado. Créame: se va a sorprender.

® https://support.google.com/accounts/answer/30241907hl=es

Este sitio es también impactante. Google le ofrece la alter-
nativa de que usted misma/o recupere todos los datos que Google
tiene guardado sobre usted: jtodos! Naturalmente, si ha utili-
zado mucho los servicios de este buscador, la memoria que va
a necesitar para recuperar todo puede llegar a ser importante.
Asegirese de tener suficiente espacio libre en su disco duro o
procirese un pendrive (o un lugar equivalente) en donde pueda
almacenar muchos gigabytes de memoria. Igualmente, es increi-
ble verse reflejado a uno mismo en la cantidad de datos que uno
ha compartido en el Gltimo tiempo: jimpactante! Si puedo suge-
rirle algo una vez mds, este es un lugar que no deberia perderse.
Eso si: témese su tiempo. Lo va a necesitar. Aparecen todos los
sitios que usted visito, sus correos electronicos, sus contactos, sus
videos en You'Tube... e incluso las fotos que usted tomé con su
teléfono. No sé si me entiende, jlas fotos! Parece mentira pero
no, estdn alli, hasta las que usted descarté o tir6 a la basura. Y por
supuesto, también las fotos que recibié. Su calendario, los libros
que comprd, los grupos a los cuales pertenece, los niimeros de
teléfonos de los contactos que o bien tiene hoy o que usted tuvo
en algiin momento, la cantidad de pasos que fue dando dia por
dia... ;Sigo?

Acd tengo que hacer una pausa para una observacién. Face-

book ofrece los mismos servicios que acabo de describir para
Google. El problema estd en que como yo no uso Facebook, no
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tengo cuenta con ellos, no puedo revisarlos. Pero por lo que me
mostr6 Erica, estan incluidos todos los mensajes y archivos que
envi6 (o recibid), todos los contactos que estdn en su teléfono
celular, todos los mensajes de audio que usted envi6 (o recibié),
todas las veces que usted se conecté en su cuenta de Facebook,
desde dénde lo hizo, el tiempo que estuvo visitando su cuenta
y desde qué aparato lo hizo. De la misma forma que Google,
Facebook sabe todos y cada uno de los pasos que usted dio en la
tltima década.

Un dato mds: Facebook guarda todas las aplicaciones que us-
ted utilizé6 mientras estuvo conectada/o con su cuenta, de ma-
nera tal que puede conjeturar cudn interesada/o usted estd en
cuestiones politicas o si lo que mds le atrae es el disefio grifico.
Sabe, ademds, si estuvo o es soltera/o, o bien si estd interesada/o
en cualquier servicio que coopere para que usted pueda encon-
trar pareja.

Por ultimo, al menos en este primer intento de advertirle lo
que sucede, el rastrillaje que ellos (y usted) pueden hacer sobre
su vida en la dltima década, incluye las aplicaciones que usted
instal6 (y desinstal6) durante todo este tiempo, las razones por
las cuales las usé (o usa), tiene acceso a su cdmara web y su mi-
créofono, y cOmo dije antes, sus contactos, correos electrénicos,
calendario, historial de todos sus llamados (entrantes y salientes),
mensajes de texto enviados/recibidos, archivos que ‘bajé’” por in-
ternet (incluyendo fotos, videos, audios, musica), las estaciones
de radio que escuché (o escucha) y, por supuesto, todas las bts-
quedas que usted hizo a lo largo de estos dltimos diez afios.

Si uno pensara que cada vez —si, jcada vez!— que uno se
conecta con cualquiera de nuestros aparatos (computadoras,
laptops, tabletas, teléfonos celulares, etc.) estd engrosando la in-
formacion que uno entrega sobre su privacidad, es posible que
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no lo haga, ;o si? Y lo planteo de esta forma porque, aunque uno
quisiera evitar dejar estos rastros desde hoy, sucederian algunos
eventos que me gustaria compartir con usted.

Por un lado, sestd segura/o de que usted podria vivir sin estar
conectada/o? Por otro, si Google (por poner un ejemplo) sabe
en qué lugares usted ha pasado la mayor parte de su tiempo,
dénde durmié, dénde cend, déonde almorzé, a qué hora puso su
despertador, dénde pasa sus fines de semana, qué musica escu-
cha, a qué hora se acuesta, qué medicamentos toma, qué bebidas
consume, etc., justed va a cambiar todo bruscamente? Es decir,
no solo deberia cortar todo contacto a partir de hoy, sino que
ademds tendria que cambiar de vida, de identidad, porque con
los datos que hemos ido dejando hasta este momento, sno cree
que Google podria rastrearla/o y encontrarla/o sin necesidad de
saber exactamente dénde se encuentra?

Cuando uno cree que todo es y ha sido gratis, ha cometido
(hemos cometido) un error: el producto somos nosotros. Mds
adn: yo creo que saben mds de nosotros que nosotros mismos.

Al igual que usted, yo tengo muiltiples preguntas, pero —creo—
que las mds importantes son: ;Qué podrian hacer con toda esta
informacién? ;Qué tipo de influencia tienen sobre nosotros al
saber todos estos datos? ;Qué pueden predecir? O mejor atin:
(Como los han usado ya? ;Qué hemos hecho nosotros hasta ac4,
creyendo que teniamos la libertad de elegir, sin saber que desde
algtin otro lugar, estibamos siendo elegidos por otros?

(Cuidn peligroso es esto? ;En manos de quiénes estd toda esta
informacién? Google y Facebook dicen que solamente nosotros
tenemos acceso... ;Seguro? ;Y Cambridge Analitica® de dénde

6. Cambridge Analitica es una compaiiia inglesa que se hizo famosa por
haber utilizado inapropiadamente material que extrajo de las usuarios de Fa-
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salié? Si pudo tener semejante influencia en las elecciones de
un pafs, y nada menos que Estados Unidos, ;qué nos queda a
nosotros?

Y si uno, por la edad que tiene, decide que ya no hay nada por
hacer y que no hay vuelta atrds... jcémo proteger a los nifios?
¢Usted qué piensa?

cebook (jalgo asi como 87 millones!) durante la eleccién presidencial en Es-
tados Unidos y favorecer la candidatura de Donald Trump.
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La poblacion de Francia en 1783

Quiero empezar haciendo referencia a un articulo que escribi
hace casi quince afios: “;Cémo estimar el nimero de peces en
una laguna?”’.

Uno de los mayores déficits que tienen nuestros sistemas edu-
cativos, cuando se habla de matematica al menos, es que no se
nos ensefia a estimar. Si. A estimar.

Eso sirve, en principio, para aprender a desarrollar el sentido
comtn. ;Cudntas manzanas tiene una ciudad? ;Cudntas hojas
puede tener un drbol? ;Cudntos dias vive en promedio una per-
sona? ;Cudntos ladrillos hacen falta para construir un edificio?
;Cudntas personas hay en una manifestacién? ;Cudntas pelicu-
las uno vio en su vida? ;Cudntos drboles hay en una cuadra? ;Y
en un parque?

Quiero empezar con un problema que es muy especifico pero
usted verd, si sigue leyendo, que tiene (y tuvo) aplicaciones total-
mente inesperadas. Acompdfieme por acd.

Suponga que usted estd cerca de una laguna. En general, uno
suele ver gente pescando en una laguna y una pregunta razo-

7. “;Cémo estimar el nimero de peces en una laguna?”. La primera parte
b P P p

del texto que figura en este capitulo aparecié con ese nombre en la pdgina 132
de mi libro Matematica... sestds ahi?, Siglo XXI Editores, Buenos Aires, 2005.
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nable seria tratar de estimar el nimero de peces que viven alli.
(Como hacer? ;Cémo elaborar una estrategia para hacerlo?

Una vez mds, me apuro a escribir que estimar no es contar. Se
trata de poder adquirir una idea de lo que hay. Por ejemplo, uno
podria conjeturar que en la laguna hay mil peces o que hay mi-
llones de peces. Obviamente, no es lo mismo. Pero jc6mo hacer
para aproximarse a la solucién?

Aqui es donde quiero hacer una reflexién junto a usted. Su-
pongamos que uno consigue una red que pide prestada a unos
pescadores. Con esa red, nos proponemos atrapar mil peces, y
cuando escribo atrapar, quiero que los capturemos pero no quie-
ro matarlos. La idea serd devolverlos al agua tan rdpido como nos
sea posible, pero antes los vamos a pintar con un color y pigmento
de manera tal que no se borre con el agua. Naturalmente, cual-
quier procedimiento que preserve la marca serd equivalente. Para
fijar las ideas, digamos que logramos ponerles a todos una marca
de color amarillo.

Los devolvemos al agua y esperamos un tiempo razonable.
Usted se preguntard: ;qué quiere decir razonable? Bueno, razo-
nable implicard que les daremos suficiente tiempo como para
que vuelvan a mezclarse con todos los peces que quedaron sin
pintar, o sea, con el resto de los que habitan la laguna.

Una vez que estamos seguros, volvemos a usar el mismo méto-
do anterior (con la red, por ejemplo) y capturamos mil peces otra
vez. Queda claro que algunos de los peces que obtenemos ahora
estardn pintados y otros no. Supongamos, siempre a los efectos
de hacer las cuentas mas féciles, que entre los mil que acabamos
de pescar ahora, aparecen solo diez pintados de amarillo.

De este hecho, uno podria inferir lo siguiente: cada mil peces
que viven en la laguna hay diez que estdn pintados de amarillo,
es decir, uno de cada cien. Si bien no sabemos cudntos peces hay
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en la laguna, sabemos que el uno por ciento estd pintado de ama-
rillo. Como en total hay mil amarillos, ;cudntos peces tendria
que haber para que el uno por ciento de ese total sea mil? Creo
que no se le escapa que esto es —ni mds ni menos— lo que en el
colegio llamdbamos ‘regla de tres simple” o ‘extrapolacién lineal’.
La respuesta entonces es: “Uno puede estimar que en la laguna
en total hay aproximadamente cien mil peces” (fijese que mil, es
el uno por ciento de cien mil, tal como era esperable).

Este método obviamente no es exacto (ni mucho menos), pero
si bien no provee una certeza ofrece una idea, una estimacion.
Ante la imposibilidad de contar todos los peces que hay, es prefe-
rible tener un nimero con el que uno se pueda sentir cémodo y,
justamente, este método permite encontrarlo.

Ahora bien: spor qué inclui esta forma de estimar que incluso
parece tan primitiva? Este método, aunque parezca poco creible,
fue utilizado por uno de los mejores matematicos de la historia:
Pierre-Simon Laplace®.

Las contribuciones de Laplace son realmente extraordinarias,
no solo en matemadtica —en particular en el drea de probabili-
dades y la popularizacion del famoso teorema de Bayes— sino
también en astronomia, fisica y en aplicaciones que parecian
imposibles en el momento que €l las propuso. Pero quiero apro-
vechar el ejemplo anterior, el de la estimacién de cudntos peces
hay una laguna, para mostrar lo que hizo Laplace para estimar
ila poblacion de Francia en 1783!

8. Las ideas (y los datos) que aparecen sobre la aplicacion de esta metodo-
logfa usada por Pierre-Simon Laplace le pertenecen a Jaime Amords, y fueron
publicados en un articulo de la Royal Statistical Society el 16 de julio de
2014. El pdf (en inglés) se puede encontrar en https:/rss.onlinelibrary.wiley.
com/doi/full/10.1111/).1740-9713.2014.00754.x
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Obviamente, el método que usamos hoy (censar) era imprac-
ticable en ese momento del siglo XVIII. El procedimiento que
describi antes se llama ‘captura-recaptura’. Es muy sencillo, pero
requiere de muestras suficientemente grandes y elegidas al azar
(que es un dato no menor). Es decir, importa mucho el tamario
de la muestra y la aleatoriedad. En ese caso, los resultados que se
obtienen son verdaderamente notables.

En el caso de la poblacién de Francia, fue necesario tomar dos
conjuntos de personas, una después de la otra, teniendo cuidado
de ‘marcar’ a los integrantes de la primera muestra de manera
tal de que sean facilmente reconocibles o distinguibles dentro
del grupo que termine integrando la segunda muestra. Por otro
lado, usado de esta forma tan sencilla, es necesario suponer que
la poblacién que uno quiere estimar no se modificard sustancial-
mente en el tiempo que transcurra entre la toma de la primera y
la segunda muestra. Por otro lado, aunque no lo haya escrito ex-
plicitamente, es imprescindible que las personas elegidas tengan
la misma probabilidad de ser seleccionadas en cualquiera de las
dos muestras.

Lo que hizo Laplace fue lo siguiente. ;Cémo elegir y después
marcar a las personas que formarian parte de la primera muestra?
En ese momento en Francia, si bien no existian los censos, cada
comunidad/pueblo registraba el nimero de bebés que nacian
cada afio. Justamente ellos (los bebés) fueron los integrantes de
la primera muestra. Para mejorar la precisién, Laplace promedié
el niimero de nacimientos que se produjeron en Francia durante
los dos afios que precedieron a la publicacion (1783).

El dato que utilizé Laplace fue el siguiente: 973.054,5 bebés.
Si, aunque parezca ridiculo, a los efectos de hacer las cuentas
con la mayor precisién posible, incluyé al medio bebé porque eso
fue lo que le dio el promedio. Para poder encontrar la poblacion
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total necesitaba estimar la proporcién que habia entre los bebés
recién nacidos y la poblacién en general, y esa proporcién es la
que darfa origen a la segunda muestra que necesitaba.

Si bien no todas las comunidades o poblaciones tenian los da-
tos que €l requeria, habia ‘intendentes’ (por llamarlos de alguna
manera) que no solo registraban las poblaciones de cada uno de
sus ‘condados’, sino que también anotaban los nacimientos y las
muertes que se habian producido en ese afo particular. ;Y ese era
el dato que Laplace necesitabal Esa era la proporcion que estaba
buscando. Con la colaboracién de varias personas, logré juntar
los datos de todas esas comunidades. Promedi6 las proporciones
entre la poblacién total y los nacimientos tratando de minimizar
los errores que se pudieran producir. No los eliminaba, cierta-
mente, pero los optimizaba, teniendo en cuenta que diferentes
regiones producian nimeros que no parecian ‘aceptables’, algu-
nos incluso de un afio a otro. Pero lo que me importa sefialar acé,
es que el nimero al que llegé Laplace fue el siguiente: jun na-
cimiento por cada 26 personas! En consecuencia, una poblacion
con 52 personas tendria (en promedio) dos nacimientos por afio,
y una de comunidad de 104 personas, tendria cuatro nacimientos
anuales. Creo que la idea estd clara.

En este punto, Laplace tuvo que aceptar la misma suposicién
que nosotros en el caso de los peces en la laguna: la poblacién
no cambiaria sustancialmente entre la extraccién de la primera
y la segunda muestra, asumiendo que los nacimientos y muertes
serfan equivalentes, y lo mismo con respecto a las proporciones.
Tuvo que aceptar o incluir algo mds entre sus hipétesis (cier-
tamente esto ya no es ni era verificable): que los ndmeros de
nacimientos y muertes se mantendrian constantes a lo largo de
las diferentes regiones francesas. Claramente, de todas las suposi-
ciones que tuvo que hacer, esta fue la mds ‘opinable’ y de dificil
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comprobacién, pero necesité usarla porque, si no, no hubiera
podido llegar a ninguna conclusién.

A partir de acd, el resto es sencillo. Le alcanzé con multipli-
car 973.045,5 por 26 y eso le dio el tamario de la poblacién que
estaba buscando. El nimero al que llegé: 25.299.417 habitantes.

No crea que se me escapa que hay multiples ‘concesiones’ y
acuerdos que Laplace tuvo que hacer en el transcurso de la es-
timacién; lo mismo sucede en el caso de los peces en la laguna.
Claramente, uno podria usar este método de ‘captura-recaptura’
para estimar el nimero de ballenas en una regién especifica o
evaluar la cantidad de palomas en la ciudad de Montevideo. O
determinar el nimero de personas que consumen algin tipo de
droga (cocaina, por ejemplo), o de personas diabéticas en un de-
terminado pafs.

Los métodos que se usan hoy son mucho mads sofisticados y las
estimaciones, mucho mds eficientes; pero, conceptualmente, to-
das se basan en las ideas expuestas en este capitulo. En definitiva,
el problema reside en la recoleccion de los datos y no en la sofis-
ticacién de la matematica necesaria. Aprender a usar una ‘regla
de tres simple’ o ‘extrapolar linealmente” no deja de ser algo que
uno aprende en la escuela primaria, sno es asi?
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La historia de Sofia Kovalévskaya

Eiste es un momento diferente en la historia de la humanidad.
Fin todas partes del planeta, hay muiltiples manifestaciones en de-
fensa de los derechos de la mujer. No importa el dngulo, siempre
hay alguna historia para representarlo. No me refiero solo a los
abusos sexuales, sino a los abusos ‘en general’; a la minimizacién y
denigracién/segregacion de la mujer en todos los aspectos posibles.

Como un aparte, me interesa sefialar que mi madre, inmi-
grante polaca, escapando de lo que terminaria con la vida de
toda su familia (salvo sus padres, hermano y hermana), recalé en
la Argentina en 1934. Su padre habia viajado siete afios antes,
en 1927. Solo. Llegé a Buenos Aires pero viajé al Chaco, mds
precisamente a Villa Angela. Y desde ese lugar, intent6 juntar el
dinero suficiente para poder traer a toda su familia y salvarla del
nazismo. Lo logré a principios de 1934: le alcanzé para enviar el
dinero para el viaje de su mujer y de sus tres hijos, a quienes no
habia visto por ese tiempo: jsiete afios! El periplo de mi madre
y su familia directa comenzé en su pueblo —Berezhno, en ese
momento era Polonia, pero a lo largo del tiempo le ‘pertenecid’
a diferentes paises— cuando subieron a un tren hacia Varsovia
(que era la capital de Polonia), y luego siguieron también en tren
a Paris hasta llegar a Cherburgo. Ese era el puerto. Desde alli, to-
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maron un barco inglés de nombre Alcdntara. Viajaron en tercera
clase, y mi madre me recordaba que le habian regalado un libro
particular que conservé toda la vida: un ejemplar de La cabaria
del tio Tom, con dedicatoria incluida. Ese libro, que todavia con-
servamos, fue su tinico contacto con ese viaje.

Aunque no esté ligado especificamente con la historia que
quiero contar acd, hubo dos momentos particulares que quiero
compartir. El primero sucedié en Brasil. En una de las escalas,
mi madre me recordaba que ni bien llegaron a Rio de Janeiro
una multitud se acercé al puerto. No entendian nada. ;Qué po-
dria pasar para que hubiera tanta gente congregada para esperar
un barco? Lo que ella supo después es que en ese mismo buque,
en el que ellos habian pasado esos 21 dias, viajaba desde Europa
Getulio Vargas, quien en ese momento era el presidente brasile-
fio. Eso respondia una de las preguntas.

Después mi madre, con su propia madre y dos hermanos, fueron
a Villa Angela, en el Chaco, para encontrarse con su padre. Pero se
producirfa un drama inesperado. Después de estar siete afios sin ver
a su familia, siete semanas después mi abuelo materno se enfermé
de neumonia y jse murié! Sin que ninguno de ellos hablara caste-
llano, recién emigrados, y sin que ninguno de ellos tuviera profe-
sién alguna, se encontraron en una situacién desesperante.

Se volvieron a la Capital para instalarse en el barrio de Villa
Crespo, donde habfa la mayor concentracién de emigrantes ju-
dios del pais. La idea de mi abuela materna era volver a Polonia.
Mi madre se planté en una reunién familiar y el didlogo tuvo ca-
racteristicas de este tipo: “Ustedes vuelvan si quieren. Yo no me
voy a ninguna parte. Yo me quedo acd”. Y se quedaron.

Gracias a esa decisién que mi madre tuvo la valentia de en-
frentar, yo puedo seguir escribiendo y esta parte de mi familia
existe. El resto lo perdimos en la guerra.
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Pero, para completar esta historia tan personal (ignoro por
qué estoy escribiendo tanto sobre ella), después de algunos me-
ses y cuando atn el proceso de adaptacién estaba en un momen-
to critico, volvieron a enfrentare a una segunda manifestacion,
increiblemente multitudinaria.

Columnas de personas que se contaban por miles comenza-
ron a congregarse en la avenida Corrientes. Para aquellos que
conocen la Capital Federal (y si no, no importa) el barrio de
Villa Crespo estd muy cerca del mayor cementerio que tiene la
Argentina: La Chacarita.

Fista nueva manifestacion se originé en algo totalmente dife-
rente. No habia presidente ni figura politica que la motivara. No.
El 24 de junio de 1935, en un accidente aéreo moria Carlos Gar-
del. Mds de ocho meses después, recién el 5 de febrero de 1936,
luego de infinitos tramites burocrdticos, transportado ‘a pie’ por
esa misma multitud, un miéreoles lluvioso y con gente llorando
y entonando las canciones mds famosas, enterraron a Gardel.

Esos dos episodios marcaron a mi madre para siempre. Pero
ella también supo que —por razones que se me escapan— ella
no queria vivir ‘a la sombra” de un hombre, sintiéndose menos.
En todo caso, siempre quedd claro en mi casa que mis padres
no solo formaban un matrimonio, sino que eran pares, amigos, y
defendian intereses comunes.

Mi madre me ensefié a manejar, me ensefd musica, me llevo
a estudiar patinaje sobre hielo (aunque no nieva en Buenos Aires)
y si bien no pudo terminar sus estudios universitarios (mi padre
tampoco), fue tenedora de libros y clara defensora de los intere-
ses de las mujeres. Me honra saber que mi hermana y yo somos
hijos de nuestros padres, fuertemente adelantados a su época.
Para no mencionar que los dos venfan de procedencias muy di-
ferentes: mi padre, de una familia italiana catélica (tanto que él
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fue monaguillo durante un tiempo), y mi madre, como queda
dicho, judia polaca. Pero lo extraordinario es que ambos fueron
claramente ateos, comunistas y defensores de los intereses de los
trabajadores. La educacién que nos dieron no solo nos enorgulle-
ce a nosotros, sino que tendria que ser la norma y no la excepcion
de la que todo nifio, en cualquier parte del mundo, deberia tener
garantizada.

Para hablar de Sofia Kovalévskaya necesité recorrer mi pro-
pia historia familiar: para que usted comprenda que las situa-
ciones como las que voy a describir, mds alld de parecer una
‘anécdota’, tienen una profunda importancia personal, me ‘to-
can’ fuertemente.

Sofia Kovalévskaya, también conocida como Sonia Kovalévs-
kaya, no solo fue una gran matemdtica sino ademds se destacé
como escritora y defensora de los intereses de las mujeres en el
siglo XIX. Mds atin: Kovalévskaya terminé siendo la primera mu-
jer matemdtica que ofrecié Rusia y la también primera que puso
en duda lo que hasta ese momento era el sentimiento comin (no
solo alli sino en toda Europa): “La mujer es inferior y no estd en
condiciones de competir con el hombre en el dmbito cientifico”.
Tan brutal como suena.

Su padre era un general de artillerfa y su madre también era
una mujer muy bien educada y de una cultura que describian
como asombrosa, pero hasta ahi. Lo que asimismo queda claro
es que de alguna forma estaban conectados con la nobleza rusa
a tal punto que entre los que frecuentaban su circulo de amigos
estaba nada menos que Fiédor Dostoyevski.

Hoy todo es mds fdcil. En aquel momento, hubo mujeres
(como Sophie Germain’) que debieron esconder su condicién

9. https://www.paginal 2.com.ar/diario/contratapa/1 3-64246-2006-03-14.html
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de tales para poder ser siquiera consideradas o que alguien les
prestara atencion. Me cuesta trabajo aceptar (pero evidentemen-
te es un problema mio) que lo que se haya juzgado no es el pro-
ducido cientifico sino la autoria. Dificil por un lado, y dramadtico
por el otro. Pero me desvié.

Sofia nacié en el afio 1850. Tenia dos hermanas (una mayor
y otra menor): esa condicion, la de ser la hija del medio, le hizo
perder sistemdticamente frente a la fascinacién que producia
en su entorno el encanto de su hermana mayor (Anya) y la
gracia que tenfa la menor (Fedya). En lugar de ser criada por
sus padres, a Sofia le asignaron una gobernanta (se seguird di-
ciendo asi?).

Su exposicién a la matemdtica comenzé desde muy joven,
fijese de qué forma tan curiosa. Su padre tenfa empapeladas las
paredes de la habitacion de Sofia con escritos de charlas y clases
que habia dado Mijail Ostrogradski, pero no eran notas sobre
poesia, literatura o siquiera historia. No. Eran charlas sobre ana-
lisis diferencial e integral. Su tio Pyotr fue quien comenz6 a esti-
mularla: lo que ella leia en las paredes cuando tenia ;11 afios! la
invitaba a tratar de entender.

La seduccién que la matemdtica comenz6 a tener en la vida
de Sofa, la hizo escribir: “Siento tal atraccién por la matematica,
es tan intenso, que ya no me interesa nada mds de todo lo que
tengo o tendria que estudiar”.

Para que esta historia tenga sentido, hubo alguien que co-
menz6 a oponerse fuertemente a esta inclinacién de Sofia; tal
como usted se imagina, fue su propio padre. A partir de ese
momento le negé toda ayuda y cooperacion externa para que
pudiera acceder a mds matematica, y la tinica forma en que
ella pudo continuar, fue leyendo un libro de dlgebra que su
propio tio Pyotr logré ‘contrabandear’. Sofia solamente podia
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leerlo cuando el resto de la casa... dormia. Las discusiones
entre el tio y el padre llegaron a provocar de serios conflictos
familiares. El padre finalmente cedié pero puso como con-
dicién que tenia que terminar todas las materias del colegio
secundario. A pesar de su inclinacién por la matemdtica, So-
fia sabia que el tnico camino que le quedaba era aceptar las
condiciones impuestas.

Naturalmente, no seria sencillo. No podia estudiar matema-
tica en alguna universidad en el lugar donde vivia. Las universi-
dades mds cercanas que podrian (en potencial, ‘podrian’) darle
una chance a una mujer estaban en Suiza, y una mujer joven y
encima soltera no seria aceptada, sin siquiera importar su capaci-
dad. Esas eran las normas.

Como en una pelicula, a Sofia no le quedé otra alternativa
que buscar alguien con quien casarse que aceptara sus condicio-
nes. Pero lo consiguid, se casé con Vladimir Kovalévsky (de alli
su apellido, Kovalévskaya) en septiembre de 1868. Ambos reco-
nocieron, y en forma no necesariamente privada, que el matri-
monio habia sido jpor conveniencia!

Se quedaron en San Petersburgo durante un tiempo, pero al
final viajaron a Heidelberg, donde Sofia pudo acceder a lo que
buscaba, una educacion superior que cualquier hombre podria
conseguir: yendo a la universidad. Estando en Heidelberg, Sofia
tuvo una idea que la ayudaria para siempre: su objetivo (y su ob-
sesion) paso a ser contactarse con Karl Weierstrass, en la Univer-
sidad de Berlin.

Weierstrass era considerado uno de los mejores matematicos
del mundo. Por supuesto, cuando finalmente supo de la exis-
tencia de Sofia, victima ¢l también del entorno de la época, no
la tomé seriamente. Pero claro: Weierstrass era un cientifico de
nota, y la mejor manera de convencerlo no era hablandole ni de
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mujeres ni de hombres. Weierstrass quiso ver algtin trabajo de
Soffa. Y eso fue suficiente. A partir de alli advirti6é del “genio”
(sus propias palabras) con el que se habia tropezado. La univer-
sidad seguia sin darle autorizacién para contratar o incorporar a
una mujer, pero a Weierstrass eso ya no le interesaba mds: Sofia
habia llegado para quedarse. La tomé como alumna personal y
le ensefi6 y la dirigié en todo lo que ella necesitaba saber para
poder avanzar.

En palabras de ella: “Esos estudios tuvieron la mds profunda
influencia en toda mi carrera en matemadtica. Determinaron fi-
nal e irrevocablemente la direccién que tomarfa mi carrera cien-
tifica. Todo mi trabajo estd hecho como consecuencia de la guia
de Weierstrass”.

Al finalizar los cuatro afios que estuvieron juntos, Sofia
habia producido tres trabajos originales que hubieran sido
mds que suficientes para garantizarle el titulo que ella nece-
sitaba para ‘ingresar’ al mundo. El primero de ellos, “On the
Theory of Partial Differential Equations” (Sobre la teoria de
ecuaciones a derivadas parciales), fue incluso publicado por
la revista Crelle, un honor tremendo para un/a matemético/a
desconocido/a.

Pero recién en julio de 1874, Sofia Kovalévskaya consiguié
el titulo de doctora que le entregé la Universidad de Géttingen.
Aunque sea dificil de creer, incluso con ese titulo particular que
hubiera sido considerado como la mayor distincién posible, y
aun con la tutoria de Weierstrass, jSofia no podia conseguir tra-
bajo como matematical

La historia personal es increiblemente dramdtica porque, jun-
to a Vladimir (su marido), ahora enamorados, volvieron y tuvie-
ron una hija. Sofia dejé la matemadtica por un tiempo y se dedicé
a escribir. Si, a escribir literatura. Aun asi, no podia encontrar
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trabajo como matemdtica'. En forma inesperada y acosado por
las deudas, Vladimir se suicidé.

Recién en 1883, Sofia tuvo su momento de ‘suerte’: a través de
un exalumno de Weierstrass, Gosta Mittag-Leffler, consiguié una
posicion en Suecia, en la Universidad de Estocolmo. Volvié a ca-
sarse, esta vez con Maxim Kovalévsky'!, pero su marido queria que
dejara la matematica y se dedicara solamente a él. No creo que haga
falta que escriba lo que pasé: le dijo que no. Se siguieron viendo, en
forma esporddica, pero para Sofia ya no habrifa vuelta atrs.

Joven atin, el 10 de febrero de 1891, con 41 afios recién cum-
plidos, victima de severos episodios de depresién y neumonia,
sucedi6 lo inexorable: se murid.

Hoy, cuando ya nada importa, cuando Sofia no vive para ex-
perimentarlo, el presidente de la Academia de Ciencias le entre-
g6 el premio méximo al cual un cientifico pueda aspirar. Cierta-
mente, llegé tarde. La historia que traté de resumir en estos pé-
rrafos pretende honrar de alguna forma a todas las pioneras que
sacrificaron sus vidas para que hoy, atn hoy, estemos luchando
para que los derechos sean igualitarios. Deberia avergonzarnos
que todavia tenga que librarse este tipo de lucha.

Salud, Sofia. No fue en vano.

10. Una anécdota: en un momento determinado, Sofia recibié finalmente
una oferta de trabajo. Le propusieron ser maestra de aritmética en un curso
para nifias en una escuela primaria. La decliné con sarcasmo: “Lamentable-
mente, una de mis debilidades son las tablas de multiplicar”.

1. Maxim estaba relacionado con su primer marido. Hay discrepancias
en las diferentes biografias sobre Kovalévskaya, pero la teorfa més aceptada es
que Maxim era primo ‘segundo’ de Vladimir. Tampoco queda claro si Maxim
y Sofia se casaron formalmente, pero creo que a los efectos de esta historia es
poco relevante.
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{Por qué sobrevenden los vuelos
las compaiias aéreas?

No hace falta que busque muchos ejemplos, pero es muy posi-
ble que usted (como yo) hayamos sido victimas de vuelos ‘sobre-
vendidos’. Si bien uno cree que solamente afecta a quienes via-
jamos en avion, esto sucede también en consultorios, hospitales,
banco..., es decir, en lugares en donde hemos hecho una ‘cita’
que pretendemos honrar.

Por supuesto, hay muchisimos factores que cooperan para que
esto suceda (o no). Ahora bien, ;cudl es la l6gica subyacente? Na-
turalmente, la primera (y quizds la dnica importante) es —para se-
guir con el ejemplo de una compaiifa aérea— no perder el asien-
to: un asiento vacio significa una pérdida de dinero. Al mismo
tiempo, uno podria preguntarse: “Pero sde qué pérdida de dinero
me habla, si el pasajero que se pierde el vuelo termina pagando
por el pasaje igual, lo use o no lo use?”.

Fiste cuestionamiento es parcialmente cierto, porque la com-
pafiia tiene otra manera de pensar. No solo que le va a cobrar el
dinero al pasajero que no viajé, sino que pretende aprovechar
ese mismo asiento para vendérselo a otra persona y, de esa forma,
vender dos veces el mismo producto. Para poder hacerlo, para
poder vender dos veces lo mismo, es necesario que de alguna
forma, la compaiiia pueda estimar cudl es la probabilidad de que
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haya pasajeros que no viajen. Y a eso me quiero referir. Es una
forma de utilizar la matemadtica en beneficio del mds poderoso y
en detrimento nuestro, el consumidor final, el pasajero.

En otra época (digamos, por ejemplo, veinte afios), uno siem-
pre tenia la alternativa de utilizar ese mismo pasaje en otro vue-
lo... sin penalidad. Es decir, si uno sencillamente no podia (o no
queria) tomar ese vuelo, llamaba a la compaiiia y le avisaba que
queria posponerlo o bien seguia conservando el cupén de ese
tramo y lo usaba cuando habia lugar. Era algo asi como tener un
pasaje ‘abierto’. Eso es impensable hoy.

Pero quiero hablar especificamente de algunos cdlculos o es-
timaciones que son de dominio ptiblico entre las compaiifas que
venden los pasajes. Nadie tiene bases de datos mds detallados
que ellas, y ninguno de nosotros tiene acceso a las conclusiones
que puedan sacar.

De hecho, el precio de los pasajes (como usted habrd verifica-
do) varfa atn dentro del dia; y ni hablar si usted quisiera tener la
posibilidad de llevar una pequena valija que pese un gramo més
de lo permitido, o si tuviera ganas de estar ‘cerca’ de una salida
de emergencia, de un bafo, de una ventanilla, etc. No. Me re-
fiero al precio del mismo lugar dentro del mismo avién que sale
a la misma hora. Hay sitios de internet'? que ayudan al pasajero
(a usted, a mi) a estimar lo que ellos predicen que sucederd con
ese asiento o pasaje. Si le conviene esperar o si le conviene com-
prarlo ni bien pueda. Pero esa es otra historia, no menor, pero
arranca hacia otro lado.

Volvamos a la compaiiia aérea que tiene formas de predecir
cudntas personas no van a presentarse para un determinado vuelo.

12. https://www.kayak.com/, http://www.fairfly.com/, http://www.hopper.
com/
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Piense en la dltima frase: jse da cuenta del poder que eso repre-
senta? Tener forma de predecir cudntos asientos libres va a haber.

Claro, esto es una prediccién y, como tal, es falible. De todas
formas, el dltimo dato que tengo delante de mi dice que, en Es-
tados Unidos solamente, mds de 50 mil personas se quedaron sin
viajar durante el afio 2017 porque el vuelo que debian abordar
estuvo sobrevendido. En realidad, deberia decir que mas de 50
mil personas no pudieron viajar en el vuelo que tenian previsto
como consecuencia de la sobreventa.

El negocio funciona asi. Antes de hacer los cdlculos, algunas
observaciones. Supongamos que de acuerdo con las estimacio-
nes que tienen las empresas, la probabilidad de que haya un cier-
to nimero de ausentes es de 0,05 (o sea, un 5%). ;Qué hacer?

a) Si, a pesar de tener esos datos, decidieran no venderlos, se
pierden el dinero extra.

b) Si los venden y los pasajeros se presentan todos, la compa-
fifa deberd compensar a quienes tiene que pedirles que no
viajen (hoteles, comida, re-ruteo y, por supuesto, el fasti-
dio enorme y desprestigio para la compaiifa, aunque esto
tltimo es relativo, teniendo en cuenta que el mercado es
un oligopolio, concentrado en un grupo muy pequeiio en
donde todos hacen lo mismo...).

Tomemos un vuelo cualquiera que va desde A hasta B, a las
ocho de la manana. Me importa mucho ahora enfatizar este he-
cho. Las compaiiias aéreas tienen los datos de qué fue lo que su-
cedié con ese vuelo durante —digamos— los tltimos diez afios.
Estos datos incluyen cudntas veces salié en horario, cudntas ve-
ces sali6 tarde, promedios de las demoras, qué pasé con el avién
que debia llegar ese dia o la noche anterior y no llegd, cudntos
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pasajeros compraron boletos, en qué categorfa, cudntos se pre-
sentaron a horario, cudntos faltaron, cudntas veces los sobreven-
dieron, qué costo tuvo para ellas haber tenido que compensar a
quienes no pudieron viajar, qué alternativas hay con otras com-
pafifas que ofrecen la misma ruta, etc. Y podria seguir, pero quie-
ro hacer hincapié en una cosa importante: ellos saben lo que
hizo usted. Si, usted. Es decir, en el mismo momento que uno
entr6 en el sistema, su historia estd registrada para siempre, no
importa si vol6 una sola vez en su vida o si lo hace todos los dias.
A esta altura, usted debe saber muy bien que, cuando le ofrecen
los puntos que estd acumulando a lo largo del tiempo para poder
viajar ‘gratis’ o ‘subir de categoria’, todo eso que usted cree que
son beneficios (y de hecho, en algin sentido... lo son), todo eso
tiene un precio: jsu informacion! Uno entrega ahora los datos
personales (correo electrénico, tarjeta de crédito, direccién pos-
tal, sitios a los que concurre, restaurantes en los que cena, gustos
en las comidas, lugares en donde veranea, cudnto tiempo lo hace
(eso si veranea), y toda la parafernalia de datos adicionales que
usted (y yo) no advertimos. Su nimero de teléfono estd ligado a
esa misma cuenta, y las imbricaciones que tiene son fenomena-
les. Si, claro, usted viajard en una categoria mejor, o viajard con
‘los puntos’, pero también sepa que en el proceso entregd una
informacién que nunca més podrd recuperar. Volviendo al ejem-
plo del vuelo sobrevendido, es como si ellos supieran si usted
llega siempre a horario (tres horas antes al acropuerto) o si llega
sobre la hora... jo no llega! O en todo caso, si usted prefiere, ellos
saben cudntas veces usted no llegd. Y si se quedé en un hotel en
el aeropuerto, o si alquilé un auto, qué auto fue y durante cudnto
tiempo lo tuvo.

Como usted advierte, yo podria seguir con la lista hasta
abrumarla/o, tanto como me abrumé a mi. La tecnologia actual
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permite saber con quién usted habla por teléfono (me refiero a las
conexiones entre pares de nimeros telefénicos), la duracién de
esas llamadas, el sexo de los participantes, las edades, si es una
llamada entrante o saliente, si la comunicacién es al exterior o
dentro del pais, y naturalmente, estos datos pueden/podrian ser
usados para determinar su poder adquisitivo, si usted es (o no)
merecedor de un crédito bancario que podria necesitar y/o pe-
dir, etc. Acd, prefiero parar. Quiero volver (y no puedo) al pasaje
sobrevendido.

Voy a reproducir entonces el ejemplo que tengo delante de
mi, de un vuelo que une Nueva York con Londres. Esta compa-
fifa sabe que la probabilidad” de que cada pasajero se presente
a tiempo es de un 90%. Para hacer las cuentas mis ficiles, voy a
suponer que cada pasajera/o viaja sola/o, sin familia. Son todos
asientos vendidos en forma individual. En esencia, no cambia
mucho, pero quiero aclararlo para no tener que recurrir a este
argumento en el medio del planteo.

Supongamos ahora que el avién tiene 180 asientos en total.
Si la compaiiia hubiera vendido todos los asientos, de acuerdo
con la probabilidad de ‘presencia’ que han estimado (90%), en el
momento del despegue habrd 162 pasajeros.

13. La probabilidad de que un acontecimiento ‘suceda’ es un nimero real
que varfa entre cero y uno. La probabilidad es cero si es imposible que el
acontecimiento pase, y uno si es seguro que suceda. La probabilidad se calcula
dividiendo los casos favorables por los casos posibles. Para no tener que hablar
de este tipo de niimeros, voy a hacer una suerte de ‘abuso de lenguaje’: usaré
el método mds conocido, los porcentajes. Por ejemplo, en lugar de asegurar
que la probabilidad de que un pasajero se presente a tiempo es de 0,9, voy a
decir que se estima en un 90%. Si la probabilidad es de 0,25, voy a decir que
se estima en un 25%. Permitame esa licencia en todo lo que vea escrito acd.
Gracias.
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Por supuesto, como el método y la prediccién son ciertamente
falibles, bien podria suceder que haya mds (o menos). Ahora,
pasemos al dinero involucrado.

La comparfiia gana dinero por cada pasajero que logra viajar
y pierde dinero por cada uno que se queda en tierra (porque el
ticket fue vendido mds de una vez). Para fijar las ideas, una vez
mds, supongamos que cada pasaje sale 250 délares (si el pasajero
viaja) y el costo para la companiia es de 800 ddlares si un pasajero
se queda abajo.

En este caso, las cuentas son sencillas.

a) Sila compania vende todos los asientos —los 180 asientos a
250 délares—, el resultado es: 180 x 250 =45.000 dolares.
b) Si la compaiifa vende 15 pasajes mds y justamente hay 15
personas con pasaje que no se presentan, entonces hay que
calcular 15 x 250 = 3.750 délares. Sumando los 45.000 ori-
ginales a estos 3.750, la compaiifa recibiria 48.750 délares en
total. Este serfa un escenario muy favorable para la empresa.
c¢) Ahora, miremos el caso contrario. Supongamos que todos
los pasajeros (los 180) se presentan al vuelo. Pero no solo
ellos, sino también los 15 ‘extra’ a quienes les vendieron pa-
sajes que ya estaban vendidos. Como estimamos que el costo
extra que tendria la compaiifa aérea es de 800 délares por pa-
sajero que no viaja a pesar de tener su boleto, la cuenta ahora
es esta: 15 % 800 = 12.000. Si a los 45.000 délares totales que
recibian le restamos estos 12.000 (todas las penalidades), el
resultado es que a la compaiifa ingresardn por ese vuelo par-
ticular: 48.750 — 12.000 = 36.750 (fijese que usé el niimero
48.750 porque la compaiiia recibi6 ese dinero al vender 195
tickets en lugar de 180). Mds atin: si hubieran vendido nada
mds que la capacidad que tiene el avién (los 180 lugares), a
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250 délares cada uno, ese vuelo particular viajarfa ‘a pérdi-
da’: en lugar de 45.000 recibird 36.750.

A este punto queria llegar (y le pido que preste atencién a los
datos que siguen).

No se trata solamente del dinero que ganaria o perderia en
este caso particular. Lo verdaderamente importa es saber jcudn
probable es que pase? Fs decir, con los datos que ellos tienen,
scudl es la probabilidad de que esto ‘les” pase?

Para contestar esta pregunta, una vez mds podemos emplear
el ‘modelo’ que usan las compaiiias (la distribucién binomial').
En este caso, la probabilidad de que haya exactamente 195 pasa-
jeros que pretendan subirse al avién es ‘casi’ nula. Para ser mas
precisos, el nimero que ellos tienen es 0,00000019%.

Para poner otro ejemplo, la probabilidad de que haya exacta-
mente 184 pasajeros que quieran volar estd estimada en 1,11%".

Ahora, viene el final a toda orquesta, en donde todos los ins-
trumentos estdn afinados y los vamos a usar.

14. La distribucién binomial o gaussiana es la que usted debe haber visto
muchas veces: cuando uno la dibuja aparece una curva en forma de campa-
na, por eso se la suele llamar también ‘La campana de Gauss’. Por ejemplo,
si usted quisiera mostrar en un grafico cémo es la distribucion de las alturas
de una determinada poblacién (piense en la altura de las personas que viven
en su ciudad). Supongamos que la estatura de la mayoria de los hombres estd
cerca de 1,75 m. Un ntimero similar de hombres serdn un poco mds bajos y
un poco mads altos que esos 175 centimetros. En los ‘extremos’, habrd muy
pocos que serdn mucho mds altos o mucho mds bajos.

15. En la charla TED-Ed que encontrard en https://www.youtube.com/
watch?v=ZFNstNKgEDI, Nina Klietsch explica muchisimo mejor que yo
todo lo que sucede con la sobreventa de los pasajes. Le recomiendo que la
vea si tiene tiempo.

91



Voy a multiplicar la probabilidad de que suceda cada caso por
el dinero “a favor’ o ‘en contra’ que esto le significa a la compaiiia.
Es decir, voy a calcular cada probabilidad por separado y después
sumar. ;Qué quiero decir? Fijese en estas cuentas.

Supongamos que venga exactamente un pasajero de los 15
sobrevendidos. En ese caso, mi base de datos me dice cudl es
el valor P(181), que es el que mide que haya exactamente 181
pasajeros en el momento del vuelo. Pero claro, si viene uno solo
mds, eso les va a costar 800 délares por las penalidades involu-
cradas. En resumen, el nimero que quiero calcular para un solo
pasajero es:

P(181) x 1 x 800

Y si vienen exactamente dos mas de los 1807 En ese caso, el
nimero deberia ser:

P(182) x 2 x 800
Y asi incrementando en uno por vez hasta llegar a 15.

P(183) x 3 x 800
P(184) x 4 x 800
P(185) x 5 x 800
P(186) x 6 x 800
P(187) x 7 x 800
P(188) x 8 x 800
P(189) x 9 x 800
P(190) x 10 x 800
P(191) x 11 x 800
P(192) x 12 x 800
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P(193) x 13 X 800
P(194) x 14 x 800
P(195) x 15 x 800

Fijese que, por ejemplo, P(192) mide la probabilidad que la
compaiifa tiene en su poder de que en el momento del vuelo se
presenten exactamente 192 pasajeros. Cuando uno ha sumado
todos estos nimeros, deberd restarlo de los 195 x 250 = 48.750,
que es el dinero que la compaiifa habrd recibido luego de haber
vendido los 195 tickets (15 mds de los que debia). Este resultado
es la ganancia esperable.

Si uno repite este cdlculo varias veces teniendo en cuenta la
cantidad de tickets ‘extra’ que la compaiiia vendié, puede encon-
trar cudl de todos estos nimeros es el que mds le conviene. O sea,
analizando los datos que obtiene en cada caso, cudl es el niimero
de pasajes ‘extra’ que les conviene vender para garantizarse que es
esperable que no solo no pierdan dinero, sino que ganen mds que
st vendieran solo los 180 lugares disponibles.

Para el vuelo en el que me basé, el nimero que obtuvo la
compaiiia es 198. Si, 198. Es decir, les conviene sobrevender el
vuelo ofreciendo 18 pasajes mds de los que podrian acomodar.
De esa forma, es muy probable que la compaiifa obtenga 48.774
ddlares, o sea casi 4.000 délares mds que si no hubieran agregado
ningan pasaje.

Por supuesto, esto es nada mds que un solo yuelo. Ahora haga
la cuenta de los millones de vuelos por compaiifa por afio y el
resultado es escalofriante. Yo reduje todo a una forma muy sen-
cilla, minimizando la cantidad de factores que intervienen y que
no consideré, adrede. Por ejemplo, vuelos en conexién, variacio-
nes en la meteorologia, desperfectos técnicos, transito vehicular
que afecta la llegada hacia y desde los aeropuertos, dificultades
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horarias... en fin, hay un nimero muchisimo m4s grande de in-
gredientes que los modelos matemadticos que usan las comparifas
aéreas incluyen y son mucho mds precisos que los que yo esbocé
acd. Fue solamente para darle una idea.

No me quiero meter en las cuestiones éticas por razones ob-
vias: jc6mo van a vender dos veces el mismo producto? Claro,
esto serfa razonable si uno estd seguro de que quien tiene que ‘ve-
nir a buscar el producto’ efectivamente viene. Es decir, si usted
sabe que el 100% de los pasajeros va a venir.

En cambio, si usted supiera en un 98% o en un 95% o en un
90% que van a venir, ;lo vende de nuevo o no? ;Y si supiera que
para algunos vuelos en particular esa cifra roza el 75%? O sea, si
usted supiera que uno de cada cuatro pasajeros no va a venir...
Puesto de otra forma, si usted fuera la/el responsable de dirigir la
compaiiia aérea, jviajaria con esos asientos vacios una y otra vez?
;O los venderia dos veces?

Cuando uno se enoja (y con razén) porque no quiere no via-
jar, deberia contemplar que las personas que trabajan en los
aeropuertos tienen esta informacién tanto como usted. Peor aun:
usted (y yo) sabemos si nos afecta a nosotros, en el caso personal/
individual. Ellos saben muy de antemano lo que puede pasary,
por eso, estdn en condiciones no solo de lidiar con nuestro fas-
tidio, sino también de saber qué ofrecer, qué subastar vy, sobre
todo, a quién.

No quiero terminar sin ampliar (aunque sea muy poco) la in-
formacién sobre este punto. Hay compafiias que, sabiendo que
sobrevendieron un vuelo, les preguntan a los pasajeros ni bien
se presentan en el mostrador del aeropuerto: “;Por cudnto dine-
ro estarfa usted dispuesto a entregar su asiento?”. Es decir, uno
comienza a participar en una suerte de subasta compitiendo con
otros pasajeros. Esos 800 délares de los que hablé al principio se
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transforman en irrelevantes, porque uno entraria en colisién con
sus compaiieras/os de viaje. Nos podriamos poner de acuerdo los
pasajeros también en no entregar nada por menos de 1000 déla-
res (por poner un nimero), pero jquién quiere ir al aeropuerto a
trabajar? Y encima, ja trabajar para ellos!

Buen viaje.
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Espectacular problema de atletismo

El problema que sigue me parecié espectacular. Lo he visto
en varios lugares, pero me gustaria darle el crédito (a pesar de
que no sé si fue €l quien lo origing) al matematico britdnico Nigel
Coldwell.

Cuando uno se sitda frente al problema por primera vez, tiene
ganas de decir: “;En serio me hacés esa pregunta?”. Vea usted lo
que piensa.

Hace unos meses se efectué una competencia de atletismo
con una curiosidad: solamente participaron tres mujeres: Alicia
(ala que voy a llamar A), Beatriz (B) y Carmen (C). Ellas (y nada
mds que ellas) intervinieron en todas las disciplinas, no participé
ningdn otro atleta.

Los puntos que se obtenian en cada uno de los tres puestos era
la misma cantidad: x por salir primera, y por salir segunda y z por
salir tercera. Los tres nimeros (x, y, z) son naturales (mayores o
iguales que 1), y obviamente se cumple también:

X>y>Z

Es decir, como es esperable, la atleta que salfa primera en
cada prueba obtenfa mds puntos (x) que la que salia segunda (y);
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lo mismo sucedia entre la que salia segunda (y puntos) y la que
salia tercera (z puntos).

Una vez finalizadas todas las competencias, estos son los datos
que se obtuvieron:

A obtuvo 22 puntos en total.
B gané los 100 metros llanos y en total obtuvo 9 puntos.
C también terminé con 9 puntos.

Ahora si, la pregunta: ;Quién salié segunda en salto en alto?

;Vio? Parece mentira que uno pueda deducir la respuesta, jno
le parece? Bueno, es lo que me parecié a mi. Quizds a usted no.
En cualquier caso, la dejo planteada y usted dird cudntas ganas
tiene de dedicarle un rato para pensar.

Antes que se pregunte si no faltan datos, créame que no,
no falta ninguno, ni siquiera el ndmero de pruebas en las que
compitieron. Nada. Estd todo bien asi. Ahora... ahora le toca a
usted.

Solucién

Lo notable es que uno pueda encontrar la respuesta sin saber
dos pares de datos esenciales: jen cudntas competencias partici-
paron? y jcudles son los valores de x, y, z?

Pensemos juntos. Yo no pude encontrar una manera de resol-
verlo que involucrara escribir algunas igualdades (o ecuaciones)
y hacer operaciones algebraicas. En todo caso, tuve que hacer
‘arremangarme’ y analizar caso por caso. Acompdfieme por acd.

Como A obtuvo 22 puntos, y B y C obtuvieron 9, eso significa
que en total se repartieron 40 puntos. No sabemos en cudntas
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disciplinas compitieron, por lo que voy a llamar N a ese nimero.
Eso significa que:

NX(x+y+z)=40 (1)

;Por qué? Fin cada competencia se repartian (x +y + z) puntos
y, por otro lado, para llegar a los 40 puntos, necesitamos multi-
plicar ese nimero por la cantidad de disciplinas. Ahora, llegé el
momento de ‘arremangarse’.

¢De cudntas formas se puede descomponer el nimero 40
como producto de nimeros naturales? 40 se puede obtener ast:

40=2%x2X2x5 (2

Fijese en la igualdad (1). Agrupemos los factores que apare-
cen en la igualdad (2) de todas las posibles formas.

40 = 2% 20
40=4x 10
40=8 x5 (3)
40=5x 8
40=10 x 4
40 =20 x 2

(Si bien hay varias descomposiciones iguales, estoy suponien-
do por un momento que N es el primer factor).

Si el segundo factor de cada igualdad es (x + y + z), esto signi-
fica que este ndimero puede tomar los siguientes valores:

20,10, 5, 8, 4, 2
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(Fijese en el segundo factor de cada una de las igualdades de (3)).

Por otro lado, los mismos ntimeros (2, 4, 5, 8, 10, 20) son los
posibles valores para N.

Piense que como x>y >z, el valor mds chico que puede tomar
zesz = 1. Porlo tanto, esto obliga a que el valor mds chicode y =
2yeldex = 3.0 sea, sumando estos valores, el nimero minimo
de (x +y + z) es 6. Esto permite descartar de inmediato que

(x+y+z)=2
(x+y+z)=4
(x+y+2z)=5

Estos tres valores son imposibles para (x + y + z). Quedan
entonces tres valores posibles: 8, 10 y 20. Vamos descartando al-
gunos casos.

a)(x+y+z)=20

Esto significa que entre los tres primeros puestos, obtuvieron
20 puntos. ;De cudntas formas se puede descomponer 20 en tres
nimeros positivos en forma estrictamente decreciente? Veamos.

20=17+2+1
20=16+3+1
20=15+4+1
20=14+5+1
20=13+6+1
20=12+7+1
20=11+8+1
20=10+9+1
20=15+3+2
20=14+4+2
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20=13+5+2

20=12+6+2
20=11+7+2
20=10+8+2
20=13+4+3
20=12+5+3
20=11+6+3
20=10+7+3
20=9+8+3
20=11+5+4
20=10+6+4
20=9+7+4
20=9+6+5
20=8+7+5

Ahora bien: estas son todas las posibles distribuciones de puntajes
en los tres primeros puestos, si la suma de los puntos repartidos fue 20.

Fijese algo muy curioso. Observe nuevamente la lista de las
descomposiciones del nimero 20. Le recuerdo que B, por un
lado gand una de las competencias (lo que significa que —al
menos— gané § puntos) y, por otro lado, obtuvo 9 puntos... jen
total! Entonces, es imposible que esa haya sido la distribucién: si
gané como minimo 9 puntos (que es la Gltima descomposicion
que figura en la lista), en la otra competencia tuvo que haber ob-
tenido 7 puntos o 5 puntos. Luego, siempre se pasé de 9 puntos.

Moraleja: la distribucién de puntos entre los tres primeros
puestos jno pudo ser de 20 puntos!

b) (x +y+z) =10y entonces N =4

Hagamos el mismo andlisis que en el caso anterior. ;De qué
maneras podemos descomponer 10?
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10=7+2+1

10=6+3+1
10=5+4+1
10=5+3+2

Y no hay mds. Vayamos —como antes— caso por caso:

Six =7, como B gané una competencia, con ese triunfo
ya tendria 7 puntos. Si sumamos el resultado de B en las
otras tres disciplinas (tuvo que haber sumado 1 punto en
cada una), llegarfa a 10. Luego, este caso no puede ser.
Six =6, como B gané una competencia, puede ser que haya
obtenido 1 punto en las otras 3 hasta llegar a 9. Pero en ese
caso, jcomo hizo A para conseguir 22 puntos? Fijese que,
aunque hubiera ganado las otras tres competencias, sumaria
18 puntos, y en la disciplina que gané B no pudo sumar mds
que 3 (ya que la distribucién es 6, 3 y 1 para los primeros tres
puestos). Conclusion, esta situacién tampoco pudo darse.
Vayamos al caso (5 + 4+ 1). Si B gan6 una competencia,
sumo 5 puntos, pero si salié segunda en otra, ya llegé a los
9 puntos y todavia faltan contar dos competencias. Luego,
ese caso no fue.

Siesel caso (5 + 3 + 2), entonces obtuvo 5 puntos la vez
que gand. Aunque haya salido tercera en las otras tres, su-
maria 6 puntos a los 5 de la que gand, hasta llegar a los 11
puntos. No puede ser.

Listo. Hemos eliminado el caso en que (x +y +2z) =10y

N =4

¢) (x+y+z)=8yentonces N =5

Eista es la dnica posibilidad que queda. Es decir, la suma de
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los puntos que se otorgaron en cada disciplina es 8 y la cantidad
de disciplinas en las que compitieron es 5. Analicemos qué pudo
haber pasado en este caso. Para hacerlo, estudiemos las formas
en las que podemos descomponer el nimero § (sumas de tres
nimeros positivos, en forma estrictamente decreciente).

8=4+3+1
8=5+2+1

¢Por qué no hay més? Si la tercera obtiene 1 punto'y ya descar-
tamos los casos en que la segunda obtiene 2 o 3 puntos, entonces
la tnica alternativa que queda, es considerar que la tercera sacé 1
y la segunda sacé 4. Pero como la suma tiene que dar §, y ya en-
tre la segunda y la tercera sumaron 5, jla primera sacaria menos
puntos que la segunda! Listo.

Por otro lado, si empezdramos suponiendo que la tercera saca
2 puntos, entonces la segunda deberia sacar (como minimo) 3.
Entre la segunda y tercera obtendrian 5 puntos, es decir, ya no
queda ‘lugar’ para que la que salié primera saque mds puntos que
la que llegé segunda.

Moraleja: los tinicos dos casos para analizar son:

e 8=4+3+1.;Pudo haberse dado esta situacion? Como A
obtuvo (en total) 22 puntos, aun ganando las cinco com-
petencias llegaria a 20 puntos. Luego, esta situacién no
pudo haberse dado. Y asi llegamos a...

e §8=5+2+ 1. Yasabemos que B gan6é una competencia.
Luego, tiene 5 puntos. ;Qué tuvo que haber pasado en las
otras cuatro disciplinas? B tuvo que haber salido tercera en
todas ellas. De esa forma, sumaria los 9 puntos. Acd me
quiero detener un instante. Fijese que, al suponer que B
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gan6 una competencia y salié tercera en las otras cuatro,
nos quedan por distribuir los puntos obtenidos en cuatro
primeros puestos y cuatro segundos puestos y un solo tercer
puesto (sme siguié? Verifique los cdlculos por su cuenta.
No acepte lo que yo escribi sin estar convencida/o). Pen-
semos juntos entonces. Si C hubiera ganado alguna de las
cuatro competencias restantes, ya tendria 5 puntos, pero
como obtuvo 9 puntos en total, jno hay manera de que los
consiga porque todos los terceros puestos —salvo uno—
estdn tomados por B! Luego, C no pudo haber ganado
ninguna competencia. La tnica alternativa es que hubiera
salido segunda en cuatro competencias, y haya obtenido el
tercer puesto en la disciplina que gané B. De esa forma, ob-
tiene los 9 puntos que era uno de los datos del problema. Y
finalmente los lugares que quedan libres (cuatro primeros
puestos y un segundo puesto) le otorgan a A los 22 puntos
que consiguid. jEsta es la solucién del problemal

A gané cuatro competencias y obtuvo un segundo pues-
to: total 22 puntos

B gan6 una competencia y salié tercera en las otras cua-
tro: total 9 puntos

C sali6 segunda en cuatro competencias y tercera en la
que gand B: total 9 puntos.

Lo notable es que esto permite contestar la pregunta original:

iCarmen (C) fue la persona que sali6 segunda en la competencia
en salto en alto!

De esta forma, con una cantidad de informacién minima, he-

mos encontrado la respuesta a una situacién que —de entrada—
parecia imposible.
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Algo mads. Este tipo de problemas, en donde todo lo que uno
tiene que hacer es simplemente pensar, invitan a sacar una con-
clusién: la notable potencia del cerebro para analizar situaciones
multiples y encontrar respuestas a preguntas que parecen inac-
cesibles. Ojald que usted lo haya disfrutado al leerlo/resolverlo,
tanto como yo al plantearlo (y escribir la solucién también).
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Conocimiento publico y compartido

Julian Havil es un matemadtico inglés reconocido mundial-
mente por su tarea en la difusién de la matemadtica. Nacié en
1952 y desarrolla la mayor parte de su trabajo, justamente, en
las islas britdnicas. Hace diez afios, mds precisamente a media-
dos de 2008, public6 uno de sus libros mds famosos, con un ti-
tulo impactante: Impossible? Surprising Solutions to Counterin-
tuitive Conundrums (;Imposible? Soluciones sorprendentes a
dilemas antiintuitivos'®). Es un trabajo atrapante con multiples
historias del mundo de la matematica y de su relacién con la
vida cotidiana.

;Por qué citarlo de él y a uno de sus libros acd? Es que una
vez que lo escuché hablar de una historia de uno de los capitu-
los, pensé inmediatamente: “Tengo que contar esta historia en
espafiol”.

Y acd voy. Créame que es la conceptualizacién de datos muy
interesantes y que invitan a la reflexion.

16. La traduccién es mia. No sé si el libro estd publicado en espafiol y no
estoy seguro si la palabra ‘conundrum’ se interpreta como dilema, problema,
dificultad, etc. En cualquier caso, espero darle una idea de lo que Havil quiso
expresar en el titulo.
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La diferencia entre conocimiento mutuo y conocimiento comun

Me cuesta trabajo decidir si en castellano este tipo de distin-
cién es la misma que uno harfa en inglés. De hecho, ni siquiera
sé si estoy muy de acuerdo con la diferencia que Havil propone
en su idioma, pero eso es totalmente irrelevante.

Tomemos un ejemplo que nos sea mds familiar a nosotros. La
capital de Uruguay es Montevideo. Esto es de publico conoci-
miento, que seria el equivalente de lo que Havil llama ‘conoci-
miento mutuo’. Creo que ‘publico conocimiento’, para nosotros,
suena mds razonable.

Dicho esto, el hecho que sea piblico y gratuitamente acce-
sible a todo el mundo no lo hace ‘forzoso’ ni ‘obligatorio’. El
conocimiento estd ‘ahi’. Si usted lo tiene o no, no me afecta a mi.

Sin embargo, también es de ‘puiblico conocimiento’ que,
cuando estamos manejando o caminando, un semaforo con la
luz roja encendida indica que el paso estd prohibido. En cambio,
si estuviera iluminada la luz ‘verde’, el paso estd permitido.

Esto también es de ‘puiblico conocimiento’, pero hay una
enorme diferencia: ya no es lo mismo que usted lo sepa o no lo
sepa. A mi me interesa muchisimo no solo que esa informacién
esté alli para que todo el mundo la ‘aprehenda’; sino también es
muy importante que usted s esté al tanto de la misma. Adn mads:
yo necesito que usted lo sepa, que usted tenga esa informacion.
Tanto es asi que para que conducir un vehiculo cualquiera, usted
tiene que superar un examen en donde le preguntardn (entre
multiples cosas) si sabe que no puede cruzar cuando la luz estd
roja pero si puede hacerlo si estd verde. Incluso como peatones,
es decir, aun cuando no estemos conduciendo ninguno (o algu-
no) de los dos, es importante para ambos que sepamos que el otro
tiene ese conocimiento.
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Créame: el dltimo pérrafo es determinante para todo lo que
sigue, porque contiene la esencia de lo que estoy tratando de pro-
poner. Por eso, antes de avanzar le pido que se detenga un instan-
te y piense si estd de acuerdo en que hay una profunda diferencia
entre esos dos saberes (“Montevideo es la capital de Uruguay” y
“luz roja encendida, detenerse; luz verde encendida, pasar”) son
iguales en cuanto al acceso, pero representan algo muy diferente
en términos del conocimiento.

Esa diferencia es la que quiero marcar (en realidad, lo hizo
Havil en su articulo). ;Cémo llamarlos y/o distinguirlos en espa-
fiol? A uno lo voy a llamar ‘conocimiento piblico’ o de ‘piblico
conocimiento’ (el dato de la capital uruguaya); al otro, ‘conoci-
miento compartido’.

Me permito hacer un agregado mds: el ‘conocimiento com-
partido’ empieza siendo publico, mientras que el ‘conocimien-
to publico’ no tiene por qué ser compartido. Aun corriendo el
riesgo de repetirme (y si usted asi lo considera, saltee el siguiente
parrafo), en esencia, la diferencia radica en este sumario:

Hay un cierto tipo de conocimiento que es accesible a todo el mun-
do. A mi no me afecta en absoluto si una persona tiene o no tie-
ne una parte de ese conocimiento, es el que llamé ‘puiblico’; en
cambio, hay otra parte del ‘conocimiento piblico’ que a mi si me
interesa saber que usted tiene (y reciprocamente), es el que llamé
‘conocimiento compartido’.

(Coémo hacer para convertir un conocimiento puiblico en un
conocimiento compartido? Por ejemplo, podriamos reunir en
una habitacién a un grupo de personas y que uno dijera: “La ca-
pital de Uruguay es Montevideo”. jListo! A partir de ese momen-
to, todos los presentes pasamos a tener un conocimiento ‘compar-
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tido’. Ninguno podré decir que no sabia que eso era cierto. Pero
no solo todos los alli reunidos tendriamos la informacién, sino
que —esto es muy importante— a partir de ese momento todos
sabemos que todos tenemos esa informacion: ha pasado a ser un
conocimiento publico, si, pero ademds es compartido.

Hay muchisima literatura escrita al respecto. De hecho, yo
mismo escribi en varios sitios de divulgacion sobre este tipo de
episodios. Entre las multiples variantes hay dos casos particula-
res: ‘El reino de Josefina” y ‘La isla de los Ojos Celestes™.

Quiero aprovechar para presentar otro problema de las mismas
caracteristicas y proponerle que lo pensemos juntos. Se trata del
caso particular que presenté Julian Havil en su libro y creo que
es interesante por sus propios méritos, un ejercicio extraordinario
para pensar: es entretenido, atractivo, no es trivial, no presupone
que usted tenga ningln conocimiento previo, salvo una buena pre-
disposicién y ganas de agregar(se) una herramienta mds a su caja
‘intelectual’. ;No deberia ser suficiente incentivo? Al menos para
mi lo fue. Espero seducirla/o a usted también. Sigame por acd.

Supongamos que en una habitacién hay 500 personas (el nu-
mero es arbitrario, podrian ser 50 o 1000, es irrelevante). Solo
elijo un nimero para fijar las ideas. Estin todos en un sal6n
enorme o, si usted prefiere, en el patio de un colegio, donde los
alumnos pasan habitualmente sus recreos.

Supongamos también que yo voy a repartir sombreros. Esos
sombreros podrdn ser de dos colores diferentes, tinicamente rojos
o azules.

17. Paenza, Adridn, La matemdtica del futuro, Buenos Aires, Sudamerica-
na, 2017, pagina 80.

18. Paenza, Adridn, ;Cdmo... esto también es matemdtica?, Buenos Aires,
Sudamericana, 2011, pdgina 265.
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Como suele pasar en este tipo de problemas, podra ver el co-
lor de los sombreros de todas las personas jsalvo el suyo! O sea,
usted ve 499 de los 500 sombreros, y lo mismo les sucede a los
demds. Algo mads: jtodos ustedes son ldgicos perfectos! Es decir,
en el momento en que se trata de deducir algo, son capaces de
sacar las conclusiones correctas: si tienen los datos suficientes,
sabran deducir 1o que corresponde.

Sigo. Sin ningin tipo de anuncio, yo le pongo un sombrero a
cada uno, pero elijo exactamente 15 sombreros rojos. Es impor-
tante este dato: a partir de ese momento, ustedes verdn que algu-
nos son rojos y otros azules. De hecho, las personas que tengan
puesto un sombrero azul podrdn contar y ver que hay 15 rojos,
pero no sabrdn si en total hay 15 0 16 (el de ellos también podria
ser 10jo, no lo saben). Por otro lado, los que tengan puesto un
sombrero rojo, no sabran si en total hay 14 o 15.

Ahora supongamos que ya estdn repartidos todos los sombre-
ros. Todo el mundo se sienta, mirdndose unos a otros. No lo es-
cribi antes pero me apuro a hacerlo ahora: jno hay comunicacién
posible! Nadie usa ningtin tipo de truco o artilugio para indicarle
a otra persona qué color de sombrero tiene. Si bien todo el mundo
mira, todos participan del juego’ en forma genuina.

Por ultimo, yo les advierto a todos que en el salén hay un
reloj muy grande, que todos pueden ver. Ese reloj marca los
minutos y también las horas. Cada 60 minutos (en el momento
en que cambia el nimero de la hora), el reloj hace sonar una
campana que es ‘audible’ para todas las personas que estdn alli
reunidas.

Con todos estos datos, llega un paso importante: les pido que,
en el momento en que alguno pueda deducir (y me importa en-
fatizar esta palabra deducir) que tiene puesto un sombrero rojo,
espere hasta el momento en que suena la alarma que indica el
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cambio de hora, se levante y se vaya de la habitacién. Puesto de
otra forma: jse trata de ‘deducir’ y no de ‘adivinar’l

Una vez hecha esa precisién, todo el grupo seguird sentado,
mirdndose entre ellos o lo que quieran hacer, aunque si deberan
estar atentos al sonido del reloj una vez por hora.

El momento del ‘cambio’

De pronto, una persona (que no forma parte del grupo y que,
en principio, no participaba de juego) entra en el recinto, ve los
sombreros que todos tienen puestos y dice: “Al menos uno de
ustedes tiene puesto un sombrero rojo”.

A esta altura, usted (si, usted) debe estar pensando: “;Y? ;Qué
novedad es esa? Todos los que estamos acd vemos que hay ‘por
lo menos’ un sombrero rojo. ;Qué importancia tendrd que venga
alguien de afuera y lo sefiale?”. Bueno, aunque no lo parezca tiene
muchisima importancia, a tal punto, que cambia el tenor de juego.

De hecho, estoy tentado de preguntarle: “Si no hubiera en-
trado esta persona y no hubiera hecho esa afirmacién, shabria
alguna forma de que alguien pudiera descubrir que tiene puesto
un sombrero rojo?”. Lo dejo por ahora con la pregunta, pero le
propongo que al terminar el texto se plantee cémo se puede con-
testar la pregunta. Mientras tanto, sigo.

Ahora quiero mostrarle que desde que este visitante dijo lo que
dijo, cuando el reloj haya marcado la hora exactamente 15 veces,
las 15 personas que tienen puesto el sombrero rojo se levantaran
y saldrdn del sal6n. Raro, jno? Sin embargo, la afirmacién del
visitante permite cambiar todo y logra que los ldgicos que estdn
en el salon con un sombrero rojo se levanten y se vayan una vea
que la alarma soné 15 veces, o sea, 15 horas después. ;Por qué?

Por supuesto, lo mds interesante serfa que usted me abandone
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acd y se quede pensando por ‘las suyas’, pero yo voy a completar
el texto. Lo hago con la idea de que tenga ‘a mano’ una respuesta,
pero créame, jseria tan valioso que usted se ocupara por su cuental

Le propongo lo siguiente. Reduzcamos el problema a que
haya nada mds que un solo sombrero rojo. Voy a llamar A a la
persona que lo tiene puesto. ;Qué cree usted que pasard cuando
el reloj marque la primera hora desde que el visitante hizo el
anuncio de que habfa visto —por lo menos— un sombrero rojo?

Hasta el momento que fue hecho el anuncio, A no tenia idea
de que su color era rojo. Nadie podia comunicédrselo. Como A
veia solamente sombreros azules, cuando el visitante dijo que ha-
bia por lo menos un sombrero rojo, A dedujo que quien lo esta-
ba usando jera él mismo! Justamente entonces, cuando el reloj
anuncia la hora, se levanta y se va. Listo. Problema concluido. Si
en el salén hay solamente un sombrero rojo, cuando suena la cam-
pana de la primera hora, el que lo estd usando, se levanta y se va.

¢Y si hay exactamente dos personas que tienen sombreros ro-
jos? Llamémoslos A y B. ;Qué pasaria en este caso? (;No quiere
pensar usted?)

Pongdamonos en el lugar de alguno de los dos. Tomemos A.
Cuando el visitante hizo el anuncio, el inico sombrero rojo que
veia A era el que usaba B (y al revés, el dnico sombrero rojo
que veia B era el que tenia puesto A). ;Cudl es la diferencia?
Desde el punto de vista de A, cuando el reloj marca la hora, A
estd esperando que B se levante y se vaya porque, en principio,
él supone que B es el dnico sombrero rojo que hay. Pero B, que
supuestamente estd viendo todos sombreros azules y, por lo tan-
to, al sonar el reloj deberia irse, jno se va! Y lo mismo sucede al
revés: B espera que A se vaya al sonar el reloj, porque ‘desde sus
ojos’ B supone que A estd viendo solamente sombreros azules y,
en consecuencia, €l deberia ser el tinico que tiene un sombrero
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rojo. Cuando suena la alarma, A deberfa levantarse e irse, pero...
jtampoco se fue!

(Oué indica eso? Que al sonar la alarma la segunda vez (pa-
sadas dos horas), ilos dos tienen que levantarse e irse! ;Por qué?
Es que al dato de que cada uno estd viendo que el otro tiene un
sombrero rojo, ahora se agregé otro muy importante: jninguno
de los dos se levantd y se fue como debié haber pasado si habia
un solo sombrero rojo! El nuevo dato es una fuerte indicacion:
cuando suene la alarma a la segunda hora... jlevantate y andate
porque vos también tenés un sombrero rojo!

Y efectivamente asi es. Con dos sombreros rojos, pasadas las
dos horas, las dos personas que tienen sombreros rojos se levan-
tan y se van.

Y si hay tres personas que tienen sombreros rojos? Entonces,
(qué pasa alli?

Voy allamar A, By C alas tres personas que tienen los sombreros
rojos. Por supuesto, le voy a proponer no solo que usted me acom-
paiie a reflexionar en este caso, sino que voy a usar explicitamente lo
que dedujimos recién cuando habia dos sombreros rojos nada més.
Todas las personas que estdn en el salén, saben perfectamente que
si hubiera dos sombreros rojos nada mads, jcuando la alarma suene
dos veces, los dos tienen que levantarse e irse! Si no lo hicieron, es
porque hay ‘algo’ mds que no estaba incluido antes. Ese ‘algo’ es
que tiene que haber mds sombreros rojos. ;Cudntos mas?

Las personas que tienen puestos sombreros azules estdn vien-
do que hay tres rojos. Ellos saben perfectamente lo que sucede.
Pero ahora A, B y C, que por un tiempo ven nada mds que dos
sombreros rojos, esperan que esas dos personas se vayan luego de
que la alarma haya sonado dos veces. Si no se fueron, es porque
hay alguien mds que estd usando uno rojo, y si ellos no ven mds
que dos, eso indica que son ellos mismos los que tienen el nuevo
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sombrero rojo. ;Qué hacer entonces? Ni bien la alarma suena
por tercera vez, los tres (A, By C) se levantan y se van.

Y acd quiero parar. Como usted advierte, lo mismo podria ha-
cer si hubiera cuatro, cinco, seis y hasta quince sombreros rojos (el
nimero de sombreros de ese color que incluf al principio). Pero lo
importante de esta idea es que al sonar la alarma 15 veces, los 15
que tienen sombreros rojos se levantardn y se irdn de la habitacion.

;No es extraordinario este hecho? Justamente, la diferencia
a la que me referia antes es que mientras el visitante no dijo lo
que dijo, nadie tenia manera de poder ‘deducir’ si tenia o no un
sombrero de color rojo. Lo que parecia una informacion ‘trivial’
se transformé en decisiva. Lo que habia sido un conocimiento
‘piblico’, pasé a ser un conocimiento ‘compartido’. Ahora todos
habian escuchado que habia por lo menos un sombrero rojo; y
no solo lo sabian ellos: cada uno de ellos sabia que todos com-
partian ese conocimiento, todos sabian que habia por lo menos
un sombrero rojo, y eso fue determinante para que terminaran
saliendo del recinto los 15 sombreros rojos.

Este simple hecho es muy potente y cambié la ecuacién de lo
que sucedi6 dentro de ese salon. Si usted quiere relacionarlo con
lo que escribi al comienzo en cuanto a Montevideo y el caso de
los semaforos, cuando el visitante entra y dice lo que dijo respec-
to a que ¢l vefa por lo menos un sombrero rojo, terminé operan-
do como si se hubieran reunido todas las personas en el salén y
alguien les dijo que Montevideo es la capital de Uruguay. Ahora,
no solo todos se enteraron del hecho, sino que también supieron
que todas las personas que estaban alli adentro sabian cudl era
la capital uruguaya, es decir, todos los presentes saben ahora que
todos tienen esa misma informacion.

El conocimiento ‘ptiblico’ pasé a ser conocimiento ‘compar-
tido’ y, como vimos, hay una enorme diferencia entre uno y otro.
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Enteros consecutivos

Ahora, para hacer justicia con el trabajo notable de Julian Havil,
voy a incluir aunque sea brevemente el ejemplo de los dos ente-
ros consecutivos. Si necesita dedicarle un rato, créame que, una
vez mds, vale la pena.

Supongamos que hay dos personas A y B a quienes les voy a
dar un nimero entero positivo (o sea, elegido entre los nimeros
1,2,3,4,5,6...). Los llamo y les digo un nimero al oido. A
escucha su nimero pero no sabe qué le dije a B, y viceversa: B
escucha su niimero pero no sabe lo que le dije a A. Pero hay un
dato mds: a A le cuento que el nimero que le digo a B es consecu-
tivo del que le dije a él, y al revés, a B le informo que el nimero
que le dije a A es consecutivo del que le dije a €. Por ejemplo, si
a Ale dije el nimero 7, A sabe que B tiene o bien el 6 o el 8. Por
supuesto, lo mismo vale para el caso de B.

Como en el ejemplo de los sombreros, supongamos que A
y B estdn en una habitaciéon donde hay un reloj —que ambos
pueden ver— que hace sonar una alarma a cada hora. Asimismo,
el juego es honesto, ninguno de los dos hace ningtin tipo de sefia
o se comunica con el otro. Eso si: ambos estdn instruidos de ma-
nera tal que si por alguna razén pueden ‘deducir’ el nimero que
tiene la otra persona, inmediatamente después de sonar la alar-
ma, deben levantarse, decir en voz alta el niimero del otro e irse.

En estos términos, como dice Havil, podrian estar sentados en
la habitacion el resto de sus vidas sin deducir qué nimero tiene la
otra persona. El reloj va a seguir sonando una vez por hora y nin-
guno de los dos puede decir nada. Si uno de ellos tuviera —por
ejemplo— el niimero 7, ;c6mo harfa para deducir que el otro tie-
ne 6 u 87 Parece imposible, ;no es asi? Sin embargo, no es tan asi.

Le propongo lo siguiente y verd c6mo podemos hacer. Por
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un instante, un caso muy ficil. Supongamos que yo le dije a A
que tiene el nimero 1. Si ese fuera el caso, usted se da cuenta
de que ni bien suene la alarma, A sabe que B tiene el nimero
2. Esto sucede porque los nimeros entre los que yo debia elegir
empezaban en el nimero 1. Este es el tnico caso en donde hay
un solo consecutivo. Como no puede ser cero, tiene que ser dos.
iListo! A espera que suene la alarma, dice que él sabe que B tiene
el ndmero 2, se levanta y se va.

Ya sé, ya sé, es un caso muy muy particular, por supuesto. Pero
permitame dar un paso mds y verd todo lo que se puede avanzar
a partir de este instante.

;Y siyo le dijera a A el ndmero 27 ;Qué pasaria en ese mo-
mento? Si A escuché el nimero 2, no sabe si B tiene el 1 o el 3.
¢No habrd algo mds para decir? (;quiere seguir usted?).

A escuché el nimero 2y, por el momento, cuando el reloj
suene por primera vez, no sabe si B tiene el 1 o el 3. Pero si cuan-
do la alarma suena y B no se levanta y anuncia que A tiene el 2
y se va, jes porque B no tiene el niumero 1! Si lo tuviera, tendria
que irse al sonido de la primera alarma. ;Si no se fue, es porque
B tiene el tres y no puede saber! Y eso es todo lo que le hace falta
saber a A. Cuando suena la alarma por segunda vez, A se levanta,
dice: “B tiene el ndmero 37, y se va.

Moraleja: si A escuché el nimero 1 o el nimero 2, podri le-
vantarse luego del primer sonido de la campana (si tiene el 1) o
luego del segundo (si escuché el 2).

(Y ahora? ;Qué pasaria si yo le digo a A el nimero 3? Una vez
mds, a esta altura, A no puede saber si B tiene el 2 0 el 4. A no
puede avanzar, pero si puede observar la conducta de B. Para eso
necesita que pase un poco de tiempo.

Mientras tanto, A sigue pensando: “Yo tengo el 3. B podria te-
ner el 2 o el 4. Me voy a poner en el lugar de B y voy a ver lo que
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haria él. Si B tuviera el 2, B esperaria mi reaccién cuando se escu-
che la alarma por primera vez. Si él tiene el 2 y yo tuviera el 1, al
sonido de la alarma yo me tendria que haber levantado, decir que
B tiene el 2, y me tendria que haber ido. Sin embargo, B advierte
que no me fui. Luego, deduce que yo jno puedo tener el 1!”.

Y acd importa elaborar un poquito més. Si B tuviera el 2, como
A no se levanté y se fue, B debié haber deducido que A tenia el
3. En ese caso, al sonido de la alarma la siguiente vez, B debié
haberse levantado, dicho que él sabia que A tenfa el 3, e irse. Pero
iB no se fue! Luego, se deduce que B jno tiene el 2! A partir de
acd, el caso estd virtualmente concluido. A sabe que tiene el 3,
dedujo que B no tiene el 2y, ni bien pueda, se levantard, dird “B
tiene el cuatro”, y se ird.

Como se ve, este es un juego que requiere de mucha paciencia
y de aguda observacién, pero al mismo tiempo, una vez hechas
las deducciones anteriores, es inexorable que en algin momento
uno de los dos podrd deducir qué nimero tiene el otro. Usted
advierte que, con paciencia y tiempo, este camino conduce a la
solucién, sean cuales fueren los nimeros que escucharon ambos.
Llevard tiempo, por supuesto, y hay que contar con que ambos
son l6gicos perfectos y anotan todo lo que va sucediendo, pero al
final uno de los dos deberd concluir el nimero del otro.

Una vez mds, todo el crédito de los ejemplos y la definicién
de conocimiento ‘publico’ y ‘compartido’ le corresponde a Julian
Havil, que fue quien las exhibi6 no solo en su libro sino también
en varias conferencias a lo largo del mundo. La literatura es muy
vasta y todo lo que pretendo acd es compartir con el mundo de
habla hispana lo que Havil puso en evidencia hace mds de una
década. Ojald que usted haya podido disfrutarlo tanto como yo.
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El futuro

El futuro ya no es como era. Antes tardaba mucho en llegar.
Cada cambio llevaba afios, décadas. Venia tan anunciado que ya
‘casi’ no tenfa gracia. Sabfamos de qué se trataba porque lo esté-
bamos esperando. La historia estd plagada de huecos temporales
en los cuales, virtualmente, ‘no habia novedades’.

Pero con el paso del tiempo, ese mismo futuro ha mejorado y, en
estos dias, casi no da respiro para imaginarlo siquiera. Llega a borbo-
tones e invade por todos lados. Justamente, esta cualidad temporal
le permiti6 recuperar una capacidad que habia perdido: sorprender.

(Cudl fue el dltimo gran invento o innovacién? Es dificil ponerse
de acuerdo, pero hay factores que inexorablemente tienen que for-
mar parte de la ecuacién. Internet, la telefonia celular, las redes so-
ciales, la biogenética, la criptografia, los autos que no requieren con-
duccién... Usted incluya (o excluya) lo que le parezca pertinente.

Ahora bien: ;qué podria suceder hoy que fuera igual de revo-
lucionario, que genere un cambio tan radical como el que produ-
jo la irrupcién de internet? Estas preguntas son mds dificiles de
contestar sin invadir el terreno de la ciencia ficciéon. De hecho,
yo podria incluir mis propias fantasias pero prefiero dejar la res-
puesta en pausa porque no sabria bien qué escribir.

Con todo, hace muy poco tiempo se produjo un episodio que
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—creo— no tuvo la publicidad que debi6 en funcién del cambio
brutal que podria producir. Acompdfieme por acd y téngame un
poco de paciencia en el recorrido.

Los grandes gigantes de la tecnologia —piense en Apple,
Google, Amazon, Samsung, Facebook, por ejemplo— ofrecen
conferencias de prensa para anunciar sus nuevos productos. Son
tan frecuentes y la informacién que van a comunicar ya se ha
filtrado por tantos medios, que rara vez presentan algo que sor-
prenda o produzca un gran impacto.

Sin embargo el 4 de octubre del afio 2017, en San Francis-
co, sucedi6 algo diferente. Brian Rakowski, en representacién de
Google, anuncid, entre otros productos, dos que me llamaron la
atencidn, cada uno por una razén bien diferente.

El primero fue la aparicién de una nueva versién del teléfo-
no celular que Google fabrica de punta a punta: el Pixel 2. Es
un mensaje claro para Apple: Google ahora fabrica sus propios
teléfonos celulares de punta a punta. Hace un ano que estd en
plaza el Pixel 1. Google se subi6 al ring para disputarle a Apple
el mercado de la telefonia celular y no piensa bajarse. De hecho,
fue Steve Jobs quien revolucioné al mundo con la introduccién
del primer iPhone hace poco mds de una década. Ahora Google
con su Pixel 2 competird no solo con el iPhone 8 (que fue pre-
sentado hace muy poco); sobre todo, discutird con Apple quién
se queda con el precio mayor. Apple utilizard su nueva gran joya,
el iPhone X, y Google... veremos lo que hace Google.

El iPhone X —que saldrd al mercado en diciembre— tendrd
como precio jmil délares! (en su versién mds basica). Serd el teléfono
celular més caro de la historia. Por supuesto, para no fracasar tendra
que ser muchisimo mejor que todos sus predecesores. Serd la tnica
manera de justificar el desembolso de tanto dinero. Pero hasta acé
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queria llegar: me imagino que usted intuye (o sabe) que la apariciéon
del Pixel 2 o del iPhone X no es el motivo por el que estoy escribien-
do este articulo. {No, ni de cerca! El énfasis lo quiero poner en otro
lugar. Es lo que llega ahora y le pido que ‘se ajuste el cinturén’.

El segundo anuncio de Rakowski fueron los Pixel Buds. ;Qué
son? A simple vista, parecen dos auriculares como los que hay en
el mercado. Son inaldmbricos y usan el sistema Bluetooth para
comunicarse con la ‘base’: su teléfono celular. Entre ellos estdn
conectados por un cable que —de acuerdo con lo que vi— uno
se pone por detrds de la cabeza. La diferencia extraordinaria es
que los auriculares aprovechan la potencia de una aplicacion pa-
tentada por Google (Google Assistant) que reside en el teléfono
celular para jtraducir! Si, traducir en simultdneo, en tiempo real.

Funcionan asi: suponga que usted se encuentra con una joven
inglesa. Ella no habla una palabra de espartiol y usted no habla
una palabra de inglés. Usted tiene ubicado los Pixel Buds en sus
oidos y aprieta el botén externo que estd en el auricular derecho.
Alli dice (en espaiiol): “Google, necesito ayuda en inglés”. A par-
tir de ese momento, el Google Assistant activa la aplicacién que
permite traducir del espaiiol al inglés (y viceversa). Con el teléfo-
no en la mano y mientras sigue presionando ese botén, usted dice
(por ejemplo): “Hola, Ingrid. ;Cémo le va? ;Cudnto tiempo hace
que estd acd, esperindome?”. Mientras tanto Ingrid, que hasta ese
momento no habia entendido lo que usted dijo, escucha una voz
desde el teléfono que dice: “Hi, Ingrid. How are you? How long
have you been here, waiting?”. Ingrid ahora le habla al teléfo-
no, en inglés: “No, I got here just five minutes ago. No worries!”.
Cuando ella terminé sus frases, usted escucha en sus auriculares:
“No, llegué acd hace cinco minutos. {No se preocupe!”.

Acd, una pausa. No sé cudnto le impacta a usted que este
didlogo se pueda producir en tiempo real, es decir, mientras estd
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sucediendo, pero yo estoy convencido de que esta posibilidad
tendrd consecuencias inmediatas y muy profundas.

El presente... mds que el futuro

Google ya tiene una lista de espera, abierta ese mismo dia (4
de octubre), y el puiblico tendrd los Pixel Buds en sus manos a
mediados de noviembre. Comparado con el precio de los com-
petidores, los 159 délares que cuesta el par no parece que vaya a
ser un impedimento, pero este no es una propaganda de Google.
Google no me paga nada por esto, ni a mi ni a Penguin Random
House (que publica esta serie de libros). Lo que si sucede es que,
en este caso, el futuro llegé desde otro lugar y —creo— va a pro-
ducir un impacto muy profundo. Hasta el momento, la compariia
anuncia que usando los Pixel Buds y el Google Assistant en el te-
1éfono celular, se podrdn hacer traducciones simultidneas entre 40
idiomas. Por supuesto, inglés, espaiiol, francés, alemdn, italiano,
portugués, japonés, ruso y mandarin estdn en la lista, por lo que
en principio, Google se garantiza una amplia cobertura mundial.

Mas alld de compartir la informacién, algunas reflexiones.

Asi como internet nos conecté de una forma inesperada, los
Pixel Buds abren otro tipo de puertas. Usted advierte que podria
llegar a Sedl, en Corea del Sur, o a Perth, en la costa oeste aus-
traliana, o a Liubliana, la capital de Eslovenia, y sin necesidad
de hablar ni coreano, ni inglés ni esloveno, usted estard en condi-
ciones de poder entablar una conversacion que exceda el marco
de preguntar por el lugar donde estd el bafio, un hotel, la hora o
c6mo llegar a una estacién de trenes.

Por otro lado, mds alld de la voluntad de aprender un idio-
ma como curiosidad o por gusto particular, el lenguaje no serd
mds un impedimento. Si me permite exagerar (y equivocarme al
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hacerlo), se acerca el final de las clases prolongadisimas de in-
glés en los colegios para terminar aprendiendo muy poco. Creo
que no se le escapa que cuando uno se encuentra con un anglo-
parlante, salvo las obviedades, ninguno de los dos puede avanzar
en nada ‘serio” basado en lo que aprendi6 tanto en la educacién
primaria como secundaria. Por supuesto, esta situacién no la vi-
vimos solamente nosotros, sino que les sucede a ‘ellos’ también,
y en el ‘ellos” incluyo al resto del mundo.

Para ‘ellos” aprender espariol conlleva, por ejemplo, alcanzar a
descifrar por qué los sustantivos tienen género. ;Por qué una pierna
es femenina y un ojo es masculino? Eso los vuelve locos. Creo que
no hace falta que cuente cudles son los problemas que tenemos no-
sotros cuando intentamos aprender inglés, alemdn o francés. ;Hizo
la prueba alguna vez entender algin idioma que tenga un ‘alfabeto’
diferente del nuestro, como el griego, ruso o mandarin?

Las conjeturas y fantasias son ilimitadas, y cada uno de noso-
tros elegird qué camino tomar y de qué forma lo utilizard. Esta es
solo la primera versién, la primera irrupcién de una tecnologia
que muestra la potencia de lo que somos capaces de hacer, cuan-
do justamente usamos esta tecnologia para hacer el ‘bien’.

Por dltimo, una locura total, pero la quiero compartir. Lo voy
a escribir porque se me acaba de ocurrir mientras pensaba en
ejemplos para esta nota: jpodremos algtin dia comunicarnos con
algiin animal? M4s alld de ‘hacernos entender’, estoy pensando
en una verdadera interaccién. ;JCémo pensard un animal? Si
ellos pudieran hablar, ;disputarian lo que nosotros ‘creemos’” que
nos estan diciendo? ;Serd verdaderamente inalcanzable?

Es posible. Mientras tanto, algunos aportes de la ciencia ficcion
requieren una revisiéon inmediata, y hasta podriamos empezar por
sacarle la palabra ‘ficcién’” a alguno de los objetos de esa categoria.

Continuara...
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Romance

Quiero hacerle una propuesta provocadora. No sé qué edad
tiene usted y, por lo tanto, no sé bien a quién le estoy escribien-
do, pero no deberia tener importancia. Un poquito de historia. ..

En algin momento que podria ubicar en la Gltima década o
quince afios atrds (no creo que mds), se produjo una irrupcién
masiva de las tecnologias digitales. No me refiero solamente a los
teléfonos celulares, sino también a las computadoras personales,
netbooks, laptops, relojes con acceso a internet, PlayStations, ta-
bletas, etc. De todas formas, fijese que no quiero poner el dedo
en el instante en el que ‘debutaron’, sino cuando se hicieron ma-
sivas, cuando casi todo el mundo tiene acceso a alguna de ellas
o bien le resulta familiar cuando alguien las menciona. El mejor
ejemplo que se me ocurre es el de un televisor o un teléfono:
nadie necesita explicar lo que es, todo el mundo entiende.

Desde que eso sucedi6, la gente de mi generacién (nacidos en
la mitad del siglo pasado), e incluso de la que me sigue, se ‘queja’
sobre el efecto que produjo en la juventud, en los adolescentes
e incluso con los nifios. Es muy frecuente escuchar que ahora
viven mds aislados, que cada una/o presta atencién a ‘su propio
universo’, que se van perdiendo las relaciones interpersonales,
que este tipo de tecnologia tiende al aislamiento, a la soledad.
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Por supuesto, esto viene también con otra ‘queja’ incluida, que
encubre el ‘todo tiempo pasado fue mejor’.

Yo tengo una visién distinta y no necesariamente aspiro a que
la comparta. Solo quiero ofrecer algunos datos para que las con-
clusiones sean mds educadas. Un ejemplo que me resulta muy
atil es el del teléfono. Creo que puedo suponer que la aparicién
del teléfono no gener6 que la gente se encontrara menos o se
aislara més. En todo caso, sirvié para planificar mejor las citas
y acercé a aquellos que estaban distantes geograficamente. Sin
embargo, los registros de la época muestran el mismo tipo de
preocupacién de la sociedad: la gente ahora hablard por el ‘apa-
ratito’ negro y ya no necesitard visitarse, ni verse en persona. ;Le
suena parecido?

En ese contexto, con una escenograffa que invita a la afio-
ranza, todo lo que sucede ahora tiene que ser peor: no cabe otra
alternativa. Antes, nosotros éramos mejores, mas generosos, mds
solidarios..., sseguro? En todo caso, lo que acepto sin ninguna
duda es que nosotros éramos mds jévenes, nada mds que eso. O
mejor dicho, si, algo mds: ;cémo sabemos que nosotros habria-
mos hecho algo diferente si hubiéramos estado expuestos a la
parafernalia de opciones que existen hoy? Jugibamos con las op-
ciones que tenfamos, pero no se nos ofrecia la variedad actual.
Para poder deducir que ‘éramos mejores’, ‘mds solidarios’ o ‘que
no hubiéramos hecho lo que los jévenes hacen hoy’, ante las
mismas alternativas actuales, deberiamos haberlas desechado.
En ese caso si, aceptaria que ‘éramos distintos’.

Pero lo que escucho de parte de quienes me ‘atacan’ es que yo
me niego a ver la realidad, que estamos generando jovenes ais-
ladas/os, solitarias/os, ensimismadas/os, ausentes, recluidas/os en
su propia fiesta interna, poco solidarias/os, sin ganas de prestarle
atencion al entorno y sin contactos con el mundo exterior. ;FExa-
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gero? Puede ser, pero reconézcame que lo que acabo de escribir
se asemeja bastante a lo que usted también piensa o escucha,
con distintas tonalidades, pero apuntando en esa direccion.

Lo concreto es que personas como yo, que ponemos en duda
esta descripcion de la sociedad actual, terminamos en discu-
siones de café con final incierto, abierto. ;Cémo tener razén?
(Quién haria de juez? ;Cémo comparar épocas? Pareciera que
no hay manera de corroborar nada. En el mejor de los casos, son
opiniones contrapuestas, y una abrumadora mayoria de la gente
de mi generacién (y de la que nos siguid) piensa diferente de lo
que pienso yo.

A este punto queria llegar, jtengo malas noticias para ustedes!
(si es que usted estd incluido entre ‘los ustedes’).

El 2 de octubre de 2017, Josué Ortega y Philipp Hergovich",
publicaron un articulo que analiza algunos comportamientos
sociales sorprendentes. Lea los siguientes parrafos, extraidos del
trabajo, y fijese lo que piensa usted.

Las conexiones mds importantes que tenemos no son las que
provienen de nuestros amigos mds cercanos sino de a través de ‘co-
nocidos’: gente que no estd necesariamente muy cerca de nosotros,
ni fisica ni emocionalmente, pero que nos ayudan a relacionarnos
con grupos que de otra manera nos serian inaccesibles. Por ejem-
plo, es mucho mds probable que obtengamos una oferta de trabajo

19. “The Strength of Absent Ties: Social Integration via Online Dating”.
Como no puedo hacer una traduccién literal del titulo, lo voy a explicar asi:
“Cuando no hay lazos previos, las redes sociales son las que cooperan para
establecer relaciones”. El articulo estd firmado por Josué Ortega, de la Uni-
versidad de Essex, en Inglaterra, y Philipp Hergovich, de la Universidad de
Viena, en Austria. Ambos son doctores en Economia. Puede encontrarlo en
https://arxiv.org/pdf/1709.10478.pdf.
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por parte de un conocido que de un amigo. Esos lazos, que parecen
débiles, sirven de puentes para establecer relaciones con otros gru-
pos que estdn mds alejados de nuestros intereses y nos conectan con
la comunidad global. [...]

Antes, nos casdbamos con gente con la que tenfamos algtn tipo
de conexion: amigos de amigos, compariieras/os de colegio, vecinos.
Como en general estdbamos conectados con gente similar a noso-
tros mismos, era mucho mds probable, por ejemplo, que nos casi-
ramos con gente de nuestra misma raza o nuestra misma religién o
misma nacionalidad.

Y a este punto queria legar: “Sin embargo, internet fue cam-
biando estos patrones: gente que se conoce por esta via solia es-
tar —en principio— totalmente desconectada”. “Dado que en la
actualidad juna tercera parte de los casamientos modernos em-
piezan usando internet o las redes sociales!”, los autores comen-
zaron a investigar en forma tedrica, usando grafos al azar y teorfas
de apareamiento, los efectos que producen estos nuevos lazos en
la diversidad que es posible encontrar en las sociedades mas mo-
dernas. “Hemos encontrado —siguen Ortega y Hergovich— que
cuando una sociedad se beneficia de la inexistencia de lazos pre-
vios, la integracién social ocurre muchisimo mas rdpido”.

Después, citan un trabajo de Rosenfeld y Thomas, que exhibe
una lista de cémo encontraron los norteamericanos sus parejas
en los dltimos jcien afios! En los primeros lugares aparecen (por
orden de relevancia): a través de amigos comunes, en bares, en el
trabajo, en establecimientos educativos, en la iglesia, a través de
familiares o porque terminaron siendo vecinos.

Pero en los ultimos veinte afos, internet dio vuelta al mun-
do como una media, aun en la forma en la que encontramos
nuestras parejas. Ahora, los encuentros se producen entre dos
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personas completamente extraias, sin ningin lazo previo ni in-
tercambio social (tradicional). De hecho, documentan cémo los
encuentros iniciados en internet se han convertido en la segunda
forma mds popular de encontrar pareja para los norteamericanos.

Imagine usted lo que eran las ‘redes sociales’ antes que apa-
reciera internet. Imagine que cada persona es un punto en un
mapa enorme y que usted va a trazar un segmento que une dos
puntos si esas dos personas se conocen. Piense que con este ‘mo-
delo’, si usted tiene una amiga, habrd un segmento que los co-
necta, pero si su amiga tiene una amiga que usted no conoce, no
hay segmento que lo una a usted con la amiga de su amiga pero
st uno que las conecta a ellas. Y asi siguiendo.

Depende de qué le interese estudiar, uno podria hacer hinca-
pié en el sexo, o la edad o la geografia.

Eon matematica, lo que acabo de describir en forma muy rudi-
mentaria se llama un ‘grafo’: puntos distribuidos en algtin lugar y
segmentos que conectan algunos puntos con otros. Esos puntos
pueden representar (como en este caso) personas, y los segmen-
tos indican alguna relacién entre esos puntos (en este caso, que
dos personas ‘se conozcan’). Pero los puntos podrian representar
ciudades y la existencia de un segmento indicaria que hay una
ruta que las une. Como usted advierte, este tipo de modelo per-
mite prescindir de todo lo que puede ‘hacer ruido’ y concentrarse
en lo que a uno le interesa estudiar.

Ahora bien, hace veinte afios, es ficil imaginarse que los pun-
tos estaban cerca —geograficamente hablando— vy, por lo tanto,
los segmentos tampoco iban muy lejos. Si bien existian los telé-
fonos, me parece muy poco probable que una persona decidiera
marcar un nimero desconocido para conectarse con un extra-
fio buscando establecer algin tipo de didlogo. Claramente, la
irrupcién de internet modificé todos estos paradigmas. Uno sigue
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estando fuertemente conectado con un pequetio grupo de fami-
liares, amigos o vecinos, pero emergieron puntos en el grafo que
estdn mucho mds separados, distantes, y con quienes virtualmen-
te no tenfamos ningtn tipo de conexién previa. Eso se refleja en
el estudio de Ortega y Hergovich, y se lo debemos a la aparicién
de conexiones via internet y, por supuesto, a multiples aplicacio-
nes que han surgido en el dltimo tiempo y que sirven justamente
para encontrar pareja.

La vida cambié tanto que, en este caso, las personas que se
conectan por internet suelen ser totalmente extraias. “Cuando
la gente se conecta de esta forma, se establecen lazos que antes
eran completamente inexistentes. No habia posibilidades de vin-
cularse con otros subgrupos”.

Como escribi al principio, no quiero convencerla/o de que mi
opinién es correcta, solo que las nuevas evidencias indican que
ahora, con el advenimiento de las tecnologias digitales, y mu-
cho mads alld de todas las objeciones que comprendo y comparto,
también hay un costado muy positivo, no menor. Gente que en
otro momento hubiera terminado su vida en soledad, encontré
compaiifa para siempre y, aunque sea nada mds que por eso, uno
dej6 de depender de la ‘amiga de la amiga’ para llegar a lugares
claramente inaccesibles. Negarlo es negar la realidad.

Subnota

Sise observa bien la Figura 1, una tercera parte de las personas
de distinto sexo encuentra pareja usando internet, mientras entre

las parejas homosexuales casi el 70% se conocieron ‘online’.
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Porcentgje que se encontré de esta forma

Parejas de diferente sexo
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Figura 1: COmo encontramos nuestras parejas en las ultimas décadas
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Abundancia de potencias de ocho

Corria octubre del afio 2016. Recibi en ese momento un mail
de Carlos Sarraute. Estdbamos a punto de vernos en el mismo
bar, en Buenos Aires, para mantener el mismo didlogo que lleva
tantos afos. Nos vemos poco en persona, pero siempre es refres-
cante encontrarme con €l. Su pasion por ofrecer su conocimiento
en bien de la sociedad es verdaderamente sobrecogedora. Basta
ver la relacién que tiene con sus hijos (Leén y Leia) para poder
entender todo lo que a Carlos le pasa ‘por adentro’. El respeto con
el que los trata a ambos (ahora de 10 y 8 afios respectivamente, y
‘ahora’ es junio de 2018), y la dedicacion que pone para ‘educar-
los” en el sentido mds amplio de la palabra. Asi como lo hicieron
‘mis viejos’ conmigo, Carlos lo hace con sus propios hijos, de la
misma forma, con la misma entrega. Pero para variar, me desvié.

En el mail, Carlos me contaba que a la salida del colegio, en
el lugar en donde suelen encontrarse los padres que esperan a sus
hijos, el padre de un amiguito de Ledn le hizo una pregunta muy
particular: “Vos, que sos matemadtico, sescuchaste hablar del Telar
de la Abundancia? ;O de la Flor de la Abundancia?”. Carlos con-
test6 que si, pero cuando me preguntd a mi (en el mail), yo le dije
que no, que no sabia nada. Entonces, me escribié un texto que
quiero compartir con ustedes, y que ‘le viene muy bien a este libro’.
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Lo que sigue es una versién abreviada, pero tal como él la de-
finié, es tipica de un problema que se puede abordar en términos
de la Teoria de Juegos.

Justamente acd en donde la matemdtica ayuda a ‘modelar’ y a
‘entender’ qué decision conviene tomar. Sigame por acd.

e FEl'Telar o la Flor de la Abundancia es un juego.

e Siuna persona quiere incorporarse al juego, tiene que de-
positar una suma fija, digamos mil délares (pero cualquier
cifra funciona).

® Después, esa misma persona tiene que conseguir que otras
ocho también ingresen en el juego.

e Si los consigue, recibe 8.000 délares (1.000 délares por
cada persona que entrd).

e Sino lo logra, pierde el dinero que aport6 para entrar, o
sea, los mil délares originales.

Supongamos también que el juego funciona por rondas. En
la primera ronda, que es el inicio del juego, el participante que
puso los mil délares consigue las otras ocho personas que tam-
bién ponen mil délares cada uno.

En la segunda ronda, cada una de esas ocho personas tiene
que conseguir ocho mds. Como usted advierte, al finalizar esta
ronda ya hay 8 X 8 = 64 personas que participan del juego.

En la tercera ronda, cada una de las 64 anteriores consigue
ocho mds, por lo que en total, hay:

(8§ X 8) X 8 =64 x 8 =512 personas
Ahora, voy a seguir haciendo las cuentas ronda por ronda.

Todo lo que hay que hacer es ir multiplicando por ocho el nt-
mero de personas que habfa en la ronda anterior. En resumen:
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En la ronda 4, ingresan §8° X 8 = 8* = 4.096 personas.
En la ronda 5, ingresan 8° = 32.768 personas.

En la ronda 6, ingresan 8° = 262.144 personas.

En la ronda 7, ingresan 8" = 2.097.152 personas.

Aqui paro. Una vez mds, es fcil detectar que el nimero de per-
sonas jcrece muy rdpidamente! Es lo que se llama (y estoy seguro
de que usted escucha muy a menudo) jcrecimiento exponencial!

Si usted hace las cuentas verd que en la ronda nimero 7, uno
necesita que ingresen mds de 2 millones de personas. Como cada
uno de ellos tiene que aportar mil délares, la inversion total (para
que siga el juego) deberia superar los 2 mil millones de délares.
Un ntimero impresionante.

Si usted quiere pensar el juego en términos de la poblacién
en la Argentina, el juego terminarfa antes de la séptima ronda, y
si uno analiza la poblacién de la Tierra, no hay manera de que el
juego llegue a la ronda ndmero joncel!

;Cuil es la conclusion, entonces? Al menos hasta acd, uno de-
duce que el juego... jtermina en pocas rondas! Ahora, analicemos
cudl es la situacién en el momento en que no se puede jugar més.

Si hemos llegado hasta la séptima ronda, eso significa que hay
un grupo de jugadores que ganaron dinero. Pero también debe
haber habido un grupo muy significativo de personas que perdie-
ron dinero. ;Cudntos son en cada caso?

En principio, si llegamos hasta la ronda 7, todos los que juga-
ron en las rondas anteriores jtuvieron que haber ganado! Si no,
es imposible haber pasado de ronda. Calculemos primero cudn-
tos ganaron: todas las personas que participaron desde la primera
hasta la sexta ronda. ;Cudntos son? ;Y cudnto dinero consiguie-
ron en total?

El juego empezé en lo que podriamos llamar la ronda cero,
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cuando apareci6 la primera persona que —supongamos— orga-
niza el juego, la que impuso las reglas.

La primera ronda propiamente dicha tuvo § jugadores. La se-
gunda, 8§ X 8 = 8% = 64. La tercera, 64 X 8 = 8 = 512. La cuarta,
512 x 8§ = 8*=4.096. La quinta, 4.096 x 8§ = 8 =32.768, y la
sexta, 32.768 x § = 8% = 262.144 personas.

;Sumamos?
1+8+8+8 +8"+8 + 8 =1299.593 personas

Ahora bien, jcudntos perdedores hay? ;Como hacer para esti-
marlos? El juego llegé hasta la ronda siete y desde alli no pudo
seguir, eso significa que todos los que llegaron hasta alli... json
perdedores! Es decir, todos los que ingresaron en la Gltima ronda
(la séptima) jperdieron! Supongo que usted se estard preguntan-
do ;cudntos son?

Vea, son muchisimos: 2.097.152 personas. En total, entre ga-
nadores y perdedores hay (299.593 + 2.097.152) = 2.396.745.

(Coémo hacer entonces para calcular la probabilidad de ga-
nar’’? En este caso, hay que dividir

299.593 /2.396.754 =|0,124999

Es decir, alrededor de 0,125, ya que se trata de una aproxi-
macion. Puesto en términos de personas, como 1/8 = 0,125, esta

20. A esta altura del libro, supongo que no deberfa escribir esto porque
utilicé la definicién de probabilidad reiteradamente pero, lo hago igual: “Hay
que dividir el nimero de ganadores por el ndmero total de participantes (asf
como cuando uno quiere saber cudl es la probabilidad de sacar un nimero
par en la ruleta, divide 18 —que es el total de niimeros pares— por 37, que es

”»

el ntimero total de ndmeros posibles)”.
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probabilidad nos dice que juna de cada ocho personas gana, pero
también que siete de cada ocho personas pierden!

Para terminar, le propongo hacer algunas cuentas mds redon-
das, para que no se olvide de los nimeros ni de los porcentajes
jantes que decida que no le conviene jugar! (salvo que le sobre el
dinero y no sepa qué hacer con él).

Supongamos que cuando el juego termina, ingresaron en
total 800.000 personas (para elegir nimeros redondos, aunque
igualmente es un nimero demasiado grande). Estas personas
tuvieron que haber invertido 800 millones de délares. De esas
800.000 personas, solamente ganaron 100.000, que se llevaron
justamente esos 800 millones de délares. Por el otro lado, quedan
700.000 personas que perdieron lo que pusieron, o sea, los mil
délares que invirtié cada uno jse esfumaron! Puesto en términos
de porcentajes, el 12,5% de las personas gané y el 87,5% de las
personas perdid.

Moraleja

En Teoria de Juegos, este tipo de problemas se llaman ‘Juegos
de suma cero’. ;Por qué? En el camino del juego no se genera
dinero nuevo. El dinero de los que ganaron es el dinero de los que
perdieron. Solo cambié de manos. La suma total de las ganancias
tiene que ser igual a la suma total de las pérdidas.

Para terminar, lo definimos como un juego de suma cero,
donde una persona apuesta mil délares con un 12,5% de chan-
ces de ganar (ocho veces lo que apostd), y un 87,5% de chances
de perder los mil délares que invirtié.

No queda claro si quienes presentaron el juego, lo hicieron
con claridad. Si los niimeros y los célculos estuvieron hechos en
forma pristina, nadie podria hablar de estafa. Cuando usted entra
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en el casino, o cuando juega a la ruleta, sabe bien claramente
cudntos ndmeros participan y qué es lo que estd haciendo cuan-
do elige uno de ellos. Ademds, usted tiene claro qué tiene que
pasar para que gane o qué tiene que pasar para que pierda. Y tam-
bién sabe que si sale cero (o doble cero en algunos casinos) todos
los que jugaron ‘a chance’ pierden seguro. jEsas son reglas claras!

En el Telar de la Abundancia, esto no solo no fue asi, sino
que, muy por el contrario, los cdlculos correspondientes nunca
estuvieron claros. Quien participd, lo hizo ignorando cudles eran
o fueron sus posibilidades reales de éxito. En algin sentido, fue
una verdadera estafa.

Final

Un agregado de Carlos Sarraute que me parece muy impor-
tante, mucho mds importante que el articulo propiamente dicho:

Pero podemos hilar més fino, y decir algo mds sobre quiénes son
los ganadores y los perdedores de este juego, tratando de entender
la dindmica del crecimiento o difusién del juego. Dado que uno
ingresa al juego por invitacién, esa dindmica va a ser social.

Aqui nos va servir tomar como modelo matemadtico (nuevamen-
te, porque el modelo es mds simple que el fendmeno real y ayuda
a entenderlo) el de difusion de informacion o de una enfermedad en
una red social.

Supongamos que dentro de la poblacién de Argentina, hay gen-
te susceptible de entrar al juego (vulnerable en términos epidemio-
légicos), llamémoslo ‘el grupo V'.

Obviamente hay gente que no es vulnerable, simplemente por-
que o bien no tiene los mil délares para poder ingresar o porque
este tipo de juego va en contra de sus principios o por cualquier
otro motivo.
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El grupo V es un grupo finito y acotado. Podemos pensarlo como
un grafo’! conexo, donde cada nodo es una persona y los vinculos en-
tre nodos son vinculos sociales (ser amigos, conocidos, familiares, etc. ).

El proceso de contagio empieza con un nodo, y luego se difun-
de a ocho vecinos de ese nodo, y luego a vecinos de vecinos, y asi
sigue su difusién por el grafo (acd llamamos ‘contagio’ al hecho de
ingresar al juego).

Después de un tiempo, todos los nodos de V se contagiaron, y el
proceso termina. Como ya calculamos, al terminar el proceso que-
da también definido quiénes pertenecen al 12,5% de ‘ganadores’ y
quienes al 87,5% de ‘perdedores’.

Lo que sigue son reflexiones mias sobre el proceso, basadas en lo
que sé de procesos de difusion en grafos.

;Quiénes son los ganadores?

e En primer lugar, los que ingresan primero al juego. El or-
den de llegada es fundamental.

e Otro factor (que de hecho influye muchisimo en la dini-
mica de contagio) es la centralidad de los nodos. Los nodos
mds centrales son los nodos que tienen mds contactos (un
grado mds alto en términos de grafos) y cuyos contactos a su
vez también tienen grado alto.

¢ Dicho en otras palabras, son las personas que tienen muchos
amigos y conocidos, y cuyos amigos también tienen muchos
amigos.

¢ Los nodos mds centrales tienen mayor probabilidad de ser
contagiados antes. Y en esta enfermedad eso es bueno, dado
que los que se contagian antes tiene mds chances de ganar.

21. En matematica, un grafo es un conjunto de vértices a los que también

se llama ‘nodos’, que estdn unidos por segmentos (llamadas ‘aristas’) que per-

mit
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e También importa la capacidad de convencer a otros. Al-
guien con capacidad de persuasion (mediante mensajes de
WhatsApp, por ejemplo, o en reuniones tomando mate, o
en la técnica de influencia social que quiera usar) va a lograr
mds rapidamente convencer a otros ocho y posicionarse en
el grupo ganador. Pensando en la dindmica de contagio, es
como una carrera por llegar primero a las personas vulnera-
bles y contagiarlas.

® FEn este juego otro factor que influye es el nivel socioeco-
némico. La decision de apostar mil délares es mds ficil de
tomar para alguien que tiene mucha plata que para alguien
de bajos recursos. Por lo tanto, la difusién va a ser més rapida
para nodos que tienen amigos/contactos de nivel socioeco-
némico alto (y de nuevo, esa velocidad influye directamente
en las chances de ganar).

Por contraposicion, ;quiénes pierden?

e Las personas que entran al juego mds tarde.

e Las personas con menos contactos. Por ejemplo, si alguien
ingresa al juego y luego se da cuenta de que no tiene ocho
conocidos susceptibles de entrar, directamente perdio.

e Las personas con menos capacidad de persuasion.

e Las personas de nivel socioeconémico mds bajo, que van a
tener mayor dificultad para encontrar ocho conocidos sus-
ceptibles de apostar.

El resultado final del juego es que la plata cambia de manos.
La dindmica de difusién del juego hace que, en promedio, la pla-
ta se transfiera desde personas con menos recursos (econémicos,
cantidad de contactos, capacidad de influencia) hacia personas con
Mayores recursos.

Como fenémeno social, es muy interesante, y creo que muestra
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el valor del ‘capital social” de las personas: para gente con muchos
contactos y capacidad de influenciar sus contactos, la probabilidad
de ganar el juego es mucho mas alta.

Y creo que ahi estd la ‘magia’ y el atractivo del Telar de la Abun-
dancia. Para alguien con mucha influencia social, se puede ganar
7.000 délares (o el monto que esté en juego) con poco esfuerzo. |Y
eso es algo muy poderoso!

Pero un momento: jfalta un Gltimo aspecto, y es la cuestion étical

La invitacion para ingresar al Telar de la Abundancia viene plan-
teada en términos de ‘empoderamiento femenino’, ‘mujeres que
conffan y se ayudan’, ‘ayudar a otras a cumplir sus suefios’. Un ejem-
plo de mensaje de invitacion: ‘Confia, da y libérate, mujer” (http://
www.paginal 2.com.ar/diario/sociedad/3-308003-2016-08-29.html).

Un primer punto que se esconde en todo el proceso de capta-
cién es el hecho de que el 87,5% de las mujeres que ingresan al
Telar de la Abundancia van a perder su dinero. Para esconderlo, se
necesita toda una serie de mentiras y llamados a ‘confiar’ y ‘confiar’.
Acd estd la estafa.

El segundo punto, y que me da mds bronca, es todo el abuso del
discurso feminista y el llamado a la solidaridad femenina, cuando
en realidad el resultado del Telar es la transferencia de plata desde
la periferia del grafo hacia el centro del grafo (que son las mujeres
con mds recursos, mds conectadas y con mayor capacidad de in-
fluenciar a otras). Donde las que ganan terminan abusando de la
confianza de las que pierden (y se quedan con su plata...).

En fin, si tienen conocid@s que estin dudando si entrar o no
este juego, por favor, jexpliquenles el tema de las potencias
ochol!



Humor

El que sigue me parecié un chiste
excelente. Si, ya sé, cuando uno an-
ticipa que un chiste (o una pelicula,
libro o cualquier cosa equivalente)
serd excelente, usted sabe lo que va a
pasar: jsolo me parece excelente a mi!
Pensard (y no la/lo culpo): “;Esto le
pareci6 excelente?”.

Pues si, me parecié muy bueno.
Acd, los pasos a seguir:

1) Piense un nimero cualquiera
entre 0y 20.

2) Sumele 32.

3) Multipliquelo por 2.

4) Réstele 1.

5) Ahora, cierre los ojos. Qué os-
curo que parece todo, sno?

PIENSE un nimero

cualquiera entre Oy 20.

—

Sumele 32.

M

<

Itipliquelo por 2.

Réstele 1

Ahora, cierre los gjos.

v

=
(

A

Y=

iQué oscuro que parece

todo, 6no?!
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Messi y Ronaldo

Los dos tratan de evitarse, pero hay momentos en los que no
pueden, ya sea porque estin en una misma cancha (el Camp
Nou en Barcelona, o el Allianz Stadium, donde la Juventus jue-
ga sus partidos de ‘local’) o porque son candidatos a recibir el
trofeo anual que se otorga al Mejor Jugador del Mundo. Pero
mds alld de circunstancias de este tipo, han coincidido muy poco
geogrifica y temporalmente.

Sin embargo, hace unos dias se encontraron. Y alli se produ-
jo la siguiente situacion que no ha tenido la trascendencia que
merecia.

A cada uno le dieron un juego de cinco cartas numeradas del
1 al 5. Les vendaron los ojos y les pidieron que seleccionaran
una cualquiera de las cinco que tenian en la mano y las pusieran
arriba de una mesa.

La persona que estaba con ellos hizo la suma de los dos nime-
ros y se la comunicé tnicamente a Messi. Después, multiplicé
los nimeros y le dijo el resultado solamente a Ronaldo.

El sefior guardé las dos cartas en un bolsillo evitando que los
jugadores pudieran verlas y les pidi6 también que le entregaran
las cuatro que le quedaban a cada uno y las escondié en un cajon.

Allf fue donde se produjo el siguiente didlogo:
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Ronaldo: Con el ndmero que escuché yo, no puedo saber
cudles son las dos cartas.

Messi: jAh, qué curioso! Si vos no podés deducirlos, entonces
yo si sé cudles fueron los dos nimeros de las cartas que elegimos.

Ronaldo: Tt sabrds, pero yo sigo sin saber cudles son.

Messi: Dejame que te ayude: el nimero que me dijeron a mi
es mayor que el que te dijeron a vos.

Ronaldo: Gracias. Ahora yo también sé cudles fueron los nu-
meros.

Pregunta: ;qué niimeros eligieron? Fijese que no le pido que
diga qué carta eligi6 cada uno, sino que solo importa saber qué
nimeros aparecieron arriba de la mesa.

Ahora le toca a usted.

Le propongo que siga mi argumento, pero en realidad, a me-
dida que va leyendo, si detecta un posible camino, abandone la
lectura y siga usted por su cuenta. Ya verd por qué escribo estas
lineas.

Tanto Messi como Ronaldo tuvieron que elegir un nimero
entre 1y 5. Quiero escribir cudles pudieron haber sido las posi-
bles sumas y los posibles productos de los dos nimeros.

Primero, analicemos las posibles sumas. ;Qué niimeros pudo
haber escuchado Messi? Debi6 ser uno de estos nimeros:

2,3,4,5,6,7,8,9,10

¢Por qué? ;Por qué no pudo haber escuchado el nimero 17
Como cada uno tuvo que haber aportado un nimero estricta-
mente positivo a la suma y el mds chico que tenian era justa-
mente 1, la suma de los dos no puede ser mds chica que 2. Con
el mismo argumento es ficil convencerse de que el mdximo nu-
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mero que pudo haber escuchado Messi es 10, ya que los dos mds
grandes que tenfa cada uno eran 5.

Los demds nimeros posibles (2, 3,4, 5, 6, 7, 8, 9) son combi-
naciones que me imagino que usted puede deducir por su lado.

Ahora, acompdfieme con los posibles productos. Fijese si estd
de acuerdo conmigo. Los nimeros 1, 2, 3,4, 5 se pueden obtener
facilmente. El 6 aparece como producto de 2y 3. Pero acd quiero
detenerme un instante y preguntarle: sse puede obtener el 7?

La respuesta es no, no se puede. Sin embargo, si hay formas
de obtener 8, 9, 10. ;Y el 117 ;Se puede? No, tampoco. ;Y el 12?
Si: 3 x 4.

Sigo: no se pueden obtener 13 ni 14, perosi 15 (3 X 5)y 16 (4
X 4). Luego no se pueden 17, 18, 19, pero si 20 (4 x 5). ;Cudl
sigue? (;no quiere pensar usted por su lado?). El tltimo, el dnico
que falta es el 25, ya que 25 =5 X 5, 0 sea, si los dos eligieron el
nimero mds grande que tenian en las cartas.

En resumen, los posibles productos son:

1,2,3,4,5,6,8,9,10, 12, 15, 16, 20, 25.

(Como seguir ahora? Piense que Ronaldo empez6 el didlogo
diciendo que élno podia saber. ;Qué tuvo que haber pasado para
que él no pudiera deducir los nimeros?

Fijese que si Ronaldo hubiera escuchado (por ejemplo) el ni-
mero 1, él habria sabido instantdneamente que los dos habian
elegido el 1. Si hubiera escuchado el 20, que los nimeros fueron
4y 5. Pero dijo que no podia saber. ;Qué tuvo que haber pasado
entonces? El portugués tuvo que haber escuchado algiin nimero
que se puede obtener de varias formas, algo que no sucede ni con
el 1 ni con el 20.

(Cuiles son esos ntimeros? Vayamos analizando uno por uno.
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l=1x1

2=1x12
3=1x3
4=2Xx2ylx4

Y acd me quiero detener un momento. Si Ronaldo hubiera es-
cuchado 1, 2 6 3, él sabria qué niumeros habia arriba de la mesa.
Si escuché 4, no, porque podrian ser (2y 2) o (1 y4).

Sigamos.

5=1x5
6=2x%3
8=2x4
9=3x%3
10=2X%5
12=3x4
I5=3x%x5
16=4x4
25=5x%5

Es decir, jel inico nimero que pudo haber escuchado Ronal-
do fue el 4! Con cualquier otro, habria podido deducir cudles
fueron los que aparecian arriba de la mesa. ;Qué pasé después?

Cuando Ronaldo dijo que €l no podia saber, Messi supo que
Ronaldo escuché un 4, y que los nimeros que pudieron haber
salido eran (2y 2) o (1 y 4).

Pero me imagino que usted debe estar pensando: jtodavia
no usamos el dato que le dieron a Messi! Cuando él dice en su
primera observacién: “Ah, si vos no sabés entonces yo si sé”, es
porque no solo dedujo que Ronaldo escuché 4, sino que con el
nimero que escuché (Messi), él podia decidir lo que Ronaldo no
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podia. Si él habia escuchado 4, es porque los dos habfan elegido
un 2, pero si €l escuché 5, es porque los ndmeros tuvieron que
haber sido (1 y 4). En cualquiera de los dos casos Messi puede
deducir cudles fueron los nimeros.

Hasta acd, se entiende perfectamente por qué Messi dijo que
él podia deducir cudles eran los dos nimeros. Como Ronaldo
dice que él todavia no sabe, Messi le ofrece su ayuda: “El nu-
mero que me dijeron a mi es mayor que el que te dijeron a vos”.
Como Ronaldo sabe que Messi solo pudo haber escuchado 4 o
5,y Messi le dice que el nimero de €l es mds grande, eso termina
por definir la situacién y le indica a Ronaldo que los nimeros
fueron 1y 4, y por eso Messi escuch6 un ndmero mayor que él.

Es decir, en ese momento, los dos saben lo que pasé: uno de
los dos eligi6 el 1y el otro, el 4. No sabemos cudl aporté cada
uno, pero si que los nimeros tuvieron que haber sido esos dos.

Listo. El problema concluye aca. Pero me interesa hacer una
tltima observacién (aunque me imagino que no se le escapa,
igualmente quiero escribirla). El didlogo que figura en este texto
es ficticio: es un invento mio. Al menos, hasta donde yo sé. Lo
mds importante es que el problema no solo no es ficticio sino que
fue incluido en un examen para ninas/os menores de 11 afios en
una prueba de calificacién que se hizo en Singapur. Pero de ese
tema prefiero ocuparme en otro momento.

A partir de ahora, termina la cadena nacional. Cada una de las
emisoras contintia con sus respectivos programas.
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Mientes, mientes

Tengo un amigo norteamericano, Gordon Fernstron, que
‘vive” proponiéndome problemas de légica. Es una usina genera-
dora de situaciones para pensar. Me abruma su capacidad crea-
tiva. Siento un compromiso moral con él: si publicara todos los
desafios logicos que me sugiere, deberfa escribir un libro que
solamente contemplara problemas de ese tipo.

De todas formas, quiero hacer un poco de justicia y exhibir
alguno de ellos. Acd va. Es un problema muy sencillo pero muy
entretenido para pensar.

Suponga que hay una persona, que voy a llamar Deborah,
que miente los lunes, miércoles y viernes, pero dice la verdad los
restantes dias de la semana.

Un dfa, me encuentro con ella por la calle y tenemos la si-
guiente conversacion:

—Hola, Deborah —le digo—. ;OQué dia es hoy?

—Viernes —me responde ella.

— /Y mafiana? ;Qué dia va a ser?

—Martes.

(Oué dia de la semana tuvimos el didlogo? ;Se puede dedu-
cir? O mejor dicho, jpuede deducirlo usted?
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Respuesta

Por supuesto, hay muchisimas formas de abordar el proble-
ma. Voy a proponer acd una de ellas. Le sugiero que analicemos
juntos qué dia de la semana se pudo haber producido el didlogo,
recorriendo dia por dia exhaustivamente y fijandonos si la con-
versacion contradice alguna de las hipétesis.

1) ¢Pudo haber sido un sibado? No, porque los sdbados ella
tiene que decir la verdad. Entonces, la primera pregunta
no la pudo haber contestado diciendo que era viernes: de-
bié haber dicho sdbado. Luego, queda descartado que fue-
ra un sibado.

2) ¢Pudo haber sido un domingo? Tampoco, porque los do-
mingos ella también tiene que decir la verdad. Luego, no
pudo haberme contestado viernes. Descartado el domingo.

3) ;Pudo haber sido un lunes? Como ella miente los lunes, al
decirme viernes estaria cumpliendo con las hipétesis del
problema: me estd mintiendo. Pero el problema surgiria
con la segunda respuesta. Cuando yo le pregunto ;qué dia
va a ser mafana?, si fuera un dia lunes cuando le hago la
pregunta, ella no puede contestar que es martes, porque
deberia mentir. Al haber contestado martes, me estaria di-
ciendo la verdad. Esto permite descartar al dia lunes.

4) ;Pudo haber sido un martes? No, porque ella, los martes
tiene que decir la verdad. Entonces, si contesté viernes, es-
taria mintiendo. Descartado el martes también.

5) ¢Pudo haber sido un miércoles? Los miércoles ella tiene
que mentir. Luego, al haberme contestado que el dia de
hoy es martes, estaria mintiendo y eso estaria bien. Veamos
qué aporta la segunda respuesta. Cuando yo le pregunto:
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“¢Qué dia va a ser manana?”, ella lo que seguro no puede
contestar es jueves, porque entonces me estarfa diciendo la
verdad. Como contesté martes, esto significa que cumple
con las hipétesis. Moraleja: ila conversacién pudo haber
tenido lugar un dia miércoles!

Sigamos ahora analizando los dos dias que faltan, jueves y
viernes.

6) ¢Pudo haber sido un jueves? No, porque ese dia ella tiene
que decir la verdad, y por lo tanto no me pudo haber con-
testado viernes. Descartado el jueves.

7) Por tdltimo, jpudo haber sido un viernes? Estos dias ella
miente: luego, al contestarme viernes a la primera pregun-
ta, estarfa diciendo la verdad. Luego, queda descartada la
posibilidad de que el didlogo lo hubiéramos mantenido un
viernes.

La conversacién tuvo lugar un dia miércoles, ya que de haber

ocurrido cualquier otro dia de la semana, estaria contradiciendo
alguna de las hipétesis que planteamos originalmente.
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Trilogia: la Dama y el Tigre

Los siguientes tres problemas son similares. Tienen —casi—
las mismas reglas. Permitase pensarlos sin apuro. Es decir, si no
tiene tiempo ahora, guarde los enunciados y entreténgase con
ellos en algin futuro no necesariamente inmediato. De hecho,
la idea de aprender a coexistir con un problema en la cabeza es
algo fascinante. En el camino, sirve también para ver cudn capaz
es usted de frustrarse y aceptar no tener todo ‘ya y ahora’, y tole-
rar no ofrecerse una ‘gratificacion inmediata’. Estoy fuertemente
convencido de que aprender a frustrarse es una manera de exhi-
bir madurez.

Obviamente, es muy poco probable (para no escribir imposi-
ble) que usted se enfrente con ninguna de las tres situaciones que
voy a plantear. Sin embargo, no va a ‘lastimarla/o” adquirir herra-
mientas intelectuales que permitan enfrentar la vida cotidiana.
En fin, es ‘mi’ idea. Usted decide. Acd van.

Los tres problemas tienen una parte comun en el planteo y es
lo que quiero detallar primero.

Hay un preso (al que voy a llamar Alexis) que quiere recu-

perar su libertad. En el tiempo que lleva en prision, se dedicé a
entrenarse en [dgica. El director de la cdrcel le ofrece la siguiente
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alternativa. Lo pondrd delante de dos puertas, cada una de ellas
conduce a una habitacién distinta que no estdn interconectadas.
En cada habitacién puede haber o bien una dama o bien un
tigre pero no pueden estar vacias.

Eiso si: podria pasar que hubiera una dama en cada una o un
tigre en cada una, o una dama en una y un tigre en la otra, cu-
briendo asi todas las posibilidades.

Pero hay mas: en cada una de las puertas hay pegado un cartel
que contiene una frase.

La trilogia de problemas consiste en variar el contenido de las
frases y lo que el director le dice sobre la veracidad (o falsedad) de
cada una de ellas. El objetivo de Alexis es determinar cudl de las
dos puertas seleccionar, optando —cuando le sea posible — que-
darse con una de las damas, si es que la hay, y de esa forma ga-
narse el camino a la libertad. Si en cada una de las habitaciones
hubiera un tigre, entonces Alexis podrd decir que no quiere abrir
ninguna puerta. Si puede fundamentar esta decision, también
ganaria su libertad. Acd voy.

Primer caso

Cartel en la puerta 1: “En esta habitacién hay una damay en
la otra habitacién hay un tigre”.

Cartel en la puerta 2: “En una de las habitaciones hay una
dama y en una de las habitaciones hay un tigre”.

El director de la cércel le dice a Alexis que solamente una de
las frases es cierta y la otra es falsa.

(Oué puerta tendria que abrir Alexis?

Le sugiero que lo piense usted y, eventualmente, me siga en
la solucién que voy a escribir a continuacion.
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Solucién del primer caso

Alexis sabe que uno de los dos carteles dice la verdad. Supon-
gamos que fuera el primero. Alexis sabria no solo dénde hay una
dama sino que jhay una dama en una de las habitaciones!

Lo curioso es que si esto es cierto, entonces el otro cartel, el
que aparece pegado en la puerta 2, tiene que resultar cierto tam-
bién. ;Por qué? Es que al ser verdadera la frase 1, Alexis deduce
que no hay ni dos damas ni dos tigres. Pero eso es justamente lo
que dice la frase 2, jque deberia ser falsa! Luego, suponer que la
frase 1 es verdadera implica que la segunda también, y eso con-
tradice las reglas. Ein consecuencia, la frase 1 no puede ser cierta,
y esto obliga a que la segunda lo sea. Si la segunda es cierta, eso
permite deducir que hay una dama y un tigre en cada una de
las habitaciones. Como la frase 1 tiene que ser falsa entonces la
dama no puede estar en la primera habitacién y, por lo tanto, la
dama estd en la segunda. Y listo. Eso resuelve el problema en
este caso.

Segundo caso

Cartel en la puerta 1: “Al menos una de las dos habitaciones
contiene una dama”.

Cartel en la puerta 2: “En la otra habitacién hay un tigre”.

Ahora el director de la cdrcel le dice a Alexis: “Las frases que
aparecen pegadas en las dos puertas son o bien las dos verdaderas
o bien las dos falsas”.

Con estos datos nuevos, jqué habitacién tiene que elegir
Alexis? ;Qué le sugeriria usted que haga?
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Solucién del segundo caso

Supongamos que la frase 2 fuera falsa. Eso quiere decir que
en la habitacién uno hay una dama, y esto hace que la frase
de la puerta 1 sea verdadera. O sea, no puede ser que sean
ambas frases sean falsas, jporque si la frase 2 es falsa, la 1 es
verdaderal!

En consecuencia, las dos frases tienen que ser verdaderas.

Moraleja: en la habitaciéon uno hay un tigre y en la dos hay
una dama.

Tercer caso

Cartel en la puerta 1: “O bien hayun tigre en esta habitacién
o una dama en la otra”.

Cartel en la puerta 2: “En la otra habitacién hay una dama”.

Como en el segundo caso, o bien las dos frases verdaderas o
bien las dos son falsas. Y una observacién extra que no siempre es
tenida en cuenta: fijese que la frase 1 dice que o bien hay un tigre
en la habitacién 1 o una dama en la habitacién 2, pero uno tiene
que entender que puede que las dos afirmaciones sean ciertas al
mismo tiempo; es decir, jno son excluyentes!

Ahora voy a cambiar las preguntas: a) ;La primera habitacién
contiene una dama o un tigre?; y b) ;Qué hay en la segunda
habitacién?

Solucién del tercer caso

Supongamos que las dos frases son falsas. Para que la frase 1
sea falsa, tiene que ocurrir que las dos posibilidades que se afir-
man allf sean falsas. O sea, no hay un tigre en la habitacién 1
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(tiene que haber una dama) ni puede haber una dama en la ha-

bitacién 2 (tiene que haber un tigre).
O sea, de la falsedad de la frase 1 se deduce:

Habitacién 1: dama
Habitacién 2: tigre

Como estamos suponiendo que ambas frases son falsas, del
hecho de que la frase 2 también sea falsa deducimos que en la
habitacién 1 tiene que haber un tigre.

Pero esto no puede ser posible, porque recién vimos que en la
habitacién 1 debe haber una dama.

La moraleja es que no pueden ser ambas frases falsas.

Veamos ahora qué se deduce si ambas frases son verdaderas.
Del hecho de que la frase 2 sea verdadera, se deduce que en
la habitacién 1 tiene que haber una dama. Pero como estamos
suponiendo que la frase 1 también es cierta y ya habriamos dedu-
cido que hay una dama en la habitacién 1, entonces tiene que ser
cierto que en la habitacién dos también debe haber una dama.

En consecuencia, en este caso particular, descubrimos que
hay una dama en cada una de las dos habitaciones (y no hay
tigres).

Conclusion

No creo que uno tenga que enfrentarse en la vida con ningu-
no de estos problemas, ni damas, ni tigres, ni puertas con carteles
ni nada. Pero si estoy convencido de que imaginar distintos es-
cenarios posibles respetando ‘las reglas del juego’ si resulta til
e importante. De hecho, vivimos (o debiéramos vivir) optando
ante distintas posibilidades todo el tiempo, ;no?
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Letras por nimeros: dos mas dos es igual a tres

Tenemos una suma extrafa, que no parece ser cierta:

El problema que sigue pretende encontrarle un sentido a esta
suma. Para hacerlo, le propongo que reemplace cada una de las le-
tras por algtn digito, teniendo cuidado de que cada vez que aparez-
ca esa letra, el digito que usted le asign6 sea el mismo. Por otro lado,
también importa que no haya dos letras distintas a las que les corres-
ponda el mismo digito. Dicho esto, pensemos juntos cémo encon-
trar esa asignacion, de manera tal que, al reemplazar las letras por
los digitos que usted eligi6, se obtenga una suma que sea correcta.

e [aletra S aparece repetida, y al sumarla (o multiplicarla por
2) el digito que queda también termina en S. S no puede
ser un impar (S + S es un nimero par) y si probamos no
puedeser2(2+2=4),4(4+4=58),6(6+6=12)ni 8 (8
+ 8 =16). La tinica opcién es S =0, ya que 0 + 0 = 0.
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¢ Como el nimero “TRES’ tiene cuatro cifras, la primera
debe ser 1, ya que dos nimeros menores o iguales a 999
no puede sumar 2000 ni un nimero mayor.

® ‘Tenemos entonces T = 1.

¢ [isto nos dice ademds que ‘D’ es mayor a 5. No puede ser 5,
ya que 5> + 5 = 10, y si arrastramos 1 al sumar las letras ‘O’,
‘TR’ darfa 10 u 11, y como la'T = 1 y la S=0, no puede ser.

Probemos ahora si hay alguna solucién para D = 6, ya que
queremos encontrar la soluciéon usando el digito mas chico. Em-
piezo probando con valores para la letra ‘O’. Como ya usamos los
niumeros 0y 1, empiezo con el ‘O’ = 2. Pero si laletra ‘O’ = 2, en
ese caso se tendria 620 + 620 (DOS + DOS) = 1240 (TRES), lo
que es una contradiccién porque resultarfa que R seria también
igual a 2. Este caso lo podemos descartar.

Si‘O’ =3, tenemos 630 + 630 = 1260, que tampoco puede ser
porque resultaria que estoy repitiendo D = E = 6.

Analicemos el caso ‘O’ = 4. Tenemos: 640 + 640 = 1280. ;Qué
sucede ahora? (;quiere pensar usted por su cuenta?)... Sigo yo.

Este caso no ofrece ninguna contradiccion. Por lo tanto, la
solucion al problema es:

DOS +DOS = TRES ... 640 + 640 = 1280,
dondeS=0,T=1,R=2,0=4,D=6yE=8.
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Alumnos sinceros y mentirosos (Primera parte)

Alrededor de la mesa circular estin sentados los cuatro chicos
mds lieros. Se acerca un preceptor compinche y les dice: “Yo sé
que algunos de ustedes o bien siempre dicen la verdad o bien
siempre mienten. Diganme, ;quién de ustedes es mentiroso?”.
Los cuatro chicos sefialan simultineamente al que tiene a su de-
recha. ;Cudntos son mentirosos?

Como siempre, le sugiero que no lea inmediatamente lo que dice
a continuacién. Dediquele aunque sea un minuto para pensar.

Respuesta: Dos, alternados, pero no sabemos cudles. ;Por qué?

(1)

\

©
Figura 1

Los niimeros que aparecen en la Figura 1 son los cuatro
alumnos. Elija el nimero 1. Como usted se dard cuenta inme-
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diatamente, es irrelevante el nimero con el que empezamos.

(Oué posibilidades hay para el nimero 1?7 Que sea o no sea

mentiroso.

a) Si el nimero 1 es mentiroso, al acusar de mentiroso con

el dedo al nimero 2, eso significa que el nimero 2 no es
mentiroso. Luego, cuando el 2 apunta con el dedo acusan-
do de mentiroso al nimero 3, es porque el nimero 3 es
mentiroso. Hasta acd, habriamos encontrado dos alumnos
que son mentirosos: el 1 y el 3. Ahora, cuando el 3 apunta
al 4 acusdndolo de mentiroso, esto implica que el 4 no lo
es. Conclusion: suponiendo que el niimero 1 es mentiroso,
deducimos que el 2 y el 4 no son mentirosos mientras que
el 1yel 3siloson.

b) Ahora voy a suponer que el ntimero 1 no es mentiroso.

Como hicimos en el caso anterior (y le propongo que lo
haga usted por su cuenta), se deduce que el 2 es mentiroso,
el 3 nolo esy el 4 si es mentiroso. Una vez mds, como con-
clusion: el 1y el 3 no son mentirosos mientras que el 2 y el
4 silo son.

Moraleja

Empezando con cualquier alumno, el resultado es el mismo:

hay dos que mienten (que aparecen en forma alternada) y dos

que no (los dos restantes). El tinico problema es que no sabemos

cudles son.
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Alumnos sinceros y mentirosos (Segunda parte)

Fsos dos amigos siempre andan juntos. Cada uno es o bien
sincero o bien mentiroso. Me encuentro con uno de ellos y me
dice: “Al menos uno de nosotros es mentiroso”. ;Qué es cada
uno de ellos: sincero o mentiroso?

Es decir, sel amigo con el que hablé es sincero o mentiroso?
Y con el que no hablé?

Ahora le toca a usted.

Una idea para pensar

Mi conclusién es que hablé con un sincero y un mentiroso. ;Por qué?

Si con el que hablé no es sincero, seria falsa su afirmacién de
“al menos uno de los dos es mentiroso”. ;Qué quiere decir esto,
si quien lo dijo es mentiroso? (;Quiere pensar usted?). Sigo yo.

Si es falso que “al menos uno de los dos es mentiroso”, enton-
ces eso significa que los dos son sinceros. Pero como estoy supo-
niendo que con la persona que hablé no es sincera, alli ya hay una
contradiccion. Moraleja: 1a persona con la que hablé, es sincera.

Por lo tanto, como él me dijo que entre los dos, hay por lo me-
nos uno que es mentiroso, y él no puede serlo, eso fuerza a que el
otro (con el que no hablé) sea ‘el” mentiroso. ;Y listo!
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Un ‘problemita’ de Juan Pablo Pinasco

Juan Pablo Pinasco me alcanz6 un dado, pero no es un dado
convencional en donde las caras estin numeradas del 1 al 6y
dispuestas de manera tal que las caras opuestas suman siete. ;Se
f1j6 usted en ese detalle? Me sorprendi el otro dia cuando en una
charla con un grupo de amigos, varios me dijeron que nunca
prestaron atencién a este hecho. No importa, sigo.

Juan Pablo me ofrecié un dado con seis caras no convencio-
nal*, pero me dijo que si bien no estaban numeradas de la forma
usual, seguia siendo vélido que las caras opuestas sumaban un
mismo nimero. Sin dejdrmelo ver, apoy6 el dado en la mesa, y
las cinco caras que yo podia observar tenfan estos niimeros: 8, 15,
17,24y 28.

Alli fue donde me pregunté: ;qué niimero tiene la cara que falta?

¢Usted qué piensa? ;Qué nimero falta?

Respuesta

Por supuesto, leer la respuesta que sigue es privarse de un rato
de entretenimiento.

22. Cuando escribi no convencional pensé en un dado que tuviera niime-
ros distintos de los habituales (del 1 al 6).
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El ndmero que falta es el cuatro. ;Por qué? Es que apareo los
numeros (y por ende las caras opuestas) de esta forma:

17+15=32
24+8=32

Es decir, apareo los nimeros de manera tal que ‘de a dos’
sumen 32. El dnico nimero que no tiene compariero, o la tni-
ca cara que no tiene compariera, es la del nimero 28. Luego,
tendria que responder esta pregunta”: ;cudl serd el nimero x
de manera tal que (28 + x) = 32? Esto claramente nos lleva a
deducir que x = 4.

23. Le propongo que haga todas las combinaciones posibles de esos cinco
nimeros (tomados de a dos) y verd que la tnica respuesta es la que usted esta
a punto de leer.
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¢Habremos encontrado una férmula
para generar nimeros primos?

A través de todos estos afios, cada vez que tengo oportunidad,
me ocupo en ‘enfatizar’ que hay algunas (pocas) cosas que se sa-
ben sobre los niimeros primos, pero muchisimas mas las que atin
se ignoran. Por supuesto, todas son motivo de estudio, de andlisis
e incluso de juegos. Los problemas ‘abiertos’, o sea, aquellos cuya
solucién se ignora, son muchisimos y, en general, suelen ser sen-
cillos de presentar, pero jmuy dificiles de resolver!

Fuclides demostr6é hace mdas de 2.200 afios que hay infini-
tos primos. Y la demostraciéon no es muy complicada tampoco.
Si bien se sabe que hay infinitos, no se conoce la distribucion.
Por ejemplo, uno sabe que, cada dos nimeros, uno es impar (o
par). Aunque sea un ejemplo muy sencillo, uno no solo sabe que
hay infinitos ndmeros pares, sino que también sabe déonde estdn,
cémo encontrarlos. En cambio, con los nimeros primos eso es
imposible (hasta hoy). Sabemos que hay infinitos, pero desco-
nocemos la distribucion. De hecho, si usted encuentra uno, no
sabe cudnto mds tiene que avanzar hasta encontrar el siguiente.

Por otro lado, mire qué problema se puede contestar y de for-
ma bastante sencilla. ;Existirin mil nimeros seguidos (enteros
positivos) de manera tal que ninguno de los mil sea un nimero
primo?
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La respuesta es si, existen. Mds ain: si usted me preguntara si
hay un millén de nimeros enteros consecutivos tal que ninguno
de ellos sea un niimero primo, la respuesta seria la misma: ;Si,
hay un millén de nimeros enteros positivos de manera tal que
ninguno es un nimero primo!

Y lo mismo se puede afirmar respecto a segmentos de niimeros
enteros de cualquier longitud. ;Qué quiere decir esto? Que si us-
ted se pregunta: shabrd cien mil millones de ndmeros seguidos
de manera tal que ninguno sea primo?, la respuesta también serd
que si. {Siempre! Y eso, a pesar que sean infinitos.

Pero hay otro hecho que es muy interesante. No solo no se sabe
cémo estdn distribuidos, sino que ademds, jno se conoce ningu-
na férmula que provea nimeros primos!

Supongamos que uno se resigna (por ahora) a no saber c6mo
estan distribuidos, ¢no habrd una férmula que me permita siem-
pre conseguir al menos algunos de esos infinitos nimeros? Y la
respuesta a esta pregunta es jno, no existe ninguna férmula que
provea primos!

Hace unos dias, Alicia Dickenstein, me mandé una lista que
empezaba asi:

1) El ntimero 31 es primo (verifiquelo usted y verd).
2) El nimero 331 es primo.

3) El namero 3.331 es primo.

4) El nimero 33.331 es primo.

5) El nimero 333.331 es primo.

6) El nimero 3.333.331 es primo.

7) El nimero 33.333.331 es primo.

Acd, una pausa. Ante esta ‘evidencia’, uno estd (o podria estar)
tentado de deducir: jhemos encontrado una férmula que ‘produ-
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ce’ nimeros primos! {No los dard todos, pero al menos tendremos
infinitos primos si la seguimos usando! Si esto fuera asi, entonces
a medida que uno va agregando nimeros ‘tres’ al principio, y
deja el nimero ‘uno’ al final, los ndmeros que va obteniendo de-
berfan ser todos primos. jEsa serfa la férmula! Sin embargo, muy
ripidamente, sucede lo que no querriamos que pase:

El ndmero 333.333.331 no es primo porque

333.333.331 = 17 X 19.607.843

iUna verdadera lastima, pero asi es la vida!
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{Quién tiene la probabilidad mayor de elegir
un numero ganador?

En mualtiples situaciones de la vida cotidiana, uno necesita
tomar una decisién y se siente incémodo porque, o bien no tiene
todos los datos que necesitaria o bien los tiene pero no carece del
tiempo suficiente para poder evaluarlos.

Llegado a ese punto, no hay mdsalternativa que sentirse ‘forza-
do” a sacar conclusiones basdndose en la intuicién. Por supuesto,
no hay ningtn problema en hacerlo, pero jc6mo hacemos para
saber que intuimos en forma acertada? O en todo caso, ;cémo
hace uno para confiar en su intuicién? ;Funcionard bien? ;En
qué casos siy en qué casos no?

El ejemplo que sigue le servird para testearse sin necesidad
de que haya nadie que la/lo observe. Es usted y su soledad. El
problema es sencillo y lo que le propongo es que trate de sacar su
conclusion en dos etapas:

1) Piense qué es lo que le ‘parece’ que pasa y ‘arriesgue’ una
respuesta basdndose exclusivamente en su intuicion.

2) Después, intente resolver el problema por su cuenta y com-
pare ambos resultados: lo que intuy6 y lo que pasa en rea-

lidad.
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Ahora si, este es el problema.

Supongamos que en una bolsa A estdn escritos, en papeles
diferentes, los primeros cinco nimeros naturales 1, 2, 3, 4, 5.

Por otro lado, hay otra bolsa B que contiene diez papeles dife-
rentes en donde figuran los diez primeros niimeros naturales 1,
2,3,4,5,6,7,8,9, 10.

Ahora, suponga que usted estd frente a dos personas: por con-
veniencia, los voy a llamar Laura y Daniel. Cada uno deberd
hacer lo siguiente:

Laura elige (sin mirar) dos nimeros distintos de la bolsa A
y los suma.
Daniel elige (también sin mirar) un solo nimero de la bolsa B.

Pregunta: ;cudl es la probabilidad de que el nimero que eli-
gi6 Daniel sea mayor que la suma de los dos niimeros que eligi6
Laura?

(Oué es lo que le indica su intuicién? No se preocupe por el
resultado final, simplemente evalde lo que le parece que pasa.
(Oué serd mds probable? ;Que Daniel haya elegido un nimero
mds grande que la suma de los dos que eligié Laura o no?

Ahora le toca a usted.

Ideas para encontrar la respuesta

No sé qué fue lo que intuy6 usted, pero quiero acercarle algu-
nas ideas para pensar.

En principio, voy a escribir una lista de los posibles resultados
que pudo haber obtenido Laura después de haber sacado los dos
nimeros de la bolsa A. Fso va a depender de qué par de nimeros
haya elegido. Acd estdn todos los posibles pares (y sus sumas):

164



1+2=3

1+3=4
l1+4=5
1+5=6
2+3=5
2+4=06
2+5=7
3+4=7
3+5=8
4+5=9

En total entonces hay diez posibles sumas. Le pido que preste
atencién a un detalle: si bien hay una tnica forma en la que
Laura pudo haber elegido nimeros que sumaran 3,4, 8 0 9, hay
dos formas de obtener cinco, con los pares (1,4) o (2, 3); también
hay dos formas de obtener una suma seis, con los pares (2,4) o (1,
5); v, por tltimo, hay dos formas de obtener siete, con los pares
(2,5)0(3,4).

(Por qué separo este hecho? Por ejemplo, si Daniel elige el
nimero 8, hay tinicamente dos pares que Laura hubiera podido
elegir para que él no gane (yquiere pensarlos usted?). Fijese que
la tinica forma de que no gane Daniel es que Laura haya elegido
el par (4, 5) —con el que gana ella— o con el par (3, 5) —habria
empate —.

A partir de este pinto, le voy a proponer dos formas de abordar
el problema: una manual, simplemente contando e inspeccio-
nando; la otra, usando un ‘poquito’ nada mds de la Teoria de Pro-
babilidades. Usted elija la suya. Si no, revise las que le ofrezco a
continuacion y vea si la/lo satisface alguna mds que otra.
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Primera forma

Laura | 12=3 | 13=4 | 14=5 | 15=6 | 23=5 | 24=6 | 25=7 | 34=7 | 35=8 | 45=9
Daniel
10 (o} © © © © (o} © © © (o} 10
9 (e} o © o e} (o) e} o o 9
8 (o} © © © e} (o} e} (o} 8
7 (e} © © © © | (e} )
6 (e) o o e} 4
5 (o} © 2
4 c 1
3
2
1 40
7 6 5 4 5 4 3 3 2 1 40
Figura 1

Luego de mirar la Figura 1, la deduccién es inmediata: Da-
niel gana en el 40% de los casos, solamente. Una pregunta: antes
de hacer este andlisis, sa usted no le parecia que Daniel tendria
mds que un 40% de posibilidades?

Segunda forma

Ahora bien, antes de avanzar tengo una pregunta para hacer-
le: scudl esla probabilidad que Daniel elija cualquier nimero de
los diez que hay en la bolsa B?

Evidentemente no hay ningin nimero ‘privilegiado’, todos
tienen la misma probabilidad de salir (o de ser elegidos). Morale-
ja: la probabilidad de que Daniel elija cualquier niimero es 1/10.

Ahora analicemos juntos qué sucederia con cada eleccién po-

sible de Daniel.

a) Si Daniel elige el nimero 10, gana seguro.
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b) Si eligiera el nimero nueve, no le garantiza que va a ganar,
porque Laura pudo haber elegido el par (4, 5). Es decir,
como Laura tiene diez posibles pares para elegir, tinica-
mente si eligiera el (4, 5), Daniel no le ganaria. Si Laura
eligiera cualquier otro de los nueve pares restantes, ganaria
Daniel. O sea, Daniel gana en nueve de las diez posibles
elecciones de Laura.

¢) Si Daniel eligiera el nimero ocho, sen cudntos casos gana-
ria? Tiene que garantizarse que Laura no haya elegido los
pares (4, 5) o (3, 5). O sea, Daniel no gana en ocho de las
posibles elecciones de Laura.

d) Si Daniel eligiera el nimero siete, ;qué le parece a usted
que pasaria? ;En qué casos estaria seguro de ganar? Fije-
se que Daniel no ganaria si Laura eligiera alguno de estos
cuatro pares: (4, 5) o (3, 5) 0 (2, 5) 0 (3, 4). Ahora, Daniel
gana en las otras seis posibles elecciones de Laura.

e) ;Y si Daniel extrajera el seis? ;Qué pares tendria que haber
elegido Laura para que Daniel ganara igual? Fijese que si
Laura tuviera en la mano alguno de los pares del caso ante-
rior (4, 5) 0(3,5) 0 (2, 5) o (3, 4), ahora habria que agregar
(2,4)y (1, 5). Si Laura hubiera extraido cualquiera de estos
seis pares, Daniel no ganaria. Luego, Daniel tiene tnica-
mente cuatro casos a favor.

f) Voy mds rdpido. Si Daniel eligiera el nimero cinco, ;qué
pasaria? Daniel ganaria dnicamente si Laura eligié estos
dos pares: (1, 2) o (1, 3). En cualquier otra circunstancia, o
bien gana Laura o empatan.

g) Si Daniel eligiera el nimero cuatro, solamente ganaria en
un caso: cuando Laura optara por el par (1, 2).

h) Finalmente, si Daniel eligiera el nimero tres, no podria
ganar nunca ya que el nimero minimo que Laura podria
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sumar es tres. Asimismo, si Daniel eligiera el dos o el uno:
ino puede ganar nuncal

(Cémo terminamos de contestar el problema? Ahora necesi-
tamos ‘juntar’ todos los datos y ver qué deducimos. Para eso voy
a hacer lo siguiente. Como escribi antes, la probabilidad de que
Daniel elija cualquier nimero es siempre la misma: 1/10, pero
con cada niimero que elija, la probabilidad de ganar es diferente,
porque depende de lo que eligié Laura.

Quiero convencerla/o primero de cémo se pueden calcular
estas probabilidades. Para eso, voy a ir sumando las probabilida-
des parciales dependiendo del nimero que haya elegido Daniel.

1) Si Daniel elige el 10, gana seguro. Pero hay 1/10 de pro-
babilidad de que elija el 10. Entonces, 1/10 es el primer
nimero que hay que incluir en la suma.

2) Si Daniel elige el 9, gana con 9 de los 10 pares que puede
elegir Laura. Entonces, tiene 1/10 de probabilidad de ele-
gir el 9 multiplicado por la probabilidad de que Laura haya
elegido uno de esos 9 pares. Conclusion: en este caso la
probabilidad es 1/10 x 9/10.

3) Si Daniel elige el 8, gana con 8 de los 10 pares que puede
elegir Laura. Entonces, como antes, tiene 1/10 de proba-
bilidad de elegir 8 multiplicado por la probabilidad de que
Laura haya elegido uno de esos 8 pares. Conclusion: en
este caso, la probabilidad es 1/10 x 8/10.

4) Si Daniel elige el 7, gana con 6 de los 10 pares que puede
elegir Laura. Entonces, como antes, tiene 1/10 de proba-
bilidad de elegir 7 multiplicado por la probabilidad de que
Laura haya elegido uno de esos 6 pares. Conclusién: en
este caso, la probabilidad es 1/10 x 6/10.
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5) Ahora avanzo un poco mads rdpido. Si Daniel eligié el 6,
gana con 4 de los 10 pares, y la probabilidad entonces es
1/10 x 4/10.

6) Si Daniel eligi6 el 5, gana con 2 de los pares de Laura tni-
camente. Luego, la probabilidad es 1/10 x 2/10.

7) Si eligi6 el 4, gana solamente con 1 par elegido por Laura:
(1, 2). Luego, la probabilidad es 1/10 x 1/10.

iY listo! Porque en cualquier otro caso, con los otros tres ni-
meros que hubiera podido elegir Daniel (3, 2, 1), no podria ga-
nar. Luego, en esos casos, la probabilidad es nula.

Sumando todo, obtenemos:

1710 + 1/10 x 9/10 + 1/10 x 8/10 + 1/10 X 6/10 + 1/10 x 4/10 +
1/10 x 2/10 + 1/10 < 1/10 = 1/10 X (1 +9/10 + 8/10 + 6/10 + 4/10
+2/10+1/10) = 1/I0 X (10 +9+8+6+4+2+1)/10=4/10

En consecuencia hemos descubierto que Daniel tiene 4/10
de probabilidad de ganarle a Laura, o sea, un 40% de posibilida-
des. Parecian mds, sno es asi?

Como escribi antes, no sé (ni puedo saber) qué fue lo que
intuy6 usted. Lo que si puedo decirle es que yo cref que Daniel
tenfa mds posibilidades que Laura y, sin embargo, jno es asi!

Pero, como todo lo que tiene que ver con la matematica, ila
propia intuicién se ‘entrena’! Lo que hoy parece antiintuitivo o
no esperable después se va incorporando como algo totalmente
natural.
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La paradoja de Braess

Lo que sigue es una historia real. Sucedié en varias partes del
mundo casi al mismo tiempo vy, sobre todo, con la aparicién de
las diferentes redes de autopistas que conectaban no solo paises
sino también continentes. Por supuesto, mucho tuvo que ver la
Segunda Guerra Mundial, pero esa es otra historia.

Para ofrecer un contexto razonable, voy a empezar con un
ejemplo. Siyo le preguntara en qué lugar del mundo se produce
anualmente la mayor concentracién de personas, creo que entre
los tres primeros sitios estard Times Square, en Nueva York. Es
facil transportarse imaginariamente a cualquier escena nocturna
que haya vivido en una pelicula, en fotos o como testigo presen-
cial, de la interseccion de la calle 42 y Broadway. En realidad,
es la interseccién de dos avenidas, ya que la 42 es esencialmen-
te una avenida. Pero lo que me interesa es pulsarle una cuerda
interna y sugerirle que piense en cualquier escena nocturna en
donde los carteles luminosos transforman la noche en dia.

Como es natural, por ese sitio no solo hay personas que cami-
nan y turistas que se juntan para sacar fotos, sino que también
hay transito vehicular. No hace falta que escriba (pero igual lo
hago) que asi como hay una enorme presién peatonal, hay un
enorme flujo de transito. Ahora bien: ;qué pasaria si por alguna
razon esa avenida/calle, la 42, tuviera que ser bloqueada?
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Aunque no estemos juntos, intuyo que la respuesta mds esperable
serd: jel trdnsito se convertirfa en un verdadero caos! Algo asi como si
bloquedramos varias cuadras de la avenida Corrientes en Buenos Ai-
res, o el bulevar Orofio en Rosario, o la avenida Maipt en Cérdoba
(por poner tres ejemplos cualesquiera, pero usted elija la arteria que
le resulta mds cercana a su entorno): si uno clausurara o cerrara una
calle de esas caracteristicas, la conclusién que uno sacaria es que se
generarfa un caos de enormes proporciones en el transito.

Sin embargo, y a este punto querria llegar, jeso no pasé! Ni pasa.
Hay tres casos muy puntuales que llamaron la atencién. Uno es
el que acabo de escribir sobre la calle 42 en Manhattan, otro es la
calle Main en Boston y el tercero sucedié en el barrio de Islington
en Londres. Cuando cada una de las tres arterias tuvo que ser tem-
porariamente cerrada, en lugar de empeorar jel trdnsito mejord!

Alli aparece en escena un matemdtico alemdn Dietrich
Braess, quien en 1968 present6 una teoria que hoy es conocida
como ‘La paradoja de Braess’. Braess era profesor en la Univer-
sidad de Ruhr, en lo que todavia era Alemania Occidental, y su
paradoja dice lo siguiente:

El simple hecho de agregar un camino a una ruta que habitual-
mente ya estd congestionada de transito no garantiza que el transito
fluird mejor ni que se acortaran los tiempos, sino que es posible que
suceda exactamente lo contrario, y el nuevo camino solo sirva para
empeorar la situacion.

Si usted me acomparia y tiene la paciencia necesaria para se-
guir los argumentos que €l expuso, verd que si bien es fuerte-
mente antiintuitivo o, si prefiere, atenta fuertemente contra la
intuicién que tanto usted como yo tenemos, la explicacién de
Braess es muy interesante y muy pertinente.
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Eso si: yo voy a ir escribiendo un texto y simultineamente
le propongo que recorra las figuras que lo acompanan. Por otro
lado, le sugiero también que haga las cuentas (aunque no es im-
prescindible, porque las voy a hacer yo también). Recuerde que
la tinica manera de convencerse de que uno entiende lo que lee,
es detenerse un rato y ‘equivocarse’, o ‘mancharse las manos’ o
‘engrasdrselas un poco’.

Aci voy.

Suponga que usted viaja todos los dias desde un punto ‘inicial’
hasta llegar a un punto ‘final’. En definitiva, solo se trata de unir
dos puntos.

En la Figura 1, hice un pequefio esquema para graficar lo que
quiero decir.

Inicial @ @ Final

Figura 1

Ahora, pase a la Figura 2. Obsérvela y vuelva a este texto.

Ruta 1
A
/ . \
Inicial @ ® Final
\. /
B

Ruta 2
Figura 2
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Como se ve, hay dos caminos posibles para ir desde el punto
inicial hasta el punto final: tomando porla Ruta 1, que desembo-
ca en el punto A, y después desde A hasta el punto final; o bien
por el camino que va desde el punto inicial hasta B, y desde alli
hasta el punto final, y que voy a llamar Ruta 2.

Los caminos tienen exactamente la misma longitud, de ma-
nera tal que elegir uno u otro deberfa ser totalmente indiferente.
El tnico problema lo genera el transito que circula por ambas
rutas. Acd es donde empiezo a necesitar de su cooperacién. Voy
a hacer un ejemplo que involucra a 1000 vehiculos. Es decir, la
idea es establecer un modelo que permita imaginar qué camino
van (o pueden) elegir esos mil vehiculos para ir desde el punto
inicial hasta el punto final.

Ahora pase a la Figura 3. Cuando un auto estd parado en el
punto inicial —antes de decidir cudl de los dos caminos va a
elegir—, los datos recogidos a través de las diferentes mediciones
indican que si opta por el camino que lo lleva hasta A, el tiempo
que va a tardar estd medido en T/25 minutos, en donde T indica
el nimero de vehiculos que eligié ese camino. Por ejemplo, si
los 1000 autos eligieran ese camino, como (1000/25) = 40, esto
indicarfa que los 1000 autos tardarfan 40 minutos —en prome-
dio— en hacer ese recorrido para llegar hasta A. En cambio, si
en lugar de 1000 autos, solamente 500 hubieran elegido esa ruta,
entonces el recorrido se puede hacer en (500/25) = 20 minutos.
Como se ve, el nimero de autos que eligen un camino es deter-
minante para definir el tiempo que va a consumir el trayecto.
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Figura 3

Inicial @ @ Final
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B

Una vez que uno llegé hasta A, el segundo trecho se hace por
una autopista que tiene tantos carriles que el niimero de vehicu-
los que la recorren no altera el tiempo. En consecuencia, el tiem-
po no depende mds del nimero de autos, ya que la autopista
tolera perfectamente el transito de 1000 vehiculos sin producir

ningin tipo de demora. Como se ve en la Figura 4, supongamos
que ese tiempo estd fijoy que es exactamente de 50 minutos.

T/25 50

Inicial @ @ Final

Figura 4
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Resumiendo: el primer tramo lleva T/25 minutos, dependien-
do de T, el nimero de vehiculos que lo estdn recorriendo, y el
segundo, 50 minutos independientemente de cudntos vehiculos
circulen.

Fijese en la Figura 5. Ahora agregué al esquema la Ruta 2.
La situacion estd revertida. El primer tramo, el que va desde el
punto inicial hasta B, no depende del ntimero de vehiculos: uno
tarda siempre 50 minutos. La dificultad aparece en la segunda
parte: alli, el nimero de vehiculos vuelve a adquirir importancia,
y el tiempo para recorrerlo se estima —una vez mas— en T/25
minutos, como sucedia en la ruta anterior.

7\
\ %
B

Figura 5

@ final

A
[ ]
Inicial @
[ ]

Justamente, la Figura 5 resume las dos situaciones: ir por el
camino que pasa por A, y la otra posibilidad, elegir el tramo que
pasa por B.

Ruta 1: T/25 minutos + 50 minutos
Ruta 2: 50 minutos + T/25 minutos
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Detengdmonos unos minutos y hagamos algunas hipétesis
sobre lo que sucederia si imaginamos diferentes escenarios. Es
decir, qué variaciones habria si mds vehiculos eligen la Ruta 1
que la Ruta 2 (y viceversa).

Supongamos, por ejemplo, que hay 600 vehiculos que van
por la Ruta 1 y 400 por la Ruta 2. En ese caso (Figura 6),

tenemos:

Ruta 1: 600/25 + 50 = 24 + 50 = 74 minutos
Ruta 2: 50 + 400/25 = 50 + 16 = 66 minutos

600 _ 24 50

Inicial @ @ Final

50

Ruta 1. 24 + 50 = 74 minutos
Ruta 2: 50 + 16 = 66 minutos

Figura 6

Naturalmente, usando la informacién que proveen los GPS,
los vehiculos que habian elegido la Ruta 1 (y tardaron 74 mi-
nutos), sabrian casi inmediatamente que los que fueron por el
otro lado tardaron 66 minutos. Como usted se imagina, en poco
tiempo, en pocos dias, todo el mundo que circula por esas rutas
sabria lo que sucede y, por lo tanto, también en poco tiempo
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llegarian a un ‘punto de equilibrio’. ;Cudl es ese punto? ;Quiere
pensar usted?

Efectivamente, en pocos dias el nimero de autos (1000) se
dividiria por mitades, y habria 500 que elegirian la Ruta 1 y los
otros 500 irfan por la Ruta 2 (Figura 7). Los vehiculos tardarian
70 minutos por cualquiera de las dos rutas. Este es el punto de
equilibrio.

Ruta 1: 500/25 + 50 = 20 + 50 = 70
Ruta 2: 50 + 500/25 =50 + 20 = 70

200 _ 59 50

Inicial @ @ Final

50

Ruta 1. 20 + 50 = 70 minutos
Ruta 2: 50 + 20 = 70 minutos

Figura 7

Hasta acd —creo— estd todo claro. Sin embargo, ahora viene
lo increiblemente curioso y antiintuitivo. Supongamos que uno
construy6 una ruta que uniera A con B (en ambas direcciones),
es decir, un camino adicional que antes no existia. Fso les darfa a
los conductores la posibilidad de cambiar de la Ruta 1 a la Ruta
2 (y viceversa). Mire la Figura 8.

177



[ )
T/25 50
Inicial @ O minutos @ Final
50 T/25
[ ]
B
Figura 8

Para hacer las cuentas mds sencillas, voy a suponer incluso
que uno no tarda nada en recorrer ese camino. Es decir, le asigno
cero minutos a ir desde A hasta B o viceversa. ;Oué pasard ahora?
(Oué incidencia tendrd la aparicién de este nuevo camino? Verd
que lo que sucede es algo realmente fascinante... je inesperadol!

Antes de leer lo que voy a escribir, haga usted algunas cuentas
probando diferentes alternativas, y anote los resultados que va
obteniendo. En algtin sentido, le estoy proponiendo que imagine
potenciales rutas, les asigne un nimero determinado de vehicu-
los que hayan optado por uno u otro segmento y tome decisiones
sobre qué es lo que mds convendria hacer en cada caso. Cuando
usted haya analizado lo que considera suficientes casos o con-
jeturas, le propongo que nos embarquemos juntos en algunas
‘especulaciones’.

Sigo yo. Supongamos que usted se para en el punto inicial y,
a diferencia de lo que sucedia antes, tendrd a su disposicion el
camino que une A con B. Imaginemos que los 1000 vehiculos
decidieran ir por el segmento que une el punto inicial con A. En
ese caso, resulta 1000/25 = 40 minutos.

Si ese mismo conductor se fija en lo que sucederfa si elige el
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camino que une el punto inicial con B, descubriria inmediata-
mente que eso le insumiria seguro 50 minutos. Es decir, aun en
el peor de los casos, en el que los 1000 vehiculos eligen el camino
que los lleva hasta A primero, conviene elegirlo porque con ese
trayecto uno tarda 10 minutos menos.

O sea, yendo por la Ruta 1, aun con los 1000 vehiculos que
une el punto inicial con A, insumiria T/25 = 1000/25 = 40 minu-
tos. Por otro lado, usando la Ruta 2, la que une el punto inicial
con B, seguro que uno tarda 50 minutos. No hace falta ser muy
perspicaz para determinar que la mayoria (o todos) de los con-
ductores optarfan por la Ruta 1.

Ahora bien: cuando llegue al punto A, ya tardé 40 minutos
(en el peor de los casos, es decir, si todos los vehiculos optaron
por ese camino). Si algunos optaron por ir hasta B, naturalmente
se reduciria el tiempo invertido.

Cuando un conductor llegé hasta A habiendo tardado como
mdximo 40 minutos, ;qué puede hacer? Tiene dos alternativas.

a) Si sigue por la Ruta 1 completa, tendrd que agregar a esos
40 minutos (como maximo), los 50 minutos que le faltan
para llegar al punto final. Luego, como 40 + 50 = 90, su
tiempo usando completamente la Ruta 1, le insumiria, en
el peor de los casos, 90 minutos.

b) Si en cambio usa la ‘nueva’ ruta y viaja desde A hasta B
(sin consumir ningdn tiempo), y luego sigue desde B hasta
el punto final, tendrd que agregar a los 40 minutos, otros
1000/25 = 40 minutos mds. Moraleja: al cambiar a B y reco-
rrer lo que le falta, tendrd que sumar 40 + 40 = 80 minutos.
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1000 _
5 40 50
Inicial @ @ Final
50 1000 _
o o5 40
B

Ruta 1 completa: 40 + 50 = 90 minutos
(Inicial-A) + AB + (B-Final) = 40 + 40 = 80 minutos

Figura 9

Acd, tengo una pregunta para hacerle: ;qué conclusién saca
usted? Si va por la Ruta 1 completa, tarda 90 minutos. Si en la
mitad del camino va desde A hasta B, tarda 80 minutos. Pero lo
extraordinario, es que cuando el camino desde A hasta B no exis-
tia, el tiempo que tardaba era de {70 minutos! Es decir, en cual-
quiera de los dos casos, jtardaria mds tiempo que si no existiera
el camino intermedio!

JEntonces? ;No estadbamos tentados de pensar que al haber abier-
to un nuevo camino y una nueva alternativa, el tiempo se reduciria?

Bueno, la paradoja de Braess intenta demostrar lo contrario.
Cuando ese camino entre Ay B no existia, los vehiculos tardaban
(en promedio) menos tiempo que aprovechando de la existencia
de ese nuevo segmento.

Esto es lo que queria compartir con usted. Hay muchisima
literatura escrita sobre el tema y adin hoy es ciertamente con-
troversial, pero los nimeros estdn alli y los ejemplos de las tres
ciudades fueron nada mds que disparadores.
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Un matematico ahi, por favor (Primera parte)

Primer caso

En 1998, el Emnid Institut? realiz6 una encuesta en toda
Alemania. Los resultados aparecieron en la revista Stiddeutsche
Zeitung Magazin, en la edicién del jueves 31 de diciembre de
ese ano.

El objetivo de la compulsa era describir cudn familiariza-
dos estaban los alemanes con conceptos mateméticos bdsicos.
Una de las preguntas era muy simple: “Al medir cantidades/
nimeros, ;qué es lo que usted cree que significa seleccionar

‘un 40%°?”.
Las opciones eran estas:

a) un cuarto del total
b) cuatro de diez
¢) cada 40 personas

Los resultados fueron sorprendentes (no deje de pensar qué
es lo que cree usted que significa antes de leer lo que sigue): una

24. El Emnid Institut en Bielefeld y el Allensbach Institut son las dos en-
cuestadoras alemanas de mayor prestigio.
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tercera parte de los que respondieron la encuesta eligieron o bien
(a) o bien (¢). De nuevo: juna tercera parte!”

Segundo caso

Eiste episodio se hizo muy popular en Fstados Unidos al prin-
cipio de este siglo, luego de que apareciera en el libro El hombre

%, en el original) que escribi6 John Allen

anumérico (Innumeracy
Paulos, un excelente matemadtico y mejor divulgador. La primera
edicién aparecié en agosto de 2001 y se transformé casi automa-
ticamente en uno de los mds impensados bestsellers, sobre todo
para un trabajo de divulgacién de la ciencia en general, y de la
matemdtica en particular. El libro le permiti6 a Paulos conver-
tirse en una celebridad insélita, a tal punto que las mds impor-
tantes cadenas de televisién se disputaban su participacién en
los programas nocturnos de mayor audiencia. Pero, para variar,
me desvié. El libro es muy recomendable y es alli donde Paulos
cuenta una historia que si bien es graciosa, tiene un costado pa-
tético. Fijese que opina usted.

Un canal de cable tenfa su noticiero habitual tres veces por
dfa: mafiana, mediodia y noche. Fn cada una de las ediciones,
habia un meteorélogo para dar los datos del tiempo y ofrecer el
prondstico, algo habitual en todas partes del mundo.

Una noche, cuando estaban a punto de salir al aire, el meteo-

25. La respuesta correcta es (b), ya que un 40 por ciento significa 40 de
cada 100, o sea, cuatro de cada diez.

26. No sé como hacer la traduccién literal de la palabra ‘innumeracy’. En
realidad, no creo que exista pero para dar una idea de lo que significa concep-
tualmente, serfa el equivalente de una persona ‘analfabeta’ pero en ‘niimeros’
o ‘estadisticas’, pero no sé si me siento cémodo atn con esa idea.

182



r6logo tuvo una emergencia que le impedirfa participar del pro-
grama. Antes de salir apurado, teniendo en cuenta que era viernes
por la noche y la ansiedad por saber qué sucederia con el tiempo
tanto el sibado como el domingo, el profesional escribié6 los datos
en un papel y se los dejé al conductor para que los leyera.

Llegado el momento, el conductor explicé a su audiencia las
razones por las que serfa él y no Ariel (el profesional especifico
del drea) quien habria de hablar del tiempo, tomé entonces el
escrito que le habia dejado y lo ley6 frente a la cdmara:

En este papel que me dej6 Ariel, él me informa que las chances
de lluvia para mafiana sdbado son del 50% y lo mismo para el do-
mingo, en donde también habrd un 50% de posibilidades de lluvia.

Allf hizo una pausa, se envalentond y agregé algo que no esta-
ba escrito pero que a él le pareci6 pertinente decir:

Como ven, la probabilidad de que llueva en el fin de semana es
de un 100%.

Tel6n y fuera.
Quizds ahora se entienda un poco mejor lo que significa ‘in-
numeracy’, palabra que debe haber acuiiado el propio Paulos.

Tercer caso

Este ejemplo es mds delicado y entrana un peligro que le re-
sultard obvio de deducir ni bien termine de leerlo. La idea estd
extractada de un caso presentado por Gerd Gigerenzer, un in-
vestigador del Instituto Max Planck, en Alemania. Voy a tratar de
ser lo mds justo en mi traduccién, al menos conceptualmente,
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de manera tal que no se pierda nada el valioso aporte que hizo
Gigerenzer. Aca va.

Una mujer (a la que voy a llamar Ana) acaba de cumplir 40
afios. Su ginecdloga le recomienda que se haga una mamografia.
Si bien Ana no tiene ningdn antecedente familiar sobre cdncer
de mama, la prictica habitual indica que es el momento para ha-
cerla. Se presenta en el hospital, le realizan el estudio y unos dfas
mds tarde recibe la noticia devastadora: el resultado es positivo.

Ahora bien, ;qué significa que sea positivo? Ana estd confun-
dida, porque no sabe (ni tiene por qué saber) lo que significa que
el examen haya resultado positivo. ¢Significa acaso que hay un
ciento por ciento de certeza de que ella tiene cancer de mama?
O hay algin resquicio, alguna alternativa? ;Qué interpretan los
médicos con este resultado? ;Depende del test? ;Serd posible
que no sea en un ciento por ciento de los casos y sea en un 99%,
en un 95% o en un 90%? ;Quién explica? ;Dénde leer? ;Con
quién hablar? En definitiva, ;cudl es el porcentaje de certeza que
se desprende de la palabra positivo?

Acd es donde yo le voy a proponer dos maneras de buscar la
respuesta y le pido que usted, en forma genuina y simplemente
pensando en lo que va a leer, trate de encontrar la respuesta. Si
en algiin momento es usted quien se siente confundidalo, no se
preocupe: siga adelante. Contintde leyendo. Créame que vale la
pena.

Una forma es esta:

La probabilidad de que una mujer de 40 afios tenga cdncer de
mama es alrededor de uno por ciento”. Si efectivamente tuviera

27. Obviamente yo no soy médico, pero la bibliografia que consulté al
respecto habla de un 0,8 por ciento. De todas formas, por favor, jno se guie
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cancer de mama, las chances de que la mamografia resultara posi-
tiva serfan de un 90%. Por otro lado, si la paciente no tiene cincer
de mama, las posibilidades de que la mamografia sea positiva igual-
mente es de un 9%.

Ahora, con estos datos que usted acaba de leer, llega la gran
pregunta: “Si Ana tiene en sus manos una mamografia con resul-
tado positivo, jcudles son las chances de que efectivamente tenga
cdancer de mama?”.

Antes de avanzar, como siempre, le sugiero que usted —si,
me refiero a usted— piense por su cuenta. Yo voy a escribir la
respuesta a continuacion.

De acuerdo con lo que ‘suele’ pasar, una buena parte de las
personas a las que se les plantea el problema contestan: “Como
la mujer tiene una mamografia positiva, la probabilidad de que
tenga cdncer de mama es de aproximadamente un 90%”.

Ahora quiero presentar la situacion, la misma situacion,
pero con un texto diferente y piense qué contestaria usted.
Quizds su respuesta sea la misma, pero témese tiempo para
reflexionar.

Piense en un grupo de 100 mujeres de alrededor de 40 afios.
Es muy posible que una de ellas tenga cdncer de mama y muy pro-
bablemente (si todas se hicieran una mamografia), ella tendria un
resultado positivo. De todas formas, de las 99 que no tienen cdncer
de mama, habrd nueve que igualmente tendran resultado positivo.
Por lo tanto, si las 100 mujeres se hicieran una mamogratia, habrd
en total 10 que tendrdn resultado positivo. Pero eso no es lo que

por mis nimeros o mis datos! Piense que este es solamente un articulo de di-
vulgacién con todas las imprecisiones, inexactitudes e incluso ‘burradas’ que
suele tener el autor (yo).
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importa, sino la otra pregunta: ;Cudntas de las que dieron positivo
tendrdn cdncer de mama?

Creo que se entiende que si uno plantea el problema de esta
forma, es muy fdcil determinar que solamente una de las diez

con resultado positivo tendrd cancer de mama. Por lo tanto, la
conclusion es que las chances son del {10%! y no del 90% como
parecia al principio.

Por supuesto, tener un resultado positivo en una mamografia
no pone contento a nadie, pero en vista de lo que significa en
términos especificos, la abrumadora mayoria de las mujeres que,
como Ana, obtienen un ‘positivo’, en realidad no tienen cdncer
de mama.

La lista de ejemplos que podria agregar acd es muy frondosa.
No todos los casos son equivalentes. Algunos son entre graciosos
y patéticos. Otros, ciertamente muy peligrosos, dependiendo de
quiénes son los profesionales que hacen las evaluaciones. Pue-
de que llueva y uno esté sin paraguas, no pasa nada: al final,
uno se seca. Pero la angustia que puede generar un episodio de
‘analfabetismo estadistico’ obliga a contratar profesionales (ma-
tematicos, estadisticos) que sean capaces de ‘leer los datos’ como
corresponde y sacar las conclusiones adecuadas. Una vez mds,
lo digo por las instituciones hospitalarias o de salud de todo el
pais, en donde las consecuencias de las inferencias equivocadas
pueden conducir a tratamientos inadecuados, a la administra-
cién de drogas innecesarias o al tormento y tortura psicolégica
totalmente evitables.
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Un matematico ahi, por favor (Segunda parte)

Supongamos que en un diario aparece una noticia que dice
que hombres con el colesterol ‘alto” tienen un 50% mds de posi-
bilidades de sufrir un ataque cardfaco. Estd claro que un incre-
mento del 50% es un nimero escalofriante. Es obvio que ‘algo’
hay que hacer, pero jun momentito! ;Un incremento de un 50%
con respecto a cudnto? ;Cémo es la medicion?

Fijese entonces lo que puede/pudo haber pasado. Suponga
que uno toma una muestra de 100 hombres que ya cumplieron
50 afos y que no tengan el colesterol alto. De acuerdo con los
estudios mds recientes (febrero de 2017), se espera que cuatro de
ellos sufran un infarto en los siguientes diez afios de sus vidas; si
uno reuniera otro grupo de 100 hombres también mayores de 50
afios pero que tengan el colesterol alto, se espera que seis de ellos
tengan un ataque cardiaco en los siguientes diez afios de su vida.

Aci se entiende bien lo que significa un incremento del 50%:
pasar de cuatro a seis es exactamente eso, un aumento de un 50%
de los casos, lo cual es un incremento brutal si uno se basa en el
nimero cuatro desde el cual uno hace el andlisis del incremento.
Es decir, es un incremento relativo. Importa muchisimo entonces
especificar cudles son los nimeros iniciales sobre los que uno va
a juzgar el crecimiento.
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Ahora miremos los datos desde otro lugar. Situémonos en el
grupo de los hombres que no se espera que tengan un ataque
cardiaco en los préximos diez afios. De los 96 que habia en el
primer grupo, pasa a 94 en el segundo, o sea, se reduce en dos, lo
que significa alrededor de un 2%.

Planteado asi, ;qué percepcién tiene usted? Lo que se advierte
es que el beneficio de tener el colesterol dentro de los pardmetros
‘normales’ no parece ser tan relevante, no parece que tener el
colesterol alto signifique un problema tan serio.

Llegado a este punto, me interesa sacar una conclusién junto
con usted. El riesgo absoluto se mide asi: de los 100 hombres que
se evaltian, solamente dos mds tienen un riesgo de ataque cardia-
co si su colesterol es alto, o sea un 2%.

Ahora s7 se ve claro que cuando uno habla de riesgo absoluto,
no hay lugar para ‘jugar’ con los nimeros*.

28. Por supuesto, este es un andlisis desde el punto de vista matematico.
De ninguna manera pretendo decir que tener el colesterol alto es bueno o no
es relevante. Solo quiero enfatizar que el aumento en un 2% no ‘parece’ tan
significativo como el que se deduce del aumento en un 50%, que se ilustra al
principio del texto.
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Problemas de una competencia para nifios

A fines del afo 2017, en una competencia de matematica
para nifios (sic), aparecieron varios problemas que me parecieron
muy interesantes. Como siempre, dudo de que fueran para nifios;
en todo caso, me gustaria seguir sintiéndome un nifio, lo mismo
le propongo a usted.

Voy a extraer dos de los problemas que a mi me parecieron
preciosos. Acd van.

1) En una chacra, hay 100 pollitos sentados formando un
circulo. Stibitamente, cada uno de ellos elige al azar a al-
guno de los dos que tiene sentado a ambos costados y le
pega un picotazo. Si usted tuviera que ofrecer una estima-
cién, jeudl es el nimero de pollitos que no recibirdn nin-
guna agresion?

2) Un amigo me trajo una cantidad de niimeros enteros con-
secutivos (pueden ser negativos, cero o positivos). El menor
de todos es (-32). La suma de todos es 67. ;Puede decir
cudntos nimeros me trajo mi amigo? ;Cudntos resultados
posibles puede encontrar?

189



Respuestas

1) Para cada pollito hay cuatro posibilidades:

a. Recibir un picotazo del pollito que tiene a la izquierda.
b. Recibir un picotazo del pollito que tiene a la derecha.
c. Recibir un picotazo de cada uno de los dos que tiene a

los costados.
d. No recibir nada.

Las cuatro posibilidades son igualmente probables®, lo que
permite deducir que la probabilidad de no recibir nada es una de
cada cuatro para cada pollito. Como en total hay 100 pollitos en
el circulo, podemos esperar que % x 100 = 25 no reciban ningu-
na agresion. Luego, la respuesta correcta es 25.

2) Fijese que el nimero mds chico es (-32). Para que la suma
total sea 67 y los niimeros son consecutivos, lo primero que hay
que hacer es compensar todos los niimeros negativos que apa-
rezcan. Como el mds chico de todos los niimeros es (-32), esto
significa que también tiene que estar el (-31), (-30), ..., (-3), (-2),
(-1). Pero aca no puedo terminar, porque si sumara todos estos
nimeros obtendria un nimero negativo. Para compensar todos
los negativos, necesito agregar —por lo menos— todos los po-
sitivos: 1, 2, 3, 4, ..., 30, 31, 32. ;Serd suficiente? No, porque

29. Carlos D’Andrea me dice que para él los eventos no son independien-
tes: la probabilidad de que los pollitos 1 y 3 reciban dos picotazos es cero,
porque el pollito nimero 2 solo puede ‘picar’ a uno solo de ellos. En cambio
yo sigo pensando que eso no altera la probabilidad porque lo mismo sucede
con todos los pollitos. ;Quién de los dos tiene razén? Usted —si, usted—, squé
piensa?

190



si yo sumara todos los que escribi antes, me daria cero. Todavia
faltarian agregar algunos nimeros mds hasta llegar a 67. Como
habiamos llegado hasta el 32, los dos siguientes (33, 34) tienen
que estar también y, justamente, la suma de (33 + 34) = 67.

Sé lo que estd pensando, pero deme tiempo para escribirlo. Si
yo quisiera saber cudntos nimeros utilicé, deberfa incluir los 32
que van desde el (-1) hasta el (-32), y agregar los 32 que van desde
el (+1) hasta el (+32). Esto daria 64 nimeros. Me faltan agregar
el 33y 34, y llegarfamos a 66 nimeros. Pero... jfalta un nimero!
(¢Cudl es? ;Quiere pensar usted?).

El niimero que falta es el cero, porque no puedo saltar del (-1)
al (+1) sin pasar por el cero. Luego, en total, no hay 66 nimeros,
sino 67. Y esa es la respuesta correcta! En total, hay 67 ntiimeros.
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Suma y ‘otro’ nimero

Suponga que yo ‘pienso’ dos niimeros cualesquiera que voy a
llamar Ay B. Por ahora, mantengo los ndmeros en secreto. Junto
a mi, hay dos amigos.

A uno de ellos le digo el nimero A y al otro, el nimero B.
Lo hago sin que ninguno pueda escuchar lo que le digo al otro.
Después, en voz alta, yo digo dos ndmeros. Uno corresponde a
la suma de los nimeros (A + B), y el otro es un niimero al azar,
cualquiera®.

Con estos datos, cada uno de mis amigos tiene que tratar de
deducir el nimero del otro. La idea es que no traten de ‘adivinar’,
el objetivo es ‘deducirlos’, o sea, hacer un razonamiento que les
permita asegurar cudl es el nimero del otro.

Un ejemplo sencillo seria el siguiente. Supongamos que A =
15 y que los dos niimeros que yo digo en voz alta son: 17 y 25.
Empiezo con A (o mi amigo A, aunque estoy ‘confundiendo’ el
nombre de mi amigo con el nimero que escuchd; por ahora,
supongamos que ambos —el nimero y mi amigo— se llaman
A). Sigo.

Empiezo preguntindole a mi amigo A (a quien yo le habia di-

30. El orden en el que digo los dos niimeros también es al azar.
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cho ‘15"). El me escucha decir: 17 y 25. “;Podés decidir?”. La res-
puesta que obtengo es: “No sé, no puedo decidir”. Es que A, con
los datos que tiene hasta acd, no puede saber si B tiene el nimero
2 o el nimero 10. Entonces, como no hay ninguna razén para
decidir cudl de los dos le dije a B, él tiene que decirme: “No sé”.

Inmediatamente después le pregunto a B, y él también dice:
“No sé”.

Ahora llega la parte interesante del problema. Cuando yo miro
a mi amigo A para ver si ahora tiene algo mds para decir, él se
detiene un instante y afirma: “Si, ahora yo ya sé: el nimero que
le dijiste a B fue 10”. Pregunta: ;cdmo hizo para saber?

Ahora le toca a usted.

Idea para pensar

En principio, uno estd tentado en suponer que escuchar a al-
guien decir “no s€”, no aporta nada nuevo, o no aporta informa-
cién nueva. Sin embargo, los dos “no sé” consecutivos van acotan-
do las posibilidades hasta que queda solamente una. Antes que yo
escriba la solucién, sno tiene ganas de pensar usted por su cuenta?

Solucién

A sabe que yo le dije 15. Después me escucha decir: 17 y 25
(antes de avanzar, mi declaracion “17 y 257 significa que la suma
de los dos niimeros es o bien 17 o bien 25). Como escribf antes,
cuando yo le pregunto a A si él puede saber cudl es el nimero
de B, obviamente, no puede. Es que B podria tener o bien el 2 o
el 10. Como no puede decidir, me dice: “No sé”. Pero fijese que
ahora A sabe que B tiene alguno de estos dos nimeros: 2 o 10.
Como no sabe cudl, tuvo que pasar y decir: “No sé”.
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Es el turno de B. Recién vimos que, ‘mirado’ desde A, B so-
lamente puede tener 2 o 10. Ahora situémonos en B. Es decir,
suponga que ahora usted es B. De acuerdo con lo que sabemos
de la primera parte, B debe tener o bien 2 o bien 10.

Supongamos que B tuviera el ndmero 2. Al haber escuchado
que dije 17y 25, él concluiria que A tiene 15 o 23. Pero B pen-
sarfa: jun momento! Si A tuviera 23, cuando me escuché a mi
decir 17y 25, jA sabria que yo (B) tengo 2! ;Por qué? Si A tuviera
23 y si uno de los dos niimeros que me escucha a mi (17 y 25)
corresponde a la suma, estd claro que 17 no puede ser: si no, B
tendria que tener un nimero negativo!

Luego A deberia haber deducido que la suma de los dos nu-
meros tuvo que haber sido 25y, por lo tanto, en el momento en
que A tuvo la oportunidad de hablar, él habria sabido que B tenia
el nimero 2. O sea, en lugar de “no s¢”, tendria que haber dicho:
“Si, yo sé: B tiene el niimero 2”.

Sigamos. Si A tuviera el nimero 23, él sabria que B tiene el
ntmero 2 y habria podido contestar la pregunta que yo hice antes.
Como no lo hizo, la conclusién es que A... jno tiene 23! ;A debe
tener 15! Pero como B no llegé a esa conclusién —no dijo “Atiene
15”7 —, esto tinicamente pudo haber pasado si B no tiene 2.

Luego, como B dice “no sé¢”, y pasa el turno otra vez, entonces
ahora si, A retoma el control de la situacion y dice: “iB debe tener
1017.Y esa es la respuesta correcta.

Como se ve, este tipo de argumentos ‘16gicos’ permite hacer
deducciones que, de otra forma, parecen imposibles.
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Nueva version del problema de Einstein

El problema que quiero presentar acd tiene mdltiples versio-
nes y se ha hecho muy popular a lo largo de los afios porque
alguien sugirié que Einstein dijo que solamente un porcentaje
muy pequefio de la poblacién (no sé bien si dijo el 1% o el 2%)
lo podria resolver.

Naturalmente, es una afirmacién temeraria y no hace falta
que enfatice demasiado que me parece absolutamente falsa. No
me refiero siquiera a si el nimero es pequefio o no, pero jc6mo
habriamos de saber si siquiera tiene sentido la pregunta? ;Quién
pudo haber verificado si solamente una o dos personas de cada
cien pueden (o no) resolverlo? En fin, intuyo que es un intento
de promocionar el problema (lo cual no estaria mal), pero creo
que se podrian buscar algunas otras formas para invitar a pensar
que no necesiten de apelar a golpes bajos y falsedades tan obvias.

Bueno, suficiente. Acd va el problema, verd que tiene un
atractivo particular intentar resolverlo. No se preocupe tanto por
el resultado final, imagine que la idea es tratar de disfrutar del
trayecto.

Suponga que cinco de los integrantes de la seleccién argenti-
na de basquet de la Generacién Dorada se propusieron pasar sus
vacaciones en Monte Hermoso, en la provincia de Buenos Aires,
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cerca de Bahfa Blanca —la capital del bdsquet argentino—, don-
de nacieron Pepe Sdnchez y Manu Gindbili.

Justamente, la idea es imaginar que hay un complejo que tie-
ne cinco casas y que estdn dispuestas una al lado de la otra. Las
familias se ponen de acuerdo en hacer una reserva coman. Estos
son los datos relevantes.

Voy a ofrecerle una lista de 15 datos que involucran el color
de las cinco casas (todas estdn pintadas de diferentes colores), las
mascotas que tiene cada uno, el tipo de bebida mds frecuente-
mente consumido en cada una de las familias y el tipo de auto
que cada uno maneja y tiene guardado en su garaje.

Le propongo que se siente con un poco de paciencia (y por
supuesto, con algo para escribir) y trate de distribuir los datos que
le ofrezco y que deberfan llevarla/o a la solucién, que me impor-
ta aclarar... jes tnical

Usted verd que lo inico que no estd explicito es quién es duerio
de un perro labrador, y el problema consiste justamente en eso:
usando su capacidad para razonar, determinar quién de los cinco
es el duefio de este perro. Acd voy.

En principio, hago un resumen de todo lo necesario y después
escribo los datos conocidos.

® Losnombres de los cinco jugadores: Scola, Prigioni, Pepe
Sanchez, Nocioni y Gindbili.

® Los colores de las casas: azul, rojo, amarillo, verde y negro,

¢ Las cinco mascotas: perro labrador, tortuga, ardilla, gatos
slameses y canario.

e Las cinco marcas de auto: Tesla, Ferrari, Lamborghini,
Porsche y Rolls-Royce.

e Las cinco bebidas preferidas por cada familia: agua, café
con leche, café instantdneo, mate y chocolate caliente.
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Ahora si, acd van los 15 datos. Esto es lo que se sabe.

1) Scola vive en la casa roja.

2) Nocioni tiene gatos siameses.

3) Prigioni toma café con leche.

4) La casa verde estd a la izquierda de la casa amarilla.

5) El duefio de la casa verde toma chocolate caliente.

6) El duefio de la Ferrari tiene una ardilla.

7) El duefio de la casa azul maneja un Tesla.

8) La persona que vive en la casa del medio toma café ins-
tantdaneo.

9) Pepe Sdnchez vive en la primera casa.

10) EI duefio del Lamborghini vive al lado de la casa cuyo
duefio tiene un canario.

11) La persona que tiene una tortuga vive al lado de quien
maneja el Tesla.

12) El duefio del Rolls-Royce toma mate.

13) Ginébili maneja un Porsche.

14) Pepe Sanchez vive al lado de la casa negra.

15) El duefio del Lamborghini tiene como vecino a quien
tnicamente toma agua.

Ahora bien, esta es la pregunta que hay que contestar: ;quién
es el duefio del perro labrador? Ah, y como escribf antes, la solu-
cién es tnica. Es decir, con los datos que figuran, hay una tnica
manera de distribuirlos que permita identificar al duefio del la-

brador. Ahora le toca a usted.
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Solucién

Le propongo lo siguiente. Voy a escribir una ‘grilla’ de 5 X
5, en donde cada columna corresponde una de las casas, y la
voy a ir completando (aspiro que junto a usted) a medida que
vamos usando los datos. Cuando esté en blanco, la grilla apa-
recera asi.

Mo 0O @ >

Figura 1

Por el dato (9), sabemos que Pepe Sanchez vive en la primera
casa y alli voy a poner a la primera persona en la primera fila y
primera columna.

Por el dato (8), sabemos que la persona que vive en la casa del
medio toma café instantdneo. Fn la grilla entonces, tercera fila'y
tercera columna, aparecerd café instantdneo.

Por el dato (14), sabemos también que Pepe Sianchez vive al
lado de la casa negra. Como €l vive en la primera casa, eso inexo-
rablemente marca que la segunda casa es de color negro. Apro-
vecho para juntar todo en la Figura 2.

1 | 2 3 4 5
Pepe Sdnchez ’ ‘

Café instantaneo

m o 0O ® >

Figura 2

198



Por el dato (4), la casa verde estd a la izquierda de la casa ama-
rilla pero, ademds, el duefio de la casa amarilla toma chocolate
caliente. Ahora tenemos varios datos separados pero conectados.

Fijese lo siguiente: no puedo poner la casa verde en el lugar
1B porque deberia poner amarillo en 2B (y alli estd la casa negra).
Entonces, la casa verde puede ir en 3B, 4B o 5B. Pero no puedo
usar el lugar 5B porque si no, ;dénde pondria a la casa amarilla?
Eisto reduce todo a dos opciones: la casa verde va en 3B o en 4B.
Ahora bien, no puedo colocar la casa verde en 3B, porque el dato
(5) nos indica que en esa casa se toma chocolate caliente y alli
ya sabemos que se toma café instantdneo’'. En resumen, la casa
verde tiene que estar en 4B y, en consecuencia, la casa amarilla
estd en 5B. Una cosa mds, muy breve: usando el dato (5), puedo
poner que en la casa amarilla se toma chocolate caliente.

Resumiendo, observe nuestro avance en la Figura 3.

1 | 2 3 4 5
Pepe Sanchez ’

Negro Verde Amarillo

Café instantdneo Chocolate caliente

Mmoo 0 @ >

Figura 3

Por el dato (1), Scola vive en la casa roja. En principio, pa-
receria que hay dos posibilidades para ubicarla, ya que hay dos
lugares vacios en la grilla: 1B y 3B. Pero en la primera no puede

31. Carlos D’Andrea me hizo una observacion impagable: “Esto que decis
es cierto si uno asume que no se pueden beber las dos bebidas en esa casa,
como pasaria en cualquier hogar normal, de los que vemos en la vida cotidia-
na, y no en las que proponemos en los problemas de matemdtica”. {Cudnta
razén! Perdén, entonces.
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ir Scola porque alli vive Pepe Sdnchez. Conclusién, Scola va en
3Ay la casa roja en 3B.

Como dato adicional, ya ubicamos cuatro de los cinco colores
de casas. El tinico que queda libre es 1B: alli va la casa azul.

Por el dato (7), el duefio de la casa azul maneja un Tesla.
Luego 1D serd Tesla.

Por el dato (11), la persona que tiene una tortuga vive al lado
de quien maneja el Tesla. Luego, como 1D es Tesla, esto indica
que la tortuga ird en 2E.

La grilla queda asi (por ahora):

1 | 2 3 4 5
A Pepe Sanchez ’ ‘ Scola
B Azul Negro ‘ Rojo Verde Amarillo
C Café instantaneo Chocolate caliente
D Tesla
£ Tortuga
Figura 4

A esta altura, me interesa detenerme un instante y pregun-
tarle: sno le parece que usted podria completar todo lo que falta
usando el mismo tipo de argumentos? Estoy tentado en afirmar
que si, pero le dejo a usted la oportunidad de decidir por su cuen-
ta. Sigo.

Ahora creo que llega el momento mds interesante porque hay
que juntar muchos datos simultineamente. Acompdfieme por
acd, quiero usar estos cuatro datos simultdneamente:

e Por (12) quien maneja un Rolls-Royce, toma mate (jmird
vos!).

e Por (3), Prigioni toma café con leche.

e Por (13), Gin6bili maneja un Porsche.

e Por (2), Nocioni tiene gatos siameses.
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(Cémo proceder con estos datos? Por un lado, ;quién es el
que toma mate? No puede ser Pepe Sdnchez, porque sabemos
que €l maneja un Tesla. No pueden ser 3C ni 4C porque las
bebidas alli estdn decididas (café instantdneo en 3C y chocolate
caliente en 4C). Quedan dos posibilidades entonces: 2C y 5C.
Pero no puede ser Ginébili porque él maneja un Porsche. Tam-
poco pueden ser ni Prigioni ni Scola porque ellos toman café
con leche y café instantdneo. Entonces, jtiene que ser Nocioni!
Perfecto, pero ;dénde vive Nocioni?

Por el punto (2), Nocioni tiene gatos siameses, por lo tanto, no
puede vivir en la segunda casa porque quien vive alli tiene una
tortuga. Como toma mate, no puede vivir en la casa 4 tampoco
(alli se toma chocolate caliente). Luego, esto determina que No-
cioni vive en la casa 5, en 5A.

De esto también se deduce que en la misma casa se toma
mate (en 5C), alli también va el Rolls-Royce (en 5D) y los gatos
siameses (5E).

A esta altura, la grilla estd ast:

1 | 2 | 3 4 5
A Pepe Sanchez 4 ‘ Scola Nocioni
B Azul Negro Ragjo Verde Amarillo
c Café instantaneo Chocolate caliente
D Tesla Rolls Royce
E Tortuga Gatos siameses
Figura 5

Falta muy poco ahora y quedan pocas casillas vacias. ;No
quiere terminar usted?

Pregunta: ;dénde vive Prigioni? Si usted mira la grilla verd
que tiene dos posibilidades: en la segunda o cuarta casa. Pero no
puede ser en la cuarta: por el punto (3), Prigioni toma café con
leche y en la cuarta casa se toma chocolate caliente. Conclusion:
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Prigioni vive en la casa 2, en 2A 'y, por otro lado, como Prigioni
toma café con leche, esto implica que esta bebida tiene que ir
en 2C.

Al llegar acd, uno detecta que hay una tnica casa libre para
que viva Ginébili: la cuarta (en 4A), y como por (13) Gindbili
maneja un Porsche, resulta que el Porsche va en el lugar 4D.

Ahora, por (15) sabemos que el duefio del Lamborghini tiene
como vecino a quien toma agua, y como queda un tdltimo lugar
para ubicar bebidas, la tnica alternativa que es el agua vaya en el
lugar 1C. Ademds, puedo ubicar al Lamborghini en 2D.

Por (6) el duefio de la Ferrari tiene una ardilla. El Gnico lugar
vacio para poner la Ferrari es 3D vy, por lo tanto, la ardilla va en
el lugar 3E.

Ahora si, estamos a un instante de completar la grilla y con-
testar la pregunta: por (10) el duefio del Lamborghini vive al
lado de la casa cuyo duefio tiene un canario. ;Se quiere fijar? Si
lo hace, descubrird que el canario tiene que vivir en la casa 1 (y
ubicarlo en 1E).

Llegado este punto, presento la grilla prefinal (Figura 5) y
usted ya estard en condiciones de contestar la pregunta inicial:
(quién es el duefio del perro labrador?

1 2 3 4 5
A Pepe Sanchez Prigioni Scola Ginabili Nocioni
B Azul Negro Rajo Verde Amarillo
C Agua Café instantaneo Chocolate caliente
D Tesla Lamborghini Ferrari Porsche Rolls Royce
E Canario Tortuga Ardilla Gatos siameses
Figura 6

iLa respuesta es que el perro labrador vive en la casa de Gi-
nobili! Y listo. ;No es interesante que se pueda deducir todo esto
simplemente siguiendo el rastro de los datos?
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Recreo aritmeético

Primero, elija un nimero de cinco digitos (lo voy a llamar x =
abcde), de manera tal que si usted le agrega el digito ‘1" al final
del nimero (y lo transforma en abcdel), este ndmero sea tres
veces mayor que si le agregamos un ‘1" al principio de niimero x.
O sea, el nimero abedel = 3 x (labede). ;Existe este niimero x?
O mejor dicho, jexisten nimeros de cinco digitos que cumplan
con esta propiedad? Si los hay, scudntos son? ;Quiere pensar por
su cuenta? Le dije, es solamente un recreo...

Un par de formas de pensarlo (y resolverlo)

1) Uno podria hacer lo siguiente. Tomar el ndmero x = ab-
cde y plantearse la siguiente igualdad que tiene que cumplir al
agregarle un ‘1’ al principio y al final respecto a que el primero
se transforma en un nimero tres veces mayor que el otro. Fijese si
estd de acuerdo conmigo.

La igualdad que tendria que cumplirse es la siguiente:

3% (100.000 +x) = (10 *x) + 1 (o)

iMe sigue? Me explico.
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El ndmero (100.000 + x) equivale a agregarle el ndmero 1 al
principio. En todo caso, (100.000 + x) = (100.000 + abecde) =
labcede.

Por otro lado, si multiplico al nimero x por 10 (como se ve en
la segunda parte de la igualdad (o)), obtengo el ndmero abede(
(con un cero al final porque lo multipliqué por 10). Como quie-
ro que termine en 1, lo que hago es justamente eso: sumarle 1.
Luego, la igualdad (o) representa lo que queremos que suceda.

Ahora bien, volvamos a la igualdad (o). A la izquierda, resulta:
(300.000 + 3x) mientras que a la derecha, tenemos (10x) + 1.

Cuando los igualo, trato de ‘despejar’ la x y resulta:

300.000 + 3x=10x+ 1

Paso el ‘1" restando a la izquierda, y las 3x del término de la
izquierda aparecen restando en el término de la derecha. Ahora,
necesitamos que se verifique esta nueva igualdad:

299.999 = 7x
(299.999)/7 = x
42.857 = x

Y esto resuelve el problema: el nimero x que estdbamos bus-
cando no solo existe (es 42.857), sino que ademds jes tinico! ;Por
qué es tnico? Es que lo fuimos ‘construyendo’ paso por paso. En
el camino descubrimos que hay una tnica forma de lograr que la
igualdad se cumpla, y listo.

2) Hay —seguramente— muchas otras maneras de abordar
este problema. Quiero plantear una mds, que es un poco mds
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trabajosa, pero que esencialmente hace lo mismo que la ante-
rior. Veamos.

Queremos que se verifique 3 X (labede) = abedel.

Luego, el ndimero 3e (que aparecerd cuando multiplique el
término de la izquierda), tendrd que terminar en ‘1’ (como se ve
a la derecha). ;Cudl podria ser ‘€’? Si usted hace las cuentas®,
verd que la tnica alternativa que le queda a ‘e’, es ser el ntimero 7
(va que 3 X 7 = 21). Luego, descubririamos que e = 7, pero ade-
mds jme llevo 2! Porque al multiplicar 3 X 7 = 21. Por supuesto,
cumplird la primera parte (terminar en 1) pero, al mismo tiem-
po, necesito agregar dos cuando siga multiplicando.

Tenemos esta igualdad: 3 X (labed7) = abed71.

Entonces, al multiplicar a la izquierda, voy a tener (3 X d),
pero este nimero no tiene que ser igual a 7, sino que tiene que
ser igual a 5 (justamente, porque me llevaba 2’). Luego, ;qué
nimero tendré que poner como ‘d’? Para que termine en 5, el
nimero ‘d’ tendrd que ser d = 5. En ese caso, voy a tener:

3 X (labe57) = abe571

Como antes, ahora me voy a ‘llevar’ uno, que surgird de 3 X
5 = 15. Por un lado, uso el ‘5" a quien le sumo los 2" que ‘me
llevaba’ del paso anterior, pero al mismo tiempo necesito no ol-
vidarme de que me ‘llevo’ uno. Ahora voy un poco mis rdpido
porque creo que se entiende la idea. Y obtengo estos resultados
(v le pido que los verifique por su cuenta):

32. En este caso, ‘hacer las cuentas’ significa multiplicar por 3 (o pensar
en la tabla del 3) y fijarse que el tinico que termina en ‘1’, es 21 (cuando uno

calcula: 3 x 7 =21). Los primeros 10 multiplos de 3 son 0, 3, 6,9, 12, 15, 18,
21, 24, 27. Fl tnico que termina en ‘1" es 21.
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3 % (1ab857) = ab8571
3 % (1a2857) = 228571
3 % (142857) = 428571

De esta forma hemos redescubierto que lo que hicimos en la
primera parte estaba bien. Por lo tanto, el tnico niimero de cinco
digitos que cumple con la igualdad (o) es

x =42.857

Apéndice

Fiste ntimero 42.857 tiene algunas otras particularidades que
le propongo investigar ‘por las suyas’ (si es que este tipo de pro-
blemas le interesan). Por ejemplo: fijese lo que sucede si usted
toma el nimero 142.857 y lo va multiplicando por 2, 3, 4, 5, 6
y 7.

142.857 X 1 = 142.857
142.857 x 2 =285.714
142.857 x 3 =428.571
142.857 x 4 =571.428
142.857 x 5 =714.285
142.857 x 6 = 857.142
142.857 x 7 =999.999

Lo notable es que los digitos se van repitiendo en forma cicli-
ca hasta llegar al 7. Alli, al multiplicar 142.857 por 7, se obtienen
todos 9.

Por supuesto, no puedo terminar acd. Le propongo que haga
los siguientes cdlculos. Son breves. Creo que sin que yo agregue
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ninguna otra cuenta, usted ya estard preparado —si llegé hasta
este punto— para ‘intuir’ lo que tiene que suceder. ;Qué es lo
que cree que deberia pasar?

Calcule: 1/7, 2/7,3/7,4/7, 5/7, 6/7....

(Oué le parece que obtendrd? jAlgunas otras ideas?
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Huevos

Suponga que en una caja hay huevos de pléstico. Estdn pin-
tados de dos colores diferentes: rojo y azul. Algunos de ellos con-
tienen perlas. Otros estdn vacios. No es dificil imaginarse que la
idea es tratar de ‘encontrar’ cudles son los que tienen las perlas,
minimizando el esfuerzo vy, sobre todo, tratando de evitar una
inspeccién ocular individual, por el tiempo que insumiria mds el
costo. Dicho esto, los datos son los siguientes.

1) Se sabe que el 40% del total de huevos tienen perlas. Por lo
tanto, el 60% restante no tienen contenido. Desde afuera,
son indistinguibles.

2) E130% de los que contienen perlas estan pintados de azul.

3) Por otro lado, el 10% de los que no contienen nada tam-
bién estan pintados de azul.

Esto es todo lo que se sabe. Ahora si, la pregunta: “si usted
mete la mano en la caja y retira un huevo azul, ;qué probabili-
dad hay que contenga una perla?”.

Como siempre, mi propuesta es sugerirle que piense usted
por su lado. Nadie la/lo estd mirando, nadie la/lo juzga, estd us-
ted con usted, nadie mds. Nadie es ni mejor ni peor porque pue-
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da encontrar una respuesta (correcta). En todo caso, sirve para
entrenarse a pensar, es un ‘desafio intelectual’. ;No le dan ganas
de imaginar o escribir o disefiar una estrategia que le permita
‘explicar’ una respuesta?

Es decir: uno puede intentar ‘adivinar’ y después mirar lo que
estd escrito a continuacién. Otra alternativa es no intentar nada
y leer directamente. Debe haber mdltiples variantes intermedias
también, pero justed se pondria a resolver un crucigrama que, en
lugar planear las definiciones de las palabras que debe poner en
la cuadricula, mostrara directamente las palabras que usted ne-
cesita? O de otra forma: justed irfa al cine para ver una pelicula
de detectives que le explicara quién es el culpable y/o el asesino
en las primeras escenas? Lo mejor que uno puede hacer —se me
ocurre—, si es que intenta ‘entretenerse’, es hacerlo en soledad y
eventualmente después pelearse contra la solucion si no coincide
con la que usted encontré. jAh, una cosa mas! ;Cémo sabemos
que su respuesta no es mejor que la que aparece a continuacién?
(Y si el texto que sigue estuviera equivocado? ;Quién garantiza
infalibilidad? Bueno, creo que se entiende. Acd voy.

En lugar de usar porcentajes, voy a proponerle que pensemos
el problema como si en la caja hubiera (en total) 100 huevos.
Ahora traduzcamos los datos. (Fijese lo que escribi antes y verd
que son los mismos datos escritos de otra manera). Se sabe que:

1) 40 de los 100 huevos contienen perlas. Por lo tanto, 60 hue-
vos estan vacios.

2) De los 40 huevos que contienen perlas, 30% estan pintados
de azul.

3) De los huevos que no tienen contenido, 10 también estin
pintados de azul.
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La pregunta sigue siendo la misma: “si usted mete la mano
en la caja y retira un huevo azul, ;qué probabilidad hay de que
contenga una perla?”.

Quizds podamos abordar el problema de manera mds directa.
Fijese si estd de acuerdo con las conclusiones que voy a ir anotando.

1) Hay 100 huevos. De los 100, 40 contienen perlas y 60 estdn
vacfos.

2) Entre los 40 que contienen perlas, hay 12 que son azules
(el 30%).

3) Esto significa que los 28 restantes (que también tienen per-
las) son rojos.

4) Se sabe que de los 60 huevos vacios el 10% (o sea 6) son
azules.

5) Luego, el 90% restante (los otros 54 huevos) estdn pintados
de rojo.

Con este andlisis, sumemos para saber cudntos rojos y azules
hay (le pido que usted haga las cuentas hasta convencerse de que
lo que va a leer es correcto):

Huevos azules: 12 + 6 = 18
Huevos rojos: 28 + 54 = 82

Si se fija en el punto (2), descubrird que hay en total 12 azules
que contienen perlas. ;No le parece que ahora estd en condicio-
nes de contestar la pregunta? Porque si mete la mano en la cajay
saca un huevo azul (tendré que ser uno de los 18), ahora sabemos
que entre esos 18 hay 12 que tienen una perla. Moraleja: 12/18 =
2/3. Dos de cada tres huevos azules jcontienen una perla! Y esa
es la respuesta que buscdbamos.
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Si en lugar de haber reducido todo a 100 huevos hubiéramos
seguido con los porcentajes y/o probabilidades, descubrirfamos
que si usted metiera la mano en la caja y retirara un huevo azul,
habria 0,667 = (aprox.) 2/3 de posibilidades que el huevo no esté
vacio.

Para terminar: este problema se puede abordar de mdiltiples
maneras. Yo elegi un camino. Usted pudo muy bien haber elegi-
do otro. Lo que importa es que aunque parezca antiintuitivo, el
resultado es que dos terceras partes de los huevos azules contie-
nen perlas. Y listo!

llenos = 40 vacios = 60

azules

rojos
total = 100 azules = 18
llenos =40 rojos = 82
vacios = 60
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Veneno

Eiste problema estd girando en las redes sociales desde hace
mucho tiempo. Supuestamente, aparecié entre una serie de pre-
guntas que tuvieron que contestar aspirantes a trabajar en Google.
Mis alld de que sea cierto, el problema es precioso y vale la pena
invertir tiempo para pensarlo.

Es muy diferente de lo que uno estd acostumbrado a pensar.
No se trata de encontrar ‘la’ solucién, sino de pensar una estra-
tegia conducente. ;Cudntas oportunidades tiene usted de pensar
sin presion y solamente por placer? ;Y si se le ocurre alguna idea
que nunca habia tenido antes? ;Se va a robar usted misma/o de
esa oportunidad? Sigame por acd.

Arriba de una mesa hay ocho frascos iguales. Todos contienen
un liquido inocuo (que podria ser agua), salvo uno que contie-
ne veneno para ratas. Se sabe ademds que si una rata consume
ese veneno, se muere exactamente en diez minutos desde que lo
prob6. Como usted se imagina, el objetivo es tratar de encontrar
cudl es el frasco con el veneno. Una manera posible serfa pedir
que le den una rata, elegir un frasco y darle a beber el contenido
al animal. Espera entonces diez minutos. Si no se muere, pasa al
segundo frasco. Siguiendo con esta idea, seguro va a encontrar
cudl es el que contiene el veneno. Pero si yo le dijera que usted
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tiene exactamente diez minutos para determinarlo, esa estrategia
no serviria.

Hagamos eso entonces. Tiene ahora diez minutos para encon-
trar ese frasco. Con esta restriccién, usted advierte que con una
sola rata no le va a alcanzar. En cambio, fijese que si usted pidie-
ra ocho ratas bastard con asignarle a cada rata uno de los frascos,
darle el liquido que contiene para que lo beba y esperar los diez
minutos. Seguro que una de las ratas se tiene que morir. El frasco
del cual tomé serd el indicador que buscamos.

Hasta acd queria llegar. Evidentemente con ocho ratas el pro-
blema tiene solucién. ;Se podrd encontrar el frasco que contiene
el veneno con menos ratas?

La respuesta es si, se puede. Mds atin, el objetivo es determi-
nar cudl es el nimero minimo de ratas necesarias para detectar
cudl es el frasco con el veneno.

Antes de cederle el turno, permitame que le haga una su-
gerencia mds: empiece con menos frascos. Suponga que tie-
ne cuatro frascos en lugar de ocho. Fijese si puede encontrar
cudl es el que tiene el veneno con menos de cuatro ratas y
después vea si este ejemplo le permite ‘imaginar’ qué hacer si
tiene ocho frascos, como en el enunciado original. Ahora si,
su turno.

Ideas

Para empezar, quiero contarle lo que me fue pasando a mi, y
en el camino proponerle que si usted cree que alguna idea pue-
de servirle, detenga inmediatamente la lectura y fijese si puede
seguir por su cuenta.

Suponga que tenemos cuatro frascos en lugar de ocho. Por su-
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puesto, cuatro ratas alcanzan, pero la idea es encontrar el veneno
usando menos roedores. ;Se podrd con tres?

Le propongo lo siguiente. Numere los cuatro frascos: 1, 2, 3,
4. Separe el frasco ndmero 4 y por ahora no lo toque. A cada una
de las tres ratas, le da para que beban el liquido de los frascos
1, 2y 3 respectivamente, y espere los 10 minutos. Si pasado ese
tiempo se muere alguna de las ratas, eso le servird para identificar
cudl es el que contiene el veneno. Por otro lado, si pasado ese
tiempo todas las ratas siguen vivas, eso significa que el veneno
estd en el frasco que usted se guardd, jel ndmero 4! Es decir, con
tres ratas hay una estrategia posible.

Ahora bien: jse podrd con dos? ;No quiere pensar usted por
su cuenta? Sigo.

Voy a llamar Ay B a las dos ratas.

Alarata A, le doy para que beba de los frascos 1y 3.
Ala rata B, le doy para que beba de los frascos 2 y 3.

Ahora espero los diez minutos. ;Qué puede pasar?

Si pasado el tiempo no se muere ninguna rata, el veneno no
estd en los frascos 1, 2 y 3 (ya que entre las dos ratas consumieron
de esos tres frascos). ;Qué se deduce entonces? Tal como usted
advierte, eso significa que el veneno estd en el frasco del cual no
bebieron, jel nimero 4!

Si se muere la rata A solamente, eso significa que el veneno
estd en el frasco 1. sPor qué? Si bien la rata A tomé de los frascos
1y 3, si el veneno hubiera estado en el frasco 3, entonces la rata
B también se habria muerto. Como no es asi, si se muri6 sola-
mente A, jel veneno estd en el frasco 1!

Sila que se muere es solamente la rata B, por el mismo argu-
mento, el veneno estd en el frasco 2 (ya que si estuviera en el 3,
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también habria muerto la rata A). Por tltimo, si se mueren las
dos ratas, es porque el veneno estd en el frasco 3 ya que fue el
tinico del que tomaron las dos. Y esto cubre todos los casos. Con
cuatro frascos fueron suficientes dos ratas.

Antes de avanzar, permitame extraer otra conclusion que va a
servir cuando tengamos mds frascos. El ‘argumento’ central de lo
que hice con cuatro frascos es que analicé todos los posibles casos
de muerte de las dos ratas. Es decir, son cuatro casos potenciales:
que no se muera ninguna, que se muera la rata A solamente, que
se muera la rata B solamente y que se mueran las dos. En cada
uno de estos casos, queda univocamente determinado el frasco.

;Y con ocho frascos? ;Cémo utilizar las mismas ideas? ;Cud-
les son los casos posibles con tres ratas? Llamémoslas A, By C.

no se muere ninguna N
se muere solo A
se muere solo B

se mueren Ay B
se mueren Ay C
se mueren By C

)
)
)
4) se muere solo C ()
)
)
)
)

8) se mueren A, ByC o

;Oué se deduce de esto? jSon justo ocho casos! Quiere decir
que alcanzan tres ratas. ;Por qué? Si distribuyo adecuadamente
los liquidos de cada frasco y le doy una mezcla diferente a cada
rata, todo lo que tengo que hacer es esperar que pasen los diez
minutos. Dependiendo de qué ratas se mueran, voy a poder de-
terminar exactamente cudl es el frasco que contiene el veneno?.

33. Lo que estoy haciendo es asociar cada frasco con una de las posibles
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Fijese ahora en lo que escribi en (*). Cuando tenga los ocho
frascos, debo utilizar esta estrategia:

Alarata A le doy liquido de los frascos 2, 5, 6y 8
A la rata B, le doy liquido de los frascos 3, 5, 7y 8
Ala rata C, le doy liquido de los frascos 4, 6, 7 y 8.

Listo. Con esa distribucién, voy a poder identificar exactamen-
te cudl es el frasco que tiene el veneno. ;Por qué? Por ejemplo, si
se murieron las ratas A y C, voy hasta (*) y me fijo de qué frasco
tomaron ellas dos nada mds. La respuesta es el frasco 6, y eso iden-
tifica el veneno. Si se murieron las tres, el veneno estd en el frasco
8. Si muri6 solamente C, el “frasco de la muerte” es el 4. Como
usted advierte, con esta idea se resuelven todos los casos posibles.

Moraleja

Podria sacar varias. Para cuatro frascos (o menos), alcanzan
dos ratas; para ocho frascos (o menos), bastan tres roedores; para
16 frascos (o menos), verd que alcanzan cuatro; para 32 frascos
(0 menos), alcanzan cinco, etc. ;Qué relacién hay entre todos
estos nimeros? Son todas potencias de 2. Fn el caso de cuatro
frascos, como 4 = 27, hacen falta dos ratas. Como 8 = 23, hacen
falta 3 ratas. En el caso de 16 frascos, 16 = 2, hacen falta 4 ratas.
En general, para cualquier nimero n, si uno tiene 2" (o menos
frascos), alcanzan n ratas*.

variantes de muertes de las ratas. A cada situacion posible le asigno un nimero
de frasco. Cuando pasen los diez minutos, me fijo qué ratas se murieron y esa
variante indicard cudl es el frasco que contiene el veneno.

34. Como usted advierte, lo que yo probé acd es que si uno tiene 2" frascos,
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Una conclusion mds. No importa si usted llegé a la solucién o
no, créame. jEl camino es lo dnico que interesal El estuerzo de
haber intentado, de ‘saber’ (o intuir) que se podria con menos,
le revel6 una ruta que usted, muy posiblemente, nunca habia
usado antes. ;Cémo sabe ahora que esta misma ruta no le servird
mds adelante, aunque sea para decidir que es inconducente y no
vale la pena recorrerla?

Eis la matematica mds pura y extremadamente bella y estd alli,
al alcance de todos.

entonces n ratas son suficientes para resolver el problema. Pero lo que no hice
(v creo que no sabria cémo hacer) es demostrar que 1 es el minimo nimero
necesario para encontrar dénde estd el veneno. Es decir: si uno tiene 2" fras-
cos, ¢se podrd descubrir cudl tiene el veneno con menos de n ratas?
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Numeros conectados (o aritmética modular)

Suponga que tiene todos los nimeros naturales, es decir: 1,
2, 3,4, 5, etc., y que estdn conectados siguiendo el esquema que
aparece en la Figura 1:

Figura 1

Como usted se da cuenta, en algiin momento tendrdn que
aparecer en la lista: 121-122-123, y mds adelante 235-236-237.

Mirando la Figura 1, ;hay alguna forma de ‘deducir’ cudl va a
ser la distribucion de estos ntimeros? Es decir, ;cudl o cudles es-
tardn conectados en forma horizontal y cudles en forma vertical?
Por supuesto, podriamos hacer el dibujo y contestar la pregun-
ta cuando llegdramos a los ndmeros indicados, pero la idea es
poder ‘deducir’ algin método que permita asegurar cudl serd la
ubicacién sin tener que apelar a lo que podriamos llamar ‘fuerza
bruta’. ;Usted qué piensa?

(Cudl de las cuatro figuras se forman?
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Solucion

Lo que uno puede hacer es analizar el patrén en el que se
repiten los nimeros. Fijese que, comenzando con el nimero 1,
se puede sacar la siguiente conclusion:

1 —=> derecha; 2——> abgjo; 3 —> derecha; 4 —> arriba

Como esto se replica ‘ciclicamente’, o sea, este patrén se re-
pite indefinidamente, uno puede deducir que el cuarto nimero
tiene que ser un multiplo de 4.

Ahora, para contestar la primera parte de la pregunta, fijé-
monos si hay algin multiplo de 4 entre los nimeros 121, 122 y
123. Estd claro que no, pero fijese que 120 si es maltiplo de 4,
y desde alli se sube (en este caso al 121) y comienza una nueva
vuelta. Uno puede deducir inmediatamente en qué orden estin
distribuidos los nimeros:

‘ [121] 122 ’ N z
120 123
Figura 2
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En la Figura 2 se ve claramente que, como 120 es el mdltiplo
de 4, alli es donde comienza un nuevo ciclo de cuatro nimeros.
Luego, aparece clara la relacion que hay entre el 121-122-123.

Dicho esto: jno le parece que usted estd en condiciones de
contestar la segunda parte de la pregunta?

Sigo yo: hay que ‘encontrar’ la distribucién de 235-236-237.
De estos tres ndmeros, 236 es mualtiplo de 4 (59 X 4 = 236).
Luego, la configuracién de estos tres nimeros tiene que ser la

siguiente:
‘ @Tl I ! 5 z
236 237
Figura 3
Moraleja

121-122-123 se relacionan como aparece en la Figura 2, mien-
tras que 235-236-237, estdn conectados como indica la Figura 3.
Y listo.
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Con esos datos no se puede... ;seguro?

Eiste es un problema precioso, original (y, por supuesto, no es
mio). La primera vez que lo vi fue en un blog del prestigiosisimo
matemdtico inglés James Propp.

Exso si, como suelo escribir reiteradamente (y no me arrepien-
to para nada), le propongo que no se ‘entregue’ y acepte que el
problema tiene solucién. Solo requiere de mucha paciencia (qui-
zds a usted no, pero a mi si me hizo falta mucha para no aceptar
que se podia hacer algo para encontrar la respuesta).

Ahora si, el problema. Suponga que piensa tres niimeros ente-
ros positivos o nulos (x, y, z) y me dice que me dard la oportunidad
de hacerle solamente dos preguntas para tratar de averiguarlos.

1) Usted me permite que yo elija por mi lado tres nimeros

(enteros positivos) A, By C, de manera tal que usted tenga que
contestarme cudl es el valor de esta suma:

Ax + By + Cz

Una vez que usted me haya contestado esa pregunta, enton-
ces me permitird hacerle otra.
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2) Yo tendré que volver a elegir otros tres nimeros enteros po-
sitivos o nulos, que voy a llamar D, E y F, y usted tendrd que
contestarme ahora el valor de esta nueva suma:

Dx + Ey + Iz

Con estos datos, shay alguna manera de establecer una ‘estra-
tegia’ de eleccién de manera tal que cuando usted me conteste
las dos preguntas yo pueda ‘deducir’ cudles son los nimeros x, y,
z que usted habia elegido originalmente?

Antes de dejarle el tiempo necesario para pensar la respuesta,
y a diferencia de lo que me suele pasar —prefiero no incidir en
su opinién preguntdndole si cree que siempre se puede encon-
trar la solucién—, voy a agregar: “Aunque no parezca, siempre
se puede”. Es decir, siempre se pueden encontrar A, B, C, D, E y
F, de manera tal que, contestando las dos preguntas que escribi
antes, usted podrd deducir cudles son x, y, z. ;No es notable que
sea cierto?

Ahora si, le toca a usted.

Una potencial solucion

Voy a poner un ejemplo, solo porque a mi me ayudé muchisi-
mo para entender como resolver el caso general. Suponga que los
niumeros que usted eligié son 13,29y 11.

En ese caso, yo voy a elegir A= B = C = 1. Es decir, cuando
usted me conteste la pregunta sobre cudl es el valor de la suma

I X 13+1%x29+1Xx11=53,
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lo que usted habrd hecho es decirme cudnto suman los tres nu-
meros que eligié. En este caso, 53.

En este punto, voy a elegir una potencia de 10 (si, de 10) que
sea mayor estricto que 53. Serd 100, pero como usted verd®, cual-
quiera mayor que 100 también servird.

Ahora, voy a elegir mis nimeros D, E y I ast:

D =100°=10.000 E=100" F=1

Le voy a hacer la pregunta que usted me permite hacer.
(Cudnto suma la siguiente operacién?

10.000 X x+ 100 X y+ 1 X 7

(Quiere fijarse lo que sucede? Recuerde que los nimeros que
usted habia elegido habian sido 13,29 y 11. Entonces, me tiene
que ofrecer como resultado a la segunda pregunta: jcudl es el
resultado de la siguiente la suma?

10.000 x 13+ 100 x 29+ 1 x 11 =
130.000 + 2900 + 11 = 132.911

(Se da cuenta de lo que ha pasado? Los tres nimeros que
usted habia elegido (13, 29 y 11) aparecen explicitamente en la
segunda respuesta. Y listo! ;No es extraordinario?

Para terminar, le propongo ahora que se fije qué pasaria si
en lugar de haber elegido 100 (como potencia de 10), hubiera

35. La idea es que, al haber sumado los tres niimeros, ahora ya sabemos
cudntos digitos tienen. Ese es un dato importante para después elegir la po-
tencia de 10.
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elegido 1000 (u otra mayor). En todo caso, creo que la parte mds
interesante para explorar es la siguiente: “spor qué funciona?”.

Apéndice

No puedo resistir escribir lo que pasaria si en lugar de elegir
100, hubiéramos elegido n = 1.000 (= 10°).

De acuerdo con lo que escribi antes, los nimeros D, E y F
deberfan ser:

D=n’ E=nF=1

Cuando elegin = 100 (o sea, n = 10?), resultaban D = 10.000,
E =100, F = 1, pero ahora, cuando n = 1.000 = 10°>, D, E y F
cambian. Obtenemos estos otros tres:

n”x13+nx29+1x11=

= (1.000.000 % 13) +(1.000 x 29) + (1 x 11) =
— 13.000.000 +29.000 + 11 = 13.029.011.

Eis decir, en este caso, aparecen también los tres nimeros que
queria encontrar (13, 29 y 11). La ventaja que tuvo haber elegido
n = 100 = 10% es que sirvié para que aparecieran los tres separa-
dos, pero a los efectos pricticos de ‘descubrir’ los tres nimeros,
cualquier eleccién de una potencia de 10 mayor que 100, sirve
igual.
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Teorema de Bayes para saber
quién gana si llueve

Suponga que usted estd interesado en apostar dinero en ca-
rreras de caballos, pero hay una sola especialidad que lo atrae:
cuando solamente corren dos caballos, uno contra otro.

Justamente este es un caso que quiero que analicemos juntos
(usted y yo). Supongamos que hay dos caballos que voy a llamar
Dragon y Franco (para abreviar, D y F). Hasta acd, se sabe que
corrieron 12 veces, uno contra otro. Los resultados fueron los
siguientes:

D gand 5 veces
F gané 7 veces

Si corrieran de nuevo y usted tuviera que apostar, lo inico
que podria usar como referencia es lo que sucedié en esas 12
carreras. Por lo tanto, la probabilidad de que gane D es 5/12 =
0,41 (como aproximacién, solamente considero los primeros
dos decimales). Y la probabilidad de que gane F es 7/12 =
0,58.

Todo bien, jno? Sin embargo, voy a aportar un nuevo factor
al cdlculo. De las cinco veces que gané D, en tres de ellas llo-
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vi6 antes de la carrera®. Por otro lado, llovié solamente una vez
cuando D perdié.

Moraleja (parcial): parece que a D le va mejor cuando llueve
antes de la carrera.

Lo interesante es que justo el dia en el que usted estd en el
hipédromo y estd a punto de apostar... jestd lloviendo!

Pregunta entonces: jc6mo afecta su decision? ;El hecho de
que esté lloviendo lo ‘fuerza’ a cambiar?

Analicemos dos escenarios:

a) Si usted ignorara la informacion acerca del tiempo y usara
solamente lo que sabe de las 12 carreras entre ellos medi-
das en triunfos y derrotas, deberia apostar por F (ya que la
probabilidad de ganar es 7/12 = 0,58).

b) Si usted usara tinicamente la informacion del tiempo (e
ignorara lo que pasé en general en el total de las carreras),
deberfa optar por D. sPor qué? Porque de las cinco carreras
en las que gand D, en tres de ellas estuvo lloviendo. En ese
caso, usted podria estimar la probabilidad de que gane D
en 3/5=0,6 (o sea, el 60%). Sin embargo, si procediera de
esta forma, usted estaria ignorando un hecho crucial: en
total, D gané menos carreras que F.

El objetivo entonces es tratar de ‘combinar’ estas dos partes de
la informacién y encontrar cudl es la probabilidad de que D gane
la carrera incluyendo todo lo que se sabe.

36. Cada vez que escriba que 1lovié o habia llovido, hay que entender que
llovié inmediatamente antes de la carrera o llovia durante el desarrollo, que
de todas formas, teniendo en cuenta la longitud de la pista, podemos suponer
que ‘alo sumo’ se traté de una lluvia de dos minutos.
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Andlisis un poco mds fino

Examinemos juntos cuatro posibles situaciones:

1) D gana cuando llueve.

2) D gana cuando no llueve.
3) D pierde cuando llueve.

4) D pierde cuando no llueve.

Con los datos que tenemos, sabemos que de las cinco veces
que gand D, en tres habia llovido antes (o durante). También
estamos al tanto de que solamente una de las veces que perdié
habia llovido antes (o durante). Esto significa que debié haber
ganado dos veces en un dia soleado (o sin lluvia).

Como en total hubo 12 carreras, el nimero de carreras en las
que perdi6 en un dia soleado fueron: 12— (3 + 1 + 2) = 6.

Ahora, voy a resumir todo en una tabla:

Dia lluvioso Dia soleado
D gané 3 2
D perdié6 1 6

El problema que queremos resolver, o si usted prefiere, la
pregunta que queremos contestar, es la siguiente: “;Cudl es la
probabilidad de que D gane la carrera que se estd por correr,
sabiendo que llueve?”.

Acd quiero hacer una breve pausa, pero muy importante. Le
pido por favor que lea lo que sigue y detecte que las dos frases que
voy a escribir no miden la misma probabilidad:
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1) La probabilidad de que D gane sabiendo que llueve
no es lo mismo que
2) la probabilidad de que haya llovido cuando D gand la carrera.

De hecho, ya calculamos esta tdltima probabilidad y sabemos
que resulta ser 0,6 (el dato que tenemos dice que, de las cinco
veces que gand D, llovié en tres). Entonces, scudl es la probabi-
lidad de que D gane la carrera que sigue habida cuenta de que
estd lloviendo?

Para calcular una probabilidad, hay que dividir el nimero
de veces que ‘algo’ sucedi por el niimero de veces que ese mismo
‘algo” pudo haber sucedido. Sabemos que D gané en tres opor-
tunidades cuando habia llovido, pero en total hubo cuatro dfas
con hubo lluvia. Por lo tanto, la probabilidad de que D gane la
carrera, sabiendo que estd lloviendo, es %, o sea, 0,75 (si usted
prefiere, 75%).

Mas importante atin es deducir que es mucho mds probable
que D gane la carrera, aunque en total I haya ganado la mayoria
de las veces que enfrenté a D mano a mano.

Como resumen, esta informacién es muy relevante: si usted
estd por apostar dinero, como estd lloviendo, apueste por D. Si
no lloviera, apueste por F.

El teorema de Bayes no es mds que una generalizacién del
procedimiento que describi en este capitulo, ya que se trata de
determinar la probabilidad de que un evento suceda cuando hay
un elemento extra o particular, o trozos de evidencia que impor-
tan si uno estd por calcular esa probabilidad, o mejor dicho, que
afectan esa probabilidad. En el caso anterior, no serfa lo mis-
mo calcular la probabilidad de que D gane la carrera, si uno no
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agregara la informacién de que estd lloviendo. Ese dato termina
siendo decisivo si uno mira lo que sucedié en el pasado cuando
ambos se enfrentaron.

El teorema se resume en esta férmula:

P(A[B) = P(BJA) x P(A) /P(B) (%)

Cuando escribo P(A[B), usted deberia leer: la probabilidad de
que suceda A habida cuenta de que ya sabemos que sucedié B. O
dicho de otra forma, es la probabilidad de que suceda A cuando
se sabe que B ya sucedid.

En el ejemplo de la carrera de caballos (D y F), en un ‘mano
a mano’, voy a interpretar como el evento A que ‘D gana la carre-
ra’, mientras que B es la evidencia de que estd lloviendo.

El problema que queremos resolver (o la probabilidad que
queremos calcular) es P(A|B).

Por otro lado, P(B|A) es 3/5, 0 sea 0,6, que corresponde a decir
que sabiendo que D gané (a la que llamé premisa A), scudl es la
probabilidad de que hubiera llovido? (por eso resulta ser 3/5).

Ademis, P(A) es la probabilidad de que D gane la carrera (in-
dependientemente del tiempo). En este caso, como corrieron 12
veces y D gané nada mds que en cinco, entonces P(A) = 5/12 =
0,41.

Finalmente, ;cémo interpretar P(B)? Esto significa estimar la
probabilidad de que llueva (o haya llovido), independientemen-
te del resultado de la carrera entre ambos. En este caso, P(B) =
4/12 = 0,33, ya que sabemos que llovié en cuatro dias de los 12
en los que se corrieron carreras.

Ahora tenemos todos los datos que necesitamos para usar la
formula (*) del Teorema de Bayes:
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P(A[B) = P(BJA) X P(A) / P(B) = (0,6) X (0,41) /(0,33) = 0,75

Si usted se fija lo escribi antes, verd que la respuesta que ob-
tuvimos es la misma que a la que hubiéramos llegado usando los
datos que figuran en la Tabla 1. Esta tabla cuenta los triunfos de
D en los dias en los que llueve y en los que no.

La idea de usar el Teorema de Bayes es hacer el célculo para es-
timar cualquier probabilidad, usando las probabilidades que cono-
cemos y no los nimeros que aparecen al contar la cantidad de veces
que sucedié un evento. Esto es muy bueno porque en la prictica uno
nunca (por no decir ‘casi nunca’) tenemos esos datos, pero si pode-
mos calcular la probabilidad de que ciertos eventos sucedan (o no).

Pero claro, si podemos contar (como hicimos en este ejem-
plo), entonces el Teorema de Bayes no aporta nada nuevo, nada
que no hubiéramos podido obtener haciendo las cuentas.

¢Como se demuestra ylo entiende el Teorema de Bayes?
¢De donde sale la formula?

Ahora quiero encontrar la férmula (*) que resume el Teorema
de Bayes, y mostrar que se puede obtener a partir de contar casos,
tanto los favorables como los posibles.

Volvamos a las carreras de caballos entre D y F. Lo que queria-
mos hacer es calcular la probabilidad de que D gane la carrera,
sabiendo que llueve. Esta probabilidad asi:

PLIG)
Entonces, P(L|G) es solamente una probabilidad que puede

ser calculada dividiendo el nimero de veces que D gané en un
dfa lluvioso por el nimero de veces que D gané en total.

230



Puesto en simbolos, 1o podria expresar asi:
P(L|G) = N(D gan6 y ademas llovia) / N(gan6)*”  (**)

Eisto serfa lo que uno haria siempre si quiere calcular la proba-
bilidad de que un evento suceda: niimero de veces que D gand y
ademis llovia, dividido por el niimero de veces que gané en total.

O sea,

N(D gané y ademds llovia) = niimero de veces que D gand y
ademds llovia,

N(gand) = nimero de veces que D gané.

Si ahora dividimos el numerador y denominador de (**) por
N, donde N es el nimero de carreras que corrieron en total, ob-
tenemos:

P(llovia|D gané) = (IN(D gané y ademds llovia)|/N) /
(N(gano6)/N).

Pero justamente al dividir por N, lo que estamos haciendo
es calcular tanto en el numerador como en el denominador, la
probabilidad de que cada evento suceda (porque lo estamos divi-
diendo por el nimero total de casos posibles). En consecuencia,

37. Cuando escribo N(D gand y ademds llovia) es una manera de ‘escribir’
el ndmero de veces que D gané y ademads llovia, mientras que N(gand) es la
manera que elijo para escribir el nimero de veces que gané D.
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puedo reemplazar (tanto en el numerador como en el denomi-
nador):

P(llovia|D gand) = P(D gané6 y ademds llovia) / P(gand)

P(llovia|D gand) X P(gané) = P(D gané y ademas llovia)

En realidad, no hemos demostrado nada acd. Todo lo que hi-
cimos fue conmutar®® los simbolos ‘D gand’ por ‘Ilovia’.

Siahora hacemos lo mismo, antes de conmutar esos simbolos,
se obtiene:

P(D gané|llovia) X P(llovia) = P(D gané y ademais llovia)

Juntando todo lo que figura en las dos ecuaciones ‘enmarca-
das’, se tiene:

P(D gand|llovia) = P(llovia|D gané) X P(D gané)/ P(llovia)

Eista tltima igualdad es, justamente, el Teorema de Bayes (en
este caso):

P(D gand|llovia) = P(llovia|D gand) x P(D gané) / P(llovia) =

—((3/5) X (51211 (#/12) = (3 X 5 X 12)/(5 X 12 X 4) = % =[0,75

38. ‘Conmutar’, en este caso, significa intercambiar los lugares: en donde
figura ‘D gand’ poner ‘llovia’ y lo mismo en el otro sentido; es decir, en donde
figuraba ‘llovia’ ahora aparece ‘D gand’. Verifiquelo usted.
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Minimo de los maximos y maximo de los minimos

Eiste es un problema precioso porque invita a reflexionar sobre
una situacién que podria suceder en la vida real. De hecho, la/lo
prepararia para pensar qué decisién tomar.

Supongamos que uno estd frente a un tablero (como si fuera
de ajedrez), pero en lugar de ser de 8 X' §, es de 5 X 5.

Voy a distribuir los primeros 25 nimeros en forma aleatoria.
Es decir, el tablero podria ser este (témelo como un ejemplo,
usted prepare el que quiera).

7 12 24 4 13
1 16 11 23 15
4 8 2 19 21
18 14 6 25 9
3 10 17 22 20

Como usted ve, yo puse los 25 primeros naturales de cual-
quier forma.

Le propongo que ahora iniciemos una suerte de ‘juego’. Ob-
serve la distribucién de los nimeros y elija una fila cualquiera. Yo
voy a hacer lo mismo, pero en lugar de una fila, voy a elegir una
columna cualquiera.

233



Ahora nos vamos a fijar en la ‘casilla’ que resulta de la in-
terseccion de la fila que usted eligié y la columna que elegi yo.
La idea es que yo le pague a usted el nimero que figura en esa
‘casilla’.

No hace falta que diga demasiado mds: su idea es tratar de
conseguir maximizar ese nimero (de manera tal que yo le pague
la mayor cantidad de dinero posible) y, a la vez, yo voy a tratar de
hacer lo contrario: minimizar mis pérdidas. ;Qué estrategia usar?
Es decir, jcomo disefiar una estrategia que le permita a usted
obtener el mayor beneficio y a mi la menor pérdida?

Acd es donde interviene (o deberia intervenir) la matematica,
aunque no lo piense en términos de ‘nimeros” (que seria y es lo
mds habitual dentro de la sociedad en la que vivimos). Piense
que la matematica serd la que le dard una buena idea sobre qué
tipo de estrategia disefiar para tratar de mejorarnos las posibilida-
des de los dos. ;Qué hacer? ;Quiere pensar?

Algunas ideas

Como siempre, mds alld de resolver este ejemplo en parti-
cular, la idea deberia ser construir una estrategia que sea extra-
polable a casos generales, en los cuales la ‘grilla” sea no solo de
5 % 5, sino de (n X n), para cualquier nimero n. Incluso, para
después preguntarse si es necesario que sea una grilla cuadrada,
y si pudiéramos ampliarla a grillas de forma (n X m), en donde
ny m no tengan por qué ser el mismo nimero. Pero, bueno, me
adelanté.

Le propongo lo siguiente: usted elija de cada fila el nimero
mds chico. O sea, vaya recorriendo fila por fila y marque cudl es
el menor de todos los nimeros que alli figuran. Yo lo marco aci:
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7 12 24 4 13
1 16 11 23 15
4 8 2 19 21
18 14 6 25 9
3 3 17 22 20

La lista entonces es 4, 1, 2, 6, 3. De estos cinco nimeros, que-
démonos con el mds grande, o sea, con el 6. Lo voy a llamar X.

Este nimero X = 6 es el mds grande de los mds chicos de cada
fila. Por otro lado, el 6 estd ubicado en la fila 4. De esa forma, us-
ted se garantiza (si elige esa fila), que cualquiera sea la columna
que yo vaya a elegir, como minimo usted va a cobrar 6 (si no mads,
pero por lo menos 6). O sea, de todos los posibles nimeros peque-
fios que hay en la grilla, usted se va a garantizar que recibird el
mayor si elige la fila 4.

Ahora me toca a mi. Yo voy a tratar de hacer lo contrario.
Voy a elegir de todas las columnas el nimero mds grande. Fijese
cé6mo queda el cuadrado ahora:

7 12 24 4 13
1 16 11 23 15
4 8 2 19 21
18 14 6 25 9
3 3 17 22 20

Yo quiero elegir Y, que serd el mds chico de los cinco niimeros
elegidos (18, 16, 24, 25, 21). En este caso, Y = 16, y aparece en la
segunda columna. ;Por qué? Yo voy a elegir la segunda columna
porque, mds alld de fila elija usted, como mucho voy a tener que
pagarle 16. En algin sentido, estoy minimizando mi dafio y, por
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otro lado, cuantificindolo. Pase lo que pase, elija lo que usted eli-
ja, yo sé que a lo sumo voy a tener que pagarle 16 (si no menos).

Llega el momento de tomar la decisién final. Usted elige su
fila (la nimero 4) y yo elijo mi columna (la ndmero 2): el ndime-
ro que figura en la casilla que estd en la ‘interseccién’ de ambas
es 14. Es decir, hemos descubierto que X <Y.

Los dos nos quedamos contentos: usted consiguié que yo le
pagara mds que 6 (de hecho le tendré que pagar 14), y yo logré
pagarle menos que 16. Naturalmente, la pregunta es: sserd siem-
pre verdad que X <Y?

En realidad, la respuesta es si, aunque podrian ser iguales, en
el caso extremo. ;Cémo comprobarlo? ;Quiere pensar usted?

Laidea —creo— es conductora a la respuesta. Para poder ‘de-
terminar X', vamos a elegir primero un ntimero de cada fila que
sea el mds chico de todos los nimeros que figuran alli, en esa
fila. Ahora, piense que cada uno de esos cinco nimeros es el mds
chico de esa fila y que cuando termine eligiendo X es porque de
esos cinco, me quedé con el mds grande. Si, el mds grande de los
mds chicos, esa es una cualidad que nunca se pierde. Mientras
tanto, yo voy eligiendo el mds grande de cada columna. En par-
ticular, cada uno de esos numeritos no solo es el mds grande de
la columna, sino que, como estd en alguna de las filas, es mayor
que el numerito de esa fila que usted tuvo que considerar. Por
ejemplo, si en la columna uno usted eligié un niimero cualquie-
ra (digamos el 18, siguiendo el ejemplo anterior), es porque el 18
no solo es el mayor de la columna uno, sino que también perte-
nece a la cuarta fila. De esa cuarta fila, el nimero 18 jno puede
ser el menor! (en particular, no puede ser el menor porque si no,
lo hubiera seleccionado usted mientras elegia niimeros). Y como
los ndmeros no aparecen repetidos, el 18 no puede ser el menor
de la cuarta fila (si usted mira, verd que lo que digo es cierto).
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Es decir, finalmente lo que sucede es que el 18 es mayor que el
nimero que usted eligié de la cuarta fila (el 6).

Si me siguié en este ejemplo particular (y le propondria que
no avance si no puede generarse sus propios argumentos), verd
que el resto es sencillo. Aun el més grande de los pequetios es
inexorablemente menor que el mds chico de los suyos. O sea,
uno comprueba que X <Y, como queriamos ver.

Final

Supongo que a esta altura usted convendrd conmigo que si
en lugar de haber sido un cuadrado de 5 X5, yo hubiera elegido
cualquier cuadrado de n X n, el argumento habria sido idéntico.
Mis atin: cuadrado o rectangular, volverfa a suceder lo mismo.
Y ese es el final.
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Cuadrado de la suma y diferencia de cuadrados

En la escuela aprendemos muchas féormulas algebraicas que
uno no entiende muy bien de dénde vienen (ni para qué sirven).
Eiso hace que muchas veces uno las recuerde como si estuviera ma-
nipulando letras y, por supuesto, las olvide ‘casi’ inmediatamente.

Quiero aprovechar esta oportunidad para que deduzcamos
juntos algunas en forma grafica, algo asi como descubrirlas sim-
plemente mirando dibujos. Acompéiieme por aci.

1) La primera es el desarrollo del famoso ‘binomio cuadrado
perfecto’. Estoy casi seguro de que usted habrd escuchado hablar
de él. ;Qué quiere decir esto?

Suponga que usted tiene dos nimeros cualesquiera, que voy a
llamar A y B. Con estos dos niimeros puedo construir (por ejem-
plo) dos cuadrados y un rectangulo.

Un cuadrado tiene lado A.

Otro cuadrado tiene lado B.

El rectdngulo tiene dos lados iguales a A y dos lados iguales a B.

Como usted sabe, es ficil calcular las dreas de estos cuadrados
y del rectdngulo. El primer cuadrado tiene drea igual a A X A =
A% el segundo cuadrado tiene drea B X B = B?y, por ultimo, el
rectdngulo tiene superficie A X B.
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Ahora, sigame por acd porque voy a construir un nuevo cua-
drado. Este nuevo cuadrado tendra como lado la suma de los dos
numeros Ay B, es decir, cada lado de este cuadrado mide (A+B).

Fijese en la Figura 1, voy a obtener el ‘lado’ del cuadrado
sumando A mds B.

Supongamos que ahora quiero calcular el ‘drea’ o la ‘superfi-
cie’ de este nuevo cuadrado. Uno tendria la tentacién de calcu-
lar: (A + B)* = A? + B~ Pero si observa la Figura 1 otra vez, verd
que esta igualdad jes falsa!

Antes que yo escriba la férmula, sno tiene ganas de deducir
usted cudnto resulta el drea de este nuevo cuadrado? Sigo yo:

(A+B)?=A’+AXB+BXxXA+B?
o lo que es lo mismo:

AZ + 2AB + B?

Eista dltima si es la férmula que uno aprendi6 casi de memoria:

“El cuadrado de la suma es el cuadrado del primero mais el
cuadrado del segundo mds el doble producto del primero por el
segundo”:

B AB B

A A AB
A | B |
Figura 1

239



2) Ahora le propongo que pensemos juntos cémo interpretar
grdficamente otra de las férmulas algebraicas con la que nos ‘ta-
ladraron’ el cerebro cuando éramos jévenes. Es la que se conoce
con el nombre de ‘Diferencia de cuadrados’.

Como antes, tomemos dos nimeros positivos: C y D. Quiero
calcular grdficamente C* — D*.

Le propongo entonces que hagamos lo siguiente. Por un lado,
dibujemos el cuadrado que tiene lado C y fijémonos en el drea:
C2. Por otro lado, como D es mds chico que C, dibujemos el cua-
drado que tiene a D por lado. La superficie de este cuadrado se
calcula asi: D?

Ahora bien: nuestro objetivo es calcular C? -~ D2

Fijese en la Figura 2. Dentro del cuadrado de lado C, recorté
el cuadrado que tiene lado D. Advertird que quedaron dos rec-
tangulos: 1y 2. ;Quiere deducir usted los lados de cada uno de
estos rectdngulos? Sigo yo.

El rectdngulo 1 tiene dos lados iguales a D (los verticales) y
los dos horizontales miden (C — D). Por otro lado, el rectdngulo
2 tiene dos lados iguales a (C — D) (los dos verticales) y dos lados
(los horizontales) iguales a C.

Ahora, separo el rectdngulo 1 y lo ‘paro’ para poder adjuntarlo
al rectangulo 2 (fijese en la Figura 3).

2 1
C D
Figura 3
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En la Figura 2, ya dedujimos que el drea sombreada corres-
ponde a C*—D? Por otro lado, calculemos el drea del rectdngulo
que aparece en la Figura 3 (que tiene que ser igual a C* — D?).

El rectingulo que aparece en la Figura 3 tiene dos lados (los
verticales) iguales a (C — D) y los dos horizontales, son iguales a
(C+D).

(Como se calcula el drea de este rectingulo? Multiplicando
‘lado’ por ‘lado’. En consecuencia, se obtiene

(C+D)x (C-D).
De esta forma, acabamos de ‘deducir’ que
C-D*=(C+D)x (C-D)
iY listo! Con estas tres figuras hemos logrado convencernos (al
menos eso espero) de cudles son las férmulas que permiten cal-

cular el ‘cuadrado de la suma’y ‘la diferencia de cuadrados’.
:No resulté bonita esta demostracién?
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{Puedo pedirle un favor?

iPeligro! Si usted mira a continuacién, en esta misma pdgina,
aparecen muchos nimeros, dibujos y letras x’. Sobre todo estas
letras X', que son tremendas. Estdn asociadas con los peores recuer-
dos de nifios, jno es asi? Pero quédese tranquila/o, no sufra. Son
inofensivas. iNo hacen nada! Estuve hablando con ellas y me ex-
plicaron que, como no les di tiempo a disfrazarse de nada, tienen
que presentarse asi, como son... Yo sé que la tentacién es abando-
nar acd, pero con su permiso, quisiera pedirle un favor. ;Puedo?

Hace unos pocos dfas, en una ‘discusiéon’ que teniamos sobre
difusién de la matematica, algunos colegas me dijeron que si yo
pensaba en presentar un problema como este, necesitaba ponerle
una etiqueta, un nombre. Este nombre, justamente, serviria —de
acuerdo con ellos— de marco para que quien lo lea sepa qué herra-
mientas podria usar para abordarlo. Si no —sostienen—, virtual-
mente nadie lo podria resolver. Yo me resisti. Me resisti porque no
solo creo que es innecesario, sino que ademds cometeria el mismo
error en el que muchas veces caemos docentes y alumnos. Los do-
centes, explicando el problema ‘tipo’, y por supuesto los alumnos,
reclamando al docente que les muestre un problema ‘tipo’. Bueno,
no, no hay ‘problema tipo” porque sencillamente en la vida no hay
problemas ‘tipo’. Lo que si hay son problemas... a secas.
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Por eso necesito pedirle un favor: contar con su ayuda. Exige
un minimo esfuerzo de concentracién. Pero es divertido y en-
tretenido. Si, (le) hard falta tiempo para pensarlo. Si no lo tiene
ahora, gudrdelo para otro momento, pero no abandone sin darse
al menos una oportunidad para ver de qué se trata. Acd voy.

En un club hay 28 socios. El presidente quiere decidir qué
hacer con un salén que pueden ocupar los sdbados por la noche.
Como el grupo es muy variado, hay algunos que quieren ver una
pelicula, otros prefieren jugar a los dados y hay un grupo que
optaria por jugar a las cartas.

El presidente prepara tres hojas en donde cada socio puede
inscribir su nombre: C (por cartas), D (por dados) y P (por peli-
culas) son los nombres de las listas. Cada socio puede anotarse
en mds de una lista, incluso en las tres.

El resultado que obtuvo fue el siguiente:

14 inscriptos para jugar a las cartas.
19 inscriptos para jugar a los dados.
16 inscriptos para ver una pelicula.

Mirando los nombres que figuraban en estas tres listas, des-
cubrié que habia varias personas que estaban en dos de las tres:

13 socios aparecian en las listas de cartas y dados.
7 socios en las listas de dados y pelicula.
5 socios estaban en las listas de pelicula y cartas.

Si usted fuera el presidente del club y recibiera estos datos, ses-

tarfa en condiciones de contestar si hay socios que se inscribieron
en las tres listas? ;Alcanza con la informacién de la encuesta?
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Ahora le toca a usted. Le sugiero que no trate de ‘acordarse’ de
nada de lo que alguna vez estudié. No hace falta recordar nada!
Todo lo que hace falta es pensar. Nada mas. Nada menos.

Por supuesto, hay muchisimas formas de abordar este proble-
ma, pero quisiera establecer una suerte de ‘hoja de ruta’ avanzan-
do con la ayuda de algunas figuras. Acompdiieme por aca.

Cada socio inscribié su nombre por lo menos en una de las tres
listas: C, Dy P, dependiendo de si preferia jugar a las cartas, a los
dados o ver una pelicula, respectivamente.

Llega el momento en hacer algunos dibujitos. Es decir, voy a
modelar el problema para que sea mds facil de imaginar. En lugar
de hacer tres listas, hice tres circulos y en lugar de poner los nom-
bres de los socios, puse ‘puntitos’” (Figura 1). Como el objetivo es
determinar cudntos nombres figuran en las tres listas, la idea es su-
perponer los circulos (Figura 2) y contar cudntos puntitos estdn en

los tres, en el lugar en dénde puse a la famosa letra X’ (Figura 3).

cartas @

pelicula @

dados @

Figura 1
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cartas

pelicula

dados
Figura 2

cartas

pelicula

dados
Figura 3
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Si hiciera chocar o superponer los circulos de a dos, tendria
la figura 4. Estos ‘cruces” muestran la cantidad de personas que
aparecen en las listas Cy P, Py D y también Dy C.

cartas @

pelicula @

cartas y pelicula

cartas @

pelicula @
cartas y dados
/ dados y pelicula
dados @ dados @

Figura 4
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Después de juntar toda la informacién queda la figura 5. A
esta altura tengo miedo de que esto se esté transformando en
una sopa de letras y usted termine huyendo despavorida/o. No
se retire aun! Hasta acd, todo lo que hice fue reescribir lo que ya
sabiamos, solo que lo puse en una forma mds ‘gréfica’.

cartas y pelicula

cartas @

| pelicula @

solamente
cartas

| solamente
pelicula

solamente
dados

~

cartas y dados

pelicula y dados

dados @

Figura 5

Como escribi antes, el objetivo es determinar cudntos puntitos
‘viven’ en el sector en donde figura x’. Vuelva a mirar la Figura 5.
Ve los siete sectores que aparecen marcados? Son estos:

Sector 1: Solamente Cartas
Sector 2: Cartas y Dados
Sector 3: Cartas y Pelicula
Sector 4: Solamente Pelicula
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Sector 5: Pelicula y Dados

Sector 6: Solamente Dados

Sector 7: x. Este es el sector que queremos determinar cudntos
puntos tiene.

Todos ellos aparecen representados en la Figura 6. Empece-
mos a contar cudntos puntitos tiene cada uno.

sector 3

cartas

pelicula

sector 4

sector 2 sector 5

dados
Figura 6

Empiezo con el sector 2. ;Qué personas aparecen alli? (in-
tente usted, por favor, y verd por qué le hago la pregunta en este
lugar). Allf estdn los 13 socios que se anotaron en las listas C y
D... jpero que no quieren ver una pelicula! O sea, de los 13 nom-
bres que aparecen, jhay que restar x! ;Por qué? Porque yo quiero
contar los que figuran exclusivamente en las dos listas (C y D),
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pero no a los que también estdn en P. ;Cémo hago para sacarlos?
iHay que restar x!

Por lo tanto, el sector 2 consiste de (13 —x) personas.

Con la misma idea, el sector 3 estd formado por las personas
que se anotaron en C y P... jpero no en D! Para contarlos, me
fijo otra vez en los resultados de la encuesta: alli dice que hay 5
socios que se anotaron en C y P, pero como yo quiero excluir los
que estdn en P también, tengo que volver a restar x.

Moraleja: el sector 3 consiste de (5 — x) nombres.

De igual forma, contemos los socios que figuran en el sector
5. En la encuesta hay 7 personas en las listas D y P, pero como
quiero eliminar a los que también figuran en C, vuelvo a restar x.

Nueva moraleja: el sector 5, consiste de (7 — x) socios.

Todo esto aparece resumido en la Figura 7.

sector 3

cartas

pelicula

sector 4

sector 6

sector 5

sector 2
13-x (;i;\
N N
dados
Figura 7
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.Y ahora? Falta muy poco. Nos queda evaluar cudntos socios
hay en los sectores 1, 4 y 6. Estos corresponden a personas que
estdn en juna sola lista y nada mads!

Empecemos por el sector 1. Fijese en la Figura 8. En total, en
el circulo C (los que quieren jugar a las cartas) hay 14 personas. Lo
que yo quiero hacer es eliminar a todos los que estdn en el drea som-
breada. El resultado va a ser exactamente las personas que solo quie-
ren jugar a las cartas y que componen el sector 1. Entonces, sumo:

(13—x)+x+(5-x)=18-x

Fisto mide el drea sombreada. Los socios que estdn en el sector
1 entonces se calculan restando

14— (18- x) =[x~ 4

sector 3

(5x

N

cartas

pelicula

sector 4

sector 6

S

sector 2 sector 5
13-x 6}
N N4

dados
Figura 8
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Para calcular el nimero que figura en el sector 4, hay que
restarle a los 16 que estdn en P, la nueva drea sombreada (Figura
9). El drea sombreada se obtiene sumando:

5-x)+x+(7-x)=12-x.
Entonces, el sector 4 entonces se calcula asi:

16— (12 -x) =4 + x

sector 3

cartas

pelicula

sector 4

sector 6

sector 5

@

sector 2
o
N

dados
Figura 9

Por tltimo, el sector 6 se obtiene restando los que aparecen en
el drea sombreada de la Figura 10 a los 19 que aparecieron en la
encuesta. El drea que hay que restar se obtiene sumando:
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(I3=x) +x+(7-x)=20-x

En consecuencia, el sector 6 se calcula asi:

19 (20 —x) =[x~ 1|

sector 3

cartas

pelicula

sector 4

sector 6

sector 5

@

sector 2
o
N

dados
Figura 10

Estamos llegando al dltimo paso. Mire la Figura 11. Alli estdn
todos los datos que necesitamos.
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cartas y pelicula

cartas @

| pelicula @

solamente
pelicula

solamente
cartas

@

solamente
dados

cartas y dados @ pehcu dados
— dados @ —
Figura 11

Este es el desglose, sector por sector:

Sector 1: (x —4)
Sector 2: (13 —x)
Sector 3: (5 —x)
Sector 4: (4 + x)
Sector 5: (7 —x)
Sector 6: (x—1)
Sector 7: x

Sumemos.
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x=-D+(B-x)+G-x+@+x)+(7T-x)+(x-1)+x=
24 + x=28

;Por qué puse 28?7 Es que este es el dato que no usamos...
thasta acd! E]l niimero de socios que se inscribieron es 28. Luego,
jahora puedo despejar la X!

El resultado que responde el problema es (4! Como

(24 +x) = 28,

esto obliga a que

Reflexion final

El camino parece largo, quizds lo sea, pero estoy hipercon-
vencido de que cualquier persona racional puede seguir toda la
argumentacion y mds aun, jdeducirla por su cuenta! s Tendremos
la paciencia suficiente para encarar una tarea de este tipo cuan-
do parece no haber ningiin incentivo que encienda los motores de
nuestra curiosidad? Muy probablemente no, pero a mi me queda
la satisfaccion de saber que en alguna parte, leyendo este libro,
hay al menos una persona que hizo el esfuerzo indispensable
para contestar la pregunta.

iAh! La etiqueta que mis colegas querian que pusiera es que
estos problemas ‘tipo’ se resuelven —en general — usando algu-
nas herramientas que provee la Teoria de Conjuntos, y muy en
particular, los diagramas de Venn. ;Qué son? jPor ahora se lo
debo! Creo que es mucho mds divertido as.
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Cumpleafos (una historia maravillosa)

El programa de radio mds popular de Singapur se emite todas
las mafianas y su titulo no es muy original: jHola, Singapur! En
el afio 2015, el conductor, Kenneth Kong, puso en su cuenta de
Facebook un problema que se viralizé de inmediato. La idea era
plantear un problema de 16gica que —supuestamente— iba di-
rigido a alumnos de quinto grado. Bueno, no solo fue para ellos,
sino virtualmente todo el mundo, y cuando digo todo el mundo
me refiero a que jtodo el mundo! intenté resolverlo con variado
éxito. Pero mds alld de encontrar o no la solucién, lo que quedé
claro es que el alcance fue muchisimo mayor que el que él mis-
mo habia imaginado.

Diferentes versiones del problema aparecieron en la mayoria
de los diarios del mundo, se reprodujo en diferentes programas
de radio y televisién, ni hablar en las redes sociales e internet.
También, para no ser menos, hubo midltiples variantes en la Ar-
gentina. Yo mismo escribi sobre €l en el libro Detectives, que
publicé Sudamericana en 2015, y aparecié en una de las contra-
tapas de Pdgina/12%.

En el afio 2017, emergi6 otra versién, un poco mds sofisticada,

39. http://www.paginal 2.com.ar/diario/contratapa/13-270871-2015-04-19.
html
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pero en definitiva utiliza las mismas ideas que el original. Dice
asi:

Tres amigos (Andrea, Beatriz y Carlos) estaban jugando al te-
nis en un club y como necesitaban una cuarta persona para po-
der jugar partidos de dobles, la incorporaron a Delia. Después se
hicieron amigos y, naturalmente, cuando habian pasado dos dias,
quisieron averiguar su cumpleaiios. No solo eso, querian saber la
fecha exacta: dia, mes y afio.

Como a los cuatro le interesaban los problemas de ldgica, De-
lia les pas6 una lista de 20 potenciales fechas, que incluia la fecha
de su cumpleanios. Esta fue la lista que les entregé a los tres:

17 Feb 2001 16 Mar 2002 13 Ene 2003 19 Ene 2004
13 Mar 2001 15 Abr 2002 16 Feb 2003 18 Feb 2004
13 Abr 2001 14 May 2002 14 Mar 2003 19 May 2004
15 May 2001 12 Jun 2002 11 Abr 2003 14 Jul 2004

17 Jun 2001 16 Ago 2002 16 Jul 2003 18 Ago 2004

Fijese lo que pasé después. En lugar de permitir que los tres
trataran de conjeturar la fecha de su cumpleanios, le dio un dato
a cada uno:

a) A Andrea le dijo el mes en el que habia nacido.
b) A Beatriz le dijo el dia.
¢) A Carlos le dijo el afio.

Una vez que los tres escucharon el dato que les pasé Delia, se
produjo el siguiente didlogo en el grupo (y le pido que le preste
atencion, porque leyéndolo usted podrd extraer toda la informa-
cién que necesita para deducir la fecha del cumpleatios de Delia).

256



Andrea: Yo no sé cudando nacié Delia, pero lo que si sé es que
Beatriz tampoco la sabe.

Beatriz: Yo todavia no sé cudndo nacié Delia, pero lo que si'sé
es que Carlos todavia no la puede saber.

Carlos: Yo todavia no sé cudndo naci6 Delia, pero lo que si sé
es que Andrea todavia no la sabe.

Andrea: Entones ghora yo sé cudl es la fecha en la que nacié
Delia.

Beatriz: Entonces yo también la sé ahora.

Carlos: Y yo también la sé ahora.

Pregunta: ;cudl fue la fecha en la que nacié Delia?

Solucién

Como escribi antes, la ldgica y las ideas que se requieren para
resolver o encarar el problema original siguen siendo las mismas
que se pueden/podrian utilizar ahora. Cada frase ofrece una cla-
ve para poder eliminar alguna(s) fecha(s) de las que aparecen en
la lista. Veamos. Voy a avanzar frase por frase.

ANDREA: Yo no sé cudndo naci6 Delia, pero lo que si sé es
que Beatriz tampoco la sabe.

Como Andrea solamente escuché el mes tal como se lo dijo
Delia al oido, estd claro que ella no puede saber tinicamente con
ese dato. Pero jpor qué habria de decir Andrea que ella también
sabe que Beatriz no la puede deducir si ella no sabe qué nimero
(de dia) Delia le dijo a Beatriz?

Si usted se fija en la lista, verd que los nimeros 11y 12 son
los tnicos que aparecen una sola vez. Si Delia le hubiera dicho
a Beatriz 11 o 12, ella sabria inmediatamente la fecha del naci-
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miento de Delia. Para que Andrea haya dicho que ella sabe que
Beatriz no sabe, Andrea estd segura de que Delia no le dijo esos
numeros a Beatriz. ;Y cémo puede estar segura? Fijese que el ni-
mero 11 aparece en la fecha 11 de abril de 2003 y el niimero 12
aparece en el 12 de junio de 2002. Para que Andrea haya dicho
que ella sabe que Beatriz no sabe, el mes que Delia le dijo jno es
ni abril ni junio!

Pero ;qué mds se puede hacer con estos datos? No solo se
pueden tachar las fechas 11 Abr 2003 y 12 Jun 2002, sino que
todas las que contengan abril o junio también se pueden excluir.
En total, excluiremos (verifiquelo usted) cinco de las fechas de la
tabla. Hagamos eso para reducir la tabla, que ahora quedard asi:

17 Feb 2001 16 Mar 2002 13 Ene 2003 19 Ene 2004
13 Mar 2001 HAbr 2662 16 Feb 2003 18 Feb 2004
HBAbr 266+ 14 May 2002 14 Mar 2003 19 May 2004
15 May 2001 2 Hurr2662 H-Abr 2663 14 Jul 2004

266+ 16 Ago 2002 16 Jul 2003 18 Ago 2004

Ahora, vayamos a la segunda frase del didlogo, la que pronun-
ci6 BEaTR1Z: Yo todavia no sé cudndo nacié Delia, pero lo que
si sé es que Carlos todavia no la puede saber. ;Quiere pensar
usted qué consecuencias tiene esta frase y por qué la tuvo que
haber dicho Beatriz? Sigo yo.

Todo lo que escuché Beatriz (por parte de Delia) fue un na-
mero. Si ese nimero apareciera una sola vez, Beatriz podria de-
ducir la fecha. Pero como ella dice que aiin no puede saber, el
nimero que escuchd japarece mds de una vez!

Vayamos a la lista y excluyamos las fechas que contienen un
nimero que aparece juna sola vez! Hagamoslo juntos: el 17 apa-
rece una sola vez (podremos tachar 17 Feb 2001) y el 15 aparece
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una sola vez (podremos tachar 15 May 2001). Los demds apare-

cen por lo menos dos veces. Luego, solamente podemos tachar 17
Feb 2001 y 15 May 2001. La lista ahora queda ast:

+teb266+ 16 Mar 2002 13 Ene 2003 19 Ene 2004
13 Mar 2001 15Abr2662 16 Feb 2003 18 Feb 2004
13Abr266+ 14 May 2002 14 Mar 2003 19 May 2004
o May206+ 2Jun2662 HAbr2603 14 Jul 2004

1 un 266+ 16 Ago 2002 16 Jul 2003 18 Ago 2004

Pero todavia no hemos usado la segunda parte de la frase de
Beatriz. Ella dijo, ademids, que sabe que Carlos no sabe la fecha.
;Por qué pudo hacer Beatriz esa afirmacion sobre Carlos? Beatriz
sabe que Carlos sabe el afio. ;Cudl seria (mirando como ha que-
dado la lista) el unico afio que aparece unasola vez y que le darfa
a Carlos la informacién que falta? El afio 2001. ;Y cémo puede
saber Beatriz que Carlos no escuchd el afio 20017 El dia que es-
cuché Beatriz ino es el 13! Si ella hubiera escuchado 13, podria
ser que Carlos tuviera el afio 2001, pero si Beatriz no escuchd el
dia 13, ella puede afirmar que sabe que Carlos no sabe la fecha.

(Cudl es la moraleja? De esto podemos deducir entonces que
el dia que Beatriz escuchdé no es el niimero 13y, por lo tanto, po-
demos tachar todas las fechas que contengan un dia 13: 13 Mar

2001 y 13 Ene 2003. La lista ahora queda ast:

FFFeb200t 16 Mar 2002 3 Ene26003 19 Ene 2004
13-Mar 2001 15-Abr-2002 16 Feb 2003 18 Feb 2004
13-Abr 2001 14 May 2002 14 Mar 2003 19 May 2004
15-May-2001 2 fur 2002 HAbr2663 14 Jul 2004

200+ 16 Ago 2002 16 Jul 2003 18 Ago 2004
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Ahora pasemos a la tercera frase del didlogo, la que pronun-
ci6 CARLOS: Yo todavia no sé cudndo nacié Delia, pero lo que
si sé es que Andrea todavia no la sabe. (;Quiere seguir por su
cuenta? ;Por qué no? El camino —creo— estd claro. Lo que
yo estoy haciendo, paso por paso, es eliminar potenciales fechas
aprovechando lo que pueda deducir de cada una de las frases).
Sigo.

Del hecho que Carlos dijera que €l no sabe cudl es la fecha,
no podemos deducir nada nuevo, al menos, no de esa parte de
su frase. Pero también dijo que él sabe que Andrea sigue sin
saber. Carlos escuché nada mds que el afio. ;Cémo podria afir-
mar él que Andrea no sabe? Le recuerdo que Andrea solamente
escuché el mes. De las 11 fechas que quedan, ;qué tendria que
pasar para que Andrea no pudiera saber? Eso sucede si Andrea
no escuché un mes del cual hay uno solo entre las 11 fechas
restantes. ;Hay alguno? Verd que el iinico mes que aparece una
sola vez es enero, y para que Carlos hubiera dicho eso, él no
escuché el afo 2004.

Este dato entonces, permite que tachemos todas las fechas
que contengan el afio 2004. Mire la dltima columna: jpuedo
tachar las cinco fechas que aparecen alli! La tabla queda ast:

+Heb266+ 16 Mar 2002 HBEne2663 19t 2664
HBMar266+ HAbr2662 16 Feb 2003 15teb2004
HBAbr 266+ 14 May 2002 14 Mar 2003 1ovray 2664
H-May266+ 22662 H-Abr 2663 HHut2664

17+ an266+ 16 Ago 2002 16 Jul 2003 15Ago2664

Como usted advierte, ahora nos quedan nada més que seis
fechas posibles. Volvamos al didlogo.
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Ahora ANDREA dice: Entonces ahora yo sé cudl es la fecha
en la que naci6 Delia. ;Qué pudo haber pasado para que ella
dijera eso? Andrea escuché nada mds que el mes. Para que haya
podido decir que ella ahora sabe la fecha, entre las seis fechas que
quedan, el mes que ella escuché aparecié una sola vez.

Mire usted la lista con las seis fechas y fijese qué deduce. To-
dos los meses aparecen una sola vez... jsalvo marzo! Luego, si
Andrea dijo que ahora sabe la fecha, el mes que ella escuché no
es marzo. Podemos eliminar 16 Mar 2002 y 14 Mar 2003. Que-
dan nada mds que estas cuatro posibilidades:

+rteb2001 +6-Mar2662 HBEne 2663 19-Ene2664
B Mar266+ HAbr2662 16 Feb 2003 H5teb 2064
HBAbr 266+ 14 May 2002 Hvar 2663 19-May-2664
H-May266+ 2 Hun2662 H-Abr 2663 Hul2604

o266+ 16 Ago 2002 16 Jul 2003 18-Ago2664

La quinta frase del didlogo la ofrecié BEATRIZ cuando dijo:
Entonces yo también la sé ahora. Para que ella hubiera podido
decir eso, sabiendo que solamente escuché el dia, el nimero que
ella escuché debe aparecer una sola vez. ;Cudl es? El nimero
14. Por lo tanto, ila fecha del cumpleanios de Delia es el 14 de
mayo del afio 2002!

+Heb 266+ o Mar2662 e 2663 o 2664
B Mar266+ HAbr2662 Hoteb2663 5teb2664
HBAbr 266+ 14 May 2002 Hvar 2663 19-May-26064

PBvay200t 12Hunz2662 00 HADr2603 00 Hjul2604
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De esa forma, de las cuatro fechas posibles, podemos tachar
16 Ago 2002, 16 Feb 2003 y 16 Jul 2003. Para terminar, cuando
Carros dice Y yo también la sé ahora, la tinica alternativa es |14
de mayo del 2002!

iY listo! Con este andlisis, frase por frase, afirmacién por afir-
macién, hemos eliminado 19 de las 20 fechas y pudimos con-
cluir qué dia, qué mes y qué afio nacié Delia.

Continuard...
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Un problema extraordinario de John Conway*

Lo relata Tanya Khovanova. Dediquele un rato y verd cuin
interesante, entretenido y valioso es este problema. Es un verda-
dero desafio. Le cuento.

Con el titulo de “Gemas y curiosidades en la matematica”,
Tanya Khovanova cuenta en una columna del afio 2009 un
problema que le envié John Conway. Cuando lo lef no logré
entender por qué habrfa de tener Tanya semejante excitacion.
Si, el problema parecia de enunciado sencillo e interesante para
pensar, pero de ahi a decir (la cito textualmente): “Esta columna
es un lugar en el que encontrard esas pequenas grageas o gemas
de la matematica, que son ‘contagiosas’, que viajan de persona a
persona en la comunidad, porque son tan elegantes, sorprenden-
tes o atrapantes que uno siente la ‘urgencia’ de comunicarlas”.

Claro, con ese predambulo, me quedé atrapado y empecé a
leer el texto con el problema. Dice asi.

Ayer por la noche, venia en un émnibus sentado detrds de dos
hechiceros. Esta fue parte de la conversacién que escuché:

40. Pitici, Mircea (ed.), The Best Writing on Mathematics, 2014. Disponi-
ble en estos dos sitios: https://docslide.com.br/documents/conwayas-wizards.
html y https://vdocuments.site/conwayas-wizards.html.
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A: Yo tengo varios hijos. Si sumo las edades, obtengo el nimero
de este colectivo. En cambio, si las multiplico, jobtengo mi edad!

B: {Oué interesante! Quizds si usted me dijera cudntos afios tie-
ne y cudntos hijos tiene, yo podria deducir las edades de cada uno.
(OQué piensa usted?

A: No, vea... aunque yo le dijera mi edad y la cantidad de hijos
que tengo, no serfa suficiente para que usted pueda deducir las eda-
des de cada uno.

B: jAji! Sin embargo, con lo que me acaba de decir, yo ahora s7
sé qué edad tiene usted.

Ahora bien: con todos estos datos que escribi, scudl es el ni-
mero del colectivo? ;Se puede deducir?

La reaccién inicial de Tanya fue de sorpresa. Ella sostiene
que este problema no ha tenido el reconocimiento que debiera,
que es muchisimo mds interesante de lo que parece. Y agrega:
“Cuando alguien dice que lo resolvié, no me queda tan claro
que asi sea, o en todo caso, no sé si lo han resuelto por completo.
Es por eso que no me sorprendié la cara ‘sospechosa’ de Conway
justo el dia siguiente que me lo habia enviado. jAhi mismo yo le
dije el nimero del colectivo!”.

Y para seguir con la notacién que usé ella, voy a llamar ast:

a = edad de A, uno de los hechiceros,
b = nimero que lleva el colectivo.
¢ = ndmero de hijos que tiene A.

Analicemos algunos casos particulares. Estd claro que la solu-

cién (si la hay) no se me va a ocurrir sin hacer algunos intentos,
probando y sobre todo... jerrando!
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El recorrido

Voy a empezar con un ejemplo. Voy a suponer que 5 es el
numero del colectivo, o sea, b = 5. Recuerde que esto es una
suposicion. Quiero ver si somos capaces de intuir o descubrir por
dénde ‘entrarle” al problema para buscarle la solucién.

Sib =5, esto significa que la suma de las edades de los hijos de
A tiene que resultar 5. ;Cudles podrian ser estas edades y cémo
dependerd del ndimero de chicos que tenga A? ;Por qué pregunto
esto? Acompdiieme por acd y fijese en estos diferentes casos.

Voy a escribir la lista de todas las edades que podrian tener los
hijos de A"y, de acuerdo con el caso, la edad que tendria Ay el
nimero de hijos.

a)l, 1,1, 1y1. Siasi fuera, A tendria 5 hijos todos de 1 afio.
La suma de las edades (que resulta 5) serfa el niimero del
colectivo (b), el producto resulta 1 (ya que es el ntimero 1
multiplicado por si mismo 5 veces), por lo que a = 1. Por
tltimo, ¢ = 5, porque es el nimero de hijos que tiene A.

b) 1,1, 1y 2. Es decir, A tiene 4 hijos, tres de un afio y uno
de dos. La edad del hechicero A se obtiene multiplicando
las cuatro edades: 1 X 1 X 1 X 2 =2, lo que indica que a
= 2 (edad del hechicero). Por tltimo, ¢ = 4 (el niimero de
hijos que tiene A).

c) 1, 1y 3. En este caso, el hechicero tiene 3 hijos: dos de un
afio y uno de 3. En este caso, a = 3 (edad del hechicero), y
¢ = 3 (ntimero de hijos).

41. Alos efectos de la discusion, estoy minimizando (o directamente igno-
rando) el hecho de que nadie puede tener hijos a los 5 afios y mucho menos
que padres e hijos tengan la misma edad. Por eso le propongo que me conceda
esa licencia y avancemos.
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d) 1, 2y 2. En este caso, A tiene otra vez 3 hijos, pero ahora
uno de un afio y dos de 2 afios. En consecuencia, a = 4 (la
edad del hechicero) y ¢ = 3 (ntimero de hijos).

e) 1 y4. Ahora A tiene dos hijos de uno y cuatro afios, respec-
tivamente. Luego, a = 4 (multiplicando las dos edades) y ¢
= 2 (nimero de hijos).

f) Por ultimo, 5. Es decir, A tiene un solo hijo de 5 afios, y
por lo tanto él (A) tiene 5 afios también (ya que hay un
solo niimero para multiplicar, el 5). Se tienea=5yc =1
(ntimero de hijos).

Aqui englobamos todos los posibles casos en los que el niimero
del colectivo es 5. Fijese que en los que la edad del hechicero (a)
fuera 1, 2, 3 o 5 afios, conociendo nada mds que esa edad podria-
mos deducir cudntos hijos tiene y qué edades. El tnico caso en el
que no podriamos decidir es si a = 4, porque alli aparecerian los
dos ejemplos que figuran en la lista con las letras (d) y (e).

Moraleja: salvo en el caso a =4, en todos los demds isi podria-
mos deducir lo que queremos! Es decir, la edad del hechicero y
el nimero de hijos que tiene sirve para determinar univocamente
cudles son sus edades™.

En consecuencia, cuando el hechicero contesto (y verifiquelo
usted mismo): “No, vea... aunque yo le dijera mi edad y la canti-
dad de hijos que tengo, no seria suficiente para que usted pueda
deducir las edades de cada uno”, estaba equivocado... jsalvo que
a = 4! Luego, el nimero del colectivo no puede ser 5. Mds atn:
si usted hace la misma reflexion para los niimeros menores que 5
(1,2, 3,4), verd que ninguno de esos cuatro puede ser el nimero

42. Estoy asumiendo que no hay hijos que tengan cero afios (el apunte me
lo hizo Carlos D’Andrea, y tiene razén).
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del colectivo. {El colectivo tendrd que llevar un nimero mayor
que 5!

De acuerdo, pero jcudnto mayor? ;Cémo lo descubrimos?

Una manera de (intentar) resolver el problema, es probar uno
por uno todos los nimeros a partir del 5. Seguirfamos con el
6, 7, etc., hasta encontrar (si existe) algin nimero que pudiera
llevar el colectivo de manera tal que, conociendo nada mds que
ese ‘numerito’, dedujéramos todos los datos que nos faltan. ;Se
podra?

Por supuesto, aunque no lo haya escrito explicitamente, sién-
tase libre de detener su lectura y avanzar usted por su cuenta. Yo
elegi el nimero 5 como potencial nimero del colectivo, y a par-
tir de alli saqué algunas conclusiones, pero usted elija el camino
que prefiera.

Por un momento, en lugar de ir probando de a uno, voy a
elegir otra idea. Voy a analizar lo que sucederia si el nimero del
émnibus fuera el 21. Pensemos juntos.

(Oué quiere decir que el nimero sea 21?7 Que las edades de
los hijos de A (sumadas) llegan a 21. ;De cudntas formas puede
suceder esto? Es decir, ;de cudntas formas se puede sumar 21
con varios nimeros positivos?

Por ejemplo, podria suceder que el hechicero A tuviera 96
afios. ;Cémo? Si, fijese que si A tuviera tres hijos, cuyas edades
fueran: 1, 8 y 12, la suma de las edades da 21 (que es el niimero
del colectivo) y el producto (1 X § X 12 = 96) es la edad de A.
¢Habr4 alguna otra combinacién de ndmero de hijos y edades?

La respuesta es si, hay otra forma. A podria tener tres hijos,
pero cuyas edades fueran 2, 3 y 16. La pregunta muy importante
acd es la siguiente: con estos datos, ;puede deducir B que la edad
de A es 967

Curiosamente, la respuesta ahora es no, no puede. ;Por qué?
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B podria deducir que A tiene 240 afios y tiene ademds tres hijos
de 4, 5y 12, o si no, tres hijos de 3, 8 y 10. Luego, el nimero 21
no puede ser el nimero del 6mnibus, ya que B no podria deducir
la edad A: no sabria, por ejemplo, si es 96 o 240.

Y si pruebo aumentando de a uno? Si en lugar de pensar que
el nimero de colectivo es 21, ahora fuera 22. ;Qué pasaria?

En este punto le pido que me preste atencion, porque en lu-
gar de seguir haciendo mds cdlculos, quiero proponerle que ha-
gamos ‘algo’ que nos va a servir para descartar muchisimos casos,
todos al mismo tiempo.

Tenga presente lo que recién hicimos para 21. Ahora pasemos
a 22 (ntmero del colectivo). La edad de A (del hechicero) seria
ambigua una vez mds. ;Por qué?

a) Por un lado, podria ser que A tuviera 96 afios con cuatro
chicos: 1, 1, 8 y 12. Por otro, podria también tener 96 afios,
también con cuatro chicos, pero de 1, 2, 3y 16.

b) Si no, podriamos pensar que A tiene 240 afios con cuatro
ninos” de 1,4,5y12, 0de 1, 3, 8y 10.

43. Quiero enfatizar los niimeros que aparecen tanto en el caso 21 como
en el 22. Comparemos. En el caso 21, el hechicero A podria tener 96 afios,
3 hijos, edades 1, 8 y 12 0 2, 3 y 16. Por un instante, en el caso 22, el hechi-
cero A podria tener también 96 afios, con 4 hijos, edades 1, 1, 8,126 1, 2, 3
y 16. Mire las ‘tiras’ de ntimeros y advertird que a las tres edades (1, 8§ y 12)
del caso 21 aparecen (1, 1, 8, 12) y a la ‘tira’ (2, 3, 16) le agregamos (1, 2, 3,
16). Es decir, son esencialmente iguales, con la diferencia de agregar un hijo
mdsy, por lo tanto, un afio mds de edad para el hechicero A. Lo mismo sucede
comparando los casos 21 y 22, cuando el hechicero A podria tener ahora 240
afios. kn el caso 21, tendrfa 3 hijos con edades 4, 5, 12 6 3, 8,10, y en el caso
22, tendria 4 hijos con edades 1,4, 5,126 1, 3, 8, 10, y todo sigue como antes.
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:Se da cuenta de lo que acabo de hacer? Incrementé en uno
el nimero del colectivo (de 21 a 22).

Por otro lado, puedo aumentar el nimero de chicos en uno.
Como el nuevo nifio tiene un afo, no agrega nada al producto,
por lo que no modifica la edad del hechicero respecto del caso
anterior (cuando el ndmero del colectivo era 21 y no 22). Pero
ahora hay un nifio mds, la suma de las edades se incrementa en
uno, pero jel producto permanece constante!

En consecuencia —y esto era a lo que queria llegar—, si el
6mnibus con niimero ‘b’ mostraba la ambigiiedad para determi-
nar la edad de A (antes eran 96 6 240 atios), jexactamente lo mis-
mo sucederd con el 6mnibus (b+1)!

Es decir, lo que impedia que ‘b’ fuera el ntimero del colectivo
(por la ambigiiedad que generaba), se traslada al caso (b+1), y lo
notable entonces es que, lo que no servia para ‘b’, ahora no sirve
tampoco para (b+1). Si el colectivo con nimero ‘b’ tenia dos
posibilidades para la edad de A, esas mismas edades servirdn para
el caso en el que el colectivo tenga nimero (b+1). Por eso no hay
que chequear nada més desde el 21 en adelante. Creo que ahora
usted advierte lo que pasa: como no servia 21, entonces no solo
no sirve 22, sino que con este argumento puedo concluir que no
sirve para ningdn nimero mayor que 21.

Lo extraordinario es que ahora el problema se ha transforma-
do en una busqueda finita. Todo lo que hay que hacer es verificar
si el problema tiene respuesta cuando el nimero del colectivo es,
por un lado, mayor que 5, y por el otro, menor que 21.

Le sugiero que usted se entretenga el tiempo que quiera has-
ta llegar a la conclusién final. Yo, mientras tanto, me apuro y le
propongo la solucién: el nimero del colectivo tiene que ser 12.
Y de acd se deduce que la dnica edad para la cual el nimero
del colectivo y el ntimero de hijos no define las edades de los
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nifios es 48. Las edades de los nifios tienen que ser: 2, 2, 2,y 6

61,3,4y4.

Apéndice

Para completar todo, hace falta analizar dos situaciones.

a) Verificar que si el nimero del colectivo es menor que 12,
entonces eso le va a impedir al hechicero A poder contestar
que NO ala primera pregunta

b) Verificar que si el nimero del colectivo es mayor que 12,
entonces eso impide determinar la edad del hechicero A
en forma univoca.

Le propongo que usted se ocupe de la parte (a).

Respecto de la parte (b), veamos —juntos— lo que sucederia
si el nimero del colectivo fuera 13 (o mayor). Reproduzcamos el
didlogo entre ambos, el que hgura al principio de este capitulo,
pero suponiendo que:

i. El nimero en el colectivo es 13.
ii. El hechicero A tiene 48 afios.
iii. El hechicero A tiene cinco hijos.
Fon esta situacion, los hijos de A podrian tener estas cinco edades:
1,2,2,2,y6

o podrian también ser cinco, pero con estas edades:

1,1,3,4y4
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Por otro lado, el mismo didlogo pudo haberse dado pero ahora
con esta variacién:

i. El nimero en el colectivo es 13.
ii. El hechicero A tiene 36 afios.
iii. El hechicero A tiene tres hijos.
Fin esta situacién, los hijos de A podrian tener estas tres edades:
2,2,y9
o podrian también ser cinco, pero con estas edades:
1,6y6
Como se ve, una vez mds, A tendria derecho a contestar lo

que contestd. La moraleja es que si 13 es el ndimero del colectivo

(o mayor que 13) entonces B no tiene suficientes datos para de-
ducir la edad de A. ;Y listo!
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Viaje de egresados

Quiero sugerirle un problema para pensar. jEspere! jDije
‘pensar’! ;Va a abandonar antes de haber hecho —al menos— el
intento de leer de qué se trata? Tengo la tentacién de escribir:
sexo, droga, fitbol, Trump, Brexit, Messi... Pero no, le propongo
algo que no requiere de ninguna otra cosa mds que el ‘esfuerzo’
de entender qué es lo que hay que resolver. Se trata de elaborar
una estrategia. Eso, una estrategia. Para eso deberiamos ser bue-
nos todos, ;no es asi? Concédame entonces dos minutos. Lea los
pdrrafos que siguen vy, si no le interesa, olvidese de todo. Igual-
mente, este texto se autodestruird en cinco minutos. ..

Suponga que usted estd a cargo de un contingente de cien
jovenes que fueron a Bariloche en viaje de egresados. Van a pasar
tres semanas juntos y lograron alojarse todos en un mismo hotel.
Cada uno tiene su propia habitacién. Una de las razones por
las que los padres lo convencieron para que fuera, son sus con-
diciones para entender a personas de generaciones posteriores a
la suya. Ademds le reconocen creatividad para buscar formas de
entretenimiento didécticas, atractivas y que estimulen el trabajo
colectivo.

En el hotel, aparte de las habitaciones que ocupan usted y los
estudiantes, hay una pieza vacia porque la estdn pintando. Como
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usted queria verificar que la podia usar, consiguié la aprobacién
del gerente y vio que dentro de la habitacién solo hay una lam-
parita que cuelga del techo (y que se activa con un interruptor
que estd en la pared).

La primera mafana que pasan juntos, mientras estdn desayu-
nando, usted toma un micréfono y les cuenta el problema a los
estudiantes:

Buen dia. Tengo algo para proponerles. Como ustedes pueden
ver, en este momento son las nueve de la mafiana. Aproximada-
mente en una hora, les voy a pedir que vuelvan a sus respectivas
habitaciones y se queden alli sin establecer ningtin contacto con
el exterior. En el momento en el que todos estén adentro, yo voy a
iniciar el siguiente proceso:

Voy a elegir un nimero cualquiera (que no les voy a decir) y voy
a pasar por todas las habitaciones ese ntimero de veces en forma
aleatoria. Ustedes se estaran preguntando: “;Y nosotros qué hace-
mos o qué tenemos que hacer?”. Ténganme un poco de paciencia
y ya verdn.

Cuando yo entre en una habitacién, le voy a pedir a quien la
ocupe que me acompaiie a la habitacién que estd vacia. Voy a ce-
rrar la puerta y la/lo voy a dejar en soledad por un minuto. En ese
lapso, quien esté adentro podrd encender la luz si estd apagada,
apagarla si estd encendida, o no hacer nada y dejar todo en las mis-
mas condiciones que cuando entr6. Cuando se haya cumplido el
minuto exactamente, voy a abrir la puerta y la/lo voy a acompanar
nuevamente a su habitacién.

Ningiin otro estudiante podra ver lo que sucede afuera salvo la per-
sona que venga conmigo a la pieza vacia. En todo caso, lo que quiero
enfatizar es que el resto de ustedes ignorard todo lo que pasa afuera.

Podria suceder que en algiin momento de este proceso, alguno
de ustedes tenga manera de saber que todos (me refiero a los 100),
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ya entraron en la habitacién vacia al menos una vez. En ese caso, la/
el alumna/o interrumpird el proceso y me dird: “jYo estoy segura/o
de que ya entramos todos por lo menos una vez!”.

Cuando yo haya pasado por las habitaciones el nimero de ve-
ces que habia elegido al principio, si ninguno de ustedes detuvo el
proceso, voy a repetirlo. Es decir, voy a volver a elegir otro nimero
que no les voy a comunicar y a pasar por todas las habitaciones ese
numero de veces. El orden por el que pase por ellas serd —una vez
mds— un nimero que voy a elegir al azar. Igual que antes: si al ter-
minar esta parte del proceso ninguno de ustedes me detuvo, lo voy
a repetir. Y asi voy a seguir tantas veces como haga falta.

Antes de empezar, quiero dejarlos solos por una hora (digamos
hasta las diez y cuarto) de manera tal que puedan pensar una estra-
tegia que les permita determinar con certeza cuando todos hayan
visitado la habitacién vacia por lo menos una vez.

No lo dije hasta acd, pero en el momento de comenzar el proce-
s0, la luz en la habitacién que estdn pintando, estd apagada.

No sé si hace falta que lo escriba, pero el problema no tiene
trampa, no hay ‘nada” dentro de la habitacién que permita hacer
‘marcas’ que los otros puedan ver, ni algo equivalente. No. Se
trata de un planteo genuino, honesto y que pretende motivarla/o
para que sea usted quien piense qué se podria hacer.

Algo mas: “La probabilidad de que usted se encuentre con
un problema parecido al que describi es virtualmente nula. No
tengo dudas. Pero al mismo tiempo, jcudntas oportunidades tie-
ne en su vida cotidiana de tropezarse con algo que le permita
elaborar una estrategia que sirva para resolver una situaciéon im-
pensada, sin que nadie la/lo juzgue, cuando no la/lo mira nadie,
cuando no tiene que ‘rendir examen’ frente a nadie, ni exhibir
su potencia ‘ante nadie’? Posiblemente sean muy pocas también.
Ademds, no hay apuro, no hay reloj, no hay horario de entrega ni
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restricciones de ningdn tipo. Es un entretenimiento gratuito que
eventualmente podrd hacerla/lo sentir bien, aunque mds no sea
porque lo va a intentar.

Ahora si, le toca a usted. Y si no, abandone aca4.

Una estrategia posible

Voy a proponer una forma de resolver el problema planteado,
pero quiero enfatizar la palabra ‘una’. Estoy seguro de que debe
haber muchisimas otras.

En todo caso, la estrategia que voy a describir fue el resultado
de multiples intercambios de correos electrénicos y comunica-
ciones telefénicas con Carlos D’Andrea y Juan Sabia. Siéntase en
libertad de pensar el problema por su lado, en soledad o la com-
paiifa de otras personas. Es un problema precioso que requiere,
sobre todas las cosas, ganas de crear. Ahora si, acd voy.

Los estudiantes podrian hacer lo siguiente: elegir a uno de
ellos, a quien voy a llamar Pérez, y ejecutar el plan que escribo
a continuacion.

Cuando uno de ellos (que no sea Pérez) entra en la habita-
cién por primera vez hace lo siguiente: si encuentra la luz apaga-
da, la enciende. Si no, no hace nada. Es decir, si al entrar la luz
ya estaba encendida, espera que pase el minuto y que lo vengan
a buscar. Por otro lado, si ya entr6 alguna otra vez en la habita-
cién y ya encendid la luz alguna otra vez, entonces tampoco hace
nada. De esta forma, se garantiza que cada estudiante enciende
la luz de la habitacién vacia juna sola vez!

Para Pérez hay un procedimiento distinto. El va a llevar una
cuenta que empieza en cero y que va aumentando de a uno por
vez hasta llegar a 99. ;De qué forma? Cada vez que entra y en-
cuentra la ldmpara encendida, suma uno al nimero que llevaba

275



hasta entonces y apaga la luz. Si en cambio, encuentra la luz
apagada, la deja asi y espera que pase el minuto pensando en
cémo pudo ser que Trump sea presidente de Estados Unidos o
qué le pasé a Argentina en el mundial de Rusia.

En el momento en que la cuenta que lleva Pérez llega a 99,
estd en condiciones de interrumpir el proceso y afirmar que todos
entraron al menos una vez en la pieza que estdn pintando. ;Por
qué? ;Quiere pensar usted antes de leer lo que sigue?

Es que cada uno de los estudiantes enciende la ldmpara una
sola vez. Puede que haya entrado en la habitacién varias veces an-
tes, pero cada vez que lo hizo, se encontré con la luz encendida (y
por lo tanto, las reglas le indican que no tiene nada que hacer) o
bien encuentra la luz apagada pero ya la habia prendido alguna vez
anterior. Moraleja: cada estudiante enciende la luz juna sola vez!

Cuando Pérez lleg6 con su cuenta a 99, él sabe entonces que
eso pasé porque ya entraron todos los estudiantes al menos una
vez. Como obviamente €l se encuentra dentro de la habitacién,
estd en condiciones de llamar al instructor y avisarle que la estra-
tegia funcioné. Y listo!*

44. Algunas observaciones: a) Pérez es el tnico que —de acuerdo con las
reglas— puede apagar la luz; b) Si piensa cémo funciona la estrategia, usted
tiene la certeza de que en algin momento —después que el instructor eligié
100 ndmeros como mdximo— Pérez tuvo que haber apagado la luz 99 veces
y entonces, estd en condiciones de decir que ya entraron todos por lo menos
una vez. La primera vez, uno se asegura que Pérez pasa una vez por lo menos
para apagar la luz si estd encendida. Después, puede que la encuentre apaga-
da muchas veces, pero seguro que como el instructor sigue pasando, en algtn
momento va a llegar algin estudiante que prenderd la luz y Pérez la apagara
la préxima vez que entre. De esta forma, uno se asegura que a lo sumo en
muuuuuuuuchas (con muchas ‘v’) pasadas, Pérez apagard la luz 99 veces vy,
en ese momento, él sabrd que ya pasaron todos.
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Final

Antes escribi que es muy poco probable que una persona ‘nor-
mal’” se encuentre con un problema de este tipo en su vida coti-
diana. Sin embargo, un problema equivalente (con prisioneros,
celdas, ejecuciones, etc.) aparecié entre los que pedia Microsoft
para aspirantes a trabajar en la compafiia que fund¢ Bill Gates.

(Tiene alguna importancia? No creo, pero como es un dato
de la vida real, queria compartirlo con usted también. ;Querrd
decir que la persona que encontré la estrategia (o una estrategia)
es mejor? {No! Solamente que se le ocurrié una forma de resol-
ver este problema.

En todo caso, lo dinico que a mi me importa, es aprovechar
nuestra capacidad para pensar y, en el camino, pasar un buen
rato. Ah, y como hace mucho que no lo escribo lo hago acd: jesto

es hacer matematica también™!

45. Sobre este problema se conocen muiltiples versiones. La diferencia se
establece en la forma en la que el instructor del grupo pasard por las habita-
ciones. Yo elegf una de muchas para publicar en este libro, pero si le interesa
el tema, hay variantes esencialmente probabilisticas que son muy interesantes.
En estos casos, el tiempo que le llevarfa pasar por todas las piezas es variable y
quizds no le alcancen las tres semanas de vacaciones que se tomaron. De todas
formas, la solucién (o estrategia) que eligieron los alumnos sigue siendo vilida
para poder garantizar la respuesta.
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{Como hacen los 100 presos para salir en libertad?

Quiero compartir con usted una historia. En octubre del afio
2016, Martin Sombra, un matematico argentino, brillante profe-
sor de la universidad de Barcelona, un gran entusiasta y magnifi-
ca persona, me envié un correo electrénico en donde me sugeria
un problema. Si bien es cierto que ya me lo habia cruzado, Mar-
tin me propuso que viera una charla Ted* especialmente dedica-
da ala educacién, en donde se ofrecia una version ‘ilustrada’ que
resultaba muy atractiva.

Justamente ahora, aprovechando la sugerencia de Martin,
quiero escribir sobre el problema que alli se plantea y verd que,
si me acompaiia hasta el final, le resultard tan fascinante como a
mi. Eso si, no digo que sea imposible, pero intentar encontrar la
solucion sin usar alguna de las herramientas que provee la mate-
mdtica me parece muy dificil. Pero no me quiero adelantar.

Si bien se conocen muchas variantes, la versién original fue
planteada por el cientifico danés Peter Bro Miltersen en el afio
2003. Miltersen lo formulé de la siguiente manera:

El director de una prisién quiere ofrecerles a 100 presos una
oportunidad de quedar en libertad. Los reclusos estin numerados

46. https:/www.youtube.com/watch?v=vIdStMTgNI0&feature=youtu.be
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del 1 al 100. Dentro de una habitacién, hay 100 cajones que tienen
una etiqueta con ntimeros que van del 1 al 100 justamente. El di-
rector de la prision toma 100 papeles y los numera del 1 al 100. Pero
en lugar de distribuirlos en forma ordenada, los pone al azar; es
decir pone cada papel numerado en cualquier cajon sin necesidad
de que los ndmeros (del papel y el cajén) sean iguales. Y aqui llega
el punto clave.

Inmediatamente después, retine a los 100 presos y les dice que
cada uno podrd entrar en la habitacién y tendrd que encontrar el
cajon en donde se encuentra su propio niimero. Como el director
sabe que la probabilidad de encontrar el cajén que contenga el ni-
mero correspondiente es muy baja, les ofrece una alternativa: cada
uno podrd abrir hasta 50 cajones. Si en alguno de ellos encuentra
su numero, listo. Cierra el cajon y sale sin modificar nada. Deja
todo como lo encontré. Las cdmaras que estdn ubicadas en la ha-
bitacién registrardn lo que sucedi6 y sabrdn si el preso encontré (o
no), al abrir a lo sumo 50 cajones, su propio ntimero.

Después de haber entrado en la habitacién los 100 presos, si
todos encontraron su nimero, entonces quedardn todos en libertad.
Pero bastard con que uno no lo haya logrado, para que el ofreci-
miento del director ya no tenga més validez, y cada uno tendrd que
cumplir con la condena que tienen establecida.

Los presos pueden debatir previamente alguna estrategia que les
parezca adecuada, pero una vez que el primero entra en la habi-
tacion, ya no habrd mds posibilidades de comunicarse entre ellos.

Pregunta: ;puede usted elaborar alguna estrategia que les per-
mita tener una ‘buena’ probabilidad de que todos encuentren su
nimero en el cajon?

Aqui, entonces, una pausa.

Por supuesto siéntase libre de pensar por su cuenta sin necesi-
dad de seguir leyendo lo que escribiré a continuacién.

Como usted advierte, el problema parece ‘casi’” imposible de
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solucionar. jPor qué? Supongamos que la primera persona entra
en la habitacién y abriendo un maximo de 50 cajones encuentra
su nimero. Todo bien, pero después debe entrar el segundo pre-
so y también abriendo un maximo de 50 cajones otra vez, debe
encontrar el suyo. Y esto no serd suficiente para que queden en
libertad ni siquiera ellos dos, jlo mismo tiene que suceder con
los 100 presos!

Estaba por escribir que uno tiene que buscar una estrategia,
pero aun asi jcomo hacer? Es por eso que quiero hacerle una pro-
puesta. En unos pocos renglones voy a escribir algo de matemé-
tica que requiere que usted me preste un poco més de atencién;
verd que después habrd una buena recompensa ‘intelectual’.

Es decir, si usted lee lo que sigue, lo entiende y puede jugar’
con esto, créame que se sentird mejor, habrd —eventualmente —
inaugurado algunos caminos dentro de su cerebro que no habia
usado antes (salvo que ya conociera del tema con anterioridad)
y quizds podamos —juntos— entender la estrategia que propuso
Miltersen originalmente. Acd voy.

Voy a usar solo nimeros naturales: 1, 2, 3, 4, etc. Si uno toma
los dos primeros, 1 y 2, hay dos maneras de ubicarlos en orden:

12 21

Si tomo los tres primeros (1, 2, 3), hay seis maneras de ubicar-
los en orden:

123 132 213 231 312 321

Si ahora tomamos los primeros cuatro nameros (1, 2, 3, 4),
hay veinticuatro maneras de ordenarlos:
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1234 1243 1324 1342 1423 1432
2134 2143 2314 2341 2413 2431
3124 3142 3214 3241 3412 3421
4123 4132 4213 4231 4312 4321

Si usted repasa lo que escribi hasta acd, verd que:

a) Con dos niimeros, hay 2 formas de ordenarlos.
b) Con tres nimeros, hay 3 X 2 = 6 formas de ordenarlos.
¢) Con cuatro ntimeros, hay 4 X 3 X 2 = 24 formas de ordenarlos.

Si bien no voy a escribir todos los detalles (pero le sugiero
fuertemente que lo haga usted), podrd concluir que con los pri-
meros cinco nameros (1, 2, 3,4, 5), hay 5 x 4 X 3 x 2 =120
formas de ordenarlos. En general, lo mismo sucederia si usted
tomara los primeros 100 o 1000 o 100.000 ndmeros. Las formas
de ordenarlos se calculan multiplicando, por ejemplo:

100 X 99 X 98 X 97 x 96 % 95 X ... X 3 X 2 (para los primeros 100)
1000 x 999 x 998 X 997 X 996 X 995 X ... X 4 X 3 X 2 (para
los primeros 1000)

Cuando uno hace este tipo de multiplicacién descendente,
empezando en el nimero 5, el resultado se llama factorial de 5
y se escribe con un nimero cinco seguido de un signo de admi-
raciéon: 5! Si usted quiere calcular de cudntas formas se pueden
ordenar los primeros 52 nimeros naturales, el resultado es 52!
(factorial de 52) o, 1o que es 1o mismo, 52 X 51 X 50 X 49 X 4§
X ... X4 x 3 x 2. Un nimero verdaderamente gigantesco®’.

47. Para mds informacion sobre cudn grande/es es/son este/estos nimerof/s,
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Cada uno de los posibles 6rdenes se llama una permutacién
de esos ntimeros. Es decir, (1324) y (4213) son dos posibles per-
mutaciones de los primeros cuatro niimeros naturales, y lo que
estuvimos calculando antes es cudntas posibles permutaciones
hay entre los primeros 2, 3,4, 5 6 100 ndmeros naturales.

Como ‘préctica’, le propongo que se fije cudn rdpido crecen
estos nimeros. Es verdaderamente sorprendente: mire lo que su-
cede con el nimero de permutaciones que se puede obtener a
medida que uno aumenta la cantidad de ntimeros.

21=12
31=6
4 =24
50=120
6! =720
71 =5.040
8! =40.320
9I'=362.880
10! =3.628.800

Es decir, jhay 3.628.800 posibles permutaciones de los diez
primeros ndmeros naturales! Esto si que merece signos de admi-
racion.

Una reflexiéon mds. Tomemos una permutacion cualquiera de
los primeros seis niimeros naturales, digamos 263145. Hagamos
de cuenta que cada niimero estd escrito en una bolita y esta se
encuentra dentro de una urna o casillero. Si yo tengo todos los
casilleros ordenados, del 1 al 6, corresponderia a esta ‘hgura’:

le propongo que lea la pagina 106 de mi libro La matemadtica del futuro, Suda-
mericana, Buenos Aires, 2017.
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O sea, en el casillero nimero 1 estd la bolita que lleva el ni-

mero 2, en la segunda casilla estd la bolita que lleva el ndmero
4 y asi siguiendo. Cada permutacién, entonces, es un reordena-
miento de los seis ndmeros.

En este caso, como escribi antes, en el primer casillero estd
el nimero 2, en el segundo el nimero 4, en el tercero el 3, en el
cuarto el ndimero 1, en el quinto el nimero 6j y en el dltimo el
nimero 5. Pensando cada nimero como una bolita y cada lugar
como un casillero, cada permutacién es equivalente a ‘redistri-
buir’ las bolitas en los casilleros. En el ejemplo que estoy usando,
la bolita que lleva el nimero 3 es la tinica que se corresponde
con el casillero del mismo niimero, pero las otras cambian todas
de lugar.

Ahora, quiero proponerle que hagamos una suerte de ‘viaje’ o
‘recorrido’. Si, ya sé: no me entiende. Me imagino que usted se
debe estar preguntando: “;Viaje? ;Recorrido? ;De qué me ha-
bla?”. Verd que es muy sencillo.

Empecemos por el primer casillero. Alli encontramos el ni-
mero 2. Es decir, al abrir el primer cajén, uno se encuentra con
la bolita 2. Este nimero 2 nos indica que el préximo cajén o la
proxima casilla que uno debe ‘abrir’ o ‘revisar’ es la nimero 2.

Allf encontramos el ndmero 4. Eso indica que tenemos que ir
hasta la casilla 4. Cuando llegamos alli, nos encontramos con el
1 que, en este caso, coincide exactamente con el lugar (o el ni-
mero) del que habfamos partido. ;Me entiende? Es decir, hemos
descubierto lo que se llama un ‘ciclo’. sPor qué? Porque empe-
zando en el 1, pasamos al 2, después al 4 y volvemos al 1. Si lo
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escribiera usando unas ‘flechas’ para indicar el camino recorrido,
serfa ast:

1> 2->4-1

Ahora empecemos en el 5. Encontrariamos el niimero 6. Pero
al abrir el 6 (o ‘mirar’ lo que hay dentro del casillero 6), nos en-
contramos con el 5. ;0ué indica esto? Que hemos encontrado
otro ciclo:

565

En el caso del 3, el ciclo no sale de esa casilla: es un ciclo
particular ya que consiste en un solo elemento. Este tipo de ciclo
se llama ‘lazo’.

Si usted hace el andlisis de todas las posibilidades con esta
permutacién, descubre que hay iinicamente tres ciclos:

(1,2,4),(5,6)y (3)

Como usted advierte, puse entre paréntesis los elementos del
ciclo. En el primer caso, el | pasaal 2, el 2 al 4y el 4 vuelve al 1.
En el segundo ciclo, el 5 pasa al 6 y el 6 vuelve al 5. Por tdltimo,
en el caso del ciclo que contiene al 3, uno no sale de ese casillero.

Otra observacién: el ciclo (1, 2, 4) es igual al ciclo (4, 1, 2)
y al ciclo (2, 4, 1). Es decir, son todos equivalentes porque, em-
pezando en cualquiera de los tres casilleros, uno hace el mismo
recorrido.

Tomemos otro ejemplo, ahora con 10 nimeros. Voy a utilizar
esta permutacion:
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43826510197

Esto corresponderia (usando los casilleros y las bolitas) a este
reordenamiento:

1234567 §910
43826510197

Busquemos los ciclos (hdgalo usted también, antes de leer lo
que voy a escribir). Empecemos con el 1: (1, 4, 2, 3, §) es un
ciclo posible. Fijese que tiene longitud cinco (ya que involucra
cinco elementos).

Por otro lado, hay tres ciclos més (¢no los quiere buscar usted
para ver si estd de acuerdo conmigo?)

a) (5,6) (que tiene longitud dos)
b) (7,10) (que también tiene longitud dos)
¢) (9), que es un lazo (un ciclo de longitud uno).

Lo sé. Surgen asi muchisimas preguntas. Me gustaria estar
junto a usted para pensar juntos, pero voy a seleccionar algunas
solo para que podamos avanzar. El tema es fascinante y se presta
para dedicarle un buen rato jugando con las distintas posibilida-
des e intentando diferentes variantes.

Por ejemplo: en el dltimo caso, de la permutacién que elegi
(4,3,8,2,6,5,10, 1,9, 7) pude extraer cuatro ciclos: (1, 4, 2, 3,
8), (5,6),(7,10)y (9).

(Se podrd construir una permutacién que tenga un ciclo de
cualquier longitud? (por supuesto, estoy sobreentendiendo que
la longitud no puede ser mds larga que el niimero de elementos
de la permutacién). Para ponerlo de otra forma: si estoy mirando
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a las posibles permutaciones de 10 elementos, jexisten permuta-
ciones que tengan ciclos de longitud 6, 7, 8 o incluso 97 ;Y de
longitud 107 (no pregunto sobre otras porque el ejemplo anterior
ya exhibe ciclos de longitudes cinco, dos y uno).

Contesto yo alguna de las preguntas, pero le propongo que in-
tente usted por su lado. Por caso, si uno tiene esta permutacion:

23456789101

creo que se ve claramente que el dnico ciclo que uno puede en-
contrar tiene jlongitud 10! ;Se podrd encontrar alguna permuta-
cién que tenga un ciclo de longitud 97 Si. Este es un ejemplo:

23456789110

En este caso, el cicloes (2, 3,4,5,6,7, 8,9, 1). Hay otro ciclo,
de longitud uno: (10). Como escribi antes, todos los ciclos de
longitud uno se llaman lazos, ya que como su nombre lo indica,
empiezan y terminan en ellos mismos.

En realidad, uno se puede fabricar permutaciones que con-
tengan ciclos de cualquier longitud.

Una tltima observacién (y pregunta): si uno tiene una per-
mutacion de los primeros diez naturales, spuede haber dos ciclos
que tengan longitudes mayores que cinco?

Piénselo usted, pero verd que esto es imposible. Como siem-
pre, leer mi respuesta es como si la/lo estuviera engafiando, jpor
qué privarse de la oportunidad de pensar si es posible o0 no? En
todo caso, no se robe a usted misma/o la satisfaccion de poder
deducir ‘algo’ por su cuenta.

De hecho, no puede haber dos ciclos distintos de longitudes
mayores que cinco cada uno, porque como en total hay 10 nd-
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meros, tiene que haber por lo menos un nimero que esté en
los dos ciclos, y el ‘recorrido” que uno deberia hacer desde alli,
deberia ser el mismo en los dos casos. Por lo tanto, serfan dos
ciclos iguales. Dicho de otra forma, cada niimero forma parte de
un tnico ciclo.

Ahora bien: jpor qué escribi todo esto sobre las permutaciones
y los ciclos? ;Qué fue lo que me motivé? ;Se acuerda del pro-
blema que planteé al principio? Para que todos los presos queden
en libertad, todos tienen que encontrar su nimero abriendo —a
lo sumo— 50 cajones. Pero bastard con que uno solo no lo haya
logrado, para que el ofrecimiento del director ya no tenga mds
validez y, de esa forma, cada uno tendrd que cumplir con la con-
dena que tiene establecida.

Los presos pueden debatir previamente alguna estrategia que
les parezca adecuada, pero una vez que el primero entra en la
habitacién, ya no habrd mds posibilidades de comunicarse entre
ellos.

A diferencia de lo que sucedia cuando empecé esta historia,
ahora tenemos la ventaja de conocer lo que son las permutacio-
nes, sabemos calcular cudntas hay (dependiendo del nimero de
objetos a permutar), lo que son los ciclos (y lazos) y conocemos
algunas propiedades.

La pregunta que habia planteado entonces era: “;Puede us-
ted elaborar alguna estrategia que les permita tener una ‘buena’
probabilidad de que todos encuentren el cajén con su nimero?”.

Antes de avanzar, quiero hacer algunos cdlculos con usted,
para convencernos de cudn dificil seria lograr el objetivo sin una
estrategia. Si cada uno entrara por su cuenta, y al azar abre 50
cajones, Jcudl serd la probabilidad de que los 100 encuentren su
nimero? Calculémosla juntos.

Fijese que al entrar el primer preso, la probabilidad que en-
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cuentre su nimero es %2, o lo que es lo mismo, tiene un 50% de
posibilidades de encontrarlo. sPor qué? Es que hay 100 cajones y
le estd permitido abrir la mitad.

Hasta acd, todo bien. Pero al entrar el segundo preso, la proba-
bilidad de que él encuentre su ndmero es también Y2. Luego, la
probabilidad de que los dos encuentren sus respectivos nimeros
se calcula multiplicando las probabilidades, o sea: ¥2 X ¥2 = Y.

Como usted imagina, cada vez que va ingresando un preso, la
probabilidad se calcula agregando el factor %2 una vez mis. En
definitiva, la probabilidad de que todos encuentren su nimero es:

(1/2)"%°=0, 000 000 000 000 000 000 000000 OO0 0008

O sea, un ndmero muy muy muy pequefio.

Entonces, es razonable esperar que los presos se retinan antes
de entrar y piensen alguna estrategia. Cualquiera que encuen-
tren o cualquier plan que decidan seguir seguramente les dard
mds posibilidades de salir en libertad que intentar al azar.

Aqui, otra pausa.

Ha llegado el momento en el que le pediria que piense usted
alguna estrategia, no importa cudl, pero alguna. Le confieso que
yo no tuve oportunidad de pensar nada, porque cuando conocf el
problema, un poco antes que me lo enviara Martin, estaba senta-
do en una cafeteria de la Universidad de Chicago, en donde un
grupo de matematicos estaban discutiendo ila solucién! Como
recién me habia incorporado a la charla y en la mesa se hablaba
justamente sobre la estrategia que habia que elaborar, pregunté
cudl era el problema. Lo que sucedié entonces es que conoci la
solucién antes de saber cudl era el problema. Por lo tanto, no
puedo escribir acd cudn ficil o dificil me resulté. Los que si pue-
do hacer es proponerle, como siempre, que no lea lo que sigue
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en forma inmediata. Témese un tiempo para pensar. No puedo
garantizar que se le va a ocurrir lo que se les ocurri6 a otras perso-
nas, pero tampoco puedo decir que no. Més atn: siendo fiel a lo
que pienso, creo que una persona cualquiera, ignorando el grado
de dificultad de un problema, tiene muchisimas posibilidades
de enfrentarlo y pensar alguna forma de resolverlo totalmente
diferente y alejada de lo que estuvieron pensando otros. Eso, en
algtin sentido, le da una ventaja enorme, ya que no estd contami-
nado por lo que estuvieron discutiendo otros/as, que inexorable-
mente lo llevan por un camino que ya ha sido recorrido.

Resumen: piense por su cuenta. Sepa que no es trivial, por lo
menos no para quienes conocemos esta solucion. Quizds usted lle-
gue a la misma conclusién (u otra) por otro camino, ;por qué no?

Ahora si, me voy a dedicar a escribir la estrategia, pero lo voy
a hacer en un caso mds reducido. En lugar de 100 presos, voy a
suponer primero que hay solo cuatro y que se les permite abrir
dos cajones.

La estrategia consiste en lo siguiente: el nimero 1 entra en la
habitacion y se dirige al cajon que lleva el nimero 1. Si encontré
su nimero, listo. Cierra el cajon y se retira.

En cambio, si no lo encontrd, es porque aparece un niimero
diferente del 1. En este caso, podria ser 2, 3 o 4. Supongamos
que es el namero 3. Entonces, con esa informacion, se dirige al
cajén nimero 3 y lo abre. Si encontré su niimero, una vez mis,
se termind el problema: en dos intentos, encontré el cajén con
su ndmero. Cierra el cajon y se retira. Ahora bien, si no lo encon-
tré, se termino el problema también: lamentablemente perdieron
todos, porque estaba claro desde el principio que cada preso tenia
dos chances para encontrarlo.

Para calcular la probabilidad de que todos (en este caso, los
cuatro) encuentren su nimero, voy a analizar todas las posibili-
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dades con las que se puede tropezar cada preso. Para eso, veamos
cudles son todas las posibles permutaciones de los cuatro ntime-
ros. Ya las escribi antes, pero las repito acd:

1234 1243 1324 1342 1423 1432
2134 2143 2314 2341 2413 2431
3124 3142 3214 3241 3412 3421
4123 4132 4213 4231 4312 4321

Estas son las 24 permutaciones posibles. Cuando un preso
entre en la habitacién, se enfrentard con alguna de esas 24 per-
mutaciones. Quiero que analicemos —juntos— en qué casos
encontrard su niimero y en cudles no.

¢Se acuerda lo que hice antes con los ciclos? Lo que uno ten-
dria que hacer es, una vez que tiene determinada la permutacién
que eligié el director de la cdreel, fijarse cudntos ciclos hay y, mds
importante atin, determinar jcudntos ciclos hay de longitudes 3 o
4! iPor qué?

Si el preso se encuentra con un ciclo de longitud 3 o 4, jper-
di6! No va a encontrar su nimero. En cambio, si encuentra un
ciclo de longitud 2 o 1 (un lazo), terminard encontrando su nd-
mero en dos o menos pasos, que es lo que indica el problema.

Antes de avanzar, quiero hacer una observacién mds: fijese
que hay ciclos que parecen diferentes pero que son el mismo. jA
qué me refiero? Como ejemplo, el ciclo (1, 2, 3, 4) es el mismo
que (2, 3,4, 1). O sea, no importa en donde uno empiece, si bien
parecen distintos, estos dos recorren el mismo camino y en el
mismo orden. O sea, a los efectos practicos, son ‘indistinguibles’.

Busquemos juntos en qué permutaciones fallard —es decir,
las que los llevardn al fracaso— y contemos cudntas son.

Para empezar, hay seis ciclos de longitud 4:
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X4

Después, hay ocho ciclos de longitud 3:

1___;2 1___;2 1 1
3 4 §{——>3
2 /2 /2 2
43 4f——>3 4 3 {3

Por lo tanto, de las 24 posibles permutaciones, hay 14 (6 ciclos
de longitud 4 y 8 ciclos de longitud 3) que les impedirian (a los
presos) encontrar sus nimeros. Si la permutacion que eligié el
director involucra alguno de estos ciclos, los presos no saldrdn
en libertad. Sin embargo, las restantes 10 permutaciones resultan
tener ciclos de longitud a lo sumo 2 (o bien dos o bien lazos). Por
lo tanto, como
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10/24 = 0,41

los presos tendrian mds de un 41% de posibilidades de encontrar
sus nimeros respectivos.
Para completar, escribo acd los 10 que serfan exitosas:

(1), (2), 3), (4), (1,2), (1,3), (1,4), (2,3), 24 y (3.4).

En general, si el ndmero de presos es un ndmero par (diga-
mos 2n), la probabilidad de que encuentren el nimero se calcu-
la usando esta férmula:

1= (Un+1)+ (n+2)+ 1(n+3)+...+1/2n)

Por ejemplo, en el caso de 10 presos, resulta ser n = 5.

En ese caso, el resultado es un 35%. Es decir, efectuando el
proceso que describi antes, en un 35% de los casos los presos
encontrardn la caja que contiene su nimero. Este nimero se
obtiene haciendo:

1 - (1/6+1/7+ 1/8 +1/9 + 1/10) = 0,35

De la misma forma, si hubiera 1.000 presos o 1.000.000, la
probabilidad se acerca a un 30%.

Y aqui voy a terminar. No se me escapa que del caso n = 4 al
caso general hay una distancia enorme que yo no puedo cubrir
en el libro.

Hay muchisima literatura al respecto, y muchisimo mds por
decir®®, pero esa parte se la dejo a usted. Con todo, jno es notable

48. Le sugiero que lea esta pdgina que publicaron los ‘Gaussianos’: https://
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que con esta estrategia los presos puedan quedar en libertad en
mds de un 30% de los casos?

www.gaussianos.com/solucion-al-problema-de-los-100-presos/. En cuanto a Wiki-
pedia, encontrard la versién en inglés con mds detalles histéricos en https:/
en.wikipedia.org/wiki/100_prisoners_problem.
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(Qué pasa cuando un docente se equivoca?

Esta es una historia real. M4s atin, si no lo fuera, no tendria
importancia porque es tan poderosa y lleva en sus entrafias tan-
ta verdad que su veracidad —y es curioso que esté escribiendo
esto— resulta irrelevante. El mensaje es decididamente brutal.

Claro, después de esta introduccion, me serd dificil hacer jus-
ticia, ¢no es asi? Intuyo que usted me estd esperando para re-
procharme al finalizar: “;FEsto le parecié tan ‘brutal’? ;Esto fue
todo?”.

Si, permitame decirle que sf, que aun corriendo ese riesgo,
prefiero reproducir la historia y después pensemos juntos las im-
plicancias que tiene.

Primer acto

El 9 de agosto de 2017, en un sitio de internet que se llama
Quora, estaba la narracién de una joven (la voy a llamar Marfa)
que deseaba compartir una historia que ella habia vivido cuan-
do tenia 12 afios. Maria estaba atin en la escuela primaria. Pero
queria contarla para enfatizar el impacto que tuvo en ella lo que
sucedi6 en ese episodio de su vida. Esto fue lo que paso.

La maestra habia planteado un problema para que los alum-
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nos resolvieran, y les dio el tiempo suficiente para hacerlo. Marfa,
como todos sus compaiieros, entregé el papel con su solucién y
se fue a su casa satisfecha. Estaba segura de que lo habia hecho
bien. Mds atn: estaba muy orgullosa de la respuesta que habia
encontrado y del sostén 16gico que habia utilizado.

Al difa siguiente, la maestra distribuy6 las notas y en ese parti-
cular problema, escribié: “;Equivocado!”.

Maria no lo podia creer. Se quedé no solo compungida por la
nota, sino le pasaba algo mucho peor: sen dénde estaba el error?
(Oué es lo que ella podria haber pensado mal?

Marfa estaba segura de su respuesta y no querfa transar. Ac4,
una pausa.

Segundo acto

Durante el ‘tiempo’ que dure la pausa, voy a escribir el pro-
blema y después la solucion de Marfa. Si estuviera junto a usted,
le pediria que antes de leer cualquier solucién y/o respuesta, le
dedicara un ratito siquiera para ver qué se le ocurrirfa. Recuerde
que es un problema de escuela primaria, por lo que —obviamen-
te— no presenta un alto grado de sofisticacion. Fso si, plantea
una propuesta para pensar.

Un hospital estd preparando una rifa para recolectar fondos.
La idea es conseguir dinero suficiente para comprar un tomé-
grafo. Fistd claro que a través de la rifa exclusivamente no lo van
a lograr, pero el afin de cooperar de todos ayudard para que el
dinero que junten pueda considerarse significativo.

El hospital va a vender (o intentard vender) 5.500.000 rifas
(todas con un nimero diferente). Los promotores aseguran que
una de cada cuatro rifas seguro tiene algtin premio asignado.

Dicho esto, la maestra preguntaba: “;Cudntas rifas tendria
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que comprar una persona para garantizarse que va a ganar por lo
menos algin premio?”.

Acd es donde le pido un minimo esfuerzo para pensar c6mo
contestaria usted esta pregunta. Yo sigo a continuacién, pero
créame que disfrutard mds de la lectura si —en el camino— le
dedic6 algtin tiempo.

Tercer acto

Maria habia contestado que la persona que quisiera garanti-
zarse con seguridad algiin nimero premiado, necesita comprar
4.125.001 rifas: cuatro millones, ciento veinticinco mil y una ri-
fas. sPor qué?

Este fue el argumento que la convencié: si en total hay
5.500.000 niimeros y se sabe que una cuarta parte de ellos (uno
de cada cuatro) estdn premiados, lo que tiene que hacer es dividir
5.500.000 /4 = 1.375.000.

Es decir, del total de cinco millones y medio de ntimeros,
solamente 1.375.000 tienen premio. ;Cudl podria ser el peor es-
cenario al que Maria podria someterse? ;Qué es lo peor que le
podria pasar para que no consiga ningtin premio?

Justamente, como hay 1.375.000 que tienen premio, el resto
(5.500.000 = 1.375.000) = 4.125.000 ino tienen premio!

Si Maria decidiera comprar 4.125.000 nimeros, podria tener
tal mala suerte que ninguno de ellos contenga un premio. Pero
ahora... (le propongo que usted piense por su cuenta antes de
seguir con mi argumento) la diferencia que advirti6 Marfa: si en
lugar de comprar nada mds que 4.125.000, ella comprara un nu-
mero mds, no importa cudl, seguro que tiene que haber alguno
que tenga premio.

Una vez mds, habiendo comprado 4.125.000 podria suceder
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que se llevara todos los no premiados, pero ni bien comprara uno
mis. .. jlisto!

Fijese que estoy hablando del peor de todos los escenarios po-
sibles: al comprar tantos nimeros, habria sido muy probable que
alguno ya tuviera premio; también podria haber pasado que se
llevara todos los niimeros ‘malos’ (por ponerle un nombre cual-
quiera).

La maestra entendié distinto... y le escribi6, en rojo: {E.quivo-
cado!

Cuarto acto

Maria estaba desolada y expectante por entender o descubrir
donde estaba el error. Sin embargo, ella sabia que en algin mo-
mento alguno de sus comparnieros que hubiera resuelto el pro-
blema ‘correctamente’ (al menos segiin la maestra) habria de
pasar al frente y resolveria el problema delante de todos. Esper6
pacientemente.

La maestra eligié a una de ellas y le dijo que no hacia falta que
pasara al frente, solo le pidi6 que dijera la respuesta. Una joven
dijo (para horror de Maria): “Para garantizarse que seguro habria
de ganar un premio, una persona tiene que comprar jtodos los
nimeros! Es decir, deberia comprar los 5.500.000 nimeros de
la rifa”.

Quinto acto

Maria estaba en desacuerdo. Y ademads, no entendia dénde
estaba el error de su razonamiento. Por supuesto: si alguien com-
prara todos los nimeros, seguro conseguiria al menos un premio.
De hecho, si comprara todos los nimeros, se llevaria todos los
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premios. Pero esa no era la pregunta. La pregunta era: jcudntos
nimeros deberfa comprar una persona para garantizarse que al
menos tendria en su poder algin nimero premiado?

Con temor, levanté su mano y dijo: “Yo creo que esa respuesta
es equivocada”, con todos los nervios de una joven de 12 afios
contradiciendo a su maestra.

La maestra respondié: “Sin embargo, yo creo que esa es la
respuesta correcta’.

Maria hizo un intento mds: “Sefiorita, déjeme mostrarle lo
que sucederia con menos nimeros. Por ejemplo, si en lugar de
ser 5.500.000 fueran nada mds que 12, y supiéramos que solo
una cuarta parte de ellos tienen premio, a mi me alcanzaria con
comprar nada mds que 10. Si tuviera mucha mala suerte y los pri-
meros nueve que compro son todos perdedores (ya sabemos que
hay nueve entre los doce que no tienen premio), los tres restantes
si tienen. No me hace falta comprarlos todos para ganar algo: me
alcanza con comprar solo uno mds”.

La maestra no se resigné tampoco y atropellé: “Esa no es la
forma en la que yo te/les ensefié como resolver este tipo de pro-
blemas. Dejame mostrarte con otro ejemplo”.

Y ofreci6 esta alternativa: “Si en lugar de ser 12 niimeros, hu-
biera nada mds que cuatro nimeros premiados, jcudntos niime-
ros tendrias que comprar?”.

Y alli par6. Maria no se queria dar por vencida y replicé: “Si,
en ese caso particular, si. Eso sucede porque cuando usted com-
pro los tres que no tienen premio, queda solamente uno mds por
comprar. En ese caso, si...”.

La maestra, ya exasperada, no quiso seguir con ninguna ela-
boraciéon mds. Maria se ofreci6 para ir al frente y dibujar algunos
diagramas (los cldsicos ‘diagramas de Venn’) para mostrar que
tenfa raz6n, pero no hubo caso.
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“Mird, sentate y terminemos con esta historia. Estds equivoca-
da porque lo digo yo, y yo soy la maestra. Si volvés a abrir la boca
sobre este tema, me voy a ocupar de que recibas una sancién”,
sentenci6 la maestra.

Marfa, ahora aterrorizada, no dijo mds nada. Lo tnico que le
faltaba era tener que enfrentar a sus padres.

Sexto y iltimo acto

Maria escribié este texto muchos afios después del episodio. Lo
hizo con un agregado que es imperdible (lo traduzco del inglés):

Después de este ensayo tan increiblemente largo, quiero agrade-
cer a esta maestra anénima, porque me ayudé a cementar (sic) mi
odio hacia la matemadtica para siempre. Me llevé muchisimo tiempo
poder recuperarme del profundo dolor y miseria que este episodio
tuvo en mi vida, especialmente en los afios de mi formacién. Para
ser completamente honesta, ain hoy, mas de dos décadas después
del episodio, decia... atin hoy siento ‘algo” en mi estémago cada vez
que escucho hablar de matematica, y en particular, de lo que vivi
como persona, abusada y torturada, para siempre.

Ahora, quisiera volver al principio. Estd claro que hubo un
problema muy serio. Creo que no hace falta que escriba que la
solucion de Maria es la correcta. Pero aun si no lo hubiera sido,
lo que resulta inaceptable es la reaccién de la persona que ‘deten-
ta el poder’ en la clase.

El cuestionamiento llega también por otro lado. Por lo me-
nos, es una pregunta que yo querria compartir con usted: ;Cudn
seguros estamos, usted y yo, de que situaciones de este tipo no
son mucho més frecuentes de lo que advertimos y/o sabemos?
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En el momento critico en el que se moldean las vocaciones,
donde la duda deberia ser la ‘motora’ de todos estos momentos,
la ‘guia’ de alguien que se ofrezca vulnerable... jaun en los casos
donde seguro tenga razén!

Saber cudndo equivocarse, o mejor dicho, saber equivocarse,
es algo no menor. Deploro autorreferenciarme, pero uno de los
‘latiguillos’ con los que siempre me presenté ante alumnos es que
yo no quisiera dejarles la impresién de que a mi todo se me ocu-
rre rdpido, que todo me sale ficil, que todo ‘obvio’. En fin, co-
municar todo el tiempo que es una construccién colectiva, sobre
todo en tiempo, que es prueba y error, y sobre todo, que es mucho
mds error que acierto.

El problema reside en que yo (o los docentes en general) no
exhibimos esas vulnerabilidades, y aparecemos, ante los ojos de
quienes se someten casi por una cuestién de ‘temor reverencial’,
como si fuéramos especialmente superdotados. Péngase por un
instante en el lugar de Marfa, o de cualquier nifio, quien ve que
no solo no logra entender por qué le preguntan lo que le pre-
guntan, sino que encima el docente, al contestar de la forma
en la que lo hace, terminan domando al alumno, lo hace sentir
inferior, inadaptado, incapaz, muy por debajo del nivel minimo
que se le tolera a una personita de su edad.

Y ese, si. me permite, es el detalle ‘criminal” de esta historia:
haber anulado o matado (para siempre, aunque suene exagera-
do) el extraordinario poder que tiene el propio error. Equivocarse
hasta entender uno mismo por qué es un error es muchisimo
mds sano y ttil para el crecimiento de quien estd pensando que
si ella/él hubieran entendido de entrada por qué la/el maestra/o
tenfan razon.

iAh, me olvidaba! jSobre todo, debemos estimular la pregun-
tal Nadie deberfa quedarse sin entender porque siente que si
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vuelve a preguntar ‘retrasa’ al grupo. Me voy a permitir una exa-
geracién mds: dejar atrds a alguien es como perder a un amigo en
la penumbra y priorizar a la ‘mayoria’ que la estd pasando bien.
Aunque haya uno (o unos pocos) que no, creemos que la mayoria
gana. {No! En este caso, estamos forzados a asegurarnos de que,
para que haya mayoria, estén todos. Si no, hay algo que estd mal.

Y por las dudas: Maria, tenfas razén. jQué lastima que no po-
demos volver atrds! ;Nos darfas una nueva oportunidad?
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Problemas irresueltos

Como se puede imaginar, si yo tuviera (o pretendiera) que es-
cribir una lista de todos los problemas irresueltos en matematica,
me podria pasar la vida (no solo la mia sino la suya y la de todo
el resto de la humanidad) y no terminarfa. Mientras yo escribo
y usted lee, hay cientificos que estdn contestando preguntas. Por
cada respuesta, por cada problema que parece ‘cerrarse’, se abren
multiples mds de los que —quizds— no tenfamos idea.

Por supuesto, no se me escapa que no todos los problemas
tienen la misma relevancia. De hecho, hay problemas que llevan
muchisimos afios desde que fueron planteados, y tienen el atrac-
tivo ‘extra’ de que mucha gente muy famosa (dentro de la mate-
madtica), matemadticos relevantes, han intentado sin suerte contes-
tar la pregunta. Por otro lado, no interprete que estoy diciéndole
a usted —si, a usted— que no lo intente: lo mds probable es
que algunos de estos problemas sean abordados y/o resueltos por
personas con la ‘temeridad’ de atacarlos con ingenuidad y, de esa
forma, en lugar de encontrarse con los caminos ‘sin salida” que
encontraron otros, terminardn haciendo algtn aporte totalmente
diferente, que no se le habia ocurrido a nadie. Es decir, esa mis-
ma ingenuidad (si es que puedo seguir usando esa palabra) serd
determinante para encontrar la respuesta.
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Una breve digresién. En Estados Unidos, en un lugar virtual-
mente perdido en el mapa, ‘alld arriba’ en el noreste, en la peque-
fia ciudad Peterborough, New Hampshire, un estado muy chico
en poblacién y superficie, se encuentra ubicada una institucién
sin fines de lucro que ha alcanzado trascendencia mundial por
las razones que paso a explicar. Justamente en Peterborough estd
ubicado el Clay Mathematical Institute® (el Instituto de Mate-
madtica Clay). A comienzos de este siglo (XXI), el instituto plan-
te6 una lista con siete problemas, que es conocida con el nombre
de ‘Los problemas del Milenio’ (‘Millennium Problems’).

La instituciéon —fundada hace veinte afios (en 1998)— se
compromete a entregar un millén de délares a cualquier perso-
na que pueda resolver alguno de los problemas. Asi nomads. De
todas formas, me quiero apurar a escribir lo siguiente: si bien
resulta obvio la implicancia econémica del premio, el prestigio
que le traerfa al autor lo ubicaria —casi instantineamente — en
el pante6n de los matemdticos mas sobresalientes de la historia.
Por lo tanto, si bien la compensacién monetaria obviamente no
es menor, el respeto que ganaria en la historia de esta ciencia es
ciertamente inigualable.

Un aspecto interesante: salvo uno de los problemas (que voy
a contar a continuacioén), son todos muy dificiles de enunciar (y
por lo tanto, de comprender) para una persona que sea ‘no ma-
temdtica’. Mds atin, estoy convencido de que aun matemdticos
profesionales, cuyas especialidades no son compatibles con cada
problema, tendrian dificultades en entender siquiera ‘cudl es el
problema’ o ‘qué es lo que hay que demostrar y/o resolver’.

49. http://www.claymath.org/. Esta es la pagina oficial del Clay Mathema-
tical Institute. Los problemas los puede encontrar en http://www.claymath.
org/millennium-problems
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Quiero volver al principio. No me voy a referir a problemas
de esas caracteristicas, sino que voy a presentar otros un poco
mds ‘pedestres’, pero el hecho que sean mds accesibles para com-
prenderlos o entender qué es lo que hay que resolver, no los hace
menos dificiles (ni mds fdciles). Mi idea es compartir con usted
un poco de lo que sucede en un mundo que quizds le queda mds
alejado de su vida cotidiana. Creo que vale la pena leer e infor-
marse sobre lo que pasa ‘dentro de la matemadtica’.

Una dltima cosa: aunque quizds usted (y ciertamente yo) no
somos médicos, todos sabemos las dificultades que hay para en-
contrar soluciones a cierto tipo de cdnceres, o de enfermedades
autoinmunes, o con el Alzheimer o Parkinson, etc. Es decir, nos
es mds fdcil relacionarnos con ese tipo de problemas ‘irresueltos’
que con los que hay en la matemadtica. Mi objetivo es poner en
relieve lo que sucede con otra ciencia y que a la mayoria de la
poblacién o de las sociedades en todo el mundo le resulta total-
mente transparente.

Ahora si, después de toda esta introduccién, voy a escribir al-
guno de ellos, los mds conocidos pero de los que no se conoce la
solucién. Al mismo tiempo, como yo los puedo entender, estoy
seguro de que usted también podrd. Es una seleccion totalmen-
te andrquica, no tiene relacion con el grado de dificultad de
cada uno, ni con el tiempo que media entre que fue propuesto
y el dia de hoy, cuando usted estd leyendo y/o el dia que yo lo
estoy escribiendo (octubre de 2018). Ah, y la lista no pretende
ser exhaustiva aun dentro de la categoria de problemas mds co-
nocidos. Simplemente son problemas que tienen algin atractivo
para mi'y que, desde ese lugar, quiero compartir. Me entretuve
haciendo un rastrillaje grueso, ojald que usted los distrute al leer-
los (y eventualmente pensarlos un rato) tanto como yo al escri-
birlos. Acé voy.
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EL PROBLEMA DE COLLATZ

El primer problema tiene varios nombres. En principio, fue
propuesto en el afio 1937 por Lothar Collatz, pero en el camino,
en mds de 80 afios, se lo conoce como: a) El problema (o algo-
ritmo) de Syracuse; b) El algoritmo de Hasse; ¢) El problema de
Kakutani; d) El problema de Ulam. Y voy a parar agregando uno
mds: El problema de (3n+1). Y me detengo acd, porque en el
tltimo nombre se divulga una parte del problema. Acompdiieme
y verd que es muy sencillo de entender.

Tome una lapicera y un papel, vamos a ‘generar’ algunos ni-
meros entre los dos. Claro, como yo no estoy alli, usted preparara
su lista y yo voy a hacer la mia, pero verd que en algiin momen-
to —estoy casi seguro— vamos a llegar al mismo resultado. Le
cuento qué es lo que tenemos que hacer.

Elija un nimero natural cualquiera (1, 2, 3,4, 5, ..., 70, 71,
etc.), es decir, un nimero entero positivo cualquiera. Yo voy a
elegir el 46. Usted elija el que quiera y hagamos juntos las cuen-
tas (le propongo que también siga las mias). Si el nimero que
usted eligié es un ndmero par, entonces dividalo por dos. Como
yo elegi el niimero 46, que es par, al dividirlo por dos obtengo el
nimero 23. Empiezo a anotar la lista de nimeros que voy a ir
generando. Por ahora tengo:

46, 23

Si el ndmero obtenido (en mi caso 23) fuera par, harfa lo mis-
mo: volveria a dividirlo por dos. Pero no lo es. Entonces, lo que
uno hace ahora es jmultiplicarlo por tres y sumarle uno! Es decir,
como 23 es impar, lo multiplico por tres (y obtengo 69) y le sumo
uno. Resultado: 70. Mientras tanto, ja usted qué le pasé6? Yo agre-
go el nimero 70 a los que ya tenia:
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46, 23,70

Ahora, el nimero que uno obtiene con este procedimiento
(multiplicdndolo por tres y sumdndole uno) me permite afirmar
que uno llega a un nimero par (verifiquelo usted). En este pun-
to, podemos dividir por dos (como al principio). Al dividir 70 por
dos, obtenemos 35. La lista ahora es:

46, 23,70, 35

Una vez mds, como no es par, lo tengo que multiplicar por
tres y sumarle uno. Resultado: (35 X 3 =105), y luego 105+ 1 =
106, lo cual implica que mi lista ahora se compone de:

46, 23, 70, 35, 106
Y sigo: divido 106 por dos, y se tiene 53:
46, 23, 70, 35, 106, 53

Voy a continuar haciendo las mismas cuentas: dividiendo por
dos cuando obtenga uno par, y multiplicindolo por tres y sumén-
dole uno cuando resulte impar. Acd escribo mi lista y le propon-
drfa, una vez mds, que usted escriba la suya:

46, 23,70, 35, 106, 53, 160, 80, 40, 20, 10, 5, 16, 8,4, 2, 1
Y acd, al llegar al ndmero ‘1", voy a parar. ;Qué le pasé a usted?
Por un instante, voy a escribir algunas listas mds. Es decir, la

que yo obtuve surgié porque el nimero inicial fue el 46 y, como
usted ve, en un niimero de pasos finito llegué al 1. Estoy tentado
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de asegurar que, independientemente del nimero con el que
empez6 usted, su lista también llegé al ndmero ‘1", ;Es asi?

Solo para que no quede reducida al nimero 46, que fue el que
yo elegi originalmente, agrego acd cinco listas mds, empezando
con cinco nimeros diferentes.

a) 7,22, 11,34, 17,52, 26, 13, 40, 20, 10, 5, 16, 8,4, 2, 1.

b) 101, 304, 152, 76, 38,19, 58, 44, 22, 11, 34, 17, 52, 26, 13, 40,
20,10, 5,16, 8,4, 2, 1.

¢) 19,58, 29, 88, 44, 22, 11, 34, 17, 52, 26, 13, 40, 20, 10, 5, 16,
8,42 1.

d) 51,154, 77,232, 116, 58, 29, 88, 44, 22, 11, 34, 17, 52, 26, 13,
40,20,10,5,16,8,4,2, 1.

e) 111, 334, 167, 502, 251, 754, 377, 1132, 566, 283, 850, 425,
1276, 638, 319, 958, 479, 1438, 719, 2158, 1079, 3238, 1619,
4858, 2429, 7288, 3644, 1822, 911, 2734, 1367, 4102, 2051,
6154, 3077, 9232, 4616, 2308, 1154, 577, 1732, 866, 433,
1300, 650, 325,976, 488, 244,122, 61, 184, 92, 46, 23, 70, 35,
106, 53, 160, 80, 40, 20, 10, 5, 16, 8, 4, 2, 1.

(Quiere revisarlas? ;Hay algo que le resulte sospechoso? O
mejor dicho, salguna alternativa saliente? Fijese que las cinco
listas terminaron en uno. ;Por qué? ;Tiene sentido seguir? ;Qué
pasaria si uno intenta continuar?

St uno llega a 1, el préximo nimero es4 (yaque (3 X 1+1) =
4), después me quedo con la mitad y obtengo el niimero 2. Lue-
go, divido por dos otra vez (porque 2 es par) y llegamos al niimero
1. O sea, si uno llega hasta el nimero 1, ya sabe que entrard en
una suerte de ciclo y no sale mds de él, no aparece ningtin nime-
ro nuevo (salvo el 4, el 2y el 1). sEntonces?

Bueno, justamente, jesta es la gran preguntal, que termina
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siendo la conjetura de Collatz. El dijo que no importa con qué
nimero uno empiece, llevard mucho tiempo o poco, aparecerdn
muchos o pocos nimeros, pero al final jsiempre se llega al nu-
mero uno!

Antes de terminar, una curiosidad: empiece usted con el ndme-
ro 27 y verd que pasa. Si, al final va a llegar al nimero uno, pero
en el camino tendrd que utilizar 111 pasos. {Si, ciento once pasos!

Las computadoras han permitido avanzar muchisimo y se
sabe que el resultado es cierto para nimeros enormes®, pero no
importa lo que digan las computadoras y cudn grandes sean los
numeros iniciales. Lo que atin no se sabe es si el resultado es
siempre cierto. Listo. Fse es el primer problema cuya solucién no
se conoce... jaun!

LA CONJETURA DE GOLDBACH

Christian Goldbach fue un matematico aleman pero ademads
abogado. Corria el afio 1742. La gran estrella de la matemitica
mundial era un aleman también: Leonhard Fuler. Goldbach le
escribié una carta a Euler con la siguiente pregunta que ¢l no
podia contestar: “;Es verdad que todo nimero par mayor que
cuatro se puede escribir (o descomponer), como la suma de dos
nimeros primos?”.

Ejemplos:

a) 8§ =3 + 5. En este caso, § es el nimero par mayor que cua-
tro, y tanto 3 como 5 son nimeros primos. ;No tiene ganas

50. Si le interesa el tema, en Wikipedia hay muchisimo para leer y por
donde avanzar. Puede encontrar el enlace en https://en.wikipedia.org/wiki/
Collatz_conjecture
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de pensar usted? Fijese que no dice que haya una tnica
manera de descomponer al niimero par, sino que tiene que
haber por lo menos una forma de hacerlo.
b) 10 =5 + 5 (también se puede escribir 10 =3 + 7)
c)12=5+7
d)14=7+7=3+11
)

e)16=5+11=3+13
H18=7+11=5+13
g)20="7+13.
h)22=11+11
i)24=11+13

Y asi podria seguir. Hasta hoy, octubre del afio 2018, se sabe
que la conjetura de Goldbach es cierta para todo niimero par
menor o igual que:

400.000.000.000.000.000

Es decir, uno tiene la fuerte tentacion de decir que el resulta-
do es cierto, que la conjetura de Goldbach se verifica, pero.... No
alcanza con haber comprobado que es cierta para muchisimos
nimeros. Lo que hace falta es que alguien la demuestre para un
niimero par cualquiera, y jeso ain no se sabe!

PRIMOS GEMELOS

¢Oué es un nimero primo? Para no hacer acd una larga ex-
posicién sobre los nimeros primos en general, quiero hacer un
breve resumen (para lo que importa en este contexto): un niime-
10 entero positivo mayor que uno se dice primo si tiene nada més
que dos divisores: él mismo y el nimero 1.
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Por ejemplo, el niimero 2 es un ndmero primo porque tiene
exactamente dos divisores (positivos): 1 y 2. Por la misma razén,
el nimero 3 es primo (divisible por 3 y por 1). A partir de acd, voy
a omitir al ndimero 1, porque estd claro que 1 divide a todo ni-
mero. Ahora bien: el nimero 4, por ejemplo no es primo, porque
no solo es divisible por él mismo, sino que también es divisible
por 2. 1 7 es primo pero el 15 no (15 es divisible por 3 y por 5).

La lista de los primeros niimeros primos empieza as:
2,3,5,7,11,13,17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, etc.

Uno podria preguntarse: shay infinitos primos?

Al mismo tiempo, y esto es muy curioso, la respuesta se co-
noce desde hace mds de dos mil afios: Euclides probé (en forma
realmente sencilla) que si, efectivamente hay infinitos nimeros
primos. No lo voy a demostrar acd, pero si le interesa el tema, en
casi cualquier texto de aritmética universitaria es posible encon-
trar la prueba en los primeros capitulos.

Hay muchisimas preguntas no contestadas cuando uno habla
de niimeros primos, pero la que quiero presentar tiene un costa-
do atractivo ‘extra’ por su parte. Sigame y verd qué interesante.

Si usted piensa un instante, se dard cuenta de que hay un solo
niimero primo positivo par. Me refiero al nimero 2. A partir de
alli, cualquier otro nimero par mayor que dos no puede ser pri-
mo, porque esencialmente, jserd divisible por 2! (ademds de por
sf mismo y por 1).

Dicho esto, entonces, piense conmigo lo siguiente: excep-
tuando el caso muy particular del 2'y 3, jno puede haber nime-
ros primos consecutivos! ;Por qué? Si usted elige dos nimeros
seguidos (o consecutivos), uno de los dos tiene que ser par y, por
lo tanto, uno de los dos (o los dos) no pueden ser primos. Bien.
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Ahora tomemos por ejemplo dos nimeros primos no consecuti-
vos, pero ‘casi’. ;Qué quiero decir con ‘casi’? Me voy a permitir
saltearme un nimero que esté entre los dos.

Por ejemplo, tomemos al 3 y al 5. Los dos son primos (en este
caso, me salteé el 4). Podria hacer lo mismo con 5y 7 (salteando
el 6). O el 11 yel 13 (salteando el 12). Si quiere, podriamos ir-
nos un poco mds ‘adelante’” entre los niimeros enteros positivos.
Por ejemplo, (17, 19), (29, 31), (59, 61) o (71,73). A cada par de
primos que cumplen esta caracteristica (ser dos niimeros primos
‘casi consecutivos’, salteando al niimero par que estd en el ‘me-
dio’), se los llama ‘primos gemelos’.

Al llegar acd, entonces, la pregunta: ;shay infinitos pares de
primos gemelos? Es decir, saubemos que hay infinitos primos (lo
probé Euclides), pero desconocemos si hay infinitos primos geme-

los. iEse es el problema irresuelto que queria contar acd!!

EL PROBLEMA DEL VIAJANTE DE COMERCIO
Por tltimo, voy a agregar el unico de los siete que figura en la
lista de ‘Los problemas del Milenio’ de la que escribi al comien-

51. Cuando Carlos (D’Andrea) llegé a este punto en la revisién que hace
de los textos que le envio, me escribié un mail (que recibi el domingo 24 de
junio de 2018): “Adridn, hay un cierto ‘progreso’ reciente respecto del proble-
ma, pero el progreso ha llegado de una manera muy interesante. Lo que se
consiguié demostrar es que hay infinitos pares de primos que difieren en un
ntmero fijo N (el caso particular de la conjetura es cuando N = 2), pero en un
comienzo el nimero N estaba alrededor de los 70 millones. Hoy, mientras te
escribo esto, el N ya se redujo a jseis! Los matematicos que mds han aportado
son Yitang Zhang (que publicé su trabajo en el Annals of Mathematics en
mayo de 2013) y James Maynard y Terence Tao”. (jCudndo no! Este comen-
tario me pertenece).
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zo. Es uno de esos que si usted (o alguien) fuera capaz de resol-
ver, podrfa agregar un millon de délares a su cuenta bancaria.

El problema es de enunciado realmente muy sencillo y se en-
tiende sin dificultades. Claro, eso no quiere decir que sea ficil de
resolver, ni mucho menos. De hecho, verd que, si sigue leyendo,
usted pondrd en duda varias veces que a alguien le puedan pa-
gar semejante suma por resolver lo que parece ser una verdade-
ra pavada. Sin embargo, hace mds de cincuenta afios que estd
planteado como tal (aunque si uno rastrea la historia llega hasta
el principio del siglo XIX) y, hasta ahora, nadie le encontré la
vuelta. Acompdfieme por acd.

Una persona tiene que recorrer un cierto nimero de ciudades
que estdn interconectadas (puede ser a través de rutas por donde
circulan automéviles, vias de ferrocarril o rutas aéreas). Es decir,
siempre se puede ir de una hacia otra en cualquier direccién.

Ademds, otro dato importante es que uno sabe el costo de ir de
una hacia otra (y viceversa). A los efectos practicos, voy a suponer
que viajar desde la ciudad A hasta la ciudad B sale lo mismo que
viajar desde B hasta A.

El problema consiste en elegir una ciudad en la cual empezar
el recorrido. Construir un itinerario que pase por cada una (y
todas) de las ciudades una sola vez, y que termine en el mismo
lugar inicial. Naturalmente, si el problema terminara alli, no se-
ria un ‘problema’. Lo que falta es saber cudl, de todos los posibles
caminos, es el mds barato.

Eso es todo. No me diga que no le dan ganas de volver para
atrds y leer de nuevo, porque estoy seguro de que a esta altura
usted debe dudar si entendié correctamente el enunciado. En
vista de la experiencia que tengo con todos aquellos a quienes
les conté el problema por primera vez, puedo ‘casi’ asegurar que
esto es lo que le estd pasando a usted:
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a) Cree que no entendi6 bien el planteo, o
b) hay algo que anda mal en este mundo.

Sin embargo, estd todo bien solo que la dificultad aparece
escondida. Los intentos que distintas generaciones de mate-
madticos han hecho tratando de resolverlo han permitido mul-
tiples avances, sobre todo en el drea de optimizacién, pero
hasta ahora, octubre de 2018, el problema general no tiene
solucion’.

Yo sé que en este momento usted duda de mi, duda de usted,
duda de todo. Tiene que haber algo que esté mal. Sigamos.

Hagamos algunos ejemplos sencillos, con pocas ciudades. Las
voy llamar con letras. Para dos ciudades (A y B), dos caminos po-
sibles. Empezar en A, ir a B y volver a A, o empezar en B, pasar
por Ay volver a B.

ABA 'y BAB

Lo que hay que hacer después es estudiar los precios de cada
tramo y sumarlos. Por lo tanto, cada una de las dos posibles rutas
implicard un costo. Uno compara, elige la mds barata (aunque
podrian ser las dos iguales), y se queda con esa. Listo.

Ahora, hagamos lo mismo pero con tres ciudades (A, By C).

52. En realidad, estd ‘mal’ que yo diga que no tiene solucién. Solucién tie-
ne, y es muy sencilla: alcanza con listar todos los caminos posibles y quedarse
con el mds corto. El problema reside en cudnto tiempo necesita uno para
poder descubrir este camino particular. Las formas conocidas hasta hoy (aun
en casos sencillos, con un ‘pequenio’ ndmero de ciudades) llevarian siglos.
Hablando en términos un poco mds ‘técnicos’, el objetivo es encontrar un
algoritmo polinomial. Los que tenemos hasta aqui tienen una complejidad
exponencial.
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Si usted se fija, verd que hay seis caminos. Escribo ‘en orden’ las
seis formas posibles de recorrerlas:

ABCA  BACB CABC ACBA BCAB CBAC

Una vez mds, uno les agrega los precios de cada segmento,
los suma y obtiene el resultado final de cada itinerario. Después,
elige el mds barato y se termind.

Para cuatro ciudades (A, B, C y D) hay veinticuatro caminos
posibles:

ABCDA BCDAB CABDC DABCD
ABDCA BCADB CADBC DACBD
ACBDA BDACB CBADC DBACD
ACDBA BDCAB CBDAC DBCAD
ADBCA BACDB CDABC DCABD
ADCBA BADCB CDBAC DCBAD

Supongamos ahora que en lugar de cuatro ciudades, hubiera
cinco. ;Cudntos caminos posibles habrd? (y acd estard la clave).
Quiero convencerla/o de que de las 24 posibles que habia con
cuatro ciudades, ahora, para cinco, el nimero aumenta mucho:
hay 120. Vea por qué.

(En cudntas ciudades se puede empezar el recorrido? Res-
puesta: en cualquiera de las cinco (A, B, C, D y E). Una vez
elegida la primera, jcudntas posibilidades quedan para la segun-
da ciudad? Respuesta: cualquiera de las cuatro restantes. O sea,
nada mds que para recorrer las primeras dos ciudades hay ya vein-
te posibles maneras de empezar:
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AB, AC, AD, AE, BA, BC, BD, BE, CA, CB, CD, CE, DA, DB,
DC, DE, EA, EB, EC y ED.

;Y ahora? ;Cudntas posibilidades hay para la tercera ciudad?
Ya elegimos dos, es decir que nos quedan tres. Luego, como ya
teniamos veinte maneras de empezar, y cada una de estas puede
seguir de tres formas, entonces ahora tenemos 60 formas de em-
pezar con tres ciudades. (;Advierte ya en déonde empieza a estar
la dificultad?). Es como si estuviéramos construyendo un drbol, o
las ramas de un drbol. Mientras tanto, yo sigo.

Para la cuarta ciudad a elegir, jcudntas posibilidades quedan?
Respuesta: dos (ya que son solamente dos las ciudades que no
hemos utilizado en el itinerario que hicimos). Luego, para cada
una de las 60 formas que teniamos de empezar con tres ciudades,
podemos continuar con dos ciudades. Moraleja: tenemos 120 iti-
nerarios con cuatro ciudades.

Y ahora, para el final, no nos queda nada para elegir, porque
de las cinco ciudades que habfa, ya hemos seleccionado cuatro: la
quinta queda elegida por descarte. Luego: tenemos 120 itinerarios.

Si usted relee lo que escribi recién, al nimero 120 llegamos
multiplicando los primeros cinco nimeros naturales:

120=5x4x3x2x1

Este nimero se conoce con el nombre 5!, pero no es que se
lea con gran admiracién, sino que los matematicos llamamos a
este ndmero el ‘factorial de cinco’. En el caso que estamos ana-
lizando, el niimero cinco es justamente el ndmero de ciudades.

Es facil imaginar lo que va a pasar si en lugar de tener cinco
ciudades, se tienen seis (y le propongo que lo haga). El ndmero
de caminos posibles serd:
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6l=6X5%Xx4Xx3x2x%x1=720
Sigo algunos pasos mas.

Siete ciudades, 7! = 5040 posibles caminos
Ocho ciudades, 8! = 40.320 caminos
Nueve ciudades, 9! = 362.880 caminos
Diez ciudades, 10! = 3.628.800 caminos

Acd, paro. Como usted se da cuenta, el total de rutas posibles
que habria que analizar con solo diez ciudades es de jmds de tres
millones seiscientos mil! Agregarle los precios de cada tramo, su-
marlos y asociar cada ruta con el nimero que saldria recorrer las
ciudades en ese orden. Después, elegir la mds barata.

La primera conclusién que uno saca es que el factorial de
un nimero aumenta muy ridpidamente® a medida que uno va
avanzando en el mundo de los ndmeros naturales. Tan rdpido
aumenta, que lo invito a que usted haga las cuentas para con-
vencerse.

Imagine ahora que usted es un viajante de comercio y nece-
sita decidir cémo hacer para recorrer —por ejemplo— las capi-
tales de las 23 provincias argentinas, de manera tal que el costo
sea el menor posible. O sea, de acuerdo con lo que vimos recién,
habria que analizar el ‘factorial’ de 23 posibles caminos. Pero el

53. Por supuesto, cuando escribo que ‘el factorial de un nimero aumen-
ta muy rdpidamente’, la rapidez termina siendo subjetiva. La pregunta serfa
“¢Mds rapidamente comparado con qué?”. Y tendrfa razén en cuestionarme
la frase. Pero para no extenderme mucho, apelo a su generosidad para en-
tender lo que quiero decir. En todo caso, le propongo que usted se ocupe de
comparar el crecimiento del factorial de un nimero con otro tipo de multipli-
caciones o, incluso, en situaciones de crecimiento exponencial.
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factorial de 23 (que se escribe 23!) supera los 25 mil trillones de
caminos posibles. Aun a las computadoras mds potentes les resul-
ta complicado decidir cudl de todos los recorridos es el 6ptimo.

231 =25.852.016.738.885.000.000.000

Como usted habrd advertido ya, la dificultad no estd en es-
cribir los caminos posibles, ni siquiera en estimar el costo. No.
El problema reside en el nimero descomunal de posibilidades
que hay que recorrer hasta poder elegir la ruta 6ptima. Si con 23
ciudades hay mds de 25 mil trillones, no hace falta que le diga lo
que sucederia si uno tiene 100 o 1000 ciudades.

Por lo tanto, la dificultad no reside en hacer las cuentas, ni
siquiera en el método a emplear, ni en sumar los costos y después
comparar. El problema, insalvable por ahora, es que hay que ha-
cerlo con una cantidad descomunal de rutas que, como escribi
antes, aun en los casos mds sencillos parece inabordable.

Hay varios casos particulares que fueron resueltos, pero en
esencia el problema estd abierto.

Un dltimo comentario: con los actuales modelos de computa-
cién, el problema no parece tener solucion. Hard falta entonces,
que aparezca alguna nueva idea que revolucione todo lo conoci-
do hasta acd.

Por ahora, termino con este brevisimo recorrido. ;Habré lo-
grado interesarla/o? ;Habré logrado motivarla/o? ;Sabe por qué
le pregunto? Es muy claro que no va a cambiar su vida leyendo
y/o tratando de interpretar estos problemas, pero si uno no tenia
ni idea de lo que pasa en este ‘mundo’ (el de la matematica), jno
siente que ha mejorado un poco como persona sabiendo que en
el mundo hay muchisima gente que piensa soluciones a proble-
mas que nosotros no sabiamos que existian?
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En todo caso, permitame decirle que a mfi si, tanto como me
interesaria saber (si pudiera) en qué estdn pensando los cientifi-
cos en el mundo, todos los dias, sin importar la disciplina, el lu-
gar, las condiciones... nada. Cuando se despiertan a la mafianay
van a ‘trabajar’, jse imaginan algo mejor que tener un problema
irresuelto y pensar que ese dia, ese dia particular, puede ocurrir-
seles algo que mejore la direccion a la que apuntaban o que les
dé una idea que no tenfan? ;Qué cosa mejor le podria pasar a
uno en la vida (profesional, claro estd) que haber logrado contri-
buir en ese sentido?

Aunque no esté de acuerdo con lo que escribi (no estoy seguro
de que yo lo esté), creo que vale la pena pensar el dltimo pérrafo.
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Curiosidades en aritmética

Me quiero permitir un gusto. Desde hace tiempo que veo en
distintos libros y/o sitios de internet ‘bellezas” que tienen que ver
con la aritmética. Igualdades que expresan una armonia tal que
terminan entusiasmando al que las mira, como quien mira un
cuadro en un museo.

Escribi varias de estas reflexiones en casa de unos amigos, por-
que las vi en un libro de ellos y quiero transcribirlas. A Lenny
Gunsteen, mi reconocimiento por haberme facilitado los textos
y haberme estimulado para que los incluyera aca.

El dltimo aporte lo vi el 28 de diciembre de 2014, curiosa-
mente, el Dia de los Inocentes. Qué bueno que fuera justo ese
dfa. No lo habia advertido, pero acid estoy...

1) En el ejemplo que sigue, fijese en los digitos que lo com-
ponen y su ‘reverso’, o sea, el mismo nimero pero leido de
derecha a izquierda. En ese caso, se verifican estas dos igual-

dades:

a) 8712 = 4 x 2178
b) 9801 = 9 x 1089
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Aqui, tarea para el hogar: los dnicos dos nimeros de cuatro

digitos que son muiltiplos exactos de sus reversos son 8712 y
9801.

2) A continuacién, cuatro casos notables. Estos son los inicos
cuatro niimeros enteros positivos —mayores que uno— que son
iguales a la suma de los cubos de sus digitos. Fijese:

153=1*+5*+33
371 =3 +7+ 1P
370 =3+ 7+ 0
407=4+0+7°

3) Fijese qué curioso: el producto de 239 x4.649=1.111.111.
Como ambos ntimeros son primos (239 y 4.649), esto indica
que esa es la inica forma de descomponer el nimero 1.111.111
como producto de dos o mds nimeros que no involucren al
ndmero 1.

4) Por otro lado, 11 x 73 x 101 x 137 = 11.111.111. Una
vez mds, los ndmeros 11, 73, 101 y 137 son primos, pero ahora
hay muchas mds formas de escribir el nimero 11.111.111 como
producto (¢las quiere pensar usted?). Me apuro a escribir algunas
yo. Antes de avanzar, scudntas formas hay/habrd? Como hay cua-
tro nimeros primos involucrados, segin las diferentes formas de
agruparlos vamos a obtener diferentes ‘factores’, todos distintos
de ‘uno’. Acd voy:

(101 x 137) x (11 x 73) = 13.837 x 803
(73 x 137) x (11 x 101) = 10.001 x 1.111
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(73 x 101) x (11 x 137) =7.373 x 1.507
11 x (73 x 101 x 137) =11 x 1.010.101
73 x (11 x 101 x 137) =73 x 152.207
101 x (11 x 73 x 137) =101 x 110.011
137 x (11 x 73 x 101) = 137 x 81.103

5) Si uno quisiera ‘ordenar’ 12 naranjas distintas y contar de
cudntas formas se puede hacer, uno sabe’* que el resultado es
12! (el tactorial de 12) =479.001.600 formas de ordenarlas. Si
nos llevara un segundo cambiar el orden, tardariamos enton-
ces 479.001.600 segundos, que resultan ser |15 afios! Buena
suerte.

6) Errores de ‘tipeo’

Si una persona estuviera tipeando” y se equivocara en la for-
ma en la que usa los ‘exponentes’ y los signos de ‘multiplicar’,
podrian producirse errores que se verian ‘compensados’. Me ex-
plico:

54. Se trata de calcular las permutaciones de doce elementos, en este caso,
las doce naranjas. Fin la literatura de fdcil acceso en internet (por ejemplo),
hay multiples maneras de entender lo que es una permutacién y cémo calcu-
lar la cantidad de permutaciones de n elementos (el resultado es n! = n x (n-1)
x (n-2) x (n-3) x ... 3 X 2 x 1). Por ejemplo, 5! =5 x4 x 3 x 2 x 1=120.

55. El crédito de estos ejemplos le corresponde a la gente que escribi6 (y
sigue escribiendo) Mathematica. Mathematica es un programa que usamos
en diferentes dreas de la ciencia, muy especialmente los matemdticos, fisi-
cos, ingenieros, computadores (por poner algunos ejemplos). Fue disefiado
y concebido por Stephen Wolfram. Su base de operaciones se encuentra en
Champaign, muy cerca de la Universidad de llinois. (http://mathworld.wol-
fram.com/PrintersErrors.html)
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a) 25 X 9 = 2.592
b) 3*x 425 = 34.425
¢) 312 x 325 = 312.325

7) El suefio de cualquier alumno (que también fue el mio
alguna vez).

La idea seria poder simplificar fracciones de la forma mds sen-
cilla posible: ‘cancelar’ digitos que aparecen en el numerador y

denominador®®

. Sigame en estos ejemplos:

a) 64/16 = (simplificando el ‘6’ en el numerador y denomina-
dor) 4/1 = 4. {Que es el resultado correcto!

b) 98/49 = 8/4 = 2 (aqui hice desaparecer al nimero ‘9’) sin
que se haya alterado el resultado.

¢) 95/19 = (cancelando los ‘9’ sigue valiendo el resultado) 5/1
=5.

d) 65/26 = 5/2 (luego de haber eliminado al digito ‘6’ en el nu-
merador y denominador), el resultado sigue siendo valido.
Eiste hecho fue descubierto por Boas, en el afio 1979.

En el programa Mathematica, que dirige Stephen Wolfram, se
sostiene que estos son los tinicos cuatro casos que involucran nu-
meros de dos digitos. Para los niimeros de hasta tres digitos, a con-
tinuacion incluyo la lista completa de los que también verifican
la ‘cancelacién anémala’, o sea, eliminando el/los digito/s del nu-
merador y denominador sin que eso altere el resultado correcto.

56. Una vez mds, estos datos los recogi de observaciones que hicieron
los mateméticos que trabajan, disefian y programan Mathematica. Fijese en
esta pdgina web y observe lo que ellos llaman ‘cancelaciéon anémala’: http:/
mathworld.wolfram.com/AnomalousCancellation.html
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13/325 = 1/25 (eliminado el 3)
124/217 = 4/7 (eliminados el 1 y el 2)
127/762 = 1/6 (eliminando el 2 y el 7)
138/184 = 3/4

139/973 = 1/7

145/435 =1/3

148/185 = 4/5

154/253 = 14/23

161/644 = 11/44

163/326 = 1/2

166/664 = 1/4

176/275 = 16/25

182/819 = 2/9

187/286 = 17/26

187/385 = 17/35

187/748 = 1/4

199/995 = 1/5

218/981 =2/9

266/665 = 2/5

2731728 = 3/8

2751374 = 25/34

286/385 = 26/35

316/632 =1/2

327/872 = 3/8

364/637 = 4/7

412/721 =4/7

436/763 = 4/7



Educacion (ayer y hoy)

Permitame una digresién. Aunque parezca una locura, creo que
esta es la oportunidad. ;Qué oportunidad?, estard pensando usted.

Me explico. No sé si es lo que cada uno de nosotros estaba
buscando, pero es un desafio de la historia. Estamos viviendo un
momento muy particular. Ciertamente no es el tnico. Alguna
vez empez6 a haber electricidad. Y después llegaron los teléfo-
nos. Y aparecieron los aviones. Y el automévil.

Algunos —yo, por ejemplo— nacimos en una época en donde
no habia television. Y cuando empezd, la tenfan muy pocos. Fra
una demostracion de estatus social. Pero en esa misma época,
para ser considerado una persona ‘alfabeta’ alcanzaba con saber
leer y escribir. Hoy ciertamente esas son condiciones necesarias,
pero claramente no suficientes.

Para las personas que —como yo— estén cerca de los 70 afios,
hay que aprender a ‘coexistir’ con el miedo de no saber. No esté-
bamos preparados para esto.

De hecho, cuando aparecieron las videograbadoras, las video-
caseteras, pocos sabian cémo programarlas. Claro: era mucho
mds dificil que hoy, pero se podia. A los mds jévenes, los mds
nifios les ‘salia’ natural, ficilmente. Igual que sucede hoy con los
teléfonos celulares, o las apps que los ‘populan’.
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A nosotros nos ensefiaban con tiza y pizarrén. Y papel secante.
Y lapicera a fuente. No nos dejaban usar birome... jy no se podia
tachar! {No se podia borrar! ;Por qué habra pasado eso? ;Qué es
lo que no nos querian dejar hacer? ;Es que querian que expusié-
ramos nuestros errores? Nunca entendi lo que habia detrds de esa
imposicion.

Y ni hablar de quienes habian nacido zurdos. Yo tenfa un
compaiiero de banco, en la escuela primaria, a quien la maestra
le ‘ataba el brazo en la espalda’ para que no tomara la lapicera
(0 el ldpiz) con la mano izquierda. Y si lo veia haciéndolo, jle
pegaba con una regla! Y créame, a mi no me lo contaron: yo
vivi esa época. Recuerdo que pensaba en silencio: “{Menos mal
que no naci zurdo!” ;Qué estaremos aceptando socialmente hoy
que resulte equivalente a lo que, en aquella época, era que una
maestra le pegara a un alumno con una regla? ;De todo lo que
vivimos hoy como natural, o al menos aceptable, y que dentro de
40 o0 50 afios, quienes nos sigan piensen jqué bestias!?

En la actualidad, cuando los jévenes estin ensimismados
jugando a los videojuegos, aparecen las criticas feroces porque
parecen aislados de todo. Y escucho: “Nosotros nos comunica-
bamos personalmente, generdbamos relaciones interpersonales”.
Si, claro, pero jno tenfamos otra alternatival

Permitame proponerle pensar esto: si en nuestra época hubie-
ra habido videojuegos, redes sociales, internet (por poner solo
algunos ejemplos) y nosotros hubiéramos elegido no usarlos para
comunicarnos en tres dimensiones y en forma personal, cara a
cara...entonces si, yo dirfa que éramos distintos. Pero no fue asi.
Nosotros no pudimos optar. Elegiamos vivir de esa forma porque
no nos quedaba otra alternativa. Entonces, no tiene sentido la
comparacién. Ni nosotros éramos mejores ni los jévenes de hoy
son peores. Y acd voy a filtrar una opinién personal, controver-
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sial: estoy fuertemente en desacuerdo con eso que escucho hoy,
que ‘todo tiempo pasado fue mejor’: creo que este tiempo es mu-
cho mejor, que estas generaciones son mucho mejores, los nifios/
jovenes estan mucho mds preparados y el compromiso pasa por
otro lugar. Pasa por ofrecerles a todos los nifios las mismas posi-
bilidades, y no aceptar que estas condiciones solo nos beneficien
a unos pocos, que dependa del poder adquisitivo o de la cuenta
bancaria. Eso es lo que tiene que cambiar.

Mi padre solia sentarse conmigo cuando venia de trabajar y
me decia: “Explicame qué es lo que tienen estas canciones (las
de los Beatles) que a vos te enloquecen y yo no entiendo”. Y tenfa
razén. No sé qué le habré contestado, pero mi ‘viejo’ me decfa:
“El dia que a mi me parezca que lo que hacen ‘ustedes’, los jove-
nes, es porque estdn o bien ‘locos’ o ‘alejados de la realidad’, ese
dia me habré vuelto ‘viejo”.

Y creo que eso es lo que nos pasa a nosotros. Nos cuesta traba-
jo ‘aceptar las diferencias’. Ni mejor, ni peor: distintos.

Por esta razén, cada vez que doy una charla, pido que me pre-
paren un pizarrén (o pizarrones), tiza y borrador. Asi fue siempre
para mi. Me siento mds cémodo que con pizarras digitales, de
colores. ..

Pero para entrar en el mundo digital, es necesario prepararse
a ‘saberse vulnerable’, saber que uno tendrd que aprender a decir
“no sé”.

Y una vez mds, ;qué problema hay en decir “no sé”? Es que
nos ‘fuerza’ a aprender junto con los alumnos. ;Y? ;Es acaso una
deshonra? Ahora, otra afirmacién temeraria —y la asumo con-
troversial —: si no queremos que la escuela desaparezca como tal
(aunque creo que vamos encaminados hacia alld), necesitamos
introducir la ‘educacién horizontal’, en donde en aras de ‘socia-
lizar el conocimiento’, quien sabe algo, lo reparte, lo distribuye,
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lo participa. No importan las edades ni los grupos: “Si vos sabés
algo, contalo, ensefialo”. En algtn sentido, nos educamos todos
simultdneamente, sin imposiciones ‘verticales” ni principios de
autoridad que valgan.

Vivimos una época de transicién, cambiaron y cambian los
métodos, los programas, las formas de ensefiar. Justamente ese es
el gran desafio que tenemos. Estamos ubicados en la historia en
un lugar muy particular. Como escribi antes: nacimos en la era
analdgica y tenemos que ensefiar y/o aprender en la era digital.

Cuando yo era nifio, las dos fuentes esenciales de informacién
y formacion eran la casa y la escuela. Hoy, por supuesto que si-
guen existiendo, siguen estando alli, pero les han nacido fuertes
‘competencias’: internet, las redes sociales, Facebook, Twitter,
Snapchat, Instagram, WhatsApp... squiere seguir usted con la
lista?

Asi como en algiin momento los autos reemplazaron a los
caballos, e internet a las palomas mensajeras o al telégrafo, es
totalmente inutil resistirse, es como tratar de tapar el sol con la
mano. Las nuevas tecnologias, la inteligencia artificial, la forma
en la que ‘hoy aprenden las computadoras’, los desafios... estdn
en otro lugar. Cuando aparecieron los automéviles, los tenian
pocas personas, las personas poderosas. Tenian la ventaja de via-
jar mds rdpido y, encima, elegir adénde ir.

Quienes tenfan dinero podian viajar, comunicarse, interrela-
cionarse, crear una red de personas ‘conocidas’ con las que se
mejoraban mutuamente. Internet reemplazé todo eso. La can-
tidad de gente que tiene automdéviles es mucho mayor, quienes
viajan en avién también, pero todavia estamos muy lejos de po-
der afirmar que eso es ‘para todo el mundo’. En algin sentido,
es como si todavia hubiera una parte ‘enorme’ de la sociedad
que sigue yendo ‘a caballo’, que no tiene acceso a la mejor edu-
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cacion, a la mejor salud, a la mejor comunicacién. Es decir, no
tiene acceso al conocimiento y, por lo tanto, no tiene poder. Asi
como la distribucién de la riqueza material es tan dramdaticamen-
te injusta, también lo es la riqueza intelectual. Ese es también el
desafio del que escribi (o quise hacerlo) antes.

Pero volviendo a la educacién convencional, hoy pasan otras
cosas ‘en simultdneo’. Algunos tienen/tenemos acceso, y otros
no solo no acceden sino que ni siquiera saben que no tienen
acceso, porque desconocen que determinadas cosas existen o no
ven lo que sucede en otro lado. Esas mismas personas (docentes
o padres de mi generacién, por poner solo dos ejemplos) vivimos
una vida ensefiando y pensando de una determinada manera y
de pronto hoy nos dicen que esa metodologia es obsoleta, que no
sirve mds, que lo que nosotros aprendimos a hacer jya fue! {Hay
que ensefar de otra manera, si no, uno no puede subsistir!

Supongamos que esto fuera cierto, aunque la afirmacién es
demasiado categdrica como para ser verdadera sin aportarle ma-
tices: entonces ;qué hacemos con todos los docentes? ;Quién los
prepara para lo nuevo que se viene o que ya se vino? ;Qué lugar
ocupardn ellos/nosotros?

Al mismo tiempo, ahora mirado desde nuestro lado, es nece-
sario ‘reinventarnos’, tolerar la herida al narcisismo que repre-
senta descubrir que los alumnos, a quienes ‘supuestamente’ les
estamos ensefiando, nos terminan ensefiando a nosotros. Para
enfrentar esta situacién, es necesario procurarnos dosis enormes
de humildad y tolerancia, no tanto hacia ellos —lo cual es una
obviedad— sino a nosotros mismos mientras recorremos esta si-
tuaciéon nueva.

Para terminar, o al menos para poner una pausa: todo lo que
escribf acd son ‘digresiones’. No sé bien a quién me dirijo, ni sé
bien si estoy totalmente de acuerdo con lo que escribi. Pero no
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tengo ninguna duda de que hoy la educacién convencional, tal
como la conocimos en el siglo XX y buena parte del XXI, no
tiene futuro.

Decidir qué hacer y cémo hacerlo requiere de creatividad vy,
sobre todo, de prueba y error. Y mds importante todavia, es la
coparticipacion de los supuestos ‘ensefiados’. En algin momen-
to, un profesor ‘dictaba clase’. ;Se puso alguna vez a pensar en
eso? jDictaba clase! El profesor hablaba y los alumnos, a quienes
‘casi’ no se les permitia levantar la mirada, copiaban lo que el
docente les ‘dictaba’.

Pas6 mucha agua bajo el puente. Hoy toca mezclar y dar de
nuevo. {Qué gran desafio y qué ldstima que yo no voy a poder ver
c6mo va a seguir! Pero usted si. Prepdrese no solo para verlo, sino
para transformarlo y producirlo.
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