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Introduccion

El libro que usted tiene en las manos es un libro que habla
sobre matemdtica, pero no es un libro de texto. No pretendo aqui
escribir algo estructurado con el propésito de que usted aprenda
algo que no sabia y que deberia saber. No. Este no es un libro
cldsico o tipico, sino que lo escribo porque las historias que aqui
aparecen ocuparon parte de mi tiempo en algin momento y me
ayudaron a pensar en determinada direccion. No querria que este
material quede reducido a unas pocas personas, sino que quiero
compartirlo con la mayor cantidad de gente posible.

(Oué va a encontrar acd si sigue leyendo? Mi idea es propo-
nerle ‘formas de pensar’, en donde yo espero ser capaz de exhibir
la potencia que tiene la matemdtica para resolver problemas que
habitualmente tenemos en la vida cotidiana. No hace falta que
usted tenga ninguin conocimiento previo; no hace falta que usted
recuerde nada de lo que aprendié como alumno. No importa si
usted fue alumno o si todavia lo sigue siendo. Mi apuesta es ofre-
cerle un costado distinto, un costado lidico, un costado entrete-
nido pero a la vez fuertemente ilustrativo.

Sila coordinacién de los programas de educaciéon matematica
dependiera de mi, harfa hincapié en lo que se conoce como ‘ma-
temdtica recreativa’. Mi idea es mostrarle también a usted... si, a
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usted, que usted sabe muchisimas mds cosas sobre estos temas
que las que usted misma (o mismo) supone o intuye. Me explico.

En el texto, hallard maltiples oportunidades para jugar, para
descubrir, para pensar, para entretenerse, para disfrutar y para
divertirse. Por supuesto, no se me escapa que la definiciéon de
diversién depende —esencialmente— de la persona a la que uno
consulte.

Pero la pregunta que me quise contestar es: jen qué se va a
diferenciar este libro de todos los anteriores? La respuesta es muy
sencilla: cuando un autor escribe un libro de cuentos, las histo-
rias de cada capitulo no tienen por qué estar relacionadas entre
si, suelen ser independientes. Por otro lado, el lector tampoco
aborda un libro de esas caracteristicas buscando esa relacién y no
se frustra porque no la encuentra.

En los textos que siguen usted descubrird que hay algunas
ideas subyacentes que se repiten. Hay casos en los que es util
elaborar una estrategia. En otros casos, es preferible encontrar
alguna analogia o modelo que lo haga més sencillo para pensar
o para abordar. Y en muchos otros quise exhibir una herramien-
ta muy poderosa que ofrece la matemdtica y que no siempre se
hace visible. Es lo que se conoce con el nombre de ‘argumentos
de paridad’. Usted verd que algo tan sencillo suele tener un im-
pacto muy profundo y permite no solo resolver problemas, sino
que es posible llegar a conclusiones inesperadas en forma breve
y elegante.

No sé si usted lo nota, pero me cuesta mucho ‘hablar en abs-
tracto’. A esta altura, lo que faltan son los ejemplos, los proble-
mas, las historias.... y por eso esta es nada mds que la introduc-
cién. Lo que sigue es el libro propiamente dicho.

Una ultima observacién. Supongamos que usted leyé6 todo el
libro, todas las historias, y que dedicé algiin tiempo a pensarlas.
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Sidescubri6 al menos una herramienta que creyé que no tenia an-
tes y sintid que el libro le devolvié de alguna manera el tiempo que
invirtié, ya habra valido la pena haberlo escrito. Mi aspiracién de
minima seria lograr que usted se entretenga, piense, se divierta y
trace caminos que no habia recorrido antes.

Yo disfruté al escribirlo. Ojald que usted disfrute al leerlo.
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Una reflexion inicial

Una advertencia. Algunos problemas que aparecen en el li-
bro no son ‘nuevos’, sino que inclui varios de ellos en alguno de
los diez libros anteriores o en algin programa de television o en
alguna de las contratapas de Pdgina/12. No sé. No importa. En
todo caso, me preparé una suerte de ‘ayudamemoria’ para recor-
dar los problemas. Me senté durante bastante tiempo, hice un
cuidadoso ‘rastrillaje” de los indices de cada libro, y cuando hubo
algo que me 1lamé la atencidn, volvi a leer el articulo. Me dio
(y me da) muchisimo pudor hacerlo porque me cuesta mucho
trabajo valorar lo que estd escrito... salvo que me haya olvidado, y
entonces lo lea como si fuera usted. Necesito explicarme.

Yo tengo grabados la mayoria de los programas de television
en los que participé. Primero los fui grabando en versién VHS,
en videocasetes, porque era el dnico formato al que se podia
acceder. De hecho, cuando empecé a trabajar en television (el
domingo 6 de febrero de 1972), jno existian los videotapes! Es
decir, todos los programas iban en vivo o, en todo caso, se pasaba
una pelicula. Mi primera participacion fue en un programa que
se llamaba “La noche del domingo”, que conducia Pepe Penia (el
padre de Fernando Pefia). En aquel momento, Pepe era una per-
sona muy conocida. No solo era periodista dedicado al deporte,
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sino que tenfa una cultura y una preparacién que estaban muy
por encima de la media. Viajaba mucho, y como hablaba muy
bien inglés, eso le permitia aprovechar cada visita que hacia a In-
glaterra o a los Estados Unidos. De hecho, eso ya lo diferenciaba
muchisimo del resto de los periodistas y le abria puertas a lugares
a los que los demds no tenian acceso. Cuando Adidas se instal6
en la Argentina, Pepe fue nombrado algo asi como consultor es-
pecial, y la visibilidad que adquirié la empresa tan rdpidamente
se debid a lo que Pepe hizo (o hacia) al hablar de fitbol, primero
como comentarista de José Maria Mufioz (en Radio Rivadavia),
aunque es cierto que no duré mucho tiempo, y también como
conductor del programa al que hacia referencia, “La noche del
domingo”, que fue una suerte de precursor de lo que muchos
afios después se conocié como “Futbol de Primera”. Pero, para
variar, me desvié.

La televisién era en blanco y negro, y recién en 1974 apare-
cieron las primeras mdquinas hogarefias que permitian grabar en
videocasetes. De todas formas, el precio era tan prohibitivo que
hubo que esperar varios afios hasta que pudiera popularizarse,
pero lo que me importa contar acd es que recién en 1983 yo
pude empezar a grabar con consistencia mis apariciones televi-
sivas. De hecho, Alfonsin era presidente (o estaba a punto de
serlo), y yo tengo algunas grabaciones del programa que también
hacfamos en Canal 9 (cuyo duefio era Alejandro Romay) y que
se llamaba Todos los goles.

No solo guardé los videos de aquella época, sino que ahora
tengo una version digital de esos programas. No son muchos,
pero mi videoteca comenz6 a poblarse con el correr de los afios.
;Por qué conté toda esta historia? Porque si voy hoy y tomo cual-
quiera de esos programas, aunque sea unos minutos, lo miro
como si lo mirara usted. ;Qué quiero decir? Es que ahora, con
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el paso del tiempo, jno me acuerdo de lo que estaba pensando
mientras lo estaba grabando! Es decir, si yo mirara un programa
actual, de los que se estdn emitiendo estos dias, no solo veria lo
que sale al aire (y estd a su alcance), sino que hay una cantidad
de pensamientos subyacentes que yo fui teniendo mientras esta-
ba hablando (o a punto de hablar): preguntas que se me fueron
ocurriendo y que no hice, palabras que iba a usar y que no usé,
personas que estaban dentro del estudio que aparecieron (o no)
en cdmara, el director, el productor, los camardgrafos, en fin...
un grupo de personas y de situaciones que no se ven reflejadas
en lo que finalmente termina saliendo al aire. Por lo tanto, cuan-
do miro el producto final, yo tengo la distorsiéon que no puede
tener ninguna otra persona, salvo los que participaron del mismo
programa, y no sé si todos tienen la posibilidad que tengo yo de
tener todo grabado. Ademds, en cada segmento del programa en
donde soy yo el que estd hablando, ninguna otra persona puede
saber lo que yo estaba pensando simultdneamente a lo que mi voz
emitia, y mucho menos imaginarse ‘varias capas’ de ideas que se
me fueron ocurriendo en paralelo. Es por eso que para poder abrir
juicio sobre cualquier trabajo que me involucre, necesitaria que
haya pasado el suficiente tiempo como para poder olvidarme de
las condiciones de contorno. Ciertamente, lo que pasé en 1983
ya me lo olvidé.

Antes de seguir, una breve anécdota que —creo— describe
perfectamente lo que me pasaba o lo que pretendi describir con
los parrafos anteriores. Corria el afio 1999. Una pareja de amigos
norteamericanos vino de visita a mi casa. Ambos habian nacido
en Seattle, en la costa del Pacifico de los Estados Unidos. Ni
Wayne ni su esposa Nancy tenfan la menor idea de nuestro fut-
bol. Para ellos la palabra “fitbol” estd ligada dnicamente al fit-
bol norteamericano, y no se juega con los pies. En un momento
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determinado me preguntaron cudl era el video mds antiguo que
tenfa grabado de todo lo que habia hecho hasta entonces. Busqué
uno cualquiera del afio 1983 y nos pusimos juntos a mirarlo. Fui
avanzando rdpidamente hasta que apareci yo, en un plano corto,
haciendo la presentacion de los goles de un partido que se habia
jugado por la tarde en Buenos Aires. Y en mi presentacion, muy
muy serio, como si estuviera a punto de reportar la muerte de
alguna persona, empezaba asi: “Para que un equipo tenga éxito
es necesario que se apoye en tres ‘patas’ imprescindibles: los juga-
dores, los técnicos y los dirigentes, que ofrecen el respaldo de una
institucion solvente”.

Allf mismo recuerdo que apreté el botén de ‘pausa’ y les dije
a ambos: “Esperen un poquito. Estoy tratando de recordar a quién
me estaria refiriendo”. Y por mds esfuerzos que hice, no podia
localizar de qué club y/o institucién estaria hablando. ;Quién
merecia que yo hiciera semejante presentacion? Ninguno... al
menos, ninguno que con el paso del tiempo hubiera quedado
marcado como un club modelo. Tuve miedo de apretar el botén
de ‘play’ para saber de quién hablaba, pero no me quedé mads
alternativa: lo tuve que hacer.

Comencé a transpirar cuando descubri que, después de mi pau-
sa, el nombre que salié de mi boca fue: “Argentinos Juniors”...
i¢Argentinos Juniors?! ;En serio? Bueno, no puedo avanzar mu-
cho mds con la historia, solo que me da un poco de pudor haber-
me expresado con semejante contundencia sobre una institucién
que, a diferencia de ‘casi’ todas las que participaban en el futbol
argentino, mereciera un trato privilegiado. El ‘casi’ estd referido
a Ferrocarril Oeste y Vélez. Del resto, mejor no hablar.

Pero conté esta historia tan larga para compartir con usted
algo que es muy dificil de percibir, y es el discurso subyacente
(o suprayecente, si usted prefiere) que estd sucediendo mientras
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un periodista (o una persona cualquiera) estd hablando frente a
una cdmara. Estoy absolutamente convencido de que usted tiene
ejemplos suyos de su propia vida cotidiana, en donde tuvo que
hablar con su mujer, su esposo, su jefe, su hija, su hermana, su
padre, su compafiera (o comparfiero), su madre, una amiga.... y
usted no solo recuerda lo que dijo, sino que también recuerda lo
que no dijo.

De eso se trata este libro también. Yo quiero hacer una selec-
cién de algunas de las historias que ya aparecieron antes, pero
presentdndolas ahora de otra forma, haciendo énfasis en el dise-
fio de la estrategia, y buscando patrones que en otro momento
no se me ocurrié buscar. No sé si lo voy a lograr, pero lo voy a
intentar. Claro, la/lo necesito a usted como cémplice. Es una
tarea conjunta: yo le voy proponiendo algunas historias, y usted
aporta también lo suyo. Lo tnico que me gustaria pedirle: que
piense junto conmigo.

Ahora si, acd empieza el viaje.
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CAPITULO 1







Teoria de Juegos - Estrategia (una definicion)

Cuando me propuse escribir este libro, le dije a Glenda Viei-
tes (la editora estrella de Penguin Random House):

—Quiero escribir un libro sobre ‘estrategias’ y mostrar cémo
la matematica interviene fuertemente en su disefio. Voy a incluir
material inédito, pero habrd algunas historias que presenté antes.
La diferencia es que quiero agruparlas mostrando las herramientas
que utilicé para encontrar las soluciones. Me cuesta trabajo ‘ha-
blarte en abstracto’ y es por eso que quiero darte algunos ejemplos.

Glenda me interrumpié:

—Adpridn, escribi sobre lo que quieras.

Y acd estoy, avanzando una vez mds. Si puede y tiene ganas,
acompdiieme y recorramos juntos este camino. Eso si, abandé-
neme todas las veces que quiera, marque usted el ritmo y decida
en qué momentos prefiere pensar por su cuenta o pensar distin-
to. Si yo pudiera lograr que usted solamente lea el planteo de
cada historia y que eso funcione como disparador de sus propias
ideas, alcanzarfa para sentirme profundamente satisfecho y con
la sensacion de ‘tarea cumplida’. Pero no ‘juego’ solo: lo hace-
mos juntos, usted y yo. Empezamos aca.

La matemdtica tiene una rama que se llama “Teoria de Juegos’.
St: teorfa de juegos. ¢(No deberia ser suficientemente atractiva
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una ciencia que ofrece juegos en su ment? ;No seria interesante
considerarla como alternativa para estimular a los nifios/jévenes
cuando estdn en el colegio?

Ahora bien: jde qué se trata esta teoria? Se trata de aprendery
disefiar estrategias que algunas veces sirven para ganar (si uno estd
involucrado en algin tipo de competencia), pero que también
son muy utiles para enfrentar situaciones de la vida cotidiana.
Por supuesto, si usted estd jugando contra una o varias personas
y la idea es ‘ganar’, nadie podrd asegurar su triunfo, aunque mds
no sea porque todos los participantes estarian en condiciones de
leer el mismo libro (este, o cualquier otro). Pero de lo que si se
trata es de encontrar una manera educada de jugar a un juego,
eventualmente induciendo al rival (o los rivales) a jugar como
uno querrfa que jueguen y, de esa forma, beneficiar su posicién.

Quiero empezar con lo que se llama pensamiento estratégico.
Dos personas o grupos compiten para conseguir algo que estd en
juego. Puede ser, por ejemplo, una partida de ajedrez, un parti-
do de fatbol, pero también una licitacién que hace un gobierno
para decidir qué empresa se hard cargo de las telecomunicacio-
nes, o quiénes se hardn cargo de proveer la electricidad o el gas.
Pero también podria aplicarse ante un grupo de personas que
estdn buscando conseguir un determinado empleo o trabajo.

Para simplificar, es usted y el otro. O si prefiere, usted y los
otros. Para simplificar las ideas, digamos que es uno contra uno.
Alguien estd pujando con usted para ganar o para conseguir un
objetivo. Ese otro (u otra, claro estd) “piensa igual que usted, al
mismo tiempo que usted, tiene acceso a la misma bibliografia que
usted, a los mismos recursos que usted. Fn todo caso, se trata de
decidir quién es capaz de maximizar el retorno”.

Esencialmente se trata de disefiar una estrategia para enfren-
tar a sus oponentes, que deberd incluir, inexorablemente, cémo
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anticiparse a lo que ellos van a hacer, c6mo contrarrestarlos, y
cémo hacer para que prevalezca su posicion o, si prefiere, cémo
hacer para que gane usted.

Por supuesto, asi como usted tiene que considerar qué es lo
que el otro jugador estd pensando, él a su vez tiene que conside-
rar lo que piensa usted.

Justamente, la Teoria de Juegos es el drea de la matemitica
que se ocupa de buscar cémo optimizar este tipo de toma de deci-
siones, y se basa en generar y estudiar modelos que simulan estas
interacciones entre dos (o mds) partes y en buscar la estrategia
mds adecuada para obtener un determinado objetivo.

Y acd entra en escena el comportamiento racional. ;Qué quie-
re decir? Uno puede decir que actia con racionalidad cuando:

¢ piensa cuidadosamente antes de actuar

e cs consciente de sus objetivos y preferencias

® conoce sus limitaciones

® sabe cudles son las restricciones que impone el contorno

® cstima qué va a hacer su oponente de acuerdo con lo que
usted cree que son sus virtudes y flaquezas

® puede pensar varias jugadas mds adelante

¢ puede imaginar diferentes escenarios

La Teoria de Juegos agrega una nueva dimensién al compor-
tamiento racional. Ensefia a pensar, y en el camino uno aprende
a tomar decisiones mds elaboradas y que puede fundamentar. En
consecuencia, son mds rigurosas y educadas.

Sin embargo, como escribi, la Teoria de Juegos no propone
que ensefard los secretos de cémo jugar ‘a la perfeccién’, o ga-
rantizard que usted nunca va a perder. Esto ni siquiera tendria
sentido pensarlo, ya que, como ya dije, usted y su oponente
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podrian estar leyendo el mismo libro, y ambos no pueden ganar
al mismo tiempo.

La mayoria de los juegos son lo suficientemente complejos y
sutiles, e involucran decisiones basadas en la idiosincrasia de las
personas o en elementos azarosos, y por lo tanto, ni la Teoria de
Juegos (ni nada) puede ofrecer una receta segura para el éxito.
Lo que si provee es algunos principios generales para aprender a
interactuar con una estrategia.

Uno tiene que suplementar estas ideas y métodos de cdlculo
con tantos detalles como le sean posible, de manera tal de dejar
librado al azar, justamente, lo menos posible, y de esa forma ser
capaz de disenar lo que se llama ‘la estrategia 6ptima’. Los mejo-
res estrategas mezclan la ciencia que provee la Teoria de Juegos
con su propia experiencia. Pero un andlisis correcto de cualquier
situacion involucra también aprender y describir todas las limi-
taciones.

Tome cualquier juego donde haya interaccién y apuestas en-
tre los participantes. Por ejemplo, ‘truco’, ‘tute’ o ‘poker’, por
nombrar solo algunos de los mds comunes, pero lo que sigue se
aplica en general. Parte de la estrategia es saber ‘mentir’. Pero,
otra vez, ;qué quiere decir saber mentir, en este caso? Me ex-
plico: aunque parezca loco, se trata de que quien no tiene una
buena mano o no tiene buenas cartas alguna vez sea descubierto
por sus rivales. Lea de nuevo lo que dice: uno necesita que los
oponentes lo descubran (a uno) mintiendo. ;Por qué?

Sencillamente porque no es bueno para usted que se sepa de
antemano que siempre que usted hace una apuesta o un desafio
de cualquier tipo es porque tiene buenas cartas. Esto significaria
que sus rivales tienen un dato que usted no querria que tengan,
aunque mds no sea porque usted no podria sacar mayores venta-
jas cuando si tenga una buena mano. Un buen jugador se deja
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sorprender. Puede que pierda esa pequena batalla, pero eso per-
mite instalar una duda en su adversario, y le torna mds dificil la
decision. Eso le permitird, eventualmente, ganar cuando tiene
buenas cartas, pero también le permitird zafar cuando no sea asi.
Por ejemplo, para quienes juegan al ‘truco’, usted tiene que ser
descubierto cantando “envido” aunque sus cartas no lo autoricen
a pensar que va a ganar con ellas. Puede que pierda esa mano,
pero esa inversion invitard a sus rivales a que ‘acepten su envite’
cuando tenga buenas cartas también. Y allf sacard las mayores
ventajas.

La Teoria de Juegos trata de establecer estrategias, y termina
siendo una buena mezcla entre matemética y una larga dosis de
psicologia.

Tomemos un ejemplo muy sencillo: ‘Piedra, papel o tijera’.
Este juego consiste en poner una mano detrds de la espalda’,
igual que su rival. Tienen que exhibirla simultineamente con
uno de estos tres gestos: la mano abierta representa el papel; el
pufio hacia adelante es el simbolo de una piedra; por tltimo, si
uno muestra dos dedos como si hiciera la letra V pero ‘acostada’,
eso indica una tijera.

Como es sabido, la piedra ‘rompe’ la tijera, el papel ‘envuel-
ve” a la piedra y la tijera ‘corta’ el papel. Esto es un ejemplo
de un juego en donde no hay una manera segura de ‘ganar’.
Depende no solo de lo que hace uno, sino de lo que haga el
otro. ;Hay entonces acaso una estrategia? Si, hay, pero es sutil.

1. También se suele jugar agitando un pufio cerrado varias veces y, a la ter-
cera, exhibir lo que uno quiere apostar: piedra, papel o tijera. Piedra se repre-
senta con el pufio cerrado, papel con la palma extendida y tijera con el dedo
indice y el del medio extendidos en forma horizontal, como si uno estuviera a
punto de ‘cortar’ algo.
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Por ejemplo, si fuéramos a jugar a este juego y yo detectara que
usted me muestra una piedra con una probabilidad mayor de
una vez en tres, entonces yo empezaria a ‘usar papel’ més fre-
cuentemente. Si jugdramos suficiente tiempo, yo ‘tendria una
ventaja’ sobre usted, porque me estaria mostrando un patrén
en su forma de jugar. La estrategia perfecta para este juego es
elegir siempre al azar lo que va a exhibir. Si los dos jugaran asi,
ninguno sacaria ventaja, porque se equipararian las posibilida-
des. Si alguno de los jugadores empezara a usar un ‘patron’, sea
cual fuere, el otro jugador podria detectarlo e inmediatamente
tendria una ventaja.

John Nash consiguié el Premio Nobel en Economia en 1994
por sus aportes a la Teorfa de Juegos.? Por un lado, existen los jue-
gos llamados de suma cero. Por ejemplo, si usted juega al péker
con otras personas, todo lo que haya ganado serd el resultado de
lo que otros perdieron. La suma del dinero involucrado da cero.

2. Este campo apareci6 en 1944 con la Teorfa de Juegos y Comportamien-
to Econémico, de John von Neumann y Oskar Morgenstern, y luego ocupé el
centro de la escena mundial cuando la usé la RAND Corporation para definir
estrategias nucleares. Quien se hizo famoso por sus aportes a esta teorfa fue
el laureado John Nash (premio Nobel de Economia e inspirador de la novela
y la pelicula Una mente brillante). El fue quien introdujo un concepto orga-
nizador de la teorfa, conocido ahora como el “Equilibrio de Nash”.

La Teorfa de Juegos hoy es fuertemente usada, no solo en economia (su
verdadero origen), sino también en biologia, psicologia, sociologia, filosofia,
ciencias politicas, en el campo militar (casi una obviedad), en inteligencia
artificial y en cibernética. Y en la vida cotidiana, claro. Algunas referencias:

e Game Theory: A Non-Technical Introduction to the Analysis of Strategy
(por Roger McCain)

* cs.wikipedia.org/wiki/Teoria_de_juegos

e Game Theory (por Drew Fudenberg y Jean Tirole)
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Dicho de otra manera, no aparece dinero nuevo. Nadie puede
ganar un dinero que otro no perdi6 (y viceversa).

El aporte de Nash fue considerar lo que llamé “los juegos que
‘no suman cero’””. Cuando atn no habia cumplido 30 afios, de-
sarrollé el concepto que hoy se conoce con el nombre de ‘Equi-
librio de Nash’. Esta es una definiciéon muy interesante sobre lo
que significa alcanzar una situacién en la que todos los partici-
pantes se van a sentir contentos. Puede que alguno de ellos hu-
biera podido obtener algo ‘mejor’ si actuaba en forma individual,
pero colectivamente es la mejor situacién posible (para el grupo).
Es decir, todos los participantes advierten que es mejor estable-
cer una ‘estrategia para todos’ que una individual.

Asi es muchas veces en el ‘mundo real’. Cuando se trata de
un juego de uno contra uno, el ‘Equilibrio de Nash’ se alcanza
cuando nadie tiene nada para reclamar, en el sentido de que uno
no variaria lo que hizo o estd por hacer, aun sabiendo lo que va a
hacer el otro. En un juego de cartas, serfa como decidir qué carta
uno va a jugar, aunque pudiera ver las cartas del otro.

Por ejemplo: supongamos que veinte personas van a comprar
durante cierto mes del afio un determinado modelo de auto.
Quizds cada uno de ellos pueda negociar un precio que le con-
venga personalmente. Pero si se pusieran de acuerdo en entrar a
la concesionaria todos juntos con una oferta para comprar veinte
autos, es esperable que obtengan un mejor precio.

Es algo muy sencillo, pero nadie lo habia podido sistematizar
hasta que lo hizo Nash. El no estaba tan interesado en c6mo
alcanzar un equilibrio en el sentido de que todo el mundo estu-
viera contento con su posicion, pero si en cémo deberfan ser las
propiedades que un equilibrio deberia tener.

Una idea aproximada de lo que hizo Nash es lo siguiente: pre-
guntarles a todos los integrantes de una mesa (de negociaciones,
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por ejemplo) ‘si cambiarian lo que estin haciendo sabiendo que
todos los otros jugadores se mantendrdn en la posicién en la que
estdn ahora equivaldria a preguntar si cada uno mantendria su
posicion si supiera que todo el resto se mantendrd quieto. Esta es
la 16gica que sirve para alcanzar el “Equilibrio de Nash”.

Mucho tiempo después de que Nash escribiera su teorfa del
equilibrio en 1950, el mundo comenzé a usarla. De hecho, el
mejor exponente fue cémo se empezé a tratar el tema de las ‘li-
citaciones’ o ‘remates’, y presento un ejemplo maravilloso: las re-
glas que gobiernan un remate son las mismas que gobiernan un
‘juego’. En este caso, los ‘apostadores’ son los competidores del
juego, las estrategias son ‘su plan de accién’ (la forma en la que va
a apostar), y la ganancia consiste en decidir quién obtiene lo que
se vendia y en minimizar lo que paga por lo que estd en juego.

A los que trabajan en Teoria de Juegos este tipo de ‘licitacio-
nes’ o ‘remates’ les permiten predecir lo que los jugadores van
a hacer, aprovechando lo que saben del Equilibrio de Nash, y
transforman reglas que podrian ser muy complicadas en algo
‘analizable’. No solo eso: en este tipo de operaciones, cuando
hay ‘grandes licitaciones’, cuando se habla de ‘miles de millo-
nes de ddlares’, los apostadores saben bien qué hacer. Ellos sa-
ben que hay mucho dinero en juego; se pasan mucho tiempo
pensando y contratan expertos para que les permitan mejorar
sus posiciones.

Para fijar las ideas, uno puede pensar en ‘licitaciones guber-
namentales’, en las que, por ejemplo, aparecen involucradas em-
presas de telefonia fija, o de telefonia celular o de internet.

En el pasado, este tipo de licitaciones se manejaban en forma
arbitraria, algo asi como un concurso de belleza. Como conse-
cuencia, el resultado era que los gobiernos no conseguian que
nadie pagara el verdadero valor de lo que estaba en juego, y eso
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sin hablar de la corrupcién endémica de quienes negocian este
tipo de contratos.

De hecho, con el aporte de Nash, los gobiernos tienen ahora
una herramienta muy poderosa, que es la de que los interesados
‘apuesten’ para conseguir lo que quieren, y asi obtener la mayor
cantidad de dinero posible. En el afio 2002, con la participacién
de matemadticos expertos en Teorfa de Juegos, liderados por Ken
Binmore, el gobierno inglés escribié sus reglas para otorgar la
licencia para la tercera generacion de telefonia mévil. Binmore y
su equipo se pasaron dos afios pensando en todas las licitaciones
posibles (aunque esto suene exagerado). El resultado: el gobier-
no inglés consiguié 23 mil millones de libras esterlinas (algo ast
como 46 mil millones de délares, al cambio de mediados del
2007). Y eso, por haber usado la teoria de Nash, quien empez6
hace cincuenta afios analizando los juegos de ajedrez y de pdker,
cuyas ideas ahora impactan en la economia global y son capaces
de generar miles de millones de délares para los gobiernos (si es
que se deciden a usarlas).

Nash, en todo caso, hizo algo muy sencillo, que hasta parece
increible que nadie lo haya podido ver antes. Pero claro, los que
también merecen reconocimiento son aquellos que ‘miraron en
el lugar hacia donde todos apuntaban pero vieron lo que nadie
vio antes’. Quizds, ver lo obvio es tener una gran idea. Siempre
hay una primera persona que lo ve.

La Teorfa de Juegos estudia cdmo la gente toma decisiones
cuando estas decisiones afectan a los demds y no solo a ellos. Por
ejemplo, si usted entra y compra un kilo de carne, eso no cambia
el precio de la carne. En cambio, si una compafiia que vende
autos decide modificar el precio de uno de ellos para seducir a
los consumidores, eso implica un cambio (eventual) en el precio
de todos los autos similares. De hecho, cuando uno modifica el
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precio de la nafta, eso tiene un efecto dominé que afecta a dife-
rentes sectores de la sociedad.

En algin sentido, uno puede pensar la Teoria de Juegos como
el lenguaje matemadtico que describe cémo interactiia la gente.

Algunas personas actdan en forma mds racional (o mds irra-
cional) que otras, y la Teoria de Juegos analiza también esas si-
tuaciones. Por ejemplo, en las subastas o remates en internet, hay
gente que es mds profesional y otros que son amateurs y apuestan
para poder conseguir algo por primera vez. Los que ‘regulan’ el
remate se ocupan de que la interaccién sea normal, de manera
tal que nadie corra ningtin riesgo. Por eso son tan importantes las
reglas de la subasta, por cdmo afectan la conducta de la gente.
Mis atin: pequefias modificaciones en estas reglas generan gran-
des modificaciones en el comportamiento de los usuarios.

Por ejemplo, podemos comparar las subastas de eBay con las
de Yahoo y Amazon. La gente de eBay tiene una ‘hora limite’.
Es decir, ellos instituyen que a ‘determinada hora’ se termina la
subasta. Amazon, en cambio, lo hace de otra forma. No es que
no tenga un reloj, sino que el remate concluye diez minutos des-
pués de que se hizo la tiltima oferta. Fsto hace que se prolongue
el tiempo del remate. Por ejemplo, si usted hace una oferta justo
un segundo antes que el tiempo expire, el remate se prolongard
otros diez minutos, siempre y cuando no haya ninguna oferta en
ese tiempo. Si la hubiere, eso harfa correr la finalizacion otros
diez minutos mds.

Esta variacion en las reglas genera sorprendentes diferencias
en la conducta de la gente. Los usuarios de eBay acumulan o
amontonan sus apuestas a medida que se acerca el final, casi
como si fueran francotiradores. En cambio, en Amazon uno no
observa nada de esto.

Quiero terminar como empecé: es raro que de una ciencia (la
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matemdtica) que tiene una rama que se llama Teoria de Juegos se
pueda decir que es aburrida, drida o que ‘yo no nacf para esto’. Si
es asi como yo lo pienso, los comunicadores/docentes debemos
de estar haciendo algo mal. ;Quién no jugé mientras fue nifio?
¢Por qué no seguir haciéndolo ahora que somos adultos?
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Subastas de Vickrey

(Oué es lo que sabe usted sobre los remates o las subastas?
Aclaro que yo muy poco, por no escribir casi nada. Sin embargo,
hay por lo menos dos tipos que me parecen cldsicos o, al menos,
los mds conocidos. Para fijar las ideas, supongamos que se va a
rematar un cuadro; pero usted reemplace la palabra ‘cuadro’ por
‘obra de arte’, ‘caballo’, ‘auto antiguo’, ‘escultura’, en fin... siguen
las firmas.

En el primer caso, los interesados se retinen en algin recinto,
se establece una base (o sea, una suerte de precio minimo), y a
partir de alli los presentes van haciendo sus ofertas (en general
a ‘viva voz’) hasta que el rematador —quien dirige el evento—
advierte que ya no hay lugar para mds incrementos y lo da por
terminado, adjudicando el cuadro a alguno de ellos. Lo que estd
claro en este tipo de remate es que todos los presentes escuchan
las ofertas de todos. En ese sentido, el juego es “abierto’. En todo
caso, lo que uno no sabe es cudn profundo es el bolsillo de cada
competidor.

También existen subastas a sobre cerrado. Cada interesado
escribe una cantidad de dinero que representa su oferta por el
cuadro, la mete en un sobre y la envia. Se establece un dia para
abrir los sobres y listo. Eso si: la oferta es tinica. No hay posibi-
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lidades de modificarla una vez que se conocen publicamente.
Una ventaja es que los oferentes no tienen que estar en el mismo
lugar ni coincidir temporalmente.

Pero hay algo extra que no es necesariamente visible: jcudl
es la mejor estrategia que puede elegir una persona interesada si
quiere optimizar sus chances de conseguir el cuadro? Quiero mos-
trar acd abajo c6mo la matemadtica en general y la Teorfa de Jue-
gos en particular tienen cosas para aportar.

Supongamos que es usted el interesado en el cuadro que se
va a rematar y que estd a punto de escribir su oferta en un papel,
ponerlo en un sobre y enviarlo. Estuvo pensando un tiempo y lle-
g6 a la conclusion de que el valor del cuadro —para usted— es
mil pesos (por poner un valor ficticio cualquiera). Es el nimero
que lo hace sentir cémodo, y no quiere pagar mds de mil pesos
para obtenerlo.

Llegado a este punto, ;qué le conviene hacer? ;Le conviene
escribir mil pesos, ofrecer mds u ofrecer menos?

Acompdfieme por acd y verd que sucede algo curioso vy, sin
embargo, muy comun: uno estd tentado de no escribir el niimero
que cree que vale el cuadro (los mil pesos). ;Por qué? Fijese lo
que podria pasar. Suponga que usted escribi6 mil pesos. Llega el
dia en que se abren los sobres. Si usted pierde, no hay nada para
decir: estaba dentro de las reglas del juego. Cada uno hacia su
oferta, y como usted no estaba dispuesto a ofrecer mas que mil,
perdié y se termind. En todo caso, tuvo que ver con su decisiéon
de establecer mil como el mayor precio que estaba dispuesto a
pagar, y habia otra persona que estaba dispuesta a pagar mds. No
hay nada para protestar.

Sin embargo, supongamos que usted ofrecié mil pesos y ter-
miné ganando la subasta. En este caso, cuando se abrieron los
sobres, usted pudo ver lo que habian ofrecido los otros, muy en
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particular cudl fue la segunda oferta. Eso le da tiempo para pen-
sar: “jQué tonto! Podria haber ofrecido $ 900 y me quedaba con
el cuadro igual”. Y ni hablar si el segundo nimero ofrecido, el
que le sigue al suyo, fue (digamos) $ 500. En este caso serfa aun
peor: usted terminé pagando el doble de lo que hubiera necesi-
tado escribir. Habrfa bastado que pusiera $ 501 y el cuadro serfa
suyo.

Por lo tanto, cuando uno escribe el niimero que estd dispuesto
a pagar por el cuadro y cierra el sobre, en realidad tiene que for-
mar parte de su estrategia tratar de ‘adivinar’ o ‘estimar’ cudnto es-
tardn dispuestos a pagar todos sus competidores (que usualmente
uno ni siquiera sabe quiénes son), y después escribir un niimero
que sea ligeramente mayor que los de todos ellos. Pero la morale-
ja es que uno no termina escribiendo el verdadero valor que estd
dispuesto a pagar, sino un niimero que cree que serd superior a la
mayor oferta que hagan los otros’.

Y aqui ha llegado el punto en el que yo quiero mostrarle una
nueva variante, totalmente diferente ¢ impensada: un cambio en
las reglas. Como antes, todos los oferentes escriben el nimero
que estdn dispuestos a pagar por el cuadro, pero el dia en que se
abren los sobres vuelve a ganar quien hizo la oferta mayor pero
paga lo que ofrecié el segundo. Lea de nuevo lo que acabo de
escribir: el ganador sigue siendo el mismo (el que ofrecié mas),

pero la diferencia es que, en lugar de pagar lo que ella (o él) es-
cribid, paga el nimero que escribié quien hizo la segunda mejor
oferta.

Interesante, sno? sLa/lo descoloqué? Al menos eso fue lo que
me pas6 a mi cuando lef sobre este tipo de subastas: me sorpren-

3. Obviamente, uno tiene que suponer que la mayor oferta que hagan los
‘otros” esté por ‘debajo’ de lo que uno esté dispuesto a apostar.
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di6. Debo confesar que, salvo en fiestas familiares o reuniones
sociales en donde aparecieron subastas o remates como variantes
de algin juego, no recuerdo haber participado activamente (o
como actor) de ningtin remate. Sin embargo, siempre me atrapé
la l6gica que subyace en este tipo de transacciones.

Pero para variar, me desvié. Las preguntas naturales que me
surgieron (y supongo que a usted también) son: ;Y en qué mejo-
ra esto? Al utilizar estas reglas, ;cémo se contribuye a sincerar el
procedimiento? Veamos.

Supongamos que es usted quien estd interesado en el cuadro.
Mi propésito ahora es tratar de convencerla/o de que, en este nue-
vo contexto, la mejor estrategia para que usted pueda obtener el
cuadro es escribir en el papel que va a poner en el sobre... el valor
que usted cree que el cuadro vale, y no como hizo antes, cuando
usted tenia que incluir en sus consideraciones lo que podrian estar
pensando sus competidores. Es decir, lo que a usted le conviene
hacer es poner el ndmero mil: jni mds, ni menos! ;Por qué?

Analicemos los dos casos posibles:

a) Hay por lo menos una oferta por mds de mil pesos.
b) Todos los demds ofrecieron menos de mil pesos.

a) Si alguno (basta con uno solo) ofrecié mds de mil, seguro
que usted no va a ganar la subasta, pero también es seguro
que quien la gane tendrd que pagar por lo menos mil pesos
para llevarse el cuadro. Pagard mil si la suya es la segunda
mejor oferta. Si no, pagard mds.

b) Sitodos los demads ofrecieron menos de mil, usted ganard la
subasta y pagard lo que ofreci6 el segundo en la lista, que
tuvo que haber sido menos de mil pesos, que es lo que usted
estaba dispuesto a pagar.
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Con este ejemplo sencillo hemos descubierto que la mejor
estrategia en este tipo de subastas es ofrecer el niimero que uno
cree que vale el objeto que se remata. Si todos los oferentes usa-
ran esta légica, el cuadro se lo llevaria quien estuviera genui-
namente dispuesto a pagar mds entre todos los oferentes, inde-
pendientemente de la valuacién de los otros, y pagaria igual o
menos de lo que estaba dispuesto a pagar. En algtn sentido, es lo
maximo a lo que uno puede aspirar, ;no es asi?

Un poco de historia

Este tipo de estrategias se le atribuye a William Vickrey, profe-
sor de economia de la Universidad de Columbia, en el noroeste
de Manhattan, Nueva York. En el afio 1961, Vickrey condensé
todo el material sobre subastas en el que habia estado trabajan-
do y lo publicé en un articulo que aparecié en The Journal of
Finance®.

Sin embargo, no fue Vickrey quien inventd el procedimiento
que lleva su nombre. El primer registro que se conoce de que ‘el
que mayor oferta hace gana pero paga lo que ofrecié el segundo’
data de fines del siglo XIX (1893, para ser mds precisos). En ese
momento, los coleccionistas de estampillas vendian todo o parte
de lo que habfan acumulado durante afios en remates muy con-
curridos, pero resultaba muy imprdctico, ademds de muy caro,
trasladarse desde los Fstados Unidos a Furopa (y viceversa), y
ni hablar desde Sudamérica o Asia. Enviar sobres lacrados con
ofertas se transformé en un proceso expandido para la época, y el
estudio de sus diferentes variantes tuvo ocupados a los matemati-

4. Ll articulo original se puede leer acd: onlinelibrary.wiley.com/doi/

10.1111/j.1540-6261.1961.th02789 x/full
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cos (y economistas), quienes no tenian todavia el sustento teérico
que hoy ofrece la Teoria de Juegos y, en particular, la Teorfa de
Subastas’.

Variantes de este tipo de subasta son utilizadas hoy por Goo-
gle (para sus avisos), por eBay (muy popular en el hemisferio
norte) y también por Alibaba, su equivalente asidtico.

No se me escapa que el sistema tiene vulnerabilidades mds o
menos evidentes: algunas personas podrian ponerse de acuerdo
en lo que van a escribir en los sobres y acordar de antemano
quién va ‘a ganar’, o bien podria haber alguna persona que uti-
lice diferentes nombres (o ‘testaferros’) para modificar los resul-
tados, pero este tipo de irregularidades también son habituales
o frecuentes en subastas de otros tipos, o sea que, si alguien estd
interesado en hacer fraude, la metodologia aplicada no lo va a
detener.

En todo caso, mi objetivo es mostrar cémo la matematica en
general, la Teoria de Juegos en particular y la Teorfa de Subastas
en forma aun mds especifica ofrecen herramientas para resolver
problemas que se plantean en la vida real. Las deformaciones se
analizan en el ‘aula’ (o ‘libro’) de al lado.

5. Mds material sobre la Teorfa de Subastas se puede encontrar ac: sisbib.
unmsm.edu.pe/bibvirtualdata/publicaciones/indata/Vol6_n2/pdf/subastas.pdf
y en muchisimos libros en varios idiomas. En castellano, por ejemplo, hay
vasta literatura al respecto, y en todos los cursos de Teorfa de Juegos que se dic-
tan suele haber un capitulo (o una practica) dedicada a la Teorfa de Subastas,
de la cual soy un total neéfito.
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(Quién jugb contra F el viernes?

Quiero presentarle un desafio interesante. Yo le voy a ofrecer
una cantidad de datos que deberian ser suficientes para develar una
suerte de ‘misterio’. En el camino, usted verd si la informacién que
tiene le alcanza para encontrar la respuesta, o incluso podria ser
que necesite descubrir (y descartar) datos contradictorios. Si todo
funciona como espero, la solucién solamente depende de usar su
capacidad para hilvanar argumentos l6gicos. Y si no, la misma 16-
gica le permitird decir: jEste problema no tiene solucién! Acd voy.

Haga de cuenta que se realiz6 un torneo de ajedrez en el que
participaron ajedrecistas de todo el pafs. No se preocupe si no en-
tiende nada de ajedrez: yo tampoco; todo lo que hace falta saber
es que se juega entre dos personas, una contra otra.

Luego de muiltiples eliminatorias, el cuadro general quedé
reducido a nada mds que seis jugadores: tres hombres y tres mu-
jeres. Para no tener que recordar los nombres, les pongo ‘letras’
para identificarlos: A, B, C, D, E y F. Las tres primeras son las
mujeres, pero usted verd que en este caso el sexo es irrelevante.

El torneo se llevé a cabo en la misma locacion, empezando un
lunes y terminando un viernes. Cada jugadora/jugador enfrenté a
cada uno de los cinco rivales en dias consecutivos y las tres parti-
das de cada dia se jugaron en forma simultdnea.
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Se tienen nada més que cuatro datos:

[—

El lunes, B le gané a C.
El martes, B le gané a D.

[\

El miércoles, D le gané a A.

oW
NSNS AN

El jueves, C le gané a E.

Pregunta: ;quién fue el rival de F el dia viernes?

Parece raro, sno? Fijese que sabiendo solamente los resulta-
dos de cuatro partidas en cuatro dias consecutivos, la pregunta es
si se puede determinar no quién gand, sino quién jugd con F el
viernes, el tltimo dia del torneo.

Ahora le toca a usted.

¢Quién jugé contra F el viernes?

Nunca como en este caso me importa decirle que no lea lo que
voy a escribir si no pensé nada. Créame: es un problema totalmen-
te irrelevante, como se advierte desde el principio, pero es una for-
ma muy sencilla de ‘hacer de detectives’. ;Usted entraria al cine y
aceptaria que le cuenten quién es el asesino en la primera escena?®

Por supuesto, hay multiples maneras de abordar el problema.
Yo voy a elegir la que me gusté a mi, pero es a la vez la que se
me ocurrié @ mi, y por lo tanto no tiene por qué ni gustarle ni
servirle a usted. La escribo solamente para que vea que EXISTE
solucién, que uno PUEDE contestar la pregunta y saber cudl de
los otros cinco jugadores (A, B, C, D o E) tuvo que haber enfren-
tado a F el iiltimo dia.

6. No se me escapa que hay peliculas y/o libros en donde eso sucede, pero
en este caso prefiero no ir por ese camino.
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Voy a hacer una grilla de 6 x 6. Mi idea es representar en esa
grilla a los seis participantes y ubicar en cada casilla un nimero.
Ese nimero podrd ser cualquiera entre 1y 5, e indicard qué rival
enfrent6 cada uno de ellos en los cinco dias que duré la compe-

tencia.
A B C D E F
A X 3
B X 1 2
C 1 X 4
D 3 2 X
E 4 X
F X

Fijese que en algunas casillas puse una X porque un(a)
jugador/a no juega contra si mismo/a. Por otro lado, el ndimero
3 en la primera fila indica que Ay D se enfrentaron el tercer dia.
Los niimeros 1 y 2 en la segunda fila sirven para identificar que
B jugé contra Cy D el primero y el segundo dia respectivamente,
lo mismo que el nimero 4 que aparece en la tercera fila, para se-
fialar que C jugé contra E el cuarto dia. Por supuesto, el objetivo
del problema es ‘descubrir’ donde ubicar el niimero 5 (el viernes)
en la columnay fila que tiene a I como protagonista. El camino
que yo elegi fue el de ir llenando este fixture o programa de par-
tidas hasta llegar a deducir el rival de F ese quinto y tltimo dia.

(Coémo hacer? Para empezar voy a empezar con la cuarta fila.
Allf aparecen los rivales que tuvo D (igual que en la cuarta co-
lumna). Si usted se fija, verd que aparecen los nimeros 2 y 3
(es decir, martes y miércoles, respectivamente). La ubicacion de
cada ndamero indica que D jugé contra A el tercer dia y contra B
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el segundo. Faltan conocer los rivales de D los dias 1, 4y 5, que
tienen que surgir entre C, E y I (pues contra Ay B ya jugd).

Ahora, mire lo que sucede en la cuarta fila y tercera columna.
El ndmero que vamos a poner alli serd el dia en que se enfrenta-
ron Dy C. Ya sabemos qué rivales tuvo D en los dias 2 y 3, pero
al mirar la columna que identifica a C, vemos que, los dias 1 y 4,
C ya estuvo ocupado jugando contra By E. Luego, la tinica alter-
nativa que le queda a D para haber jugado contra C es el quinto
dfa. Este miniandlisis permite deducir que en ese lugar hay que
poner un ndmero 5.

(Se da cuenta de lo que estoy haciendo? Voy analizando con-
tra quiénes pudo haber jugado cada uno teniendo en cuenta los
rivales que ya enfrentd, los dias que los enfrenté y lo que fue
sucediendo con los otros jugadores en cada uno de los dias. Sigo.

Continuemos con los rivales de D. Me falta ubicar cuiando
jugé contra E y F, y me quedan disponibles los dias 1 y 4. Pero
el dia 4 no pudo haber jugado contra E, porque ese dia E estaba
jugando contra C. ;Qué dice esto? Que D jugé contra E el dia
1. Si usted se fija, verd que la tnica alternativa que le queda a D
para haber jugado con F es el dia 4, y eso completa todos los riva-
les y todos los dfas que tuvo el competidor D. La grilla queda as:

A B C D E F
A X 3
B X 1 2
C 1 X 5 4
D 3 5 X 1 4
E 4 1 X
F 4 X

45



Fijese ahora en la tercera fila, que contempla los rivales y los
dias en los que jugé C. Falta saber cudndo jugé con Ay con F,
y para eso nos quedan libres nada mds que dos dias: 2 y 3. Pero
mirando a la columna 1, vemos que A estaba ocupado el dia 3
jugando contra D. Luego, el 3 no puede ir en la tercera fila y
primera columna: alli forzosamente tiene que ir el niimero 2. Para
completar todos los rivales de C, contra F tuvo que haber jugado
el tercer dia, porque es el tinico que le quedaba disponible.

Pongo la grilla una vez mads:

A B C D E F
Al X 2 3
B X 1 2
cl 2 1 X 5 4 3
D| 3 5 X 1 4
E 4 1 X
F 3 4 X

Creo que ahora usted comprendié qué es lo que estoy hacien-
do, y estoy convencido de que podria seguir por su cuenta (mds
audn, le propongo que lo haga... ya falta muy poco para encontrar
la respuesta). Igualmente, sigo yo.

Le sugiero que concentre su atencién ahora en la quinta co-
lumna, que identifica los rivales y los dias en los que jugé E.
Hace falta saber qué dias jugé contra A, B y F, y para eso tengo
disponibles los dias 2, 3 y 5. Contra A no pudo haber jugado ni el
segundo ni el tercer dia, porque si usted mira la primera fila, esos
dias A estuvo jugando con C y con D respectivamente. Luego,
forzosamente fue en el quinto dia que E jugé con A, y alli tiene
que ir el nimero 5. Para completar los rivales de E, faltan B y
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F, y tenemos disponibles, una vez mis, los dias 2 y 3; pero como
F jugé con C el dia 3, obligadamente E tuvo que haber jugado
contra B el dia 3 y con F el dia 2, y asi termina el andlisis de E.

En realidad, llegamos hasta acd con esta grilla, y si se fija to-
davia no sabemos contra quién jugé I el viernes. Vea si ahora
puede avanzar sin mirar lo que escribi yo.

A B C D 0 F
Al X 2 3 5
B X 1 2 3
c|l 2 1 X 5 4 3
Dl 3 2 5 X 1 4
R 3 4 1 X 2
F 3 4 2 X

Para terminar, la Gltima fila, la que corresponde a F, tiene
dos lugares vacios: los dias 1 y 5 en donde tuvo que haber jugado
contra A o contra B. Pero como el quinto dia A compitié con E,
F tuvo que haber jugado contra A el primer dia, y por lo tanto...
ien el quinto dia — que era el que nos importaba— el rival de I
fue... B!

La grilla final es la siguiente (en donde ubiqué el nimero 4 en
el partido que jugaron Ay B):
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A B C D E F
A X 4 2 3 5 1
B 4 X 1 2 3 5
C 2 1 X 5 -4 3
D 3 2 5 X ] 4
E 5 3 4 1 X 2
F 1 5 3 4 2 X

Moraleja

A esta altura, creo que estd clara mi estrategia, pero si usted
utilizé otra, independientemente de que haya sido mds larga o
mds corta, jmuchisimo mejor! ;Por qué? Porque fue la que elabo-
16 usted, es suya. ;Podriamos haber llegado a dos rivales distintos
para I'? Es decir, spodria ser que existiera otra configuracién de la
grilla que diera por resultado que F jugé ese viernes contra otro
rival? (;Quiere pensar por su cuenta esta respuesta?)

No, no pudimos haber llegado a dos rivales diferentes, porque
si usted relee lo que hicimos hasta ac4, al tratar de llenar las filas
y columnas estuvimos obligados a hacerlo de esa forma, que por
lo tanto resulta tnica. El misterio estd develado, y ojald que haya
disfrutado del andlisis tanto como yo al escribirlo’.

7. Este problema es una variaciéon —muy menor— de otro que encon-
tré en un libro de Bonnie Averbach y Orin Chein (Problem Solving Through
Recreational Mathematics). Hay muchisimo material del estilo en libros de
ese tipo y en internet. Elegi este porque me resulté mds cémodo, pero fue
solamente una preferencia personal.

48



El ancho del rio®

El problema que sigue fue el que me acompaiié mds tiempo
tltimamente. En general, disfruto mds de aquellos planteos que
no tienen una solucién inmediata y que ‘llevo puestos en mi ca-
beza’ durante varios dias. Justamente, de eso se trata: de discutir
internamente cémo abordar una situacién, qué hacer o por dén-
de entrarle.

Pero lo que mds me atrap6 de este problema es que me pare-
cia que no lo iba a poder resolver porque no me iban a alcanzar
los datos. Es muy posible que quizds a usted, luego de leerlo y
pensarlo un rato, se le ocurra una solucién rapida y sencilla, y
entonces lo que no pueda entender es cémo y por qué me llevé
tanto tiempo a mi. Si es asi, barbaro. De todas formas, creo que
vale la pena que lo piense, porque es muy facil entenderlo y ela-
borar estrategias para resolverlo. Acd va.

Imagine que hay dos ciudades (A y B) que estdn ubicadas a
orillas de un rio que las separa. Cada una tiene un puerto que

8. Este problema fue publicado en el libro Mathematical Quickies, de
Charles W. Trigg (decano emérito del Los Angeles City College). Pero el
original aparecié en la revista American Mathematical Monthly, en febrero
de 1940, jhace setenta afos! El autor que debe llevarse el crédito, entonces,
es W. C. Rufus.
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estd ubicado exactamente enfrente del otro. De hecho, si uno
pudiera trazar una linea entre ambos puertos, esa linea seria per-
pendicular al rio (como se ve en la Figura 0).

Figura O

Hay dos barcos, uno en cada puerto, que van a salir en di-
recciones opuestas, apuntando a la ciudad que tienen enfrente.
Cada uno de ellos cruzari el rio a una velocidad constante, no
necesariamente la misma entre ellos, pero cada barco mantiene
siempre la misma velocidad a lo largo del trayecto.

Cuando un barco llega a la otra orilla, da vuelta inmediata-
mente sin detenerse y vuelve hacia el lugar de origen. Y repiten
el proceso una y otra vez.

Algunos datos mas:

a) Los dos barcos salen al mismo tiempo.

b) Cuando se encuentran por primera vez, estin a 7 kilome-
tros de una de las costas. Como estaba previsto, contindan
su trayecto.
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c¢) Cuando los dos barcos se encuentran por segunda vez,
ahora estdn a 4 kilémetros de la otra costa.

Pregunta: ;cudl es el ancho del rio?

Solucion

No sé cémo le habrd ido a usted, pero a mi el problema me
entretuvo mucho tiempo. No sabfa c6mo abordarlo e intenté
acercarme por distintos lugares. Me preguntaba si no era nece-
sario conocer la velocidad de cada uno, o al menos una de ellas,
para asi poder determinar el ancho del rio.

Como sea, ocupé varios ratos de mis dfas, hasta que se me
ocurrié una potencial solucién. Estoy seguro de que no debe de
ser la tnica; en todo caso es una solucién que ademds incluye
una forma de alcanzarla.

Quizds usted haya encontrado otra mds breve, mds rapida y/o
mds clara. Por supuesto, si asi fue, deberfa hacerla (o hacerlo)
sentir muy bien, como corresponde, porque en definitiva es su
solucién y para usted tiene que ser la mejor de todas. Por otro lado,
si no se le ocurrié ninguna solucién, tampoco pasa nada. jAcaso
no disfruté del camino que recorrié al pensarla?

En la Figura 1 aparecen los dos barcos en cada una de las
costas. Los voy a llamar A y B.
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7 kildmetros
Figura 1

Cuando se encuentran por primera vez en el punto C, lo ha-
cen a 7 kilémetros de una de las costas, digamos la izquierda,
desde donde sali6 A.

Fijese que Ay B estdn en el mismo lugar (en C), cuando A ya
recorri6 7 kilémetros desde que empezé su viaje. Se cruzan, pero
siguen su marcha. En algin momento (no necesariamente el
mismo) A llegard a la costa derecha, y B a la izquierda. Cuando
cada uno llega a la otra orilla, da la vuelta sin perder tiempo y
sale en direccién contraria.

Y ahora sabemos que cuando se encuentran otra vez, lo hacen
en un punto D que estd a 4 kilémetros pero de la costa derecha
(Figura 2).
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4 kildmetros
Figura 2

Ahora, quiero hacer una observacién que me parece muy im-
portante y conducente hacia la solucion del problema: cuando los
barcos se encontraron la primera vez, entre los dos recorrieron el
ancho del rio. Todavia no conocemos cudnto mide, pero si que la
suma de los dos tramos que navegaron entre ambos resulta ser el
ancho total del rio (que es el dato que estamos buscando)’.

Independientemente de que, al haberse cruzado, la suma de
las distancias que recorrieron es exactamente el ancho del rio,
cuando los dos hayan tocado la costa contraria, habran recorrido
el rio dos veces: una vez Ay otra vez B. El barco A lo recorrié de
izquierda a derecha y el barco B en la otra direccion.

Y por ultimo, piense lo siguiente: al tocar la costa contraria, dan
la vuelta y se encuentran nuevamente en D, que estd a 4 kilometros
del lado derecho del rio. En ese momento, entre los dos recorrie-
ron el ancho del rio una tercera vez: la habfan navegado dos veces
cuando cada uno llegé del otro lado, y ahora tenemos que sumar
las distancias recorridas por los dos cuando se encuentran en D.

Moraleja (hasta acd): al encontrarse en D, si uno suma las
distancias que recorrieron los dos, el resultado es que navegaron
tres veces el ancho del rio.

9. Cada barco cruza el rio manteniendo siempre la misma velocidad, pero
no sabemos si alguno de los dos es mds rdpido que el otro o no.
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Este es un dato no menor, invito a que lo revea/piense. Mds
adn: le propongo que no siga leyendo si cree que no entendio.
Vuelva atrds tantas veces como le haga falta y, obviamente, pien-
se usted si estd de acuerdo con lo que escribi. Y hasta que no se
convenza, no siga.

Ahora estamos de acuerdo en que entre los dos barcos reco-
rrieron tres veces el ancho del rio (sumados los tramos que hizo
cada uno).

Quiero separar dos hechos:

a) Los dos barcos van a velocidad constante (no necesaria-
mente la misma, pero constante).

b) Cuando el barco A se encuentra con B la primera vez, re-
corri6 7 kilémetros. Y en ese momento en que se encontré
con B, entre los dos habian recorrido el ancho del rio una
vez.

En consecuencia, cada vez que entre los dos recorren el an-
cho del rio, el barco A recorre 7 kilémetros.

Pero ademds, como lo recorrieron tres veces entre los dos,
eso significa que el barco A recorrié 3 veces 7 kilémetros, o sea,
21 kilémetros. Por otro lado, cuando se encontré con B por se-
gunda vez, estaba a 4 kilémetros de la otra costa. Es decir, como
Asali6 de la otra costa (digamos la izquierda) y se encontré con B
a 4 kilémetros de la derecha, eso significa que hizo 4 kilémetros
mds que el ancho del rfo.

Luego, el ancho del rio es de 21 kilémetros menos 4 kil6me-
tros. Por lo tanto, el ancho del rio es:

(21 —4) kilémetros = 17 kilémetros

Como ve, este problema es verdaderamente espectacular,

porque mds alld de lo que yo escribi, daba la sensacién (al princi-
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pio) de que con los datos que uno tenia no podria resolverlo. Sin
embargo, no fue asi.

[gualmente, lo mds interesante de todo es que, mds alld de ha-
ber llegado al resultado o no, el entrenamiento que uno adquiere
al pensar este problema es verdaderamente impagable.
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Absurdo

Una de las ciudades mds bonitas del mundo es Cannes, en la
Costa Azul, Francia. La razén por la que Cannes se destaca entre
tantas otras que estdn junto al Mediterrdneo es que todos los afios
se realiza alli el festival de cine. Obtener un premio en Cannes
significa aparecer en el mapa... al menos, en ese mapa.

El otro dia me plantearon un problema que me parecié muy
interesante y que justamente involucra al festival y al gran nimero
de peliculas que se presentan alli anualmente. Quiero compar-
tir entonces la historia. Voy a cambiar algunos datos para que las
cuentas sean mds ficiles, pero esto no modificard nada concep-
tualmente.

Un grupo de cien amigos (entre ellos, no mios), que viven
habitualmente en la Argentina, son cinéfilos a ultranza, casi fa-
ndticos. Saben todo: nombres de peliculas, directores, actores,
actrices (y no solamente los principales, sino los de reparto tam-
bién), compositores de los temas musicales, diferentes versiones
a lo largo de la historia... y no hace falta que agregue nada mas.
Supongo que a esta altura usted me entiende. Estos amigos estu-
vieron juntando dinero durante bastante tiempo para poder asis-
tir al menos una vez en sus vidas al que ellos consideran el festival
de cine mds importante del mundo. Y al final, lo lograron.
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Se fueron a Francia. Llegaron a Paris y contrataron un micro
que los transport6 hacia el Mediterrdneo y que les sirvié para mo-
vilizarse durante toda la estadia. Bloquearon ademads 50 habita-
ciones en un pequeno hotel, y se decidieron a pasar los ‘mejores
dfas de sus vidas’.

El nimero de peliculas que se exhiben en Cannes varia to-
dos los afios, pero en esta oportunidad se presentarian 50. Los
organizadores se propusieron que no hubiera peliculas que se
ofrecieran en forma simultdnea, y no habria repeticiones. Es de-
cir, habria una sola oportunidad para ver cada pelicula. El incon-
veniente mayor era tratar de conseguir entradas, y lo inico que
pudieron garantizar es que cada pelicula fuera vista por mds de
la mitad de los integrantes del grupo (51). Es decir, para tener la
mayor cantidad de opiniones posible, decidieron que, sea cual
fuere la pelicula, debia ser vista por mds de la mitad del grupo, y
de esa forma tener mds variedad en el momento del andlisis que
habrian de hacer a su retorno. Entre sobreprecios y discusiones
con las autoridades del festival, mas algunos amigos en el mundo
del ‘cine’, lograron finalmente su objetivo.

Después de varios dias y experiencias intensas (y agotadoras),
estaban recorriendo el aeropuerto de Charles De Gaulle y se
reunieron por tltima vez en uno de los bares. Allf fue cuando
Selva, una de las integrantes del grupo, de 16 afios, hizo el si-
guiente comentario: “;Se dieron cuenta de que, por la distri-
bucién que hicimos, por lo menos uno de nosotros (uno de los
100) tuvo que haber visto mds de la mitad de las peliculas (o sea,
26 0 mds)?”.

:Serd verdad lo que pensé Selva? Aqui le sugiero que continde
usted por su cuenta. Yo, mientras tanto, s1go mds adelante.
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Solucién

El problema es interesante porque plantea una situacién al
revés de lo que se habian propuesto como grupo. Es decir: la idea
que tenian era distribuirse de manera tal que cada pelicula —de
las 50 que habia en exhibicién— fuera vista por mds de la mitad
de los componentes (51 o mds); pero, de acuerdo con lo que les
sugiri6 pensar Selva, habrian obtenido un resultado extra, pues
al menos uno de ellos tuvo que haber visto 26 peliculas (o mads),
o sea, mds de la mitad de las peliculas. ;Fstard bien?

Le propongo pensar el problema de la siguiente forma. Ha-
gamos de cuenta de que las tinicas personas que iban al cine en
ese festival de Cannes eran los componentes del grupo, ya que
lo que sucedia con el resto de los espectadores no tiene ninguna
relevancia para lo que tratamos de resolver.

Dicho esto, acompdfieme en estas dos observaciones:

1) De acuerdo con lo que se propusieron, cada pelicula la ha-
brian de ver por lo menos 51 de ellos (mds de la mitad).
Como en total se exhibian 50 peliculas, entre los integrantes
del grupo hubo (50 x 51) = 2.550 espectadores como mini-
mo. ;Por qué? Tome una pelicula cualquiera: seguro que
habia por lo menos 51 integrantes del grupo que estaban en
la sala. Como esto sucedi6 con cada una de las 50 peliculas,
entonces entre las 50 funciones hubo (50 x 51) = 2.550 es-
pectadores del grupo en esos cines... jcomo minimo! ;Por
qué pongo como minimo? Es que podria ser que a alguna de
las peliculas hubieran podido ir los 100. Pero también pudo
haber pasado que justamente en esas funciones particulares
la demanda de entradas no les hubiera permitido ir a todos.
La garantia que ellos tienen es que siempre hubo por lo me-
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nos 51 de ellos en cada funcién; y como eran 50 peliculas, al
multiplicar 51 por 50 se obtiene 2.550.

2) Supongamos que la observacion de Selva fue equivocada,
que NO FUERA CIERTO que hubo algtn integrante del
grupo que vio mds de la mitad de las peliculas. ;Qué quie-
re decir esto? Esto significa que cada uno de los 100 amigos
que llegaron desde la Argentina vio A LO SUMO 25 peli-
culas (ya que si hubiera habido alguno que vio 26, listo...
Selva habria tenido razén). Luego, si ninguno vio mds de
25 peliculas, esto dice que entre los 100 integrantes del
grupo no pudieron ser mds de (100 x 25) = 2.500 personas
en los cines. Es decir, como méximo entre los integrantes
del grupo, no aportaron mds de 2.500 espectadores.

Ahora le propongo que relea las dos observaciones que escribi.
¢Encuentra alguna contradiccion? Fijese que por la observacion
(1), el aporte de espectadores entre los miembros del grupo fue,
como minimo, de 2.550; pero, por otro lado, de acuerdo con la
observacion (2), si lo que dijo Selva fuera falso, se obtendria que
como mdximo aportaron 2.500. jEstos dos nimeros no cierran!
Hay algo que estd mal.

Justamente, la contradiccién se produce porque hemos su-
puesto que lo que dijo Selva era equivocado.... lo que demuestra
que lo que ella dijo... jtiene que ser cierto!

Conclusion

Usted debe de haber escuchado muchas veces en su vida que
algo en matemdtica se resuelve por el absurdo'. Estoy seguro

10. El nombre comtin y més conocido es el ‘método de prueba por el ab-

59



(aunque no la/lo conozco) de que usted misma (o mismo) debe
de haber demostrado la validez de algo que sostuvo en algin mo-
mento de su vida usando este método. Es muy posible que nunca
lo haya llamado asi, y ni siquiera se haya planteado ponerle un
nombre.

Sin embargo, esta herramienta para hacer una demostracién
es muy sencilla y, al mismo tiempo, muy potente y muy dtil.
(Coémo funciona? A ‘grandes rasgos’, lo que uno quiere es probar
que algo es cierto (como lo que sostuvo Selva). Empieza por su-
poner que no, que es falso. Avanza con la linea argumental hasta
concluir que si eso fuera falso, entonces alguna otra verdad cono-
cida terminaria siendo falsa también. Es decir, uno supone que
es falso lo que en realidad es cierto... Y por eso es, justamente,
una demostracién ‘por el absurdo’.

surdo’ o prueba de la contra-reciproca. Para aquellos que tengan un poco mds
de curiosidad matematica, y usando una nomenclatura mds ‘técnica’, resulta
equivalente probar una ‘implicacién’ que la ‘contra-reciproca’.
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Modelo para embarcar

Usted llega a un aeropuerto. Se dispone a iniciar su vuelo pero
ya sabe lo que le espera: largas colas (entre paréntesis, todo lo que
signifique ‘hacer cola’ es una falta de respeto... siempre, no impor-
ta ni la circunstancia ni la ocasion. Peor aiin, aquellas personas
que tienen mayor poder adquisitivo no hacen tanta cola como el
comiin de los mortales). Estas son algunas de las dificultades que
puedo enumerar, pero siéntase libre de agregar las propias:

e Hacer cola para ‘llegar’ hasta el mostrador.

® Aunque los pasajes sean electrénicos, igualmente ayuda
tener una copia en papel... jy la tarjeta de embarque!

¢ Presentar los documentos (no hay nada para decir al res-
pecto).

® Despachar el equipaje. Para esto, hay que pesarlo, y uno su-
fre pensando que podria exceder el peso aceptable y, por lo
tanto, tener que pagar mds para transportar lo que compré.

e “Discutir” por un asiento. ;No es curioso que siempre... en
serio... siempre las filas de emergencia estén ocupadas?

e Hacer cola para presentar los documentos ante la policia
de inmigraciones.
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e Pasar por el escrutinio de los rayos X... o sortear los sistemas
de seguridad.

e Ni hablar si uno tiene que declarar (antes o después) algin
objeto electrénico para evitar pagar impuestos al retornar.

En fin: la lista podria ampliarse, pero creo que queda clara mi
idea. Y una vez que uno ya superé todos estos escollos, todavia falta
el més importante de todos: jembarcar! Fn esos casos, uno cree que
lleva el equipaje de mano adecuado. Es decir, uno cree que va a ca-
ber en el compartimento superior del asiento que tiene asignado, o
en todo caso, debajo de él. Pero, claro... {los otros pasajeros tienen
la misma idea que uno! Y peor atin: hay gente que trae un colchén
de dos plazas listo para ubicarlo alli arriba (... es una broma... aun-
que a veces se acerca bastante a la realidad).

Desde ya, los pasajeros que viajan en primera o en clase eje-
cutiva entran primero al avién. Pagaron mds, y eso los califica (en
esta sociedad, el que paga mds entra mds rdpido, el que paga mds
no hace cola, tiene privilegios. En algin sentido, el que paga ms
tiene poder, y esto que estoy describiendo es una manifestacion
de ese poder, justamente).

Y es aqui donde surge el problema: ;qué hacer? ;Qué pueden
hacer las aerolineas para minimizar el tiempo de embarque? Estd
claro (al menos para mi) que ellas también se verian favorecidas
si lograramos encontrar alguna forma de embarcar que sea uni-
versalmente aceptada. De hecho, me resulta muy curioso que
adn no se haya podido resolver el problema, aunque verd usted,
si sigue leyendo, que hay ya algunas propuestas. De todas for-
mas... sigo.

Hasta acd, cada compaiiia tiene libertad para utilizar su pro-
pio método, su propia estrategia. Depende del tipo de avién, del
tamario, del nimero de divisiones internas que tenga, de la can-
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tidad de pasillos (los mds grandes tienen dos pasillos, e incluso
hay de dos pisos, como los jumbos).

Algunas prefieren hacer ingresar a los pasajeros de adelante
hacia atrds (la peor de todas las opciones, pero la més utiliza-
da). Otras, al revés: de atrds hacia adelante (que es solamente
un poquito mejor). Otras dividen a los pasajeros en secciones de
acuerdo con el dinero que costé el pasaje, aun en la clase mds
econdmica. De todas formas, los métodos usados hasta acd son
pobres en cuanto a eficacia y resultados.

Una vez mds, ;qué hacer? A las compaiiias aéreas les deberia
interesar optimizar ese tiempo, no tanto porque estén preocupa-
das por nuestro bienestar sino porque cuanto mds tiempo esté un
avién en el aire, mds rédito obtienen ellas.

Como muchas otras veces, conviene apelar a la matematica,
o al menos consultarla. Claramente, en la practica, uno no pue-
de experimentar con todas las formas posibles de hacer ingresar
pasajeros en un avién. De hecho, cualquier método que se elija
tendrd siempre los inconvenientes que planteamos los humanos:
viajar con chicos, con mucho equipaje de mano, o tener asientos
en diferentes filas y pretender embarcar todos juntos (algo que
es l6gico si uno viaja con nifios, por ejemplo), o simplemente
no respetar ningdin orden. Todo esto debe ser contemplado. De
acuerdo... jpero c6mo?

Mis aun: se lo pregunto a usted. Si, a usted. ;Qué haria usted
si tuviera que delinear una estrategia para embarcar pasajeros?
No hace falta que le dedique mucho tiempo, pero si que se de-
tenga un rato a pensar, porque aunque usted crea que encontré
la solucién, ;cémo haria para comprobarla?

Curiosamente, ese es otro problema. Suponiendo que cual-
quier persona disefiara una estrategia que considerara 6ptima,
;como lo demostraria?
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Es obvio que no podria probar con pasajeros y aviones de ver-
dad, entre otras cosas porque jquién se los prestaria? Y por otro
lado, scudntas pruebas tendria que hacer? Para resolver este tipo
de situaciones —entre otras cosas— sirve hacer un modelo... jy
hasta acd queria llegar! Si uno logra un modelo, algo que sirva
para ‘replicar’ la situacién de la vida real y que se ajuste a ella
lo mds posible, entonces si. Con un modelo teérico uno puede
practicar y probar. Esto lo hace un programa que se ‘corre’ en
una computadora. Usted planifica algo que, como decia antes,
simula la vida real, le pide a un programador que lo traduzca al
lenguaje de una computadora para que esta lo pueda entender y,
luego, pone a prueba lo que pensé.

Lo bueno de usar un modelo es que —si funciona—, si en
verdad se ajusta a la realidad, uno puede probar muchisimas
veces en forma virtual, y puede decidir sobre su eficacia sin costo
alguno (o con un costo infinitesimal).

En cambio, si el modelo no funciona, uno puede hacer los
ajustes en forma tedrica y probar nuevamente. En este caso, si
quisiera comparar cudl método funciona mejor (el que a usted
se le ocurra: embarcar por adelante hacia atrds o viceversa, ubi-
car primero a los pasajeros que se sienten al lado de una venta-
nilla, después a los del medio y finalmente a los de los pasillos),
basta con que lo programe y lo apruebe. Después podré agregar
algunos factores de correccion. ;Qué quiero decir con esto? De-
moras por niflos, personas mayores, personas que necesitan si-
llas de ruedas, o que traen paquetes muy grandes que no entran
facilmente en los compartimentos superiores, personas que se
quedan conversando entre si y obstruyen el paso en los pasillos...
y muchos etcéteras mds. Pero usted necesita incluir en el progra-
ma todas las posibles alternativas, y cuando se sienta confiado
y tranquilo, hacer ‘correr’ el programa. Es decir, hacer que el
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programa simule la realidad, como si tuviera pasajeros y aviones
de verdad. Es decir, estudia las modificaciones necesarias, anota,
corrige... y después compara.

Un fisico norteamericano, Jason H. Steffen!!, harto de pade-
cer estos contratiempos (como todos los que tenemos el privilegio
de volar en aviones frecuentemente), decidié utilizar un método
matemadtico para probar las distintas variantes y ver si podia en-
contrarle una solucién cientifica al problema.

Para empezar, Steffen empled diferentes ideas. Simulé un
avion con 120 pasajeros, con 6 asientos por fila y 20 filas en total.
Agregé después una hipétesis extra: no habria ni primera clase
ni clase ejecutiva: jtodos iguales! Y por supuesto, supuso que el
avién estaba completo. Claramente, estas no son las condiciones
de todos los vuelos, todos los dias, en todas las compaiiias pero...
tenia que comenzar de alguna forma, sno es asi?

Steffen escribio:

FEmpezando con el orden inicial —escribié Steffen— tomé el tiempo
que tardaban en embarcar y lo anoté. Después, tomé dos pasajeros
al azar, cualesquiera, y les cambié el orden en el que entraban en el
avién. Si lograba que de esa forma entraran igual o mds répido, acep-
taba ese nuevo orden y cambiaba otros dos. En cambio, si una confi-
guracion aumentaba el tiempo, la rechazaba, volvia al paso anterior
y modificaba otros dos pasajeros. Paré luego de 110.000! intentos, ya
que cualquier otra modificacién no alteraba los resultados.

11. Steffen publicé sus resultados en home.fnal.gov/~jsteffen/airplanes.
html y en un articulo que publicé Philip Ball, en la revista Nature, en la
edicion de febrero del afio 2008 (www.nature.com/news/2008/080227/
full/4511040a.html). Para aquellos que estén mds interesados atn, Steffen uti-

liz6 un algoritmo de optimizacion, que se conoce con el nombre de MCMC
(“Markov Chain Monte Carlo”).
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El modelo le asignaba a cada persona (ademads del asiento)
un ndmero al azar, entre 0 y 100, que indicaba el tiempo que
tardarfa en ubicar su equipaje de mano. Por supuesto, escapa a
mi objetivo en este articulo explicitar todos los detalles, pero me
interesa mostrar acd cudles fueron algunas de sus conclusiones.

En principio, los mejores resultados se obtienen cuando la
distancia que hay entre los pasajeros permite que varios carguen
su equipaje en forma simultdnea, y eso se da si esa distancia es
de 12 filas. El tiempo de embarque aumenta considerablemen-
te si los pasajeros que ingresan en el avién van a sentarse en la
misma fila o en filas adyacentes. Con el modelo que usé Steffen
podia haber un méximo de diez pasajeros acomodando su equi-
paje al mismo tiempo. Por supuesto, para implementar cualquier
método, los pasajeros de todos los aviones tendrian que aceptar
un orden de entrada. Como escribié el propio Steffen, siempre
habrd una fraccién de los pasajeros que no podrdan cumplir con
esto, porque son familiares, porque llevan nifios o porque forman
parte de otros grupos.

Pero lo ideal no es necesariamente posible. El autor propone,
entonces, que haya al menos una fila libre, o bien adelante o
bien atrds, en el momento de acomodar los equipajes ‘de mano’.
Como consecuencia de esto, la mejor distribucién aparece cuan-
do la mayor parte de los pasajeros tienen una fila vacia que los
separa de los que ya entraron o de los que entrardn después. Es
decir, lo que importa no es tanto el lugar donde se van a sentar,
sino la posicién relativa (los que ya estdn sentados y ubicados, o
los que vendran después).

Una vez mds, la matemadtica aparece como la forma mds efi-
ciente para resolver un problema de la vida cotidiana, si es que,
en definitiva, ubicar pasajeros en un avién en forma eficiente se
puede considerar tal cosa.
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Algunas notas sobre el modelo de Steffen

1) El modelo que usé Steffen supone que el tiempo que de-
mora el embarque se debe al tiempo que ocupan los pa-
sajeros en ubicar su equipaje de mano, ya sea debajo de
los asientos que tienen adelante o en el compartimento
superior. De hecho, el autor dice que si la gente no pudiera
llevar equipaje de mano, el articulo no existiria porque no
habria nada que analizar.

2) Ubicar a los pasajeros dentro del avién ocupa mds tiempo
que la recarga de combustible y el reaprovisionamiento de
comida, bebida, y de todo lo que hace falta para consumo
interno de las personas.

3) La intuicién indica que la peor manera de abordar es de
adelante hacia atrds (y el método usado por Steffen lo con-
firma, obviamente). Pero embarcar de atrds hacia adelante
en bloques solo divide el tiempo a la mitad. Igualmente,
el andlisis demuestra que es la segunda peor de todas las
opciones. En todo caso, mueve la fila de pasajeros que se
amontonan hacia la parte trasera del avién, pero no mejora
significativamente el proceso. Mds atin: si bien hay muchos
pasajeros adentro del avién, muy pocos ubican sus equipa-
jes simultdneamente. Es mds la gente que espera que los
otros se ubiquen que la gente que estd efectivamente aco-
modando el equipaje.

4) Hacer sentar primero a todos los que ocupan las ventani-
llas, luego los asientos del medio y finalmente los pasillos
mejora las opciones anteriores, pero por muy poco, tam-
bién.

5) Si uno dejara entrar a los pasajeros al azar, el tiempo que
utilizarfan se reducirfa a la mitad de lo que es convencio-
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nal hoy. Esto demuestra que subir al azar no es catastréfico,
como uno podria suponer... ;no es asi?

0) Steffen plantea dos opciones: una, la que él llama ideal, y
otra, que es la mejor entre las posibles. Digo asi porque la
6ptima requeriria de una disciplina inalcanzable (e ines-
perable) tanto por parte de los pasajeros como de las com-
pafifas aéreas. Pero la mejor entre las posibles significaria
disminuir el tiempo por lo menos a la cuarta parte, con po-
sibilidades, en algunos casos extremos, de reducirlo... —lea
bien— ja la décima parte!

7) La situacion ideal se alcanza cuando pasajeros adyacentes
(0 sea, que entran juntos al avién) tienen asignados asien-
tos con 12 filas de separacién. Esta configuraciéon permi-
te tener el mdximo nimero de pasajeros acomodando sus
equipajes de mano en forma simultdnea. Ademds, permite
que entren 10 pasajeros al mismo tiempo. “Entran diez. Se
espera a que terminen. Entran otros diez. Y asi siguiendo
hasta que entran todos.” Esta estrategia permite embarcar
a los pasajeros ocupando solo un 20% del tiempo que se
utiliza hoy (en promedio).

8) Sin embargo, la mejor de todas las posibles variantes (y que
no involucre que los pasajeros tengan que hacer un curso
para entrar en un avién) es formar bloques de personas que
tengan asientos designados ‘cada cinco filas’ y hacerlos en-
trar respetando esos blogues. Esto se obtiene (en el caso del
avién de 120 lugares) con cinco bloques de 24 pasajeros
cada uno.

La primera vez que escribi sobre este tema fue en el afio 2007

(dentro de poco hard una década). Muchas cosas pasaron desde
entonces, pero aun no hay un método o una estrategia para
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embarcar que mejore la que existe desde siempre. ;Es curioso,
no? Lo que quiero proponer acéd es mostrar un tipo de problema
que la sociedad tiene todavia hoy y plantear que el disefio de una
buena estrategia es la dnica forma de resolverlo. Diria entonces
que, asi como estd, este es ain un problema abierto.
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CAPITULO 2







{Quién da menos?

Con la llegada de internet, las redes sociales como Facebook,
Twitter, y los teléfonos inteligentes, el paisaje que nos rodea ha
cambiado fuertemente en los dltimos afios. Y los acontecimien-
tos se suceden tan rdpido que no hay, virtualmente, lugar para
respirar sin que aparezca algo nuevo. En una de las reuniones de
produccién de “Alterados por Pi”, comentaba con Juan Pablo Pi-
nasco, matemadtico, profesor en Exactas de la UBA, lo que habia
escuchado en la Universidad de Nueva York (NYU) a propésito
de una forma sorprendente de realizar “subastas” o “remates”.
Juan Pablo, quien trabaja en el equipo de produccién ofreciendo
ideas extraordinarias para el programa, me dijo que no solo estaba
informado sobre el tema, sino que me podia dar muchas fuentes
para investigar. Mds atin: me propuso que lo prepardramos para
que yo pudiera presentarlo en alguna de las grabaciones que ha-
brfamos de hacer en alguna de las escuelas del interior del pais.
A partir de alli, me abrumé con datos, trabajos, antecedentes y
recomendaciones. Me apuro a decir que, cuanto mds leo sobre
el tema, mds sorprendido estoy de la forma en la que funciona.

El sistema tiene varios costados desde donde abordarlo: el
econémico (ya que es una forma diferente de tratar de comprar
un objeto), el ladico (porque hay azar y sin garantias de éxito)
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y el matemdtico (por la forma en la que interviene la Teoria de
Juegos en la busqueda de estrategias ganadoras). Si me permite
la exageracion, creo que es algo revolucionario. Le propongo que
me siga por aca.

Un breve resumen. Cuando usted piensa en una subasta o
en un remate, ;qué es lo primero que se le ocurre? Creo que a
todos nos pasa que imaginamos a una persona con una suerte de
martillo que golpea en un atril con insistencia mientras habla en
forma muy (muy) rdpida. La idea es tratar de que los asistentes
compitan entre ellos, elevando sus apuestas (u ofertas) en pos de
conseguir el objeto que se remata. Todo termina con el marti-
llero golpeando la mesa tres veces consecutivas, decretando una
oferta ganadora, y a partir de ese momento queda definido quién
se queda con un cuadro, con una escultura o incluso con un
caballo o una casa...

(Coémo podria alguien encontrar una variante a esto? Curio-
samente si hay una variante posible. Es que el mundo digital
ofrece herramientas que antes no podfamos imaginar ni siquiera
en uno de nuestros suefios mds salvajes. Fijese cémo funciona.
Supongamos que se va a rematar un objeto cualquiera, digamos
un televisor. En general, en los remates habituales las personas
suelen estar sentadas en un mismo lugar geogréfico, todas en-
frentadas al “martillero”, que es el que va conduciendo el remate
y “azuzando” al publico, estimuldndolo para que vaya ofertando
cada vez mis.

En el caso que voy a describir, nada de esto tiene que suceder.
Los oferentes no tienen por qué estar ni en ningtin lugar en par-
ticular ni muchisimo menos todos juntos. La compania duefia
del televisor que se estd por rematar hace un anuncio ptblico
del ndmero de teléfono al que habrd que mandar un mensaje
de texto con el dinero que uno estd dispuesto a pagar por él. Por
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supuesto, cada mensaje de texto tiene un costo fijo (dinero que
se reparte entre la empresa duefia del televisor y la compariia de
teléfonos que presta el servicio).

Las ofertas pueden hacerse durante un tiempo determinado,
por ejemplo, seis horas. Para fijar las ideas, supongamos que las
ofertas se pueden hacer en incrementos de un peso, pero podrian
ser en centavos o en cualquier denominacién que se paute de an-
temano. Una vez delimitadas todas estas cuestiones “logisticas”,
aparecen las tres primeras preguntas: ;cémo hace uno para ganar
el televisor?, sc6mo hace uno para saber qué es lo que estan apos-
tando los otros?, ;como hace uno para superar la oferta de otro?

Las respuestas son sorprendentes: gana el televisor el que ofre-
ci6 menos dinero. Si, menos. Acd, la idea que uno tiene de supe-
rar la oferta de el o los otros funciona al revés: usted gana si ofre-
ce menos dinero. Pero claro, falta un dato importante: la oferta
tiene que ser tnica. ;JEn qué sentido “tnica”? En el sentido de
que no puede haber ninguna otra persona que haya ofrecido la
misma cantidad de dinero que usted.

Me explico: supongamos que las ofertas tienen que hacerse
en “saltos” de un peso. Por supuesto, recuerde que, independien-
temente del ofrecimiento que usted haga, siempre hay que pagar
un canon por el mensaje de texto que se envia. Ahora bien: es
razonable pensar que si va a ganar el televisor el que apueste
menos, entonces todos van a apostar el menor valor posible, o
sea, un peso. Pero en ese caso, si hay dos o mds personas que
ofrecieron un peso, entonces ninguno de ellos va a ganar, porque
la oferta, si bien serd la mds baja, no serd tinica.

Fijese en el ejemplo que escribo acd abajo. Supongamos que,
en un momento de la subasta, las ofertas estuvieran distribuidas

s

dsl:
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532 personas ofrecieron un peso

138 personas ofrecieron dos pesos

71 personas ofrecieron tres pesos

ninguna persona ofrecié cuatro pesos

una persona ofrecié cinco pesos

114 personas ofrecieron seis pesos

ninguno ofrecié ni siete, ni ocho, ni nueve pesos
una persona ofrecié diez pesos, etc.

Relea los datos vy fijese si puede decidir —con las reglas que
escribi antes— quién ganaria el televisor.

Sigo yo. Hasta ese momento, la persona que ofrecid cinco pe-
sos serfa la ganadora. ;Por qué? Porque es la mds baja de todas las
ofertas en las que quien ofrecié ese dinero (cinco pesos) no tuvo
competencia: fue la dnica (o el tnico). Los que ofrecieron uno,
dos y tres pesos ofrecieron menos dinero que cinco pesos, pero
no estdn solos. Cuatro pesos no ofrecié nadie, por lo tanto no
hay quien gane con ese precio. El primero que estd solo es quien
ofrecié los cinco pesos. Eso si: si en el transcurrir de la subasta,
alguna otra persona envia un mensaje de texto ofreciendo cinco
pesos también, instantdneamente ya ninguno de los dos ganard
el televisor (al menos ofreciendo cinco pesos). ;Quién pasard a
ser el ganador? Si se fija en la lista, la persona que ofrecié 10
pesos pasaria a ser el ganador, porque es quien ofrecié menos
entre todos los que estdn en soledad. Pero puede ocurrir que, en
el camino, alguien decida ofrecer cuatro pesos. Como advierte,
esa persona pasard a ser la ganadora, ya que hasta entonces nadie
habia ofertado cuatro pesos, y si bien quien habia ofrecido diez
sigue estando solo, ahora su oferta perdié la categoria de ser la
menor entre las tnicas.

En resumen, el remate de la “menor oferta tinica” consiste en:
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e Un objeto de alto valor se pone a disposicion del piblico
sin un precio “piso”.

¢ Se determina de antemano si las ofertas tienen que ser en
un ntimero entero de pesos o si se aceptan centavos. De esa
forma, se establece cudn cerca pueden estar dos ofertas.

e [a “subasta” tiene un tiempo predeterminado.

¢ (ada ofrecimiento “paga” un precio por entrar en la com-
petencia, que es el valor del mensaje de texto.

¢ Durante el periodo que dure la subasta, quien ofrece so-
lamente sabe si estd ganando o no con la oferta que hizo.

e Ninguno de los oferentes conoce el dinero ofrecido por
otros, salvo al final del ciclo.

e (Cada persona puede hacer tantas ofertas como quiera
(aunque esto es variable, porque he visto casos en los que se
limita a solo nueve ofertas alrededor de un cierto niimero).

® [n el caso de que no haya ninguna oferta tnica, el primero
en ofrecer “la menor” de todas es el ganador.

;Coémo interviene la matemadtica en todo esto? Lanzados a la
arena competitiva, la Teoria de Juegos cumple un rol también.
Hay mucha gente dedicada ahora a investigar cudles son las me-
jores estrategias para poder ganar. Es decir, se trata de identificar
buenas estrategias que permitan incrementar las chances de ga-
nar, limitando el riesgo.

Grupos de matemdticos, programadores, fisicos e ingenieros
han investigado miles de subastas para intentar descubrir los pa-
trones con los que el ptblico (nosotros, usted, yo) “jugamos”. El
objetivo es entender y poder predecir el comportamiento huma-
no. Se trata de organizar la informacion de las ofertas incluyendo
el precio ofrecido, cudndo fue ofrecido (respecto del tiempo limite
para hacer ofertas) y cudntas apuestas por persona se hacen.
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Hay ya muchisimos articulos publicados al respecto, pero
quiero hacer referencia al que produjo el grupo que conduce
Luis Amaral, profesor de ingenieria quimica y biolégica. La pre-
gunta que se hicieron es: jquién gana en estas subastas?, el que
participa usando una estrategia o el que tiene mds suerte? La res-
puesta fue que gana el afortunado (;no es siempre asi?). Pero con
un detalle: el afortunado que aplica algin tipo de estrategia. El
estudio que realizaron involucra 600 subastas en las que intervi-
nieron mds de 10 mil participantes que hicieron mds de 200 mil
ofertas, especialmente en Australia y en Europa. “Mucha gente
piensa (y con razén) que es ‘inteligente’ y que tiene una ventaja
por serlo”, dice Luis Amaral, uno de los autores del trabajo. “Pero
lo que no advierte es que compite con personas que hacen lo
mismo. La ventaja que tiene el uso de la estrategia se evapora en-
tonces, y se transforma en un juego de azar.” La Teoria de Juegos
se especializa —entre otras cosas— en abordar situaciones en
las que la ganancia de cada jugador no depende solamente de
su comportamiento sino también de lo que hacen los otros. Este
tipo de subasta es un problema clasico de la teoria en donde uno
tiene cierta informacién y trata de descubrir o conjeturar lo que
las otras personas van a hacer y, en funcién de esas conjeturas,
elabora una estrategia supuestamente “ganadora”.

Amaral y su equipo hicieron una simulacién computarizada
usando un programa que disefiaron a tales efectos y descubrie-
ron que la mejor estrategia es la que involucra hacer ofertas con
valores muy cercanos entre si en una banda baja (de poco mon-
to) y después pegar un “gran salto” hacia un lugar donde —uno
conjetura— habrd poca actividad.

No solo eso, sino que la mejor forma de describir el compor-
tamiento humano fue compararlo con lo que hacen las gallinas
para alimentarse. Primero se concentran en una cierta zona, pi-
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coteando como pueden, pero después la competencia entre ellas
las hace alejarse del resto y buscar en lugares no necesariamente
cercanos, sino mds bien alejados del inicial. Trasladado a este
caso, los oferentes hacen sus apuestas en principio alrededor de
valores muy bajos (digamos cercanos a los cinco o diez pesos),
pero después se producen saltos hacia la zona de los cincuentas y
sesentas, como imaginando que alli hay un terreno inexplorado
y con altas posibilidades de ganar.

No sé si este sistema de subastas y/o remates tendrd éxito, ni si
se expandird hasta infiltrar nuestras costumbres cotidianas, pero
acceder a comprar un televisor por cuatro pesos o un departa-
mento por cuarenta es ciertamente una tentacién. Para algu-
nos, es irresistible. Para otros, es una nueva forma de timbear.
“;Quién da menos?”
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Tablero infectado!?

Suponga que tiene un tablero de ajedrez (de 8 x §), pero en
donde las casillas no estdn diferenciadas por color. O sea, son
todas iguales y blancas (como se ve en la Figura 1).

Figura 1

Vamos a infectar algunas de esas casillas, como si contuvieran
alguna bacteria (o algo equivalente) que las transformara en peli-

12. El crédito por la existencia de este texto lo comparten la revista soviéti-
ca (en ese momento) Kvant, una revista hingara (cuyo nombre no conozco)
y Peter Winkler, quien lo propuso en un libro que se publicé en el afio 2005,
Tribute to a Mathemagician.
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grosas. Voy a pintar de negro cada casillero donde vive alguna de
estas bacterias (tal como se ve en la Figura 2).

Figura 2

Es decir, algunas casillas estardn infectadas y otras no. Esa es
la posicién inicial. Ahora empezamos un proceso que —en cada
paso— cumple la siguiente regla: si una casilla estd en contacto
(hacia alguno de los costados: derecho, izquierdo, arriba, abajo)
con dos casillas que estdn infectadas, se infecta ella también en
el movimiento siguiente.

Por ejemplo, si uno empieza con una distribucién de casillas
infectadas como la que aparece en el caso de la Figura 2, al avan-
zar la infeccién se tendrdn (en el primer paso) algunas casillas
infectadas mds (que corresponden a la diagonal de arriba y a la
de abajo de la que estd infectada inicialmente) (Figura 3).
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Figura 3

Como usted puede comprobar, si uno siguiera avanzando,
infectando el tablero en sucesivos pasos, llegaria un momento
en que todo el tablero quedaria infectado. La pregunta que quie-
ro hacer es si es posible empezar con alguna configuracién que
contenga menos de ocho casilleros infectados pero que, sin em-
bargo, termine infectando todo el tablero.

Le sugiero que se siente con paciencia y ganas de pensar. Em-
piece con algunos casos particulares y fijese si puede infectar
todo el tablero. Por ejemplo, fijese qué sucederia si usted tuviera

tableros de 3 x 3 o0 de 4 x 4.

Solucién

Primera aproximacion: ghard falta que haya una casilla infec-
tada en cada fila y en cada columna para que al final quede todo
el tablero infectado?

Intuitivamente, eso parece cierto (y le sugeriria que le dedi-
que un tiempo a pensarlo, proponiéndose algunos ejemplos para
decidir si usted estd de acuerdo o no).
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Sigo. Fijese lo que sucede si la posicién inicial de casillas in-
fectadas es la siguiente:

Figura 4

Avance usted empezando desde la Figura 4, y va a descubrir
que queda todo el tablero infectado.

Moraleja: la conjetura es falsa. Hay muchisimas posiciones
iniciales que, si bien no tienen al menos una casilla infectada
por cada fila y columna, terminan con todo el tablero infectado.

Si me permite, le propongo que vea usted por su cuenta qué
es lo que puede descubrir ademads de las configuraciones que se
ven en las figuras 2 y 4, respectivamente.

Ahora, me parece pertinente formularle la siguiente pregun-
ta: gse podrd empezar con menos de ocho casillas infectadas y, sin
embargo, terminar invadiendo todo todo el tablero? No quiero
escribir atn la respuesta. En todo caso, me gustaria deducirlo
junto con usted.

Para hacerlo, quiero recurrir a un argumento que los matem4-
ticos usamos mucho y que por eso me importaria exhibirlo ac.
Pero necesito que usted me siga. Si no entiende algo, pare y vuel-
va para atrds... Créame, no hay nada que usted no pueda enten-
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der: silo entiendo yo, lo tiene que poder entender usted también.
Mis ain: el placer de pensar estos problemas reside en descubrir
tipos de argumentos que no solo sirvan para este ejemplo parti-
cular, sino que puedan funcionar en otros casos. De eso se trata.

Para empezar, me quiero poner de acuerdo con usted en algu-
nos nombres. Por ejemplo, fijese en la Figura 5. El drea infectada
hasta aqui es de tres casillas, y el perimetro (o sea, si uno suma
todos los lados del drea infectada) resulta ser 12. No me crea
porque lo digo yo: haga la cuenta. Fijese que si usted suma los
lados de cada uno de los cuadraditos infectados, llega a 12. (Es
que cada uno de los tres cuadraditos tiene cuatro lados, y como
no tienen aristas comunes, el nimero total resulta ser 12).

Figura 5

Ahora avanzo un paso mds. De la Figura 5 pasamos a la Figu-
ra 6, donde aparecen otros casilleros infectados.

Figura 6

Claramente, el drea aumento: hay més casilleros infectados. Pero,
jaument6 el perimetro? Haga la cuenta usted sola/solo primero.
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Tal como usted advirti6 (si es que se tom6 el trabajo de hacer-
lo), el perimetro no varié. Sigue siendo 12.

Pensemos juntos: para infectarse, una casilla tiene que tener
o bien dos, o tres o cuatro casillas a sus costados que ya estén in-
fectadas. Si tiene dos casilleros infectados a sus costados, esos dos
lados quedardn absorbidos en el drea infectada, pero el perimetro
no aumentard. Fijese en las figuras 7y 8.

Figura 7

Aqui se ve que hay una casilla que estd a punto de infectarse.
Los dos lados (el de arriba y el de abajo), que forman parte del
perimetro en este momento, van a ser reemplazados por los dos
costados (derecho e izquierdo) de la nueva casilla infectada. Es
decir, el perimetro, que antes de la infeccién es de ocho, seguird
siendo ocho cuando el proceso haya terminado, como se ve en
la figura siguiente (lo invito a que cuente usted también por las
suyas).

Figura 8
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La moraleja es que el drea aumentd, pero jel perimetro no!
Sigue siendo ocho. Si, en cambio, hay una casilla que tiene tres
o cuatro infectados a sus costados, el perimetro si se va a modifi-
car: se va a reducir. (Una vez mds, en lugar de leer lo que sigue,
intente usted primero.)

Vea este ejemplo de las Figuras 9y 10:

Figura 9

Figura 10

En este caso, en la Figura 9, el perimetro es 12, pero al in-
fectar el tablero en el primer paso, el perimetro se reduce a 10.
Es que la casilla de la segunda fila, segunda columna, tiene tres
lados que forman parte del perimetro antes de la infeccién, pero
una vez infectada, esos tres lados quedan absorbidos, y solo se
agrega uno a la nueva drea. Se pierden dos unidades y, entonces,
en lugar de 12, el perimetro ahora es de 10 (Figura 10).

Por lo tanto, luego de estos ejemplos, la/lo invito a que deduz-
ca conmigo lo siguiente: en cada paso del proceso infeccioso, el
perimetro no puede aumentar. A lo sumo, puede que se reduzca,
pero lo que es seguro es que jno aumentard!
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Falta poco para el final. Como vimos recién, el perimetro no
puede aumentar, y al finalizar el proceso —cuando todo el table-
ro esté infectado— el perimetro serd de 32 (el tablero es de 8 x 8,
y si hace las cuentas verd que la suma de todos los lados del drea
infectada resulta ser 32).

Si uno empezara con menos de ocho casillas infectadas, por
ejemplo, con siete, el perimetro a lo sumo serd de 28". Pero
como uno pretende que al final quede todo el tablero infectado,
ese perimetro tendrd que ser de 32. ;Y eso no es posible! La tinica
manera de terminar con 32 es empezar con ocho casillas infecta-
das... o mds. {Pero nunca menos!

Y si uno empieza con ocho, tiene que procurar que no ten-
gan lados comunes. Esto prueba lo que querfamos: jhacen falta
por lo menos ocho casillas infectadas si uno quiere terminar con
todo el tablero infectado!

Final, muy importante. Ese es el tipo de argumento que usa-
mos mucho los matemadticos. Como usted advierte, si bien todas
las posibles configuraciones con las que uno puede empezar son
finitas... igualmente, son jmuchisimas! Por lo tanto, vale la pena
buscar algtin otro tipo de argumento que sea convincente y que no
requiera de probar con todos los casos. Fn este problema, lo que se
puede usar entonces es el perimetro del drea infectada. Ni bien uno
advierte que en el proceso infeccioso ese perimetro jno puede au-
mentar!, ya tiene la batalla ganada, porque como uno quiere llegar
a tener el tablero completo infectado, necesita que el perimetro
termine siendo 32. Por lo tanto, no puede empezar con menos de
32.Y ese argumento lleva a la conclusién de que al principio tiene
que haber ocho casillas infectadas, como queriamos demostrar.

13. Las siete casillas tienen que ser ‘disjuntas’, en el sentido de que no
compartan ningin lado.
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Y ahi reside la belleza de la matemdtica. Uno puede apelar
a un argumento que en principio no parece tener nada que ver
(en este caso, el perimetro del drea infectada), pero que termina
siendo un factor determinante en la demostracion.

Podrd haber otras, pero concédame que la que acabo de pre-
sentar acd es verdaderamente muy bonita'*.

14. Carlos D’Andrea me pregunté: “;Serd verdad que si uno tiene una
configuracion inicial cualquiera, con ocho casillas infectadas ‘disjuntas’, en-
tonces el tablero terminard todo infectado?”. No sé la respuesta, y creo que es
una buena oportunidad para poder avanzar un paso mds con este problema.
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Piratas

Quiero presentarle un juego que es conocido desde hace mu-
chisimo tiempo con el nombre de “Juego de los Cinco Piratas”.
Yo elegi una de las maltiples variantes,” pero todas son esencial-
mente iguales: se trata de encontrar una estrategia que permita,
cuando se cumplen ciertas reglas, ‘ganar siempre’.

Una vez conocido el ‘reglamento’ (por ponerle un nombre al
protocolo que hay que seguir), el objetivo es que usted elabore un
plan que sea 6ptimo. Claro, la pregunta que surge inmediatamen-
te es: ;qué quiere decir ‘6ptimo’ en este caso? Lo que significa es
que si se presentara ante usted otra persona sugiriéndole que tiene
una mejor estrategia, usted le mostrarfa que o bien es el mismo
plan que el suyo, o bien que el suyo es mejor. Me explico.

Por supuesto, todo lo que sigue es ficticio, una historia creada
ad hoc. Imagine que cinco piratas van en un barco navegando en
alta mar con la idea de llegar hasta una isla en donde presumen
que hay un tesoro.

15. La version que elegi me la hizo llegar Billy Mosse, un estudiante de
la Licenciatura en Matemdtica en Exactas (UBA). Mi gratitud hacia él y todo
el grupo de personas que desde distintos lugares del mundo me ofrecen una
fuente inagotable de problemas de este tipo. Apasionados, comprometidos,
generosos. .. jgracias, Billy!
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En el camino se tropiezan con otra embarcacién. La asaltan
y descubren que transportaba un cofre con 100 monedas de oro.
Trasladan el cofre al barco de ellos y tienen que tomar una deter-
minacién: jcémo distribuirse las monedas?

Entre los piratas tienen establecido un ‘orden” que depende
de la antigiiedad que lleva cada uno en su calidad de ‘pirata’. Le
voy a poner un nimero a cada uno: pirata 1, pirata 2, pirata 3,
pirata 4y pirata 5. Entre ellos saben que el pirata 1 es el de mayor
experiencia, después sigue el pirata 2... y asi hasta el pirata 5 (que
seria el mds ‘nuevo’).

El objetivo es encontrar una forma de dividir las 100 monedas
entre los cinco pero no de cualquier forma, ni siquiera en forma
equitativa. No. De lo que se trata es de que se cumplan estas reglas.

El pirata con mayor antigiiedad (en principio, el pirata 1) es
el primero en proponer una forma de distribuir las monedas. Esa
propuesta es sometida a una votacién. Si por lo menos el 50% de
los votos la aprueba, se distribuyen las monedas tal como propu-
so ese pirata y listo.

Pero si esa propuesta pierde la votacién, entonces el pirata que
la formulé es ‘tirado al agua por la borda’, y ahora quien deberd
formular una propuesta es el de mayor antigiiedad entre los que
quedaron. Y asi seguird el proceso, hasta que encuentren una
estrategia que satisfaga por lo menos a la mitad de los piratas (jin-
cluyendo el voto del pirata que la formuld!).

Ahora, présteme atencién a estos tres datos muy importantes:

a) La primera prioridad de cada pirata es permanecer vivo y
arriba de la embarcacién.

b) La segunda prioridad de cada uno es maximizar el nimero

de monedas que reciba.
¢) Por tdltimo, cada uno de ellos prefiere que haya la menor
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cantidad de piratas posible arriba del barco, porque eso
—en principio— le permitirfa incrementar sus chances de
recibir mds monedas.

Con estas reglas, el primer pirata que tiene que formular una
propuesta es el que lleva el ndmero uno, ya que €l es el mds ex-
perimentado de todos.

Pregunta: Si tiene que cumplir con las reglas que describi,
scudl tuvo que haber sido el plan que disefi6 y propuso para que
fuera aprobado en la votacién?

Le sugiero que relea todas las reglas y restricciones. Natural-
mente, el pirata | serd el primero en formular la propuesta, y si
quiere sobrevivir, esta tendrd que ser votada por lo menos por la
mitad de los piratas en el barco, jincluido €l! Todos quieren so-
brevivir y todos quieren conseguir la mayor cantidad de monedas
posible.

Ahora si, le toca a usted. Yo sigo acd abajo.

Antes de escribir una potencial solucién, me interesaria ofre-
cerle algo para pensar. Supongamos que el pirata 1 hizo una pro-
puesta y que cuando la puso a votacion, perdié. Eso significa que
lo tiraron del barco y que en él quedaron los piratas numerados
del 2 al 5. Ahora, imaginemos que pas6 lo mismo con las pro-
puestas que hicieron tanto el pirata 2 como el pirata 3. Es decir,
se llegarfa a una situacién en donde quedarian solamente dos pi-
ratas arriba del barco: el cuatro y el cinco.

(Oué se le ocurre que ocurriria en este caso? (Y a los efectos
de encontrar la solucién del problema, le propongo que no avan-
ce en la lectura hasta no darse la oportunidad de pensar este caso
particular.)

Fijese que si quedaran los dos piratas con menor antigiie-
dad, como el pirata 4 tiene mayor experiencia que el pirata 5,
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serd €l quien formule la propuesta. ;Qué cree usted que va a
proponer?

Lo que va a decir el pirata 4 es:

“La distribucién que te propongo es que YO (pirata 4) me
quedo con las cien monedas, y a vos no te doy nada”.

O sea, pirata 4 = 100, pirata 5 = 0.

(Oué sucederia con esto? Cuando tengan que votar, clara-
mente el pirata 4 va a votar por el Sy el pirata 5 va a votar por el
NO, y eso hard perder al cinco, ya que en las reglas se establece
que para que una propuesta sea aprobada tiene que conseguir
por lo menos la mitad de los votos. Como son dos votos, y la mitad
es uno solo, ese voto le garantizard al pirata 4 que su propuesta
tendrd que ser forzosamente aceptada.

Ya sabemos entonces qué distribucion habria en el caso de
que en el barco hubiera nada mas que dos piratas.

Ahora avancemos un paso mds: supongamos que se llega a una
situacién en donde quedaron los piratas 3,4y 5 en el barco (lo que
significa que las propuestas que oportunamente hicieron los pira-
tas 1 y 2 fueron desechadas y que, como perdieron en las votacio-
nes respectivas, fueron expulsados del barco y arrojados al agua).

Ahora bien: ;qué tendria que proponer el pirata 3 para que su
propuesta sea aceptada y no correr riesgo de que lo tiren al agua a
él también? Como recién vimos que si quedaran los dos tltimos
al pirata 5 no le tocarfa ninguna moneda, para que la propuesta
que haga el pirata 3 tenga posibilidades de éxito, él necesitard
que alguno de los otros dos (el pirata 4 o el pirata 5) le acepte su
oferta.

Para lograrlo, lo que necesita es ofrecerle una moneda al pira-
ta 5,y ya con eso se garantiza que el pirata 5 le dé el voto. ;Por
qué? Es que si los piratas 4 y 5 votan negativamente, entonces el
pirata 5 sabe que, cuando queden ellos dos, el cuatro no le va a
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dar nada. Luego, ile conviene aceptar la propuesta del pirata 3
para tener, por lo menos, una moneda en el reparto!

La propuesta del pirata 3 entonces seria esta:

Pirata 3: 99 monedas. Pirata 4: 0 monedas. Pirata 5: 1 moneda.

De esta forma, el pirata 3 se garantiza el voto de 5, y listo.

Estoy seguro de que estos dos casos que planteé (si quedaran
dos o tres piratas en el barco para tomar la decision sobre las mo-
nedas) le da una idea de cémo elaborar la estrategia. Avancemos
un paso mas.

Supongamos que quedaran en el barco cuatro piratas. Forzo-
samente tienen que ser los piratas numerados desde el 2 hasta el 5.
El pirata 1 tiene que haber hecho una propuesta que fue votada
negativamente y, por lo tanto, fue arrojado del barco. ;Qué ten-
dria que proponer el pirata 2 para sobrevivir? (;No tiene ganas de
pensar usted por su lado y, en todo caso, que revisemos juntos su
respuesta un poco mds adelante?)

Los piratas 3, 4y 5 saben cudl seria la distribucién de las mo-
nedas en el caso de que quedaran ellos tres:

(99,0,1) (%)

(donde las 99 son para el pirata 3 y la restante para el pirata 5). Es
decir, el pirata 4 sabe que si quedaran en el barco nada mds que
tres piratas, a €l no le van a ofrecer nada.

Usando esta informacion, le tocarfa al pirata 2 hacer su oferta.
Para poder conseguir el voto que necesita, le alcanza con conven-
cer a solamente uno de los otros tres (el 3, el 4 0 el 5). sPor qué?
Es que él necesita nada mds que un voto entre esos tres, porque
sumado al de él mismo ya tendria los dos que le hacen falta para
llegar al 50%. ;Qué tiene que hacer? Le basta con fijarse en la
distribucién (*) que quedaria si él no estuviera alli y ver c6mo
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puede seducir a alguno de los otros tres para que le den el voto.
El pirata 2 descubre que si €l le ofreciera al pirata 4 una sola
moneda eso deberia ser suficiente para convencerlo de que le
dé el voto. Es que si quedaran el 3, el 4y el 5, en la distribucién
ideal, al pirata 4 no le tocaria nada. ;Qué deberia hacer el pirata
2, entonces? Ofrecer esta distribucién:

(99,0,1,0) (%)

donde el pirata 2 se queda con 99 de las 100 monedas y la res-
tante se la ofrece al pirata 4. La conclusion es que si quedaran
todos los piratas salvo el niimero uno, entonces la distribucién
(**) es la ideal u éptima (respetando las reglas preestablecidas,
claro estd)'s.

Dicho esto, ahora estamos en condiciones de abordar el caso
‘inal’. Creo que usted cuenta con las herramientas para poder
encontrar ahora la propuesta que tiene que hacer el pirata 1, de
manera tal que él obtenga la mayor cantidad de monedas posible
y que su estrategia de distribucion jsea votada por lo menos por
el 50% de los participantes!

Para que eso suceda, necesita seducir a dos de los otros cuatro
piratas. ;Cémo hacer? Al mirar la distribucién (**), él advierte

16. Uno podria preguntarse (como me observé Juan Sabia): spor qué tiene
que ser la oferta del pirata 2 la que escribiste, y no esta: (99,0,0,1)? (y como
siempre, le propongo que piense usted la respuesta, como Juan me hizo pen-
sar a mi). Sigo: es que si asi fuera, para que se cumpla la condicién (c) escrita
mds arriba, el pirata 5 tendria que decir que no para forzar a que salte al agua
el pirata 2 y queden menos piratas arriba del barco. Es decir: el pirata 5 se ne-
garfa no porque piense que conseguiria mds monedas (de hecho, si quedaran
3,4y 5 abordo, el pirata 5 obtendria igualmente una sola moneda), sino que
estd obligado a hacerlo para que se cumplan las reglas establecidas.
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que a los piratas 3 y 5 no les tocarfa ninguna moneda. Es decir,
si el pirata 1 no estuviera en el barco, al pirata 3 y al pirata 5 no
les corresponderia nada. Lo que esto sugiere es que él deberia
ofrecerles una moneda a cada uno para que le den el voto y listo.
De esa forma, conseguiria mds del 50% de los votos que le hacen
falta. Entonces, su propuesta es:

(98,0,1,0,1)

De esta forma, al pirata 1 le corresponderian 98 de las 100
monedas, y las otras dos se distribuirian entre el 3 y el 5.

Moraleja

Como usted advierte, si uno empezara directamente con cual
deberia ser la propuesta del pirata 1, es muy poco probable que
a uno se le ocurra el plan, aunque mds no sea porque para llegar
hasta él fue necesario recorrer todas las potenciales instancias
intermedias. Al pensar qué pasaria si cada uno de los tres prime-
ros piratas (1, 2y 3) no estuvieran en el barco, e incrementar
gradualmente el ndimero de piratas, se termina poco menos que
forzando la estrategia necesaria que garantiza que se cumplan
las reglas: lograr ofrecer una distribucién que los otros piratas no
puedan rehusar, salvo que prefirieran no tener monedas.

Eisto no solo resuelve el problema sino que muestra que la es-
trategia obtenida es la 6ptima. El mismo camino que usamos sir-
vi6 para los dos objetivos: encontrarla y verificar que era la mejor.
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Un agregado

Antes de terminar —y para aprovechar estas ideas que queda-
ron escritas— trate de generalizar el problema. ;Qué pretendo
decir con ‘generalizar’? Piense qué sucederia si en lugar de cinco
piratas hubiera 10 o 15 o 20. En fin, elija usted qué direcciéon
tomar y ofrézcase a usted misma/mismo la alternativa de seguir
pensando. En todo caso, las ideas centrales estin expuestas, y
estoy seguro de que usted ya detect6 el ‘patrén” que servird para
encontrar cualquiera de estas respuestas.
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Alicia en la Convencion de Légicos

El siguiente problema de l6gica es una suerte de desafio in-
telectual, una invitacién a vestirse de detective. Voy a hacer una
descripcidn de las pruebas que usted encontrard en el momento
de entrar en la ‘habitacién’ virtual en donde se produjo el episo-
dio, y usted tendrd que valerse de sus recursos intelectuales para
descubrir lo que sucedié (o sucederd). Acd voy.

Hay una logia de personas dedicadas a la 16gica que se retine
periédicamente. Son muchos. Algunas veces se juntan a la vista
del publico. Otras veces lo hacen en forma mads discreta, privada,
si usted quiere.

Justamente en una de estas reuniones a las que es imposible
acceder salvo que uno tenga el titulo que lo valide, el Maestro
de todos los maestros hace sentar a todos los concurrentes for-
mando un circulo. Este mismo maestro le coloca una vincha en
la cabeza a cada uno. Lo hace en forma discreta, de manera tal
que, cuando haya terminado con el proceso, todos puedan ver el
color de la vincha que tienen puesta los demds, salvo (como era
esperable) el color de la propia.

Hasta acd, no tiene nada de novedoso. De hecho, usted debe
de conocer multiples variantes con sombreros, nimeros, cartu-
linas, etc. Pero, espere: faltan las reglas, y verd que hay algunas
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cuestiones que son diferentes de las que ha leido hasta acd. Por lo
menos eso fue lo que me ocurrié a mi. Lo que SI me interesa re-
calcar es que, como todos los concurrentes son logicos, se supone
que tienen la mente preparada como para que todos los detalles
sean muy cuidados, y nadie diga nada que después no pueda res-
paldar. Es tal el nivel de tensién que se vive en el lugar que el
Maestro les advierte: ‘Una vez que les diga las reglas, cualquiera
de ustedes (o sea, todos) deberia poder resolver el problema que
les voy a plantear. Es decir, jno hay nada que adivinar: todo se
puede deducir!’.

Dicho esto, es ficil descubrir (simplemente mirando alrede-
dor) que las vinchas eran de mdiltiples colores. No escribo acd ni
el nimero de colores diferentes ni el nimero de participantes de
la reunién porque resulta irrelevante a los efectos del problema.
El Maestro les dice que periédicamente, una vez por minuto,
se escuchard un timbre. Cuando uno de los participantes tenga
suficientes elementos como para poder determinar qué color de
vincha tiene, deberd esperar hasta el momento en el que suene
de nuevo el timbre. En ese instante, deberd levantarse y retirarse
del circulo en forma totalmente discreta, sin hacer ningin tipo
de comentario. Como queda dicho: todo lo que tiene que hacer
es levantarse e irse.

Naturalmente, nadie puede usar un espejo, ni cimara, ni nada
que sirva para enviar un mensaje al resto de los participantes.
Cada uno, cuando toma la decision de irse, sabe que es personal
y no involucra a nadie mds que a si mismo (o misma).

Por otro lado, si alguno de los concurrentes aun pudiendo de-
terminar qué color de vincha tiene no lo hiciere, serd invitado a
retirarse en el momento en que suene el timbre correspondiente
y calificado como IMPOSTOR. De la misma forma, si hubiera

alguien que decidiera retirarse antes de tiempo tendrd impedido
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el camino y se la/lo invitard a que permanezca en el lugar hasta
que las condiciones ‘16gicas” hayan cambiado lo suficiente como
para que pueda levantarse y salir del circulo.

Algo mads (y esto es muy importante). Recuerde que el Maes-
tro les aseguré a todos que la distribucién de colores que él habia
hecho le permitiria a cada uno deducir el color de la vincha que
tenia puesta.

Ahora le toca a usted. ;Cémo puede ser que con estos da-
tos todos puedan determinar qué color de vincha tienen puesto?
;Co6mo hicieron?

Idea para pensar la respuesta

Hay varias formas de abordar este problema, pero yo prefiero
empezar por algo muy importante. Cuando el Maestro (de todos
los maestros) les dijo que la distribucién de los colores que él ha-
bia hecho deberia permitirles a todos poder determinar el color
de la vincha propia, estd diciendo algo en forma muy sutil. Su-
ponga que hay una sola vincha de color rojo (por elegir un color
cualquiera). Usted se da cuenta de que la persona que tiene ese
color de vincha jno tiene manera de poder deducirlo! No impor-
ta lo que pase alrededor de €l (o ella), no hay alternativa: nunca
podrd saberlo. ;Qué se deduce de esto? Si el Maestro les aseguré
a todos que una persona que tenga capacidad légica deberia po-
der deducir el color que tiene, eso inmediatamente fuerza a que
cada color aparezca por lo menos dos veces.

(Cémo utilizar estos datos? ;No quiere pensar usted qué im-
plicaciones trae este hecho? Fijese que si usted estuviera sentado
alli, mirando los colores de vincha de todos los que tiene alrede-
dor, y de pronto descubriera que hay una sola persona que usa
una vincha de color rojo, esto le permitiria a usted, si, a usted, de-
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ducir que su color de vincha tiene que ser rojo también, porque
sabemos que no puede haber un color que aparezca una sola vez.

(Oué mis tiene que suceder, entonces? Si usted ve que hay
una persona que tiene un determinado color y que es la tnica
que lo usa, cuando llegue el momento de escuchar el préximo
timbre, usted tendrd que levantarse e irse. jPero no solamente
usted! Porque la otra persona estard en la misma condicién que
usted, estard viendo que usted es el tinico que tiene ese color
(que en el pdrrafo anterior propuse que fuera rojo). Es decir que,
cuando suene el timbre, no se levantard usted solo, sino que el
otro participante que tenga rojo también se levantard y se ird. {Se
irdn los dos!

¢Algo més? Si. Uno sabe entonces que si hay un color que
aparece exactamente dos veces, en el momento en el que suene el
primer timbre se irdn las dos personas que lo tienen. A partir de
alli, los colores de vincha que queden tienen que estar en la cabeza
de por lo menos tres personas. No pueden aparecer ni una ni dos
veces.

¢Y ahora? Suponga que usted ve que dos personas tienen color
‘rojo’ (por poner un ejemplo cualquiera) y nada mis. Es decir,
hay solamente dos personas que tienen vinchas de color rojo.
(Oué dice esto? Lo que dice es que justed!, si, usted tiene que te-
ner vincha de color rojo. sPor qué? Porque si esas fueran las tni-
cas dos personas que tienen vinchas de color rojo, jse tendrian
que haber ido al escuchar el primer timbre! Si no se fueron, es
porque tiene que haber alguien mds que tenga vincha de color
rojo, y como usted revisa los colores de todos los restantes y no
puede encontrar al tercero, eso significa que el tercero jes usted!
Corolario: cuando se escuche el timbre por segunda vez, ustedes
tres, los tres que tienen vinchas de color rojo, se levantardn y se
irdn. ;Por qué los tres? Porque las otras dos personas que también
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tienen color rojo analizardn la situacién igual que usted y, por lo
tanto, se levantardn y se irdn al sonar el préximo timbre.

A partir de ahora, entonces, los colores que pueden estar usan-
do las personas que se quedaron tienen que estar —por lo me-
nos— en las cabezas de cuatro participantes: no pueden ser ni
uno, ni dos, ni tres... Si no, se hubieran tenido que ir al sonar el
timbre la primera o la segunda vez.

Y ahora, fijese lo que sucede si hubiera exactamente cuatro
que tienen vinchas de color rojo. Supongamos que usted es uno
de ellos. Usted ve que hay tres que tienen vinchas de color rojo.
Usted sabe, entonces, que al sonar el segundo timbre los tres de-
berfan levantarse e irse. Cuando eso no sucede, usted se pregun-
ta: spor qué no se habrdn ido si hay nada mds que tres vinchas de
color rojo (que son las que ve usted)? Bueno, no se fueron porque
ihay una vincha roja mas! Como usted no la ve, esa cuarta vin-
cha roja ila tiene usted! Y en ese caso, al sonar el tercer timbre,
los cuatro se levantan y se van.

De esta forma, yo podria continuar si hubiera cinco o mds
vinchas del mismo color. Cada persona esperard hasta que todas
las personas de un determinado color se levanten y se vayan. Si
se van, listo, pero si no se van, eso significa que alguien tiene ese
mismo color, y al siguiente timbre se levantardn todos y se irdn.

Para terminar, cuando usted vea que quedan vinchas de un
solo color, usted deducird que la suya también tiene que serlo.
;Por qué? Porque, como habfamos visto al principio, no puede
ser que haya una sola vincha de un tdnico color. Luego, usted
itiene que tener el mismo color que el resto! Cuando suene el
préximo timbre, se irdn todos.
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Moraleja

Esta historia no es nueva, ni me pertenece'’. Pero me resul-
ta fascinante tener que apelar a nuestra capacidad para hilvanar
argumentos, pensar diferentes escenarios, releer las reglas y des-
cartar los casos imposibles. Casi como la tarea de un detective.

17. Si usted ley6 la historia, se debe de estar preguntando dénde aparece
Alicia. Es que quise respetar el titulo original del problema. Hay muchisimas
variantes en internet que podra encontrar si lo ‘googlea’ con ese nombre. Una
se puede consultar acd: web.mst.edu/~wjcharat/alice.pdf
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Fuerte atentado a la intuicion

La siguiente historia es verdaderamente fascinante y fuerte-
mente antiintuitiva. Lea el planteo y piense qué es lo que haria
usted. La voy a escribir como si fuera un cuento. Acd va.

Es viernes. Usted acaba de comprar una casa y se comprometié a
entregar el dinero en efectivo tres dias después, el lunes. Para con-
seguirlo, ha intentado durante meses vender su propiedad y lo quiso
hacer sin intermediarios. Pero ahora algo cambié. El aviso que puso
en el diario la dltima semana dio resultado, y después de haber
filtrado las diferentes ofertas se quedé con dos. Hay dos candidatos
a comprar su casa que estdn a punto de hacerle una oferta. Voy a
llamar Ay B a las dos personas que son los potenciales compradores.
Como era esperable, ‘algo’ tenfa que pasar: el sefior A le dijo que
le harfa una oferta al dia siguiente (sdébado), mientras que B le ha-
blarfa por teléfono el domingo. Eso no serfa ningin problema: la
dificultad se plantea porque ninguno de los dos puede esperar. El

sefior A le dijo que él también estd presionado por el tiempo y que
necesita tener decidido el tema de su casa lo mds rdpido posible.
Por lo tanto, le confirmé que le harfa la oferta el sdbado, pero jquie-
re tener la respuesta el mismo dial Y lo notable es que B también
quiere lo mismo, pero para el dia domingo.
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Lo tienen acorralado. Usted ya hizo las investigaciones pertinentes,
sabe que ambos son personas serias y siempre han cumplido con
sus compromisos verbales. ;Qué hacer entonces? Ademds, ambos
tienen los fondos suficientes para concretar la operacién en el acto.
:Le convendrd aceptar directamente la oferta de A el sibado y ya no
tener su casa disponible para siquiera escuchar a B? ;Y si B hiciera
una oferta mejor? Usted se la perderia... ;Y si le dice que no a A
suponiendo que B mejoraria el niimero de A, y después resulta que
no?

Ahora, una pausa. A usted no se le escapa que, mds alld del
ejemplo de una casa, este es un dilema que se repite o se ha
repetido muchisimas veces; puede que le haya pasado a usted o
casi con seguridad usted conoce a alguien que tuvo que sortear
un problema de ese tipo. ;Qué hacer? En todo caso, me permito
preguntarle: “;Usted qué harfa?”.

Pareciera que a uno no le queda mds alternativa que elegir
basindose en el ‘gusto’ o en una ‘corazonada’... algo asi como
dejar que sea el azar el que tome la decision. Uno tiene el 50%
de posibilidades de elegir la oferta mds conveniente, o sea, la
probabilidad de elegir la oferta mds alta es ¥2.

Naturalmente, uno siempre tiene el recurso de tirar una mo-
neda y elegir. O apelar a la intuicién y confiar en las percepcio-
nes propias. Todo bien, pero, sno habrd alguna forma de mejorar
este 50%? ;No se podrd mejorar esta probabilidad de ¥2? A priori,
pareciera que no... JA usted qué le parece?

Lo que voy a hacer ahora es mostrar que uno puede hacer
algo mds, algo que efectivamente mejore ese 50%, y es algo que
de antemano parece verdaderamente increible. Sigame por ac.
Yo lo he probado con mis alumnos, mis amigos, incluso con mi
familia, y nos hemos divertido muchisimo discutiendo caso por
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caso. De todas formas y antes de avanzar quiero darles el crédito
a quienes escribieron los trabajos en los que me voy a basar: son
dos matemadticos. Uno es belga, F. Thomas Bruss, de la Univer-
sidad Libre de Bruselas, y el otro, el norteamericano Thomas
Cover, de la Universidad de Stanford. Ellos deberian ser los au-
tores de este texto, y no yo. En todo caso, soy nada mds que un
comunicador de algunas de sus ideas.

Lo que Cover y Bruss hicieron fue elaborar una estrategia
que —como prometi— mejora el 50%. Supongamos que Ay B
son los dos nimeros que representan las ofertas que hicieron (o
que van a hacer) las personas del mismo nombre. Digamos que A
es quien iba a hacer la oferta el sibado y B la del domingo. Para
fijar las ideas, supongamos que cada ntimero estd escrito en un
papel distinto, pero que —obviamente — usted no los puede ver.

Acd es donde aparece la novedad. Lo que usted tiene que ha-
cer es elegir un ndmero cualquiera Z.

Usted se/me preguntard: ;quién es Z? Bueno, Z deberia ser
el nimero que usted cree que vale su casa. Es decir: si alguien
viniera y le pidiera que usted diga cudnto cree que vale su casa,
ese nimero particular deberia ser 7, pero en realidad, a priori, Z
es un nimero cualquiera.

Ahora, cuando ya tiene el nimero Z elegido, da vuelta el car-
tén que contiene el nimero A. Si A es mayor (o igual) que el
nimero Z que usted eligié, entonces se queda con la oferta de A.
En cambio, si Z es mayor que A, entonces usted elige B.

Como se advierte, la estrategia es muy sencilla. En todo caso,
lo que habria que demostrar es que esto mejora el 50% de posibi-
lidades originales al elegir al azar (compruébelo leyendo lo que
escribi con el titulo “Demostracion”).

Pongamos un ejemplo. Supongamos que A = 70 y B = 90.
Claro, usted no lo sabe, porque no puede ver los niimeros que

105



figuran en los papeles (asi como no podria conocer las ofertas
que van a hacer por su casa).
Por supuesto, el nimero Z que usted eligié puede que:

a) sea menor o igual que 70;
b) sea mayor o igual que 90;
c) esté entre 70 y 90.

Eistas son las tres posibles alternativas. Ahora, analicemos jun-
tos lo que sucede en cada caso dependiendo de dénde cayd el
numero Z. Para hacer mds ficil el andlisis, voy a suponer que Z
tomo uno de estos tres valores:

a)Z =60
b) Z =100
c)Z =80

Como usted advierte, en el caso (a), Z es menor que 70. En el
caso (b), Z es mayor que 90, y por dltimo, en el caso (c), Z estd
entre 70 y 90. O sea, este ejemplo cubre todas las posibilidades.

Caso (a). Cuando Z = 60, de acuerdo con lo que indica la
estrategia, usted tiene que elegir el nimero A, que es 70. En este
caso, entonces, justed se pierde la posibilidad de elegir un niimero
mds grande! En el caso de la casa, seria equivalente a que usted
hubiera elegido la oferta que A le hizo el sdbado (70) sin esperar
a la que le habria de hacer B (90) el domingo, que habria sido
mayor. Cuando esto sucede, uno termina eligiendo lo que no le
conviene.

Caso (b). Cuando Z = 100, al dar vuelta el nimero A (70) y
comprobar que 100 es mayor que 70, uno elige la oferta B = 90.
En este caso todo funciona bien porque usted se queda con la
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mejor de las dos ofertas. Serfa equivalente a haber esperado la
oferta del domingo y comprobar que lo que le habria de ofrecer
B (90) era una cifra mayor que la que le ofrecié A el sabado (70).

Caso (c). Cuando Z = 80, entonces usted también elige 90, o
sea, se queda, una vez mds, jcon la mayor oferta de las dos! Es
que como Z (80) fue mayor que A (70), la estrategia le indicé que
usted debia quedarse con B. Al hacerlo, jgand!

Una observacién (que me parece importante): usted advierte
que la estrategia le hubiera servido para elegir la mejor de las dos
ofertas (sea la de A o la de B) si el nimero Z que usted eligié de
antemano estd ‘entre’ los dos (mayor o igual que uno y menor o
igual que el otro).

Por supuesto, esto no demuestra que es mejor utilizar este
método que elegir al azar (vea la demostracion que sigue), pero
si da una idea de lo que conviene hacer. Entonces, cuando tenga
que optar entre dos ofertas que atin no conoce, trate de imaginar
un ntmero que esté en el medio de dos posibilidades. Al azar,
la probabilidad de que usted elija la mayor es de ¥2. Usando la
estrategia que exhibi antes, esa probabilidad aumenta. No sabe-
mos en cudnto, pero seguro que aumenta'®, y de esta forma usted
incrementa sus posibilidades de elegir la més conveniente.

Por tltimo, y me parece bien enfatizarlo una vez mads, la ma-
temadtica ayuda a mejorar lo que la intuicién dicta. Es decir, uno
elegiria de acuerdo con la impresién que uno tiene en el mo-
mento, una corazonada, o directamente al azar. Y lo que parecia/
parece inalcanzable (darse a uno mismo una chance mayor al

50%), sin embargo, es posible.

18. Si A = B, entonces la probabilidad de elegir la mejor de las dos ofertas
no mejora, sino que sigue siendo igual a %.
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Demostracion

Esta es la demostracién de que la estrategia mejora la proba-
bilidad del 50% que se obtiene si uno elige al azar entre las dos
ofertas.

Entre los dos niimeros A y B habrd alguno de los dos que serd
el menor. Lo llamo m. De la misma forma, llamo M al mayor de
los dos. Claramente m es mds chico (o igual) que M. Pero ahora,
cuando usted elija Z, ;qué posibilidades habrd al comparar 7
con los otros dos niimeros? Pueden darse tres situaciones:

a) m M Z
b) Z m M
c) m Z M

La estrategia dice que primero hay que dar vuelta el niimero
A. Si es mayor que el Z que usted eligié, quédese con él. En cam-
bio, si A es menor que Z, elija B. Asi de facil.

Analicemos ahora cada caso por separado.

Caso (a). Como el nimero Z es mayor que el maximo entre A
y B, usted elegird B, porque Z seguro que es mayor que A.

Caso (b). Como ahora Z es menor que el minimo de los dos,
usted tendrd que elegir A, porque cuando se conozca, seguro que
es mayor que Z.

Caso (c). Aqui estd la clave. Fijese que Z es un ntimero que
estd entre el minimo y el mdximo entre Ay B. Suponga que A
es el mds chico de los dos. Por lo tanto m = A. Entonces, como
su nimero Z es mayor que este minimo (A), en el momento
en que lo conozca, elegird B y, por lo tanto, se quedard con
el mayor de los dos. Si A fuera el mayor de los dos, entonces
su nimero Z serd menor que Ay, por lo tanto, la estrategia le
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indica que jse tiene que quedar con A, porque es mayor que su
nimero! Y hard muy bien, porque se quedard con el mayor de
los dos nimeros.

Resumen: En los casos (a) y (b), usted puede ganar o perder,
pero como en el caso (c) usted gana siempre, podemos afirmar
que es preferible usar esta estrategia a no tener ninguna y dejar
que el azar decida.

Ahora exploremos juntos lo que pasa con las respectivas pro-
babilidades, que voy a llamar @, by ¢. Es decir,

e llamo “a” a la probabilidad de que el niimero Z que usted
elija sea mayor o igual que M (y por lo tanto de m, ya que
si es mayor o igual que el madximo entre los dos, también es
mayor o igual que el minimo entre ambos);

e llamo “b” a la probabilidad de que el nimero Z sea
menor o igual que m (y, por lo tanto, también lo serd
de M);

e por ultimo, llamo “¢” a la probabilidad de que el nimero Z
esté ubicado entre my M".

Quiero hacer algunas observaciones junto con usted.

Por un lado, la suma de los tres nimeros a, b y ¢ tiene que
seruno (a + b + ¢) = 1, porque alguno de los tres casos tiene que
suceder.

Por otro lado, quiero que estimemos la probabilidad de que

19. Como escribi antes, si los dos niimeros A 'y B son iguales, entonces el
minimo m y el mdximo M también lo son, y ese serfa el tnico caso en el que

c=0.
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usted gane, o sea, de que elija la mayor de las dos ofertas. Voy a

llamar “w” a esa probabilidad. ;Cémo la calculo? Asi®:

w = (a2) + (b2) + ¢ = (a+b+c)2 + (c/2) = Y + (c/2)

Y esto muestra que la probabilidad w es entonces mayor o
igual que %2 (ya que no importa cudl sea el nimero ¢, siempre
es mayor o igual que 0).

Por supuesto, uno elige un niimero que tenga alguna rela-
cién con el objeto en cuestién. O mejor dicho, puede elegir lo

que quiera, pero sus posibilidades de mejorar su probabilidad

aumentan cuanto mejor “lea” la situacion.?!

Para terminar, quiero exhibir otra forma de que se puede me-

20. La probabilidad se calcula asi porque uno tiene:

a = probabilidad de que Z sea mayor o igual que Ay B (ya que es mayor
o igual que M)

b = probabilidad de que Z sea menor o igual que Ay B (ya que es menor
o igual que m)

¢ = probabilidad de que Z esté entre Ay B

Por un lado, es claro que a + b + ¢ = 1 (porque alguno de los tres casos
tiene que suceder). Por otro lado, en los casos (a) y (b) uno tiene la mitad de
las posibilidades de “acertar”, dependiendo de si A es mayor que B, o al revés.
Por eso, la probabilidad es la mitad en cada caso. Sin embargo, en el caso (c)
uno gana seguro, porque elige siempre el mayor de los dos ntimeros.

21. Existen diversas referencias bibliogrdficas para esta demostracion: F.
Thomas Bruss, “Unerwartete Strategien”, Mitteilungen der Deutschen Mathe-
matikery-Vereinigung, Heft 3, 6-8, 1998; F. Thomas Bruss, “Der Ungewissheit
ein Schnippchen schlagen”, Spektrum der Wissenschaft, Juni-Heft, 106-107,
2000; Thomas M. Cover, “Problem 2.5: Pick the largest number”, Open Pro-
blems in Communication and Computation, Springer Verlag, Nueva York,
1987; F. Thomas Bruss, Playing a Irick on Uncertainty, Université Libre de
Bruxelles.
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jorar la probabilidad sin necesidad de dar una explicacién “tan
matematica”.

Si el nimero Z que elegi no estd entre A y B, entonces la pro-
babilidad al elegir cualquiera de las dos ofertas no varia; jsigue
siendo ¥2! Ein cambio, si Z estd entre los dos (entre A y B), enton-
ces la estrategia me indica que elija la mejor de las dos ofertas, o
sea, el nimero mds grande entre A y B.

Eisto es muy importante. Si usted tiene una buena percepcién
de lo que cree que es el valor de la casa (o cudl deberia ser el
nimero que la cuantifique), eso le va a permitir ubicarse cerca
de los valores A y B. Si ademds usted logra ubicarse entre los
dos (aunque no los conozca), ese valor agregado, ese dato que
le agrega su percepcidn, le va a permitir también aumentar la
probabilidad de elegir la mejor de las dos ofertas... jaunque no
las conozcal

Salvo que los dos nimeros (A 'y B) sean iguales, la probabili-
dad de que Z esté efectivamente entre los dos —que llamé ¢— no
es nula, y de esa forma uno logra mejorar el nimero %2 con el
que habia empezado originalmente... jy eso era exactamente lo
que querfamos!

El trabajo de Bruss y Cover fue muy comentado y, ademds,
reconocido. Creo que ahora se entiende por qué: lograron elabo-
rar una estrategia que mejora la que provee el azar. No es poco.
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Cuatro mujeres, el puente y la tinica linterna

El problema que sigue requiere planificar una estrategia. No
es dificil, pero tampoco trivial. Eso si: no tiene trampas. Es un
ejercicio muy conocido en el mundo de aquellos que juegan a
planificar e inventar caminos donde en apariencia no los hay.
Y tiene el atractivo extra de que permite entrenar al cerebro.
Acd va:

Hay cuatro mujeres que necesitan cruzar un puente. Las cua-
tro empiezan del mismo lado del puente. Tienen solo 17 minutos
para llegar al otro lado.

Es de noche y tienen una sola linterna. No pueden cruzar
mds de dos de ellas al mismo tiempo, y cada vez que hay una (o
dos) que cruzan el puente, necesitan llevar la linterna. Siempre.

La linterna tiene que ser transportada por cada grupo que cru-
za en cualquier direccién. No se puede ‘arrojar’ de una costa
hasta la otra. Eso si: como las mujeres caminan a velocidades
diferentes, cuando dos de ellas viajan juntas por el puente, lo
hacen a la velocidad de la que va mds lento.

Los datos que faltan son los siguientes:

Mujer 1: tarda I (un) minuto en cruzar
Mujer 2: tarda 2 (dos) minutos en cruzar
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Mujer 3: tarda 5 (cinco) minutos en cruzar
Mujer 4: tarda 10 (diez) minutos en cruzar

Por ejemplo, si las mujeres 1y 3 cruzaran de un lado al otro,
tardarfan 5 minutos en hacer el recorrido. Luego, si la mujer 3
retorna con la linterna, en total habian usado 10 minutos en el
trayecto.

Con estos elementos, le propongo que elabore una estrate-
gia que sirva para que las cuatro mujeres puedan cambiar de
orilla usando exactamente los 17 minutos que estdn permitidos.

Solucién

Me gustaria estar junto con usted para poder conversar sobre
los distintos caminos y alternativas que fuimos usando ambos.
Digo esto porque estd claro que la respuesta no se me ocurrié de
entrada, ni siquiera en poco tiempo. Me llevé un buen rato de
‘prueba y error” hasta que, al intentar de tantas formas diferentes,
llegué a un lugar en donde descubri dos claves. Pero me estoy
apurando. Acompdfieme por acd.

Si usted llegé a la respuesta por su cuenta, verd que su estra-
tegia y la mia tienen que ser o bien la misma o ‘muy’ parecidas.

Si no pudo encontrar la forma de que crucen las cuatro en
el tiempo estipulado (17 minutos), igualmente vale la pena que
juntos reflexionemos sobre dénde estdn los mayores obstdculos.

Para empezar, quiero escribir una solucion. A los efectos de
que el relato resulte mds sencillo, les voy a poner nombres a las
mujeres: 1, 2, 5y 10 (de manera tal que el ‘nimero de minutos’
que tardan en cruzar el puente sea la ‘etiqueta’ que sirva para
identificarlas). Ahora si, la estrategia:
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Primer viaje de ida: van mujeres 1y 2.
En total tardan 2 minutos.

Primer viaje de vuelta: vuelve la mujer 2 con la linterna.

Tiempo total consumido: 4 minutos (2 del viaje de ida m4s 2
del viaje de vuelta). Fijese que vuelve 2, pero del otro lado del
puente quedé 1... ilo cual terminard siendo clave!

Segundo viaje de ida: viajan las mujeres 5 y 10.

Tardan 10 minutos. Esto es importante también, porque al
haber hecho viajar a 5 y 10 al mismo tiempo, estoy ‘matando dos
pdjaros de un tiro: ya tengo a las dos mujeres que tardan mads
tiempo del otro lado del puente. Esto también serd determinante
en la estrategia que estamos elaborando.

Si sumamos el tiempo total consumido hasta ahora, da 14 mi-
nutos (10 de ahora, mds 4 de antes).

Y acd es donde se usa el otro factor determinante para mini-
mizar el tiempo de cruce: como del otro lado del puente quedé
la mujer que tarda 1 minuto para cruzar, cuando 5y 10 estén
del otro lado, aprovecho a la mujer 1 para que no sume mucho
tiempo al transporte de la linterna. Es decir...

Segundo viaje de vuelta: vuelve 1 con la linterna...

(Cudnto tiempo llevamos hasta acd? A los 14 minutos que
habiamos consumido, necesitamos agregar un minuto mds. Es-
tamos ahora en 15 minutos.

;Como concluir?

Si usted se fija, verd que del lado inicial del puente quedaron dos
mujeres: | y 2. Luego, el tiempo que tardardn en cruzar serd de 2 mi-
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nutos (la que tarda mds tiempo), y al sumarlo a los 15 que tenfamos
hasta acd llegaremos a los 17 que pedia el enunciado del problema.

Algunas reflexiones mas:

Ahora que ya tiene una solucién, podrd comparar con lo que
usted estuvo haciendo hasta acd. Si habia elaborado alguna for-
ma de cruzar que requeria mds de 17 minutos, podrd compararla
con esta y ver dénde radicé la diferencia.

Si encontr6 otra solucién, compdrela con la que estd escrita 'y
verd que salvo el ‘orden’ en el que 1y 2 vuelven con la linterna
en alguno de los viajes de retorno, la estrategia tiene que ser vir-
tualmente la misma.

Por supuesto, ahora que uno tiene la respuesta delante de los
ojos, todo parece mds sencillo.

Para terminar, tengo una pregunta mds que me parece muy
interesante contestar: ;cémo sabemos que no hay alguna otra es-
trategia que permita que las cuatro mujeres crucen al otro lado
del puente en menos de 17 minutos?

Le propongo que piense usted por su cuenta primero.

(Acd va una ‘pausa’ para que usted pueda pensar en soledad.)

Sigo yo. Observe que tienen que suceder todos estos hechos:

a) Hay que hacer por lo menos tres viajes de ‘ida’ (ya que no
pueden ir més de dos mujeres por viaje, y como son cuatro
y alguien tiene que volver con la linterna, son necesarios
por lo menos tres cruces).

b) Tendrd que haber por lo menos dos viajes de ‘vuelta” (para
traer la linterna).

¢) Uno de los tres viajes de ‘ida’ tendrd que servir para llevar a
la mujer que tarda 10 minutos. Las otras dos tardan por lo
menos dos minutos, ya que la que necesita nada mds que un
minuto para cruzar seguro que no ird sola.
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d) Por otro lado, en el mejor de los casos, la mujer que tarda
un minuto serd la que use los dos viajes de ‘vuelta’.

Hasta acd entonces se necesitan, por lo menos:
10+2+2+1+1=16minutos

¢Podrdn cruzar las cuatro mujeres en solamente 16 minutos?
(Una vez mds, le sugiero que piense por su cuenta primero.) Sigo
yo: para que alcance con 16 minutos, hace falta que la mujer que
tarda un minuto sea la que traiga la linterna en los dos viajes de
‘vuelta’. Si eso tuviera que suceder, entonces la de 10 y la de 5
no podrian ir juntas en ningidn viaje de ‘ida’ y, por lo tanto, serfa
imposible que tardaran en total 16 minutos, ya que al cruzar am-
bas en viajes distintos, la suma de esos dos tiempos ya obligan a
invertir 15 minutos.

Moraleja

Como no es posible que crucen en 16 minutos, el ndmero mi-
nimo de minutos imprescindible para que crucen las cuatro mu-
jeres es el que calculamos: {17! No es notable este desarrollo?
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El bar antisocial

Conozco mucha gente que estd interesada en que publique
tantos problemas como pueda en donde haya una suerte de
desafio. La idea es tener que pensar o, mejor dicho, tener ‘algo
para pensar’. Siempre es posible agregarle una motivacion ‘ex-
tra’, por ejemplo, que el problema haya sido propuesto en algu-
na entrevista de trabajo en donde se intenta medir la capacidad
de adaptacion a nuevas situaciones por parte de la candidata (o
candidato). Pero tengo algo mds para decir: cuando la compariia
interesada es Apple o Google o Facebook, por poner algunos de
los ejemplos mds salientes, entonces el problema adquiere otra
dimension.

El problema tiene un enunciado muy sencillo. La solucién
estd al alcance de todos, y una vez que tenga oportunidad de pen-
sar el planteo se dard cuenta del desafio que presenta. Si puedo
sugerirle algo, témese tiempo.

Suponga que usted entra en un bar. En la barra hay 25 asien-
tos, puestos en una fila (como se ve en la Figura 1).

117



barra
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Figura 1

La curiosidad es que todos los clientes que tiene el bar (y
que ha tenido histéricamente) son antisociables. ;Qué quiero
decir? Es que cada vez que alguien entra en el bar, mira cud-
les de los 25 asientos estdn disponibles y cumple la siguiente
regla: si todos los asientos estdn vacios, se sienta en cualquier
parte; en ese caso, no hay restricciones. Pero si hay algin o
algunos asientos ocupados, el nuevo cliente se sienta dejando
la mdxima distancia posible con los otros clientes. En particu-
lar, nadie se sienta ‘al lado de nadie’, en el sentido de que si
un cliente advierte que su unica alternativa para sentarse en
la barra es tener alguna persona como vecina, entonces ‘pega
media vuelta’ y se va.

Algo mis transforma esta escena en algo bizarro: el barman,
si pudiera, trataria de que —aun siguiendo la regla que se au-
toimpusieron— siempre hubiera la mayor cantidad de clientes
posible (;cudntos le parece que son?).

Ahora si, tengo una pregunta para usted: si el barman pudiera
determinar adénde sentar al primer cliente, ;qué lugar deberia
elegir para poder alcanzar el maximo posible de clientes? Es de-
cir (y esto es lo que quiero enfatizar): scudl deberia ser la estrate-
gia del barman, de manera tal que los clientes ocupen la mayor
cantidad de lugares?

Otra pregunta, y no tiene que ver con el problema propia-
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mente dicho: sPor qué habrian de elegir Facebook, Google o Apple
plantear situaciones de este tipo?

Siyo tuviera que dar una respuesta diria que se valora muchisi-
mo la capacidad de elaborar o establecer estrategias. No se mide
necesariamente el ‘volumen de conocimiento’ sino la ‘capacidad
para inventar’, para ‘correrse de los lugares comunes’.

Ahora si, le toca a usted.

Una forma de pensar el problema

Fijese en la Figura 2. Yo me pongo en su lugar y me imagino
que usted advierte que la solucion al problema es lograr que se
sienten como aparece alli. Es decir, uno deberfa lograr que los
clientes se ubiquen en todos los asientos que tienen un nimero
impar, dejando vacios los asientos pares. De esa forma, se pue-
de llegar al mdximo de trece personas. Estd claro que no puede
haber mds, porque cualquier otro que quisiera ocupar un lugar
terminaria teniendo algin vecino, lo que estd expresamente pro-
hibido por las reglas que ellos mismos se impusieron. En con-
secuencia, el mdximo posible de personas es trece, y estas trece
tienen que estar distribuidas de esa forma.

Eisto es interesante, porque tanto usted como yo conocemos el
resultado final, sabemos hacia dénde apuntamos, sabemos c6mo
deberian terminar sentados... todo bien, pero... ;cémo lo logra-
mos? jHay alguna estrategia que uno pueda elaborar de manera
tal que terminen sentados de esa forma?

Fijese en este caso: suponga que el primer cliente que llega
cuando el bar estd vacio tiene —como era esperable — la libertad
de sentarse donde quiera. Supongamos que elige el asiento #1 o
el #25 (el ntiimero 1 o el ndmero 25). En este contexto, todo es
simétrico, de manera tal que no hay ninguna diferencia si opta
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por uno o por otro. Supongamos entonces que eligié el #1. Llega
el segundo cliente; para seguir con la regla, tiene que sentarse en
el #25 y de esa forma estard alejado del #1 lo mds posible. Hasta
acd, todo bien. Ahora, llega un tercer cliente. ;Dénde se sienta?
En este caso, no hay opcién: para quedar alejado de los dos que
alli estdn, el tercer cliente tiene que sentarse en el asiento #13. De
esta forma, hay 12 asientos hacia la derecha que estdn vacios, y
otros 12 asientos hacia la izquierda que también estdn vacios.

barra

| |
0000000000000000@00000000

#17

0000000000000 00000000000

#1

0000000000000 0000000000e

#9 #25

0000000000000 000000000000

#5 #13 #21

0000000000000000000000000

#3 #7 #11 #15 #19 #23

Figura 2
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Ahora llega el cuarto cliente. Ella va a ver que estin ocupados
los asientos #1, #13 y #25. Le quedan entonces dos posibilidades:
o bien se sienta en el asiento #7 o, si no, en el #19. Lo interesante
es que, elija lo que elija, cuando venga el préximo ocupard el que
ella no ocupe ahora, o sea, cuando hayan llegado cinco clientes,
los asientos ocupados serdn: #1, #7, #13, #19 y #25.

(Quiere pensar usted lo que sucederd cuando llegue el proxi-
mo cliente? Yo sigo.... lo curioso es que cuando llegue el proxi-
mo, ino le quedard mds alternativa que sentarse en el asiento #4,
#10, #16 o #22! Pero esto presenta un problema extra, porque
habiamos quedado en que el objetivo era que se ocuparan todos
los asientos impares, y si empezamos, como ya hice yo, ubican-
do al primero en el asiento #1 o en el #25, luego de algunos
pasos inexorablemente tendrdn que ocuparse algunos pares... jy
no queriamos que esto pasara! ;Qué hacer? ;Habrd alguna forma
de comenzar de manera tal que, al final, la configuracién quede
con todos los impares ocupados y los pares libres?

Acd es donde me gustaria volver a dejarla (o dejarlo) para que
usted piense por su cuenta. Es que aparecié una situacién que no
habiamos considerado: para llegar a la distribucién ideal, es ne-
cesario (si es que se puede... porque no sabemos si se va a poder
0 n0) empezar en alguna otra parte que no sea ni en el #1 ni en el
#25. Lo que deducimos también es que sentar al primer cliente es
determinante. En el momento en el que el primer cliente ocupé
un asiento, esto va a determinar lo que suceda con todos los que
vengan después. Ahora si, le propongo que siga usted, pero antes
de retirarme me gustaria sugerirle una idea: spor qué no empieza
“de atrds hacia adelante”? Fs decir, usted y yo sabemos cudl tiene
que ser la configuracién final. Le propongo que empiece por alli
y evaltie qué pasos tuvieron que darse para lograrlo. Por ejemplo,
si al final hubo alguien sentado en el #3, es porque antes tuvo
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que haber dos personas ocupando el #1 y el #5... esta es la uni-
ca forma de que el #3 quede ocupado. ;Y como puede ser que
haya alguien que pudo ubicarse en el #5? Los asientos #1 y #9
debieron estar ocupados en algtn paso anterior. Esto me fuerza
a seguir con las preguntas: ;cémo hacer para que alguien tuviera
que sentarse en el #9? Para eso, dos personas debieron estar ocu-
pando el #1 y el #17.

Y acd aparece un problema que no tuvimos antes. ;Cudl? Si
alguien ha tenido que ocupar el #17, habia gente en el #1 y el #33.
Todo bien, pero... jno existe el asiento #33! ;Y entonces? En este
punto pareciera que hemos llegado a un problema sin solucién.
(Coémo lograr que el asiento #17 esté ocupado? ;Se le ocurre algo?
En este punto particular —creo— estd la ‘clave’ de la solucion.

Recuerde cudl era la pregunta del problema. El barman... si,
el barman era quien tenia que tomar la decisién sobre dénde
ubicar a la primera persona. Justamente acd es donde ha llegado
el momento en el que él debe intervenir: invitard a la primera
persona que llega a sentarse en el lugar #17. Como en el bar no
hay nadie, hay total libertad de elegir dénde sentarse sin violar la
regla (no escrita). La/lo invito a que comprobemos juntos a ver si
ahora funciona todo como esperdbamos.

El primero entonces ocupa el lugar #17. El segundo (como
se ve en la Figura 2) se sienta lo mds alejado posible de él o de
ella, y para eso tiene que ocupar el #1. El cliente que sigue puede
elegir sentarse en el #9 o en el #25. Los dos dejarian siete asien-
tos vacios. Digamos que elige el #25. Cuando llegue el proximo,
tendrd que sentarse en el #9. Los siguientes ocupardn (verifique-
lo usted, por favor) el #5, el #13 y el #21. Cada uno de ellos tiene
tres asientos vacios respecto del vecino.

Y al final, los siguientes seis clientes deberdn ocupar los tnicos
lugares que no tengan ningdn vecino: #3, #7, #11, #15, #19 y #23.
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Moraleja

Me quiero apurar a escribir que el barman pudo haber elegi-
do #9 en lugar del #17 y todo hubiera funcionado igual de bien.
La simetria que tiene el problema asi lo permite. Pero no quiero
terminar sin hacer una observacion mds: elaborar una estrategia
para llegar a un determinado destino es algo no menor. No siem-
pre es facil, no siempre es posible. Pero el espiritu investigador, el
entrenamiento que requiere, permite distinguir a aquellas perso-
nas que disfrutan del placer de pensar. No hay férmulas magicas
ni caminos directos o que sean siempre conducentes. Pero el pla-
cer de tener un problema no resuelto en la cabeza es una asig-
natura pendiente en nuestros colegios y escuelas. Permitdmonos
que ‘algo no nos salga’. iNo pasa nada! Es bueno saber frustrarse
y aprender a tener paciencia y a ‘jugar en equipo’. Lo que no se
le ocurre a uno se le ocurre a otro y, entre todos, es posible que
podamos resolver el problema. No sé si servird para trabajar en
Google, Facebook, Apple o Microsoft, pero seguro que mejora
nuestra calidad de vida.
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Diez bolsas, diez monedas

Suponga que yo le entrego 10 bolsas numeradas del 1 al 10.
Cada una de ellas tiene una etiqueta pegada con el nimero que la
identifica. Dentro de cada bolsa hay monedas... muchas monedas.

En principio, parecen todas iguales. Lucen indistinguibles en
apariencia y en peso. Sin embargo hay una excepcién: las mone-
das de todas las bolsas pesan 10 gramos pero hay una bolsa par-
ticular que contiene monedas que pesan 11 gramos (un gramo
mads). Lo que no se sabe es cudl de las 10 bolsas es la que contiene
las monedas que pesan mds, y en eso consistird el problema: po-
der encontrar cudl es esa bolsa particular.

Junto a las bolsas hay una balanza que tiene un solo platillo. Si
uno quiere determinar el peso de un objeto, lo apoya en ese pla-
tillo y aparece un ndmero (digamos en forma digital) que ofrece
ese registro.

Y ahora, el problema. Hay que encontrar cudl es la bolsa que
contiene las monedas que pesan 11 gramos, pero se la puede usar
juna sola vez!

El objetivo entonces es elaborar una estrategia que permita
resolver el problema. Me parece que lo mejor que puedo hacer
ahora es retirarme y dejarla/o en soledad, o mejor dicho, con sus
propias reflexiones. Yo sigo después.
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Solucién

En realidad, estd mal que escriba ‘solucién’. Esta parte del
capitulo deberia decir: ‘una’ solucién, o ‘una potencial’ solucién.
Si no, pareceria que yo voy a proponer la tinica solucién posible
y eso es decididamente falso. Acd voy.

Me gustaria empezar escribiendo que me encantaria poder
estar con usted en este momento. Eso nos permitiria poder pen-
sar juntos; pero como eso no es posible, al menos quiero compar-
tir con usted algunas de mis ideas.

Fijese que el problema establece una sola restriccion: se pue-
de hacer solamente un pesaje. Ese es un dato no menor. Cuando
yo me enfrenté con el problema la primera vez, pensé: ;de qué
bolsas voy a elegir las monedas para pesar? ;Serd suficiente sacar
monedas de algunas bolsas pero no de todas?

Por supuesto, existen ejemplos extremos en donde no harfa
falta sacar monedas de todas las bolsas. Por caso, yo podria tener
suerte y sacar monedas de una sola bolsa y que esa sea la bolsa
(que tiene las monedas distintas).

Podria ser también que yo eligiera una moneda de cada bolsa,
salvo una. Peso las nueve monedas, y supongamos que obtengo
90 gramos. En ese caso particular, yo sabria que la bolsa de la que
no elegi es justo la que estoy buscando detectar.

Pero usted advierte que la estrategia que uno quiere disefiar
no puede depender de la ‘suerte’ en la eleccion de las bolsas. Lo
que uno pretende es elaborar un método de manera tal que cual-
quiera que lo implemente pueda determinar cudl es la bolsa que
tiene las monedas mds pesadas.

Eso es lo que voy a intentar ahora: voy a ofrecerle una po-
sible manera de abordar (y resolver) el problema. Para hacerlo,
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voy a elegir monedas de todas las bolsas, pero no de cualquier
forma.

Si eligiera una sola moneda de todas las bolsas y después las
pesara, seguro que el total serfa: 101 gramos. Es que nueve de
las 10 monedas van a pesar 10 gramos, y la otra pesard 11. Lue-
go, 90 + 11 = 101. Pero este camino no parece ser conducente.
(Como distinguiria esa moneda particular? El punto critico es
encontrar alguna forma de hacer resaltar la bolsa que contiene
esas monedas.

Entonces, hago lo siguiente: voy a elegir un ntimero diferente
de monedas de cada bolsa de la siguiente forma.

Elijo una moneda de la bolsa ndmero uno, dos monedas de
la bolsa niimero dos, tres monedas de la bolsa tres... y asi hasta
elegir diez monedas de la bolsa diez. ;Para qué me servirfa esta
eleccion? ;No prefiere seguir usted sola/solo y fijarse si esa idea
la (o lo) ayuda?

Sigo yo. Para empezar, sumemos el total de monedas.

(I1+2+3+4+5+6+7+8+9+10)=>55monedas

Si todas las monedas pesaran 10 gramos, entonces en total
tendriamos:

(55x10) = 550 gramos

Pero sabemos que esto no es asi. Sabemos que hay monedas
que pesan 11 gramos. De acuerdo... jpero de qué bolsa?

Fijese que si la bolsa que contiene las monedas mds pesadas
es la namero 1, entonces, como de esa bolsa elegi nada mds que

126



una moneda, en el total de gramos el exceso serd exactamente
un gramo. El peso total serd de 551 gramos.

Por otro lado, si la bolsa diferente fuera la segunda, entonces,
como de ella yo extraje dos monedas, el peso total ahora serd de
552 gramos: un gramo mds por cada una de las dos monedas que
seleccioné de esa bolsa.

(Imagino que usted ya intuye hacia dénde voy...)

Por ejemplo (y me salteo algunos pasos), la bolsa que contiene
las monedas mds pesadas es la ndmero 5, el peso total de las 55
monedas serd ahora 555 gramos (un gramo mads por cada una de
las 5 monedas que elegi de esa bolsa).

Y creo que ahora estd clara la idea. Al elegir las monedas de
esa forma, cuando yo las pese, el nimero de gramos que exceda
los 550 indicard con precision de qué bolsa provinieron... jy eso
resuelve el problemal

Moraleja

No sé hasta dénde pudo pensar usted y, en realidad, quizas
usted consiguié disefiar una estrategia mejor. No importa: si la
que encontré usted funciona, seguro que es mejor, aunque mds no
sea porque es SUYA. Pero antes de terminar con esta parte: sno
es notable que se hubiera podido contestar la pregunta haciendo
jun solo pesaje!? En principio, parecia casi ‘imposible’, pero des-
pués, a medida que fuimos avanzando, encontramos formas de
sortear todas las dificultades.

No sé lo que le pasé a usted, pero este problema, para mi, es
un excelente ejemplo de lo que yo querria hacer con este libro:
mostrar la potencia de la elaboracién, y no del resultado propia-
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mente dicho. Seguro, resolver el problema es esencial, pero el
camino, el trayecto y poder detectar dénde estdn los obstdculos y
encontrar formas para salvarlos es lo que mds interesa (al menos
es lo que mds me interesa a mi).

Ojald yo pudiera averiguar si usted coincide conmigo?.

22. Como suele suceder cada vez que lee los problemas antes de que apa-
rezcan publicados, Carlos D’Andrea me propuso que agregara las siguientes
tres preguntas:

a) ;Y sila moneda distinta pesa 12 0 13 gramos en lugar de 11?7

b) (Y sitodas las monedas pesan un cierto nimero de gramos n, salvo una
sola de las ellas, que pesa un niimero m?

¢) ¢Se podrd implementar alguna estrategia general que contemple todos
los posibles casos?
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Interruptores - Parte 1

Estaba cenando con mi familia en Buenos Aires, en uno de
los “carritos de la Costanera”. Hoy, como tales, no existen mds.
En un momento determinado, mi sobrina Lorena (que hoy es
doctora en biologia igual que su marido, egresados ambos de
la UBA) me dijo que tenia un problema que no habia sabido
resolver y que me queria plantear. Recién habiamos pedido la
comida, y éramos muchos. Mientras los chicos corrfan por los
alrededores, le pedi que me lo cuente, y sirvié para proveerme de
uno de los mds lindos problemas que involucran el ‘pensamiento
lateral’. Eso si: estuve toda la cena pensando. Mucho tiempo.
Lorena dijo haber lamentado profundamente habérmelo plantea-
do antes de irnos, porque eso significé que yo nunca mds estuve
con ellos. Es decir, estuve, si, pero solamente dejé mi cuerpo: mi
mente estuvo en otro lado. Ah... el problema me salié, pero no
durante esa noche; y encima, mucho tiempo mds adelante, en el
bar del pabell6n uno de la Facultad de Ciencias Exactas y Natu-
rales, Fernando Korenblit (que no tiene parentesco con Alberto
Kornblihtt) redoblé la apuesta y me conté una versién aun mds
general... pero a eso me voy a referir después. Acd va (la primera).

Se tiene una habitacién vacia, con la sola excepcién de una
bombita de luz que estd colgada mediante un cable que llega
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desde el techo. El interruptor que activa la luz se encuentra en
la parte exterior de la habitacién. Mds atin: no solamente hay un
interruptor, sino que hay tres. Los tres son iguales, indistingui-
bles uno de otro. Lo que si se sabe es que solo una de esas ‘llaves’
activa la lamparita que estd adentro de la pieza y, por supuesto,
la lampara no estd quemada: todo funciona como corresponde.

No sé si hace falta pero, eventualmente, lo quiero escribir
igual: jningdn problema de los que aparecen en este libro, como
los que aparecieron en todos los anteriores o en los que poten-
cialmente podrdn seguir apareciendo, tiene trampa! Son todos
problemas planteados en forma honesta (intelectualmente ha-
blando), y siempre supongo que lo tnico que hay que usar para
poder resolverlos es... jpensar! Nada mas.

Dicho esto, sigo. Los tres interruptores estin afuera y se sabe
que uno solo de ellos es el que sirve para ‘activar’ la lamparita
que estd en la habitacién. Por otro lado, la habitacién tiene la
puerta cerrada y no se puede ver lo que sucede adentro. No hay
ventanas, no hay vidrios, no se puede ver por debajo de la puer-
ta... ino hay trampas!

El problema entonces consiste en lo siguiente: usted tiene
tiempo para jugar’ con los interruptores tanto como quiera. ;Qué
quiere decir ‘jugar’? Quiere decir que usted los puede poner ha-
cia arriba o hacia abajo el tiempo que quiera. Puede hacerlo de a
pares, los tres al mismo tiempo... en fin, tiene libertad para hacer
lo que quiera. Eso si: usted puede entrar en la habitacién jsola-
mente una vez! En el momento de salir, usted debe estar en con-
diciones de decir: “Esta es la llave que activa la luz”. No se trata
de adivinar ni de apelar a ningin tipo de probabilidad: al salir de
la habitacién uno tiene que poder decir con certeza cudl de los
tres interruptores corresponde a la Tamparita que estd adentro’.

Al comienzo del problema, los tres interruptores estan hacia
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‘arriba’ y la lamparita estd apagada. Una dltima cosa (que no
agrega nada, pero espero que sirva para clarificar alguna poten-
cial pregunta que usted tenga): mientras la puerta estd cerrada y
usted estd afuera, podrd entretenerse con los interruptores tanto
como quiera, pero habrd un momento en el que decidird entrar
en la habitacién. No hay problema. Es mds: jtiene que hacerlo!
Pero cuando salga, tiene que poder contestar la pregunta de cual
de los tres interruptores es el que activa la lampara. Ahora le toca
a usted.

Solucién

La solucion a este problema requiere elaborar una estrategia,
pero también del uso de lo que se llama ‘el pensamiento lateral’.

Antes de avanzar en esa direccién, quisiera convencerme
(junto con usted) de que los caminos convencionales no van a
alcanzar. jA qué me refiero? Fijese en lo siguiente: uno podria
activar dos de los interruptores (o sea, bajarlos, como si estuvié-
ramos encendiendo una luz) y entrar después en la habitacion.
(Oué podria pasar? La luz podria estar apagada todavia, lo cual
nos vendria muy bien, porque eso significaria que el interruptor
que activa la luz es el que no tocamos, el que no bajamos. Pero
eso dependeria de la suerte. Si la luz estuviera encendida, no sa-
briamos cudl de los dos que bajamos es el que activa la bombita;
podria ser cualquiera de los dos. En consecuencia, bajar dos de
los interruptores no sirve.

Supongamos ahora que activamos solamente uno de los tres
interruptores. Igual que antes, podriamos tener suerte y que al
entrar en la habitacién la luz si esté encendida. En ese caso, ya
sabremos cudl de los tres es el que sirve. Pero, gy si no estd en-
cendida? ;Y si estd apagada? En este caso, lo tinico que habremos
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aprendido es que el interruptor que activamos no es el que sirve...
ipero nada mds! No sabemos cudl de los dos restantes es el que
sirve.

Eiste caso entonces tampoco sirve. Es decir: activar dos o acti-
var uno solo, jno sirve para resolver el problemal

Por supuesto, activar los tres al mismo tiempo y entrar en la
habitacién, o dejar los tres como estdn y después entrar, tam-
poco sirve, porque no sabriamos nada nuevo. ;Qué conclusién
sacar de todo esto? Una conclusién posible es que yendo por los
caminos convencionales (que ya agoté) no se puede llegar a la
solucion. jEntonces? ;Qué hacer?

Como uno sabe que el problema tiene solucién, hay que bus-
car por otro lado. De acuerdo, pero... jcudl otro lado? ;Qué otra
cosa puede uno hacer ademds de activar los interruptores? Bue-
no, lo que sucede es que, al entrar en la habitacion, estamos con-
tando con usar solamente uno de nuestros sentidos... el de la vista.
:Se le ocurre algtn otro? (obviamente, a esta altura supongo que
usted ya debe haber interpretado hacia qué lado estoy yendo... si,
hacia alli, hacia donde usted estd pensando...).

Lo que uno podria hacer es usar otro sentido, ademds del de
la vista. Podriamos usar el del tacto. Uno podria ‘tocar’ la lampa-
rita. Ademds de ‘mirar’ y ver si estd encendida o no, podriamos
tratar de ‘tocarla’ de manera tal de poder decidir, mds alld de
que esté encendida o no, si la lamparita estuvo encendida muy
poquito tiempo antes, por ejemplo, si estd caliente. ;Y c6mo usar
este nuevo dato o esta nueva herramienta? ;Cémo hacer para
disefiar una estrategia que permita incorporar esto que hemos
aprendido? (;Quiere pensar usted?)

Sigo yo: fijese que lo que uno puede hacer es activar cual-
quiera de los interruptores, como si estuviera convencido de que
ese es el que activa la luz... y quedarse afuera esperando quince
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minutos (por ejemplo). Transcurrido ese tiempo, uno apaga ese
interruptor y enciende uno de los dos restantes... jy entra rdpido
en la habitacién!

Si la bombita estd encendida, entonces fue el segundo inte-
rruptor que activé. Sila bombita estd apagada.... jpero estd calien-
te todavia....!, entonces fue el primero de los tres interruptores, el
que usted tuvo encendido durante 15 minutos. Finalmente, si la
lamparita estd apagada y, al tocarla, estd fria, eso significa que no
fue el primero (el que tuvo encendido 15 minutos, porque, si no,
estarfa caliente), ni el segundo (porque, si no, estaria encendida),
por lo que la tnica alternativa es que sea el tinico que usted no
tocd: el tercero. Y esto termina con el problema.

¢No es fantdstico que uno pueda apelar a algunas otras herra-
mientas que no sabia que estaban a su disposicién?
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Interruptores - Parte 2

Como complemento del problema que planteé acd arriba,
(qué le parece que pasaria si en lugar de tres interruptores hubie-
ra cuatro? Las mismas condiciones que en el caso anterior, pero
ahora, afuera, hay cuatro ‘1laves’ para activar. ;Cémo hacer para
determinar cudl de las cuatro es la que activa la lamparita?

Solucion

La ventaja que tiene este caso es que recién vimos como se
resuelve en el caso de tres. Por lo tanto, ya no hay mds sorpresa
con el pensamiento lateral. De acuerdo... pero igual, ;qué estra-
tegia usar?

La idea que se me ocurre es la siguiente. Voy a llamar a los
cuatro interruptores con ndmeros: 1, 2, 3y 4.

Empiezo bajando (activando) el 1 y el 2. Y espero 15 minutos
(como habiamos hecho antes). Ahora, subo el interruptor 1 (como
si estuviera apagando la lamparita), bajo el nimero 3 (como si
la estuviera encendiendo) y entro rdpido en la habitaciéon. ;Qué
puede pasar? (;No le dan ganas de pensar a usted?)

Sigo. La lamparita puede estar en cuatro posiciones:
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a
b

C

d

Apagada y fria.
Apagada y caliente.
Encendida y fria.
Encendida y caliente.

= —

Supongo que le interesard a usted también determinar qué
dice esto de cada uno de los interruptores.

En el caso (a), esto dice que el interruptor que sirve es el ni-
mero 4, ya que es el dnico que usted no activé, y como la lampa-
rita estd por un lado apagada (o sea, no puede serni el 2 ni el 3
que quedaron bajados) y por otro estd fria (no puede ser el 1), la
tinica alternativa es que sea el nimero 4.

En el caso (b), si estd apagada y caliente, no puede ser ni el
2 ni el 3 (porque estos dos quedaron ‘bajados’), pero tampoco
puede ser el 4 (que es el que usted no tocé), y como estd caliente,
tuvo que haber sido el 1, ya que ese estuvo activado durante 15

minutos y debe haber activado la bombita hasta dejarla caliente,
ya que usted entré muy rdpido en la habitacién. Moraleja: en el
caso (b), fue el interruptor niimero 1.

En el caso (c), como estd encendida, tiene que ser el 2 0 el 3
(ya que los dos estdn ‘encendidos’), pero como la bombita estd
fria, tuvo que haber sido el dltimo que usted activé antes de en-
trar en la habitacién. Moraleja: en el caso (c), es el interruptor
nimero 3.

Por dltimo, en el caso (d), como estd encendida tiene que ser
—una vez méds— el 2 0 el 3. Como estd caliente, tuvo que haber
sido uno de los dos que estuvo encendido durante 15 minutos, y
el 3 no puede ser porque usted recién lo acaba de activar. Mora-
leja: en el caso (d), es el interruptor ndmero 2.

Y esto termina de resolver el problema. Fijese que ya no se
puede agregar un quinto interruptor, porque la bombita no ‘re-
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siste’ mds estados: tiene que ser uno de los cuatro que describi.
Igualmente, si a usted se le ocurre cémo mejorar este problema,
isiéntase libre y métale para adelante! No debe de haber nada
mds interesante que poder ‘fabricar uno mismo’ problemas para
otros.
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Cincuenta monedas en una fila

Suponga que yo ubico 50 monedas en una fila. Las monedas
no tienen por qué ser del mismo valor, pero si tienen que tener
algtin valor, estar en uso.

Hay dos personas que van a competir para llevarse la mayor
cantidad de dinero posible. Para lograrlo tienen que elaborar una
estrategia, ya que lo que se les pide es lo siguiente: empieza algu-
no de los dos (que se determinard por sorteo). El que inicia pue-
de elegir cualquiera de las dos monedas que estdn en las puntas,
y a partir de aqui se van alternando. El segundo jugador también
tendrd que elegir de alguna de las dos puntas, y asi hasta agotar
las monedas.

Ahora, supongamos que yo le permito a usted elegir primero;
es decir, usted podrd hacer el primer movimiento. ;Se anima
a disefiar una estrategia de antemano que le permita con segu-
ridad saber que el otro jugador, haga lo que haga, jno se podrd
quedar con mds dinero que usted!? Puede que se queden con la
misma cantidad (por ejemplo, si todas las monedas fueran igua-
les), pero lo que es seguro es que el segundo competidor, el que
elija segundo, no se podrd llevar mds dinero que usted. Como
decia, spodrd usted garantizar una estrategia que le garantice por
lo menos la mitad del dinero que estd en juego?
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Es muy poco probable que uno tenga que enfrentarse con
una situacion de este tipo en la vida cotidiana, pero para lo que
si sirve es para imaginar potenciales escenarios en los cuales su
aplicacién quizds si le sea de utilidad. Ahora me retiro y usted
queda en soledad. Yo sigo mds adelante.

Una estrategia posible

En principio, le propongo que numeremos los cincuenta lu-
gares en donde estdn las monedas (como se ve en la Figura 1).

@S TORRODOEOEIOODDER RS

1234567 891011 ... ... 47484950

Figura 1

Ahora, imaginemos que hay una moneda en cada lugar. Le
sugiero que sume el valor de todas las monedas que estdn ubicadas
en los lugares pares. Fs decir, las monedas que estdn en las casi-
llas 2,4, 6,8, 10,12, 14... 46, 48 y 50.

Esto resultard ser un cierto nimero que voy a llamar A.

Por otro lado, sume el valor de todas las monedas que estdn
ubicadas en los lugares impares... o sea, las que estdn en las casi-
llas 1,3, 5,7... 43,45, 47 y 49.

A esta suma la voy a llamar B. Compare A con B. Puede que
sean iguales... 0 no. Supongamos por un momento que A fuera
estrictamente mayor que B, o lo que es decir que las monedas que
estdn en las casillas pares suman mds dinero que las que estdn en
las impares. Como el que elige primero puede optar por llevarse
la moneda que estd en la casilla nimero 1 o en la casilla nimero
50, si las pares suman mds, elige entonces la moneda que estd en
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la casilla 50 (una de las pares). ;Qué le queda al segundo? Para el
que elige después, las tinicas dos posibilidades son llevar o bien
la moneda que estd en el lugar nimero 1 o bien en el 49... am-
bas jimpares! Cuando elija una de las dos, si se lleva la niimero
1, usted elegird la moneda que estd en la casilla 2 (que también
es par), y al segundo competidor le quedaran la 3 y 1a 49 (las dos
impares). Si el segundo competidor elegia la 49, usted tomaba la
48,y a él le quedaban la 1 y 1a 47 (ambas impares).

Como usted advierte, haga lo que haga quien elige segundo,
usted lo fuerza a que elija siempre las monedas que estdn en las
casillas impares, mientras usted elige siempre las que estdn en las
pares. De esa forma, cuando hayan elegido las 25 monedas cada
uno, usted se habrd quedado con las monedas que suman més...
iy listo!

Lo que tiene de atractivo esta estrategia es que usted no tiene
que tomar ninguna determinacién en el medio de la eleccion.
Usted jya sabe lo que le va a pasar! Mientras tanto, el segundo
competidor puede que no haya advertido que usted lo estd lle-
vando por el camino que quiere, independientemente de lo que
vayan sumando las monedas que aparecen en el trayecto.
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Cien bolitas. Cincuenta negras. Cincuenta rojas

Algunos problemas logran ‘viralizarse’. Es dificil entender to-
das las razones. Si no, serfa muy fdcil encapsularlas y reprodu-
cirlas cuando se necesite tener algtin tipo de publicidad o fama.
Me quiero referir acd a uno en particular, que fue propuesto por
la gente de Microsoft en uno de los tantos tests que tienen que
superar aquellas personas que aspiran a trabajar en la empresa.
Son tantas las fuentes que sostienen que el problema aparecié
alli por primera vez, que lo asumo como un hecho, pero en todo
caso resulta totalmente irrelevante cudando hizo su debut. Serfa
mds interesante averiguar quién fue el que propuso el problema,
a quién se le ocurrié. Digo esto porque muchisimas veces (y con
razon) el crédito se lo queda la persona que lo resuelve, o en plu-
ral, si son varios, pero por otro lado no es sencillo inventar proble-
mas de este tipo, que sirvan para medir la capacidad de elabora-
cién y la creatividad de un postulante. Y lo mismo sucede con un
examen. Muchisimas veces en mi vida tuve que elegir problemas
para evaluar alumnos en alguna materia de la facultad”, ya sea
para un examen parcial o final. Acépteme que no es una tarea

23.Y estoy seguro de que eso le pasa y le ha pasado a todos los que son o
han sido docentes, en el momento en el que tienen que decidir cémo evaluar
‘en otros’ (los alumnos) la tarea que hicieron ellos (nosotros).
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facil. Algunos problemas son muy lindos, con una solucién po-
tencialmente muy elegante, pero esa no es precisamente la idea
con la que uno rastrea problemas. No se trata de encontrar algo
o bien muy bonito o de solucién muy creativa (inicamente), por-
que uno entrena a los estudiantes para que salten determinadas
vallas, y después termina ‘corriéndoles el arco’, o pidiéndoles que
resuelvan un problema para el que no los preparamos....

De hecho, varias veces, en exdmenes finales de Andlisis 1 o
Algebra 1 en Exactas (UBA), mi propuesta era que el alumno
elabore un grupo de problemas que sirvieran como exdmenes
parciales de esa materia. Es decir: si el alumno fuera quien tuvie-
ra que producir un examen parcial para evaluar a alguien como
¢l (o como ella), squé incluiria?, ;qué problemas propondria?,
;donde harfa énfasis?

Fueron experiencias extraordinarias, y no tengo suficientes
datos como para sacar conclusiones que pueda ofrecer en forma
rigurosa, pero si en algiin momento de su vida usted tuviera la
oportunidad de hacerlo, hdgalo y verd en cudnto mejora su per-
cepcién como examinador.

Una sugerencia antes de proponer el problema propiamente
dicho: me gustaria encontrar algin argumento lo suficiente-
mente poderoso para convencerla/o de ‘no mirar la respuesta’.
En definitiva, scudntas veces en la vida le van a pedir que usted
planifique una estrategia para resolver una situacién que otra
persona le va a plantear? Mds atin: supongamos que, después de
haber pensado mucho tiempo, su respuesta no es la ‘mejor’ o la
‘6ptima’... ;Y entonces qué? ;Qué pasaria? ;Seria acaso desdo-
roso para usted? ;Pasarfa acaso a integrar un grupo de personas
‘indeseables’?

Puesto en estos términos, resulta hasta insultante que alguien
siquiera piense que uno es peor persona porque no pudo resolver
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algo o no llegd a encontrar ‘la solucién ideal’, pero si usted de-
dic6 parte de su tiempo a pensar en algo distinto, le sirvié para
entretenerse y encima pudo darse el gusto de elaborar o disefiar
un modelo para resolver un problema, creo que ya todo valié la
pena, sno le parece? Ahora si, este es el problema.

Se tienen 100 bolitas, de las cuales la mitad son rojas y la otra
mitad son negras. Sobre una mesa hay ademds dos frascos igua-
les, opacos (o sea, no se puede ver lo que contienen). Digamos
ademds que no se podria decidir nada por el peso de cada uno.
Usted tendrd la tarea de distribuir las cien bolitas entre los dos
frascos de la forma que quiera, pero con una restriccién que ex-
plicaré después.

Como yo no voy a ver la distribucién que usted hizo, no ten-
go idea de cudntas bolitas hay en cada frasco ni de qué colores:
nada. Me voy a acercar a los dos frascos, voy a elegir uno arbitra-
riamente, lo voy a abrir, voy a meter una mano (sin mirar) y voy
a tomar una bolita cualquiera.

;Qué estrategia puede diseriar usted para distribuir las bolitas
de manera tal que la probabilidad de que yo haya sacado una bo-
lita roja sea la mdxima posible?

Ahora le toca a usted, pero antes de abandonarlalo por un
rato, permitame hacer un par de observaciones.

Eistd claro que para resolver el problema habra que hacer al-
gunas cuentas. Supongo que no le estoy diciendo nada nuevo. Es
esperable que esto suceda, aunque mds no sea porque uno tiene
que probar varias distribuciones posibles hasta convencerse de
que encontrd la éptima. En todo caso, le pido que no se amilane
(0 sea, ‘no se asuste’) por las férmulas: json nada mds que multi-
plicaciones y sumas! En todo caso, si decide abandonar acd, se
perderd usted la oportunidad de pensar algo entretenido. Créa-
me: vale la pena.
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Quiero empezar con un par de ejemplos que aspiro a que
sirvan para aclarar algunas cosas.

Ejemplo 1

Si usted ubicara todas las bolitas rojas en un frasco (digamos ‘fras-
co ) y todas las bolitas negras en el otro (en el ‘frasco 2’), ;cémo
calcularia la probabilidad de que yo saque una roja? Se hace as:

En principio, hay que calcular la probabilidad de que yo elija
uno de los dos frascos. Esa probabilidad es %2, ya que no hay dife-
rencia entre uno y otro, y yo voy a seleccionar uno de los dos en
forma arbitraria.

Una vez que haya elegido el frasco, entonces tendré que
calcular la probabilidad de que la bolita que yo extraiga sea de
color rojo.

En el ejemplo en donde todas las rojas estdn ahora en el fras-
co 1, cuando meta la mano, la probabilidad de que elija una roja
es uno (o en un 100% de los casos), y la probabilidad de que sea
roja serd cero si el frasco que elegi es el otro, el frasco 2.

Entonces, la probabilidad de que sea roja se calcula as:

[(probabilidad de que elija frasco 1) x (probabilidad de que elija

una bolilla roja dentro del frasco 1)] + [probabilidad de que elija

frasco 2) x (probabilidad de que elija una bolilla roja dentro del
frasco 2)] = ()

{(¥2) x (probabilidad de que elija una bolilla roja dentro del
frasco 1)} + {(¥2) x (probabilidad de que elija una bolilla roja
dentro del frasco 2)} =

= {(2) x (50/50)} + {(¥2) x (0/50)} = {(¥2) x 1} + {(¥3) x 0} = V&
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En este caso, entonces, descubrimos que la probabilidad de
que saque una bolilla roja es ¥2. ;Me entiende el porqué de todos
estos ‘numeritos’? El factor ¥2 aparece siempre porque eso indica
la probabilidad de haber elegido el frasco 1 o el frasco 2. Por otro
lado, (50/50) indica que tengo para elegir 50 rojas sobre un total
de 50 bolitas, y el nimero (0/50) marca que no hay bolitas rojas
(de ahi el nimero cero) entre las 50 que hay en el frasco 2.

Ejemplo 2

Ahora distribuya las bolitas por igual en ambos frascos. Es de-
cir, en el frasco 1, ponga 25 rojas y 25 negras, y en el frasco 2, lo
mismo: 25 negras y 25 rojas. Antes de leer lo que voy a escribir yo
acd abajo, ;jpor qué no lo intenta usted por su cuenta y después
cotejamos los resultados? Mientras tanto, yo sigo...

Como antes, la probabilidad de que yo elija un frasco u otro
es la misma: Ya.

Una vez que haya elegido cualquiera de los dos frascos, la
probabilidad de que la bolita que elija sea roja serd también Va.
;Por qué? Es que en el frasco 1, los casos favorables son 25 (rojas)
sobre 50 posibles. Y lo mismo con el frasco 2. Al usar la férmula
que higura en (*), se tiene:

[(probabilidad de que elija frasco 1) x (probabilidad de que elija una
bolilla roja dentro del frasco 1) + [probabilidad de que elija frasco 2)
x (probabilidad de que elija una bolilla roja dentro del frasco 2)] =
={(¥2) x (25/50)} + {(¥2) x (25/50)} =
={(Y)x (L) +{(2)x (L) =Ya+Ya=1

Lo interesante entonces es que, tanto en la distribucién del
ejemplo 1 como en la del ejemplo 2, la probabilidad de que yo
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saque una bolita roja es ¥2 en ambos casos. De todas formas, a
usted no se le escapa que estos son solamente dos casos de todas
las distribuciones posibles. Creo que ahora lleg6 el momento en
el que usted, con todos los datos que tiene ahora, pueda sentarse
a pensar en soledad, probar con distintas alternativas (incremen-
tando el nimero de rojas de un lado, por ejemplo, para determi-
nar cémo se va modificando la probabilidad que buscamos). En
todo caso, ahora le toca a usted.

Ideas

Creo que el cambio cualitativo se produce cuando uno puede
permitirse pensar que no tiene por qué haber la misma cantidad
de bolitas en cada frasco. Fijémonos qué sucede con esta distri-
bucién:

Frasco 1: 10 rojas y 30 negras
Frasco 2: 40 rojas y 20 negras

La probabilidad de sacar una bolita roja del frasco 1 es ahora
de 10/40 = % (ya que hay 10 rojas sobre 40 posibles), y la proba-
bilidad de sacar una roja del frasco 2 es 40/60 = 2/3 (ya que hay
40 rojas sobre 60 bolitas posibles).

Por otro lado, como las chances de elegir cualquiera de los dos
frascos es la misma (50% en cada caso), en términos de probabi-
lidades eso quiere decir que la probabilidad de elegir el frasco 1
y el frasco 2 es la misma: %2.

Con estos datos, scudl es la probabilidad total de sacar una
bolita roja con esta distribucién? Vuelvo a usar la férmula que
aparece en () y el resultado ahora es:
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(Probabilidad de sacar una bolita roja) =

= (%) x (W)} + {(Ya) x (213)} = 1/8 + 1/3 = 11/24 = 0,458333...

Ahora tengo otra idea para proponerle: jqué pasaria si todas
las bolitas estuvieran en un solo frasco? (No se apure a contestar,
porque la primera tentacién es decir %2, y esa respuesta es equi-
vocada...)

El resultado Y2 estaria bien si hubiera un solo frasco. Entonces
st, las 100 bolitas estarfan en un tnico frasco, y como hay 100
bolitas y 50 de ellas son rojas, la probabilidad de sacar una roja
seria 50/100 = ¥2. Pero, como queda claro, no hay un frasco sino
dos. ;Quiere calcular entonces la probabilidad de sacar una roja?

(Y2) x (50/100) + (Y2) x 0 = Yax Yo = Vi

En este resultado (%) se advierte la incidencia que tiene un
dato importante, y es que uno no sabe, a priori, cudl de los dos
frascos voy a elegir. Por eso, la probabilidad total de sacar una
bolita roja en el caso en que todas estén en el frasco 1 es ¥, y no
Y5, como uno podria suponer en principio.

Ultima propuesta

Antes de llegar a la respuesta, me gustaria proponerle una 1il-
tima idea. ;Qué pasaria si pusiéramos 25 bolitas rojas en el frasco
1 y el resto de las bolitas (las 75 restantes) en el frasco 2?

Esto significaria que, si el frasco que yo eligiera fuera el na-
mero 1, la bolita elegida seria roja (porque son todas rojas). En
cambio, si el frasco que yo eligiera fuera el frasco 2, a diferencia
de lo que sucedia antes, jahora aparecerian posibilidades de que
la bolita sea roja también!
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En este caso, la probabilidad total de que sea roja se calcula
asi:

[(%5) X (25/25)} + {(V5) x (25/75)} =
— () x 1)+ () x (13) =Y + 1/6= 213

Este dato es muy interesante, porque ahora con esta distribu-
cién hemos llegado alos 2/3, que es aproximadamente 0,66666...
o sea, casi un 66,67% de posibilidades, lo cual es una mejora muy
fuerte respecto del 50% al que habiamos llegado con algunos de
los ejemplos anteriores.

Pero lo que esta distribucién también ensefia es que uno no
solo puede mejorar el 50% de posibilidades que tenfa original-
mente, sino que vale la pena preguntarse: sy para qué necesito
que haya 25 bolitas en el frasco 1?7 sMe hacen falta tantas? ;Por
qué no dejo menos bolitas rojas en el frasco 1? Si disminuyo las
bolitas rojas del frasco 1, no voy a afectar la probabilidad de que
al elegir una de alli siga siendo roja; pero si agrego muchas bo-
litas rojas al frasco 2, voy a incrementar mucho la probabilidad
de que saque una roja cuando elija una bolita del frasco 2... jno
es asi?

Ahora si, creo que solo falta la puntada final...

Final

Estd todo preparado como para que la distribucién que eli-
jamos ahora sea la siguiente: dejemos jnada mds que una bolita
roja en el frasco 11'Y pongamos todas las otras bolitas que quedan,
las 99 restantes, en el frasco 2. ;Cudl es la probabilidad total de
que sea roja la bolita que yo saque al azar al elegir uno de los dos
frascos?
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Una vez mads, la probabilidad se calcula as:
{(Y2) x 1} +{(Y2) x (49/99)} = 0,5 + 0,2474747 ... = 0,747474...

Eisto representa un poco mds del 74,74% de las posibilidades.
Esta es la mejor estrategia posible*.

Permitame reflexionar algo con usted: jestamos de acuerdo
en que la belleza del problema no reside en la solucién propia-
mente dicha sino en el trayecto? Lo disfrutable es haber podido
pensar una estrategia que sirviera para mejorar lo que tenfamos
de antemano. Parecifa que uno no podria mejorar el 50%, y sin
embargo no solo no fue asi, sino que finalmente llegamos a casi
un 75% de posibilidades, lo cual es muchisimo mds que ese 50%.

Y justamente de eso se trataba: disfrutar del recorrido y po-
der elaborar una estrategia que resolviera el problema. Y como
ya escribi: esto es algo que uno hace constantemente en la vida
cotidiana, solo que no lo advierte... ;O si?

24. Es posible que haya diferentes maneras de comprobarlo, pero la tinica
que yo conozco me la ofrecié Carlos D’Andrea. Carlos escribié un progra-
ma usando Mathematica, que analiza todas las posibles distribuciones de las
100 monedas en los dos frascos y calcula las probabilidades asociadas. Este
andlisis muestra que la estrategia que describi para distribuir las bolitas es la
que permite alcanzar una probabilidad de 0,747474... Por supuesto, seria muy
interesante que usted pudiera encontrar otra forma que no requiriera del uso
de una computadora.
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Cien monedas, diez ‘caras’: el desafio

Corria el afio 1999. El primer sdbado de cada mes, un grupo
de amigos nos encontrdbamos para cenar y conversar. Hasta ac4,
no tiene nada de particular: es lo que todo el mundo hace, ;no
es asi? Sin embargo, tenfamos otro objetivo. En el grupo habia
periodistas, psicoanalistas, arquitectos, bi6logos, fisicos, matema-
ticos, médicos, abogados, periodistas graficos, psicélogos, jueces,
ministros del gobierno, y seguramente me olvido de algunas pro-
fesiones... Decia, los encuentros eran muy ricos para poder inter-
cambiar ideas con personas que mirdbamos la realidad desde
distintos lugares. Y se notaba. Pero ademds, nos daba la chance
de poder preguntarle a gente que estaba en la frontera del conoci-
miento cudles eran los temas de investigacion mds relevantes del
momento, en qué estaba trabajando cada uno, ademds del ana-
lisis esperable de la realidad argentina y mundial. Una vez ms,
como ya escribi, nada diferente de lo que sucede en multiples
lugares, solo que las personas que participdbamos teniamos una
exposicién publica mayor. Y nada mis.

Fon varias ocasiones, aparecieron problemas para pensar entre
todos, y el que quiero contar acd tuvo la particularidad de que
lo propuse yo, y tuvo a todo el mundo interesado, pero con una
excepcion: yo. Es decir, como nadie conocia el enunciado, se for-
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maron distintos subgrupos para pensarlo, pero claro, como yo si
sabia la solucién, me quedé afuera toda la noche... de todo. Solo
pude escuchar lo que cada uno iba exponiendo, pero no pude
participar en forma activa. Lo que si recuerdo también es que
cuando uno de ellos (Juan Pablo Paz) grité: “jAdridn, ya tenemos
la solucién!”, fue algo asi como una explosién de jubilo colecti-
vo, algo asi como haber gritado: “{Tarea cumplida!”, y encima,
lo hicieron/pensaron entre todos. Es decir, mds alld de sentirme
excluido, sentf al final la satisfaccién de ver a un grupo de mis
amigos aunando todos sus esfuerzos para encontrar la respuesta.

Pasaron entonces mds de diecisiete afios, y acd estoy, con la
idea de compartir ese momento con usted, a quien no conozco
personalmente, pero que es como si nos conociéramos. No es
la primera vez que lo voy a plantear, pero si es la primera vez
que cuento esta anécdota, que cualquier integrante de ese grupo
(que ya no existe mds, al menos como grupo) podria atestiguar.
Un dato mads: estibamos en la casa de Osvaldo Uchitel, en la
provincia de Buenos Aires. Y listo. Ahora si, el problema.

La (o0 lo) invito a que me acompaiie hasta una mesa en donde
yo distribui 100 monedas, todas del mismo tipo (digamos mone-
das de un peso). De ellas, 10 estdn puestas en posicién de ‘cara’.
Las otras 90, obviamente, son ‘cecas’. Yo le voy a tapar los ojos
con un pafiuelo para que usted no vea lo que voy a hacer. Una
vez que estoy convencido de que usted ya no ve lo que hago,
revuelvo las monedas para que usted no pueda recordar dénde
estaban las ‘caras’ ni las ‘cecas’. No cambié caras por cecas, ni
viceversa: en ese sentido, las monedas quedaron en la misma po-
sicion. Pero lo que s hice fue cambiarlas de lugar, agruparlas de
manera diferente para que usted no pueda rastrearlas de acuerdo
con la posicién en la que las vio originalmente.

Lo que yo le pido que haga es lo siguiente: fijese si es capaz de
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disefiar una estrategia, de manera tal que usted pueda separar las
monedas en dos grupos (no necesariamente de la misma canti-
dad de monedas), pero procurando que quede el mismo niimero
de ‘caras’ en los dos grupos. Antes de que me lo pregunte, usted
si puede dar vuelta las monedas y transformar caras en cecas y
viceversa, pero lo que tiene que quedar al finalizar su ‘redistribu-
cién’ son dos grupos de monedas con el mismo nimero de ‘caras’
en cada uno de ellos.

La solucién no surge en forma inmediata, o por lo menos no
me pasé a mi, ni pasé en ese ‘grupo de los sdbados’, ni en muchi-
simos otros grupos de personas a quienes propuse el problema,
tanto en la Argentina como en otros lugares del mundo. Pero por
supuesto, la solucién no tiene ni trampas ni artilugios que a uno
no se le puedan ocurrir: se basa en una cuestion légica y, créame,
usted estd mds que capacitada/o para poder idear una estrategia
que lo resuelva. Ahora, su turno.

Una estrategia posible

Si me permite, antes de escribir una posible soluciéon me gus-
taria hacer una reflexion con usted. Los matemadticos utilizamos
una herramienta que —creo— es muy poderosa. Obviamente,
no se me ocurrié a mi, sino que es subproducto de la experiencia
que surge a lo largo de los afios. Cuando uno tiene un problema
de las caracteristicas del que estd planteado acd arriba, la tenta-
ci6n es abordarlo asi como estd. Y uno puede hacerlo, si quiere,
pero lo que suele ser muy ttil es reducir el nimero de monedas
(en este caso son monedas, pero podria ser cualquier otro objeto
en donde el ndmero es en principio muy grande) y fijarse si uno
estd en condiciones de resolver el problema en ese caso. Se trata
de estudiar ‘casos particulares’, mds pequefios. Si uno lo logra,
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después intentard adaptar la solucién al ampliar el nimero, pero
ese es —suele ser— un problema mads sencillo. Veamos.

Le propongo que lo intente primero con cuatro monedas de
las cuales una sola esté en posicién de ‘cara’ o con seis mone-
das de las cuales dos estén en posicién de ‘cara’. En todo caso,
fijese si abordar estos casos menores la/lo ayuda. Si no, si estd
dispuesta/o a explotar o a romper el libro, entonces siga leyendo.
Voy a ofrecerle una potencial soluciéon. No creo que sea la tinica,
pero fue la que se me ocurrié en ese momento y ain hoy, des-
pués de tanto tiempo, es la tinica que me sigue acompaiiando.

De las 100 monedas que estdn arriba de la mesa, separe ‘de
cualquier forma’ diez de ellas. Para esto, solamente necesita con-
tar. Es decir, con los ojos tapados, uno cuenta diez de las mone-
das y las separa. Del otro lado, entonces, tuvieron que quedar las
90 restantes.

Suponga por un momento que entre las 10 monedas que us-
ted eligi6 habia tres caras. Las otras siete quedaron del otro lado.
Claramente usted no tiene idea de lo que pasé, porque no puede
ver cudntas son caras y cudntas son cecas. Lo tnico que usted
sabe es que son diez monedas.

Dicho esto, ahora, dé vuelta las 10 monedas. Si, delas vuelta a

todas. Las que estdn caras se transformardn en cecas, y viceversa.
Usted sigue sin ver nada, pero antes de continuar me gustaria
hacerle una pregunta. ;Recuerda el nimero de ‘caras’ que habia
en el grupo de 10 que usted eligié? Eran tres, ;no? Lea el pdrrafo
anterior y verd que yo habia tomado, a manera de ejemplo, que
cuando usted seleccioné las diez monedas quedaron tres caras,
lo que significa que las restantes siete estdn en el otro grupo, el
de las 90.

Cuando usted da vuelta todas las monedas de su grupo de 10,
las tres caras que estaban en su grupo se transforman en cecas,
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pero —y esto es muy importante— las siete que eran cecas ahora
se transformaron en ‘caras’. O sea, gracias a esta transformacion
que usted hizo (al dar vuelta todas las monedas), logré que ahora
en el grupo de diez monedas que usted selecciond siete de ellas
sean caras. ;Recuerda cudntas caras habia en el grupo de 90?
Si... jsiete!

Es decir que, al haber dado vuelta todas las monedas de su
grupo de diez, usted logré que el nimero de caras que tiene aho-
ra sea jel mismo ndmero que tiene en el grupo de 90! |Y eso era
justamente lo que queriamos hacer!

¢Habrd dependido de que fueran tres caras de un lado vy siete
del otro? {No! Fijese en lo siguiente: si al separar 10 monedas
hubiera nada mas que una cara, eso querria decir que del otro
lado (de las 90) quedaron las nueve restantes. Cuando usted dé
vuelta las 10 monedas, la que tiene cara se transformard en ceca,
pero a usted eso no le importa. Lo que si le importa... y mucho,
es que las nueve monedas que estaban en posicién de ceca, al
darlas vuelta, se transformardn en caras, y justamente, del otro
lado jhabia nueve caras también!

Reflexion final: si quiere, haga la prueba con todos los casos
posibles. Es decir, usando la estrategia de dar vuelta todas las
monedas en el grupo de 10 que selecciond, usted transforma las
cecas en caras... jy ese es el nimero de caras que quedaron del
otro lado!

¢Es antiintuitivo? No sé, no creo. Lo que a uno le pasa es que
internamente pelea originalmente con la nocién de que el pro-
blema no tiene solucién vy, por lo tanto, se resiste a pensar, a estar
abierto, pero no me parece que sea antiintuitivo.

Por otro lado, la solucién esta ahi, enfrente de nuestra nariz,
pero como uno intuye que la estrategia que tiene que elaborar
tiene que ser muy complicada, entonces estd mds dispuesto a
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abandonar que a seguir pensando. El ejemplo que conté de ese
grupo de amigos de hace tanto tiempo lo introduje porque fue
una leccién para mi también. Fue muy interesante escucharlos
discutir, debatir y plantearse cuestiones que uno podria sospe-
char que no les servirfan para llegar a la estrategia final... sin em-
bargo, todos los caminos que exploraron formaron parte de la so-
lucién, aunque mds no sea para poder descartarlos. Asi es como
funciona la vida: prueba y error, con ideas que no surgen de la
nada sino que aparecen cuando uno se desaffa a uno mismo o es
desafiado por otros y, sobre todo, cuando uno tolera coexistir con
la frustracion de tener un problema en la cabeza y no encontrarle
la solucién... al menos por ahora.
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Estrategia con dos candados

Muchisimas escuelas reciben alumnos en dos o hasta tres tur-
nos: mafana, tarde y —eventualmente — noche. Esto hace que
la cantidad de estudiantes que recibe el establecimiento sea muy
grande. De todas formas, cada estudiante tiene su propio ‘arma-
rio” o ‘casillero’ al que puede agregarle un candado para mante-
ner seguras sus pertenencias.

La cuestion es que un alumno A que concurre al turno ma-
flana le quiere dejar un reloj a otro estudiante B que concurre
a la noche. La idea de A es poner el reloj dentro de su propio
armario (el de A), pero lo que no quiere hacer es dejar las llaves
de su candado a una tercera persona por temor a que esa llave sea
luego ‘copiada’ y/o utilizada en otro momento. ;Qué estrategia
idear para que A le pueda dejar el reloj a B en su propio casillero
sin tener que dejarle la llave a nadie y manteniendo la seguridad
que es habitual?

Antes de dejarla/o en paz para que pueda pensar: siéntase li-
bre de usar el candado que tiene B para elaborar su estrategia,
pero lo que deberia evitar es que intervenga otra persona: los dos
tinicos involucrados tienen que ser Ay B. Ahora si, su turno.

Me imagino que debe de haber varias formas de resolver este
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problema y varias estrategias posibles. Yo voy a proponer una,
pero estoy seguro de que si a usted se le ocurrié cualquier otra, tie-
ne que ser mejor. ;Sabe por qué? Porque es suya, es la que pensé
usted y eso termina siendo impagable.

Acd voy. El estudiante A pone el reloj en su casillero y lo
cierra con el candado que usa siempre. Cuando a la noche
llega B, estd claro que no puede abrir el armario de A porque
no tiene la llave, pero lo que si puede hacer es agregarle un
candado (que voy a llamar candado B), cerrarlo y llevarse la
llave. El armario queda cerrado por dos candados: el de A'y
el de B.

A la manana siguiente, cuando A llega al colegio ahora no
puede abrir su propio casillero. El reloj (como el resto de los
objetos que alli guarda A) estd protegido ahora por esos dos can-
dados y A tiene solamente la llave de uno de ellos. ;Qué hacer?
Bueno... A usa su llave, abre su candado y deja el casillero cus-
todiado solamente por el candado B, pero no puede acceder a lo
que hay guardado alli adentro ahora.

Pero quien si va a poder abrirlo es B. Cuando B llegue a la
noche junto con sus compatieras y companeros de turno, él tiene
la llave que hace falta para abrir el candado que cerré la noche
anterior.

Uno podria terminar acd el problema original. Sin embar-
go, como el candado que habitualmente usa A no estd (ni
cerrado ni abierto... directamente no estd), entonces, ;cé6mo
hacer para que los otros objetos que A tenga en el armario no
queden expuestos y sin proteccion?

(Intuyo que a esta altura usted ya debe haber pensado una
respuesta, pero igualmente, acd va la mfa):
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B cierra el armario con su candado. Cuando llegue la mafiana
siguiente, A no lo puede abrir (porque no tiene la llave de B).
Pero lo que s puede hacer es volver a usar su candado y dejar el
armario cerrado con dos candados otra vez.

A la noche, B usa su llave para abrir su candado, y todos los
objetos de A quedan asegurados y protegidos inicamente por el
candado que habitualmente usa A.

Con esta idea, el problema ahora si termina a la mafana si-
guiente. Cuando A llega a la escuela, usa su llave para abrir el
candado vy listo.

Eista idea sirve/sirvié para resolver el problema original: sin
tener que entregarle la llave a una tercera persona, A y B pudie-
ron disefiar una estrategia que permitié a A entregarle el reloj a
B tal como se habia propuesto y, en el camino, no dejar nunca el
armario abierto.

Por dltimo: si bien el problema que yo planteé tiene que ver
con un reloj, dos candados y un armario, la misma estrategia se
puede utilizar para enviar un mensaje: lo codifica A para que no
lo pueda leer nadie que no tenga la ‘llave’ (para decodificarlo)
y se lo envia a B. Cuando B lo recibe, lo codifica también. Fs
decir, ahora el mensaje tiene dos codificaciones: la de A y la de B.
Ahora B se lo reenvia a A. Cuando A lo recibe, lo decodifica con
su ‘clave’ y se lo vuelve a mandar a B. Esta dltima versién tiene
solamente la codificacién de B, y B tiene su propia clave para
leerlo. Y listo.”

25. Yo terminé esta historia sobre los candados y escribi (como usted aca-
ba de leer): “Y listo”. Carlos Sarraute pensé que podia aportar algo mds, v de
p que p p Y
hecho sirvié para educarme en algo que no solo no sabia sino que no adverti.
Acd va.
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Respecto del ultimo pdrrafo sobre codificacién de mensajes:

Llamemos F_A la funcién para encriptar de A, y D_A a su funciéon para
desencriptar. Se cumple que D_A(E_A(m)) = m

De la misma manera, E_B y D_B son las funciones para encriptar y de-
sencriptar de B.

Lo que vos proponés es:

* A manda E_A(m)

* B le responde E_B(E_A(m))

* Ao recibe y responde D_A(E_B(E_A(m)))

* Finalmente, B calcula D_B(D_A(E_B(E_A(m))))

Para que esto funcione, se tiene que cumplir una condicién muy exigente:
que se pueda intercambiar el orden de las funciones de encripcién, o sea que:

E_B(E_A(m)) = E_A(E_B(m))

Hay sistemas criptogrdficos que cumplen esa propiedad, pero tienen que
haber sido disenados especificamente con ese objetivo. Fin la prictica, lo que
se usa para mensajes son los sistemas de clave publica y privada.
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Encuesta con pregunta prohibida

Corria el afio 2004 cuando uno de mis mejores amigos, Clau-
dio Pustelnik, tuvo una idea: concretar un encuentro masivo en
la Ciudad de Buenos Aires en donde la universidad saliera a la
calle. Crear vasos comunicantes entre quienes producen ciencia
y la sociedad. Exhibir cémo se hace ciencia, cémo se formulan
preguntas, c6mo se avanza, quiénes participan, qué interrelacio-
nes hay, en qué dreas somos mds fuertes, en qué dreas necesita-
mos mds gente, en dénde hay desempleo cero y en dénde hay
superabundancia. También, mostrar cudles son las preguntas
que estdn en la frontera del conocimiento, o sea, preguntas que
estdn tratando de ser contestadas hoy por la ciencia en el mundo,
y cudl es la participacién argentina en estos desarrollos.

En ese marco, se hicieron algunos encuentros ‘extraordina-
rios’, en donde algunos de los participantes, cientificos argen-
tinos que vivian en ese momento en el exterior, vinieron hasta
la Capital para dar charlas en el teatro Avenida. En uno de esos
encuentros, en lo que se llamé el “Primer Festival de Ciencias”,
Alicia Dickenstein me comenté un problema que ella habia es-
cuchado de parte de Eduardo Cattani. Los dos son matemiticos,
Alicia y Eduardo. Estdn fuertemente ligados con mi vida perso-
nal, ya que Eduardo fue mi primer ayudante ‘alumno’, en el afio
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1965, de la materia Algebra 1, y Alicia fue una de las ms desta-
cadas alumnas que tuve en mi vida y terminé convirtiéndose en
una de las mejores matemdticas argentinas de la historia, hoy
vicepresidenta de la Uniéon Matemdtica Internacional. Eduardo
se acaba de jubilar y es hoy profesor emérito en la Universidad
de Massachusetts, en Amherst, y también hizo una carrera senci-
llamente excepcional.

Quise poner en contexto la charla que derivé en el problema
que quiero comentar acd, y verd usted que se trata de la utiliza-
cién de la matemadtica para sortear un problema muy sensible.
Mis aun, se trata de una manera sutil de evitar un problema.

Supongamos que uno quiere encuestar a un grupo de perso-
nas sobre un tema critico, delicado. Por ejemplo, supongamos
que quiere averiguar el porcentaje de jévenes que consumieron
alguna droga mientras fueron estudiantes de secundaria. Es muy
posible que la mayoria se sienta incémoda si tuviera que con-
testar que si, y de esa forma arruinaria el valor de verdad de la
encuesta. ;/Cémo hacer para elaborar una estrategia que permita
‘circunvalar” el obstdculo que presenta el pudor o la ‘molestia’
que genera la pregunta misma?

En el ejemplo que quiero poner acd, el entrevistador le quie-
re preguntar a cada alumno si consumié alguna droga mientras
recibia su educacion secundaria, pero el método que va a utilizar
es el siguiente.

La alumna (o alumno) entrard en una suerte de ‘cuarto oscu-
ro’, como si fuera a votar, y una vez que esté alli adentro arrojard
una moneda al aire. Nadie estd presente, nadie ve lo que ella
(0 €l) estd por hacer; lo tinico que se le pide es que sea honesto
intelectualmente y respetuoso de las reglas:
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1) Si al tirar la moneda sali6 ‘cara’, entonces tiene que respon-
der que SI (cualquiera sea la respuesta verdadera). Es decir,
contestard que SI, que consumi6 alguna vez alguna droga.

2) Si sale ‘ceca’, tiene que responder la verdad.

En cualquier caso, hay una sola persona que es testigo de lo
que ella o él conteste: ella o él. Nadie mas.

Con este método, se espera al menos un 50% de respuestas
positivas (que son las que provienen de que uno ‘estime’ que la
moneda salié cara la mitad de las veces). Es decir, en principio,
es esperable que la mitad de los encuestados contesten que ST,
sencillamente porque uno espera que la mitad de las veces que
tiren la moneda va a salir “cara’.

En cambio, cuando uno responda que NO, es porque la res-
puesta verdadera es que NO. Es decir, la o el joven que estd sien-
do encuestado jno utilizé ninguna sustancia ilegal!

Ahora, supongamos que un 70% de las personas contesté que
SI. ;Qué dice este niimero, este porcentaje? ;No tiene la tenta-
cién de ver si usted puede interpretar qué aprendemos al conocer
este dato? Le sugiero que piense por su cuenta, sin la distraccién
que ofrece leer lo que estoy escribiendo.

Sigo... El nimero de respuestas positivas que uno esperaba
de antemano es de un 50%. Esto se produce porque uno supone
que, como la moneda no estd cargada, la mitad de las veces ten-
dria que salir ‘cara’, pero como el nimero final fue de un 70%,
hay un 20% mads de respuestas que son afirmativas y no provienen
del hecho de que la moneda salié cara. ;Cémo interpretar este
dato?

El hecho es que esto estd diciendo que, de las veces que salié
ceca (la otra mitad de las veces, al menos en teoria), un 20% de
los alumnos dijo que SI, que habia consumido alguna sustancia
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prohibida. En consecuencia, uno podria inferir que al menos un
40% de los alumnos probé alguna droga. ;Por qué un 40%? Es
que del 50% restante, el 20% contesté que SI, y justamente el
20% de ese 50% implica un 40% del total de las personas (fijese
bien si me siguié en lo dltimo que escribi): si el 20% del 50%
dijo que SI, significa que el 40% del total, de todos los alumnos
encuestados, contesté afirmativamente.

Este sistema evita ‘sefialar’ a quien contesta que SI vy
exponerla/o a una situacién embarazosa, pero al mismo tiempo
mantiene viva la posibilidad de averiguar lo que uno pretende. Y
esto se pudo hacer gracias a una aplicacién sencilla de una idea...
que proveyo, una vez mds, la matematica.

Apéndice

Si usted tiene algo mas de formacién matematica, seguramen-
te escucho hablar de lo que se llama la probabilidad condicional.
En ese caso puedo agregar algunas férmulas.

Voy a llamar x a la probabilidad de responder que SI a la pre-

gunta. Entonces:

x = P(salga ‘cara’) x P(“SI”| si sali6 ‘cara’) + P(salga ‘ceca’) x
P(“SI”|si sali6 ‘ceca’)

donde estoy usando la siguiente notacion:

P(salga ‘cara’) = Probabilidad de que la moneda salga ‘cara’.

P(“Sin

si sali6 ‘cara’) = Probabilidad de que el estudiante diga
que SI, habiendo salido ‘cara’ al tirar la moneda.
P(salga ‘ceca’) = Probabilidad de que la moneda salga ‘ceca’.
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P(“SI”|si sali6 ‘ceca’) = Probabilidad de que el estudiante diga
que SI, habiendo salido ‘ceca’ al tirar la moneda.

Por otro lado:
P(cara) = P(ceca) = %2
P(“ST”| si sali6 ‘cara’) = 1

P(“SI”| si sali6 ‘ceca’) = Probabilidad de que el estudiante
hubiera consumido alguna droga verdaderamente.

ESTA es justamente la probabilidad que queremos calcular.
La voy a llamar P.
Luego,

x=%1+%P
Por lo tanto, como el objetivo es evaluar P, despejamos y se tiene:
P=2(x-"%) (%)

Por ejemplo, si el porcentaje de respuestas positivas hubiera
sido de un 75%, o sea % partes del total, reemplazo x por % en
la f6rmula (*):

P=2(%)-Y2)=2 (%) =Y
En este caso, esto significaria que la mitad de la poblacién

estudiantil consumié6 alguna sustancia prohibida durante los cua-
tro o cinco afios en los que estuvo en algin colegio secundario.
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Los peces en una laguna

El que sigue es un problema fantéstico. Ojald sea capaz de
lograr que lo seduzca tanto como a mf la primera vez que lo vi
o supe de él. Verd usted lo que puede la matemdtica cuando se
trata de elaborar una estrategia para averiguar algo que —a prio-
ri— parece decididamente imposible. Acompdfieme por aca.

Suponga que estamos los dos, usted y yo, sentados a la vera de
una laguna. Creo que yo debo del haber ido a pescar dos veces
en mi vida, y quizds exagero. De una me acuerdo, pero debe de
haber habido alguna otra. No importa. Hay mucha gente (y tengo
muchos amigos) a quienes les encanta pescar. No es mi caso, y
por miltiples razones. Primero, porque hay que dedicarle mucho
tiempo, y yo no puedo verme a mi mismo dedicdandoselo a tratar
de capturar un animal. Puede que en otra época del desarrollo de
la especie humana, si yo hubiera necesitado pescar para comer, la
historia habria sido distinta, pero hoy, asi como estdn las cosas, jno!

Por otro lado, yo no soy muy afecto al pescado en general,
salvo algunos muy particulares: atin, salmén... y por favor, no sé
cudl es de agua dulce, de mar, nada... Bueno, pero me desvié,
como me suele pasar. Decia, usted y yo estamos al borde de una
laguna. Vemos que hay gente pescando y a mi se me ocurre pre-
guntar: jcudntos peces habrd en esta laguna?
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Asi planteada, es una pregunta que no puede tener una res-
puesta exacta. Tampoco la espero, pero ;cémo hacer para estimar
ese nimero? Uno de los déficits de nuestra educacién en mate-
madtica es que en las escuelas no se presta atencién suficiente al
desarrollo de nuestra capacidad para estimar. ;Cudntas manza-
nas tiene una ciudad? ;Cudntas hojas tiene un drbol? ;Cudntos
ladrillos tiene un edificio? ;Cudntos dias vive en promedio una
persona? ;Cudnto mide un rio? ;Cudntas personas usan trans-
porte piblico en una determinada ciudad? ;Cudntos camiones
de basura necesita una ciudad para funcionar apropiadamente?
Y la lista es enorme... Yo puse algunas preguntas, pero estoy ab-
solutamente convencido de que usted puede elaborar la suya...
pero, decididamente, es algo a lo que convendria dedicarle algiin
tiempo. Si uno quiere proteger una especie y necesita saber si
estd en peligro de extincion, por ejemplo, necesita tener alguna
forma de estimar la poblacién actual y, por supuesto, la velocidad
de reproduccién y muerte... En fin, aspiro a que con estos ejem-
plos haya llamado su atencién.

(Como hacer para determinar cudntos peces hay en una lagu-
na? (y este caso después, como usted verd, se puede generalizar
y aplicar a otras situaciones). Supongamos que la laguna tiene
proporciones razonables, de manera tal que tenga sentido siquie-
ra hacerse la pregunta. Me interesa aclarar algo mds: estimar no
significa contar. Se trata de tener una aproximacion, una idea de
la respuesta. Nadie aspira a tener una respuesta exacta, porque
ademds, no tendrfa ni sentido ni utilidad prictica. La idea es que
uno no conteste que hay mil peces pero que tampoco crea que
hay doscientos mil millones. Una estimacion, una aproximacion.
;Como hacer?

Conseguimos una red prestada por los pescadores de la zona
y nos aprovechamos de la ayuda de ellos para lograr capturar
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(vivos) mil peces®. Escribi ‘vivos’ porque la idea es devolverlos al
agua en algiin momento. Una vez que los tiene a disposicién, los
pinta de algiin color que no se borre con el agua o les pone una
marca indeleble, o al menos una que lo sea durante cierto tiem-
po. Para fijar las ideas, digamos que los pintamos de ‘amarillo
fosforescente’. Cualquier otra sugerencia que se le ocurra a usted
serd bienvenida también.

Ahora si, una vez que los vamos pintando, los vamos devol-
viendo al agua y esperamos un tiempo razonable. Naturalmente,
la pregunta es: “;qué quiere decir ‘razonable’? ;Por qué no define
lo que usted entiende por razonable?”. Bueno, por razonable en-
tiendo el tiempo necesario para estar convencidos de que tuvie-
ron oportunidad de volver a mezclarse con los otros, con los que
no habiamos pescado.

Una vez que uno estd seguro (o tan seguro como le sea posi-
ble), vuelve a pedir la cooperacion de los pescadores, y de nuevo
les pide que capturen mil peces otra vez. Como es esperable,
algunos de ellos estardn pintados y otros no. Para hacer los cdl-
culos mds sencillos, voy a suponer que entre estos mil que los
pescadores consiguieron ahora aparecen nada mds que diez que
estdn pintados del amarillo que usamos previamente. ;Qué estd
pensando usted? No sabe cudnto darfa en este momento para
estar en el mismo lugar que usted, pensando juntos... sobre todo
si usted nunca escuché hablar de este problema o de este tipo de
estrategia.

26. Serfa deseable que la manera de capturar estos peces sea lo mds aleato-
ria posible, y no concentrar el esfuerzo en una tnica zona del lago. Si no, se
corre el riesgo de que uno los pesque en un mismo sitio y que al devolverlos al
agua se queden viviendo en el lugar, y entonces la estimacién que uno intenta
hacer no se ajustard a la ‘realidad’.
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Sigo yo. En realidad, entonces, hemos encontrado que diez de
los mil peces estdn pintados, es decir, la proporcion de peces pin-
tados que hay en la laguna es de diez sobre mil. (Le pediria que
no avance si no se siente cémoda o cémoda con lo que ley6. Re-
lea el texto hasta convencerse de que estd de acuerdo conmigo.)

De hecho, lo que hice después de pintarlos es tirar los mil
peces de nuevo a la laguna y darles tiempo para que se entremez-
clen con los que habia antes... algo asi como darles suficiente
tiempo para que todo vuelva a la normalidad, a la situacién que
habia antes de que yo pescara esos mil. Después, cuando pesque
otros mil, lo haré ignorando que algunos podrian estar pintados,
como si empezara todo de nuevo.

Una vez que tengo estos mil peces, me fijo cudntos de ellos
estdn pintados de amarillo y descubro que son diez. Y acd llega el
momento mds interesante de todo lo que escribf: si bien nosotros
no sabemos cudntos peces hay en la laguna (de hecho, estoy ha-
ciendo todo este procedimiento para ver si podemos inferirlo), lo
que si sabemos es cudntos pintados hay: jmil! Pero entonces, si
cada mil hay diez pintados (o sea, uno de cada cien), y en la lagu-
na sabemos que hay mil pintados y que los pintados representan
el uno por ciento del total de peces... entonces, concluimos que
el uno por ciento de los peces que hay en la laguna es mil. Luego,
en la laguna, jtiene que haber cien mil peces!

Como decia, el método estd lejos de proveer un niimero exacto,
sin embargo permite tener una estimacion, jno una certeza! Pero
en la medida que no podemos contar todos los peces que hay, es
preferible tener una idea que no tener nada.

Para terminar: aunque parezca ingenuo y muy sencillo, este
procedimiento se usa muchisimo en situaciones equivalentes, y
hay también muchisimo material en internet con multiples ejem-
plos. Creo que convendria dedicar un poco mds de tiempo en la
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escuela a aprender métodos de este tipo, llamados de ‘marca y
recaptura’, para estimar poblaciones, algo que de otra forma seria
virtualmente imposible.”

Apéndice

Ademads del ejemplo de los peces en la laguna, hay otro caso
de la vida real en donde las estimaciones que se consiguieron
fueron verdaderamente espectaculares.

Durante el transcurso de la segunda guerra mundial, los alia-
dos pretendian tener una idea del arsenal con el que contaban
los alemanes. En una época en donde no existian las posibilida-
des que tenemos hoy de tomar fotografias aéreas de alta precision
que permitieran relevar datos de las fibricas en donde se produ-
cian los tanques, un grupo de matemadticos e ingenieros disefié
una estrategia que resulté ser de increible utilidad®.

Cuando los aliados capturaban tanques alemanes, tomaban
nota de los niimeros de serie de las partes o componentes de cada
uno. Cuanta mds informacién juntaban mejor podian predecir

27. Algunas sugerencias para quienes estén interesados:

a) en.wikipedia.org/wiki/Mark_and_recapture

b) www.biologycorner.com/worksheets/estimating_population_size. html
¢) www.radford.edu/~jkell/mark_rec103.pdf

d) www.biologycorner.com/worksheets/random_sampling_key.html

28. “An Empirical Approach to Economic Intelligence in World War II”
(“Un abordaje empirico a la inteligencia econémica durante la Segunda Gue-
rra Mundial” (es mi traduccién del titulo en inglés). El trabajo fue escrito por
Richard Ruggles y Henry Brodie, y aparecié en el Journal of the American
Statistical Association, Vol. 42, No. 237 (marzo de 1947), pdgs. 72-91.
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el ritmo y la frecuencia de produccién, e iban ofreciendo datos
a los militares que estaban al frente y tomaban decisiones en el
‘dia a dia’.

Por otro lado, los espias de los paises aliados hacian sus pro-
pias estimaciones. Al terminar la guerra, la pregunta natural era:
(Quiénes predijeron mejor: los espias o los cientificos?

En la siguiente tabla aparecen los datos que corresponden a
tres momentos especificos de la guerra: junio de 1940, junio de
1941 y agosto de 1942. Le recuerdo que son estimaciones sobre
el niimero de tanques fabricados por afio por los alemanes. En
la primera columna estdn los niimeros estimados por los cientifi-
cos. En la segunda, las que ofrecieron los espias. Ein la tercera (y
tltima), los verdaderos datos obtenidos cuando termind la guerra.
Creo que le serd sencillo determinar cudl método fue mds con-

fiable.

Fecha Estimacién usando Estimacién de Dato real
nimero de serie los espfas
Junio, 1940 169 1.000 122
Junio, 1941 244 1.550 271
Agosto, 1942 327 1.550 342

Como se ve, las estimaciones hechas ‘a 0jo’ fueron realmente
muy malas. Claro, uno podria decir que es preferible tener ‘algu-
na aproximaciéon’ a no tener ninguna, pero fijese cudnto se me-
jora ni bien uno usa los datos que ofrecian los nimeros de serie.
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La nifia que no sabia jugar al ajedrez

La primera vez que vi esta historia fue en uno de los libros
que public6 Maurice Kraitchick, mundialmente conocido por
sus aportes a la matemadtica recreativa. Este problema particular
apareci6 en la primera edicién del libro Recreational Mathema-
tics, de 1953... hace bastante tiempo ya.

Cuando terminé de leer sus notas pensé —una vez mds—
cémo puede ser que la matemadtica haya tenido tan mala prensa
durante tantos afios. Espero que usted coincida conmigo, y verd
c6mo un simple recurso de 16gica permite obtener un resultado
prdctico, y todo se debe a la elaboracién de una estrategia espec-
tacular. Acd voy.

Violeta (mantengo el nombre Violeta, que fue el nombre que
eligié Kraitchick en la versién original) era una nifia de 12 afios
que virtualmente no sabia nada sobre ajedrez. Sin embargo, vio
que su padre perdié dos partidas seguidas con sus amigos Alberto
y Marcelo. Se acerca y le dice:

—Papd, te aseguro que yo podria hacer un mejor papel que
vos frente a ellos. Yo no sé mucho de ajedrez, pero me atrevo a
jugarles a los dos, incluso en forma simultdnea, y estoy segura de
que al menos no voy a perder las dos partidas como vos. Es decir:
no te puedo decir que voy a ganar las dos, pero te puedo garanti-
zar que seguro voy a hacer un mejor papel que vos.
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El padre la mir6 sorprendido y sin poder entender muy bien
lo que le decia Violeta. Asi que la nifia aprovechd y se ocupé de
‘subir la apuesta’. Le dijo:

—Te propongo mds, papd. Como yo sé que Alberto se consi-
dera peor jugador que Marcelo, decile que yo lo invito a que ¢l
juegue con piezas blancas; pero frente a Marcelo, las blancas las
quiero usar yo. En todo caso, les ofrezco que juguemos las dos par-
tidas en forma simultdnea: jlos enfrento a los dos al mismo tiempo!

Y exactamente eso fue lo que pasé. La pregunta que tengo
yo para usted es la siguiente: ;Por qué podria Violeta asegurar
con tanta confianza que ella tendria mejores resultados que su
padre? ;Qué estrategia tenfa pensada? ;Se le ocurre algo a usted?

Antes de darle la libertad para que se tome tiempo para pen-
sar, resumo la situacion:

a) Violeta habria de jugar dos partidas simultdneas.

b) Con Marcelo, uno de los amigos del padre, Violeta llevaria
las piezas blancas.

¢) Mientras tanto, para enfrentar a Alberto, Violeta llevaria
las piezas negras.

Piense usted si se le ocurre qué se podria hacer. Yo contintio
después.

Una estrategia posible

Cuando Alberto y Marcelo estuvieron dispuestos a empezar
las respectivas partidas, Violeta esperé que Alberto hiciera la pri-
mera movida. Esto tenfa que suceder asi porque quien ‘lleva las
piezas blancas’ es quien efectda la primera movida.

Una vez que Alberto empez6 el juego, Violeta replicé la mo-
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vida de Alberto en el otro tablero, el que utilizaba ella en su par-
tida con Marcelo. Esto estd bien, porque en esta otra partida era
Violeta quien llevaba las piezas blancas. Entonces a esta altura
se produjeron dos movidas: la primera de Alberto en el tablero 1
y la de Violeta en el tablero 2.

Antes de contestar en el tablero 1, Violeta espera que Marcelo
conteste en el tablero 2. Ni bien lo hace, Violeta vuelve a replicar
la movida, pero ahora, la que hizo Marcelo con las piezas negras.
Ella traslada esa movida al tablero 1 y le contesta a Alberto.

De esta forma, Violeta va siempre replicando las movidas de
uno y otro, alternando los tableros: cada movida de las piezas
blancas que efectia Alberto ella la va reproduciendo en el table-
ro 2 con Marcelo, y las respuestas de este en el tablero 2 Violeta
las replica en el tablero 1 con Alberto.

(Oué es lo que va a suceder? Si empata una partida, también
empatard la otra, y si Alberto le gana la partida que estdn jugando
en el tablero 1, ella obligatoriamente le ganard a Marcelo la par-
tida que juegan entre ellos. Y también vale la reciproca; es decir,
si es Marcelo quien gana su partida contra Violeta, entonces ella
le ganard a Alberto.

En cualquier caso, lo seguro es que Violeta no va a perder las
dos partidas, como le sucedié a su padre, y justamente en este
contexto es lo tinico que importa, ya que ella se habia comprome-
tido a hacer un mejor papel que el padre.

Ah, una tdltima observacién: para aquellos que juegan bien al
ajedrez, les pido la generosidad de comprender que se trata de
un ejemplo, que en todo caso es una solucién al problema plan-
teado. No pretendo que ni usted (que estd leyendo estas lineas)
ni nadie.... considere esta estrategia como una regla sobre qué es
lo que conviene hacer en una partida de ajedrez cualquiera.
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{Quién tiene el caballo mas lento?

Este problema es verdaderamente interesante: sencillo, ficil
de entender y, al mismo tiempo, ofrece la oportunidad de disefiar
una estrategia que no necesariamente resulta obvia. Acompdrie-
me por acd y digame qué le parece a usted. Bueno, en realidad
usted no me va a poder decir nada, pero créame que me encan-
taria saber qué impacto le produce. En fin... sigo.

Suponga que usted y yo tenemos dos caballos de carrera. En
realidad, yo no monto a caballo desde que era joven, y eso suce-
di6 hace tanto tiempo que la Tierra atn estaba caliente, y la gen-
te no tenia mds remedio que estar ‘saltando’ para no quemarse.
De todas formas, a los efectos del problema, tanto usted como yo
tenemos un caballo de carrera.

Lo que suele pasar es que las personas ‘normales’ compiten
para decidir cudl de los dos caballos es el mds rdpido, y no creo
que se plantee muchas veces dirimir la otra alternativa. Sin em-
bargo, mientras estoy escribiendo estas lineas pienso: si decidié-
ramos cudl de los dos caballos es el mds rdpido corriendo una
carrera de las que se usan en los hipédromos, sabriamos también
cudl de los dos es mds lento: jel otro!

Ahora bien, supongamos que hay alguna cantidad de dinero
en juego (o cualquier apuesta que sirva para incentivar a sacar una
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conclusion honesta). Si yo tratara de exhibir que mi caballo es el
mds lento, arrancaria la carrera e inmediatamente me detendria, o
irfa més despacio a propésito. Me bajaria del caballo para pregun-
tarle si es ‘feliz’, o cosas equivalentes. Es decir, correr una carrera
de las habituales... jno va a servir! ;Se le ocurre a usted alguna otra
idea? De hecho, shabrd alguna forma de hacerlos correr una carre-
ra que permita determinar cudl de los dos es el caballo mds lento?
La (o lo) dejo en soledad. Yo ‘reaparezco’ luego.

Una idea

Antes de escribir la estrategia que quiero compartir con us-
ted, se me acaba de ocurrir que uno podria hacer asi: podriamos
contratar a un jockey cada uno, no decirle a ninguno de ellos lo
que estd en juego, y esperar el resultado. Como ellos no sabrian
que hay una apuesta en sentido contrario a lo que suele suceder,
la carrera se correria en los términos habituales, y quien resultara
segundo seria considerado ‘el ganador’, supongo que ante el estu-
por de los que estuvieron ‘arriba’ de los caballos.

Pero una vez que pensé esto, se me ocurri6 otra idea. ;Y si,
en lugar de contratar dos jockeys, intercambiamos los roles? Me
explico: jqué pasaria si usted corre con mi caballo y yo corro con
el suyo? ;Quiere pensar?

Si hiciéramos asi, entonces yo trataria de que su caballo gane, o
sea, intentaria hacer el mejor esfuerzo posible para hacerlo llegar
primero. Al mismo tiempo, usted, que estaria montando mi caba-
llo, trataria de hacer lo mismo. En definitiva, los dos estariamos in-
tentando genuinamente ganar la carrera. Al terminar, el que salga
segundo seria verdaderamente el més lento de los dos. Y listo!

De paso, nos sirve para ahorrarnos el costo de contratar a los
jockeys. ;Usted qué piensa?
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Doce amigos y las siete pizzas

La situacion es la siguiente: usted invita a su casa a 11 ami-
gos. Incluyéndolo a usted, son 12. Van a ver un partido del se-
leccionado argentino de fitbol. Hace un cédlculo aproximado de
cudntas pizzas van a necesitar, y pensando que ademds de pizzas
comerfan empanadas, decide que va a pedir siete. ;Por qué siete?
Es algo que usted no va a poder explicar: le parecié que con siete
serfan suficientes, que no todos comen la misma cantidad, que
hay otros a quienes les gustan mds las empanadas... El hecho es
que no sabe por qué, pero pidid siete pizzas.

Llega el momento en que las van a buscar (la pizzeria queda
al lado de su casa), las suben y ahora estdn las siete cajas esparci-
das por la cocina. Como si se hubieran contagiado, esa noche en
particular jtodos quieren pizzal

De acuerdo: en todo caso, siempre pueden pedir mds, pero
usted quiere ser justo: quiere dividir las pizzas de manera tal
que todos coman la misma cantidad. ;Cémo hacer? Es que a
usted no se le escapa que cortar cada pizza en doce porciones es
muy complicado. Le facilita el trabajo que las siete pizzas sean
todas iguales, pero... jcomo hace para cortar cada pizza en 12
porciones?

Es acd en donde interviene la matematica para ofrecer alguna
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estrategia diferente a la que ya se les ocurrié a todos (cortarla en
12). ;Se le ocurre a usted alguna otra variante?
Mientras tanto, yo sigo aca.

Una idea posible

La tentacion inicial es ciertamente la de cortar las pizzas en
12 porciones iguales cada una, pero ya nos pusimos de acuerdo
(espero) en que esa es una solucién imprdctica. Otra posibilidad,
entonces, es la que aparece en la Figura 1.

|
NN,

Figura 1

Una vez que cort6 tres de ellas en cuatro porciones iguales
cada una, y las otras cuatro en tres porciones iguales, las siete
pizzas quedaron divididas —en total — en 24 porciones. El pro-
blema es que estas 24 porciones no son todas iguales, pero esto no

importa, porque hay 12 que son iguales entre si, y otras 12 que
también lo son. Todo lo que usted tiene que hacer es darle a cada
uno una porcién de las 12 que se obtienen al haber divido tres de
las pizzas en cuatro porciones iguales cada una, y otra porcién de
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las 12 que aparecen al haber cortado cuatro de las pizzas en tres
porciones iguales. ;Y listo!

Parece una pavada, y de hecho lo es, pero cortando las piz-
zas con esta estrategia resuelve el problema sin tener que ser un
‘mago’ con el cuchillo.
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Estrategia para elegir dos equipos de futbol

Como —casi— todos los nifios que nacimos en la Argentina,
en algin momento estamos expuestos a jugar algtin partido de
fatbol. Muchos de nosotros hemos jugado mucho, pero también
hay muchos otros que no. En la época en la que yo naci, y en
los barrios en los que yo vivi mi infancia (Chacarita, Colegia-
les, Villa Crespo), habia algunas calles que ain eran de tierra o
empedradas, o habia vias por donde pasaba el tranvia. Jugar ‘a la
pelota’ tenia sus atractivos e inconvenientes. Tengo varias anéc-
dotas para contar, pero nunca cref que merecieran una nota. Sin
embargo, varios de mis amigos me impulsaron a que las compar-
tiera con aquellos que quizds las vivieron como yo, aunque mds
no sea porque nacimos en la misma época. El primer nombre
que se me ocurre es el de Alejandro Dolina. No sé qué edad tie-
ne Alejandro, pero he leido tantas cosas de él que me han repre-
sentado a lo largo de los afios que me permiten sospechar que ¢l
debe de conocer muchas mas historias que yo y, por supuesto, las
podria contar muchisimo mejor que yo. De todas formas, tengo
un par que quiero compartir.

Eramos todos chicos, y como dije, jugdbamos en algtn ‘cam-
pito’ (canchas habia muy pocas, al menos, para poder jugar en
forma mds organizada), y si no, directamente en la calle. Habia
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algunas reglas nunca escritas pero siempre respetadas: al primer
grito de JAUTOY’, se suspendia la accién como si nos hubiéra-
mos quedado petrificados. La otra palabra que también recuerdo
que nos hacia detener el juego era (GENTE!, es decir, mientras
se jugaba habia que atender a lo que sucedia en el entorno. Pero
lo que nunca entendi —hasta llegar a ‘muy mayor’— es algo de
lo que si usted nunca escuché hablar va a pensar que estdbamos
todos locos. La situacién era asi. Estaba por empezar un parti-
do cualquiera (amateur, claro estd.... nunca supe si esto sucedia
entre los profesionales, pero lo dudo). El equipo que empezaba
el juego necesitaba tener dentro del ‘circulo central” (ficticio o
real) a dos jugadores. Uno de ellos (el ‘centroforward’) era quien
tocaba la pelota hacia adelante, y una vez que daba una vuelta a
toda su circunferencia, sabiamos que habia empezado el partido.
Hasta que eso no sucediera, los rivales tenfan que estar ‘afuera’
de ese circulo (imaginario o no). Pero lo notable es que, antes de
empezar el juego, el jugador que habria de tocar la pelota por
primera vez miraba a alguno de los rivales y le decia: “jAurieli!”
(sic). Alguno de los jugadores del equipo contrario era el encar-
gado de contestar: “;Diez!” (también sic). Es decir, el partido no
empezaba hasta que se cumplia con esta rutina. Y este ritual (por
llamarlo de alguna forma) estaba extendido por todos lados. No
dependia del lugar del pais en donde jugdramos, porque yo re-
cuerdo haber ido a jugar a muchisimas partes y en todos lados se
repetia lo mismo. Durante muchisimos afios, mds de cuarenta...
0 quizds cincuenta, no entendi qué era lo que haciamos. Nunca.
O mejor dicho, deberia decir que no entendia qué objetivo se
cumplia. Hasta que no hace mucho tiempo (y lamento no recor-
dar cémo fue que lo supe) hubo una persona del fitbol que me
lo explicé y, de pronto, me sirvi6 para iluminarme: pasé de no
entender a comprender qué era lo que habia pasado durante tanto
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tiempo. Lo extraordinario es que como el fitbol es un juego de
origen inglés, fueron ellos quienes lo trajeron a nuestras tierras.
El cldsico ‘fair play’ se exhibia también en el futbol y, por lo
tanto, las dos palabras que yo nunca habia logrado entender re-
sultaban ser dos adaptaciones ‘fonéticas’” a lo que escuchdbamos
de los europeos. En realidad, ‘aurieli’” era nuestra interpretacién
de “Are you ready?”, que en inglés significa “;Estan listos?”; y
naturalmente, si el otro equipo estaba listo, debia contestar que
isil, solo que en lugar de entender que lo que se decia era “jYes!”,
se replicaba “{Diez!”%.

A propésito, algo menor que quiero destacar: como yo jugué
mucho de chico, dependiendo de las edades de mis comparieros
de equipo, me dejaban (o no) patear los penales. Curiosamente,
cuando jugaba con los mds grandes me los dejaban patear a mi,
pero cuando jugaba con los chicos de mi edad, no. Pero no es
esto a lo que me quiero referir, sino que cuando alguien pateaba
un penal (yo o cualquier otro), si convertia el gol, jno lo gritabal!
Uno se pegaba media vuelta y se volvia para el circulo central a
reanudar el partido. Hubiera sido visto como una ‘afrenta’ o una
‘falta de respeto’ al rival ‘gritarle un gol de penal’...

Y hay algo mucho mds reciente que me sorprendié porque
no puedo entender c6mo no se me/nos ocurrié antes, y de paso,
me dio una excusa para elegir el titulo de esta nota. En esos
mismos ‘campitos’ o en la calle, nos juntdbamos para ‘jugar a
la pelota’. Nadie iba a ‘jugar al fatbol: jugdbamos ‘a la pelota’.

29. Hace unos dias, enterado de esta historia, fue Manu Ginébili quien
me advirtié que €l ya la habia leido en un articulo escrito por Rolando Han-
glin en el diario La Nacién, aunque Rolando la cuenta con ‘Aurieri’ y yo la re-
cuerdo como “Aurieli”, pero a los efectos practicos es exactamente lo mismo.
Yo le creeria mds a Rolando que a mi, pero igualmente, como yo no estaba
enterado de esa nota, lo tomo como una ‘validacién’ m4s de mi recuerdo.
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Cuando estdbamos todos reunidos, habia que elegir cémo distri-
buirnos, quién jugaba con quién. Y hacfamos asi: primero, por
consenso no explicito, habia dos jugadores que eran tdcitamente
reconocidos por sus pares (nosotros) como los dos mejores que
habrian de participar del partido. Ahora si que puedo afirmar
rotundamente que yo nunca tuve el privilegio de ser uno de esos
dos. Supongo que, mirado desde afuera, suena a que habia dos
‘caciques’ mds que dos ‘capitanes’. Una vez que se sabia quiénes
liderarfan cada bando, habia que determinar c6mo nos habria-
mos de distribuir. Estos dos jugadores se situaban a una distan-
cia aproximada de unos diez o quince metros (no tome muy
‘literalmente’ estos niimeros porque en realidad no me acuerdo,
pero poco importa para lo que quiero contar acd). Una vez que
esto sucedfa, cada uno iba dando un paso en direccién al otro,
apoyando primero un pie y, cuando le tocaba avanzar otra vez,
el segundo pie de manera tal que la punta del que ya estaba en
el piso tocara el tal6n del que tendria por delante. El primero
que llegaba con la punta de su zapatilla/botin/zapato (o lo que
fuere, porque algunas veces jugibamos descalzos), el primero
que llegaba a ‘tocar’ la punta del pie del otro, ese tenia garanti-
zado que iniciarfa la eleccién. No se le escapa a usted que quien
tuviera ese privilegio tenia la oportunidad de elegir ‘al mejor de
todos los jugadores que no era ninguno de ellos dos’, o sea, el
mejor del ‘resto’. A partir de alli, se iban alternando hasta agotar
los jugadores.
Varias cosas que la/lo invito a que piense conmigo:

a) Seruno de los dos ‘capitanes’ era un privilegio muy particu-
lar, y mucho mids si ni siquiera habia que ‘decidir’ quiénes
lo serfan. Era tal el peso especifico de los dos mejores que
no habia discusion ni votacién ni debate: era asi jy listo!
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b) Los peores ‘iban al arco’. Otra verdad que nunca se discutia.
O los mds gordos o los menos atléticos, pero esencialmente
quedaba establecido que los que peor jugaban terminarian
arrumbados ‘lejos del juego’.

c¢) Por dltimo: jse imagina quedar uno de los dltimos para
ser elegido? De la misma forma que los capitanes no se
elegian, llegado el instante final de la distribucién de los
‘peores’, estar en ese grupo (del que formé parte... muchas
mds veces de las que me hubiera gustado) era bochornoso. Y
ni hablar de que al final, cuando ya la seleccién no tendria
mayor incidencia en cada equipo, y tratando de exhibir su
‘generosidad’ para con el otro, uno de los dos capitanes se
podia permitir: “Bueno, quedate vos con los dos. Jueguen
ustedes con uno mds, jno importa!”.

No quiero arrancar en la direccién del impacto psicoldgico
que eso tenia (y estoy seguro de que atin hoy tiene), sino que
quiero ir para ‘otro lado’, algo asi como aportar un agregado del
siglo XXI. Nunca presté atencion al hecho de que esa forma de
elegir no es tan equitativa como parece.

Es decir, estd todo bien hasta el momento de decidir quién
elige primero. No importa cudl sea el método, alguno de los dos
capitanes tiene que elegir, pero lo que nunca pensé es que ‘la
alternancia’ no es el método mads justo. Se pueden proponer me-
jores, y me llama mucho la atencién que nunca escuché —en-
tre nosotros— ninguna discusién o que alguien haya dudado del
procedimiento.

Fijese ahora en esto que se podria hacer: llamemos Ay B a los
dos capitanes. Uno de los dos empezard eligiendo, digamos “A”.
Ahora bien, después de A tiene que elegir B, y hasta acd estd todo
bien también. Pero mi propuesta es que después jvuelva a elegir B!
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De esta forma, se compensaria/equilibraria el hecho de que A
eligié primero. Eso le dio la alternativa de elegir el mejor jugador
de todos los que estaban disponibles para el juego, pero entonces
B tendria que elegir en el lugar 2 y 3 también, y A deberia volver
a elegir recién en el cuarto lugar. De hecho, la secuencia tendria
que ser asf:

A-B-B-A-B-A-A-B... (%)
Y de haber ganado B ‘al pisar’, entonces, la seleccién deberia ser:
B-A-A-B-A-B-B-A*  (*%)

Fsta forma de elegir tiene su origen en lo que se llama la
sucesion de “Thue-Morse’. Es decir, no se me ocurrié a mi,
pero lo que si me parece es que se podria adaptar esa idea en
el caso de tener que seleccionar dos equipos (de fitbol o de lo
que sea)®l.

30. Si hay més de ocho jugadores, la sucesion continda repitiendo el mis-
mo patrén que con los primeros ocho, como si empezara a elegir de nuevo. Es
decir: ABBABAABABBABAABABBABAARB...

31. Una curiosidad (quizds solo para quienes tienen algtin gusto particular
por la matemadtica). Fijese que (si hubiera ocho jugadores nada mds) lo que
estoy proponiendo es que los lugares en los que elige Ason: 1,4, 6y 7 (*), y
los lugares donde elige B son: 2, 3,5y 8.

Un hecho notable, que serviria para justificar aiin mds la igualdad de fuer-
zas que se consigue con esta forma de elegir, es si uno ‘suma’ los lugares en
los que elige cada uno. Fijese que para A (al elegir en los lugares 1,4, 6 y 7)
esasumaes: 1 +4 + 6 + 7 = 18, mientras que para B (al sumar los lugares 2, 3,
5y 8)dael nimero: 2 + 3 + 5+ §, que jtambién es igual a 18! Pero aun mis:
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Una observacién final: no quiero decir que ‘antes’” éramos me-
jores porque no gritdbamos los goles de penal o porque éramos
mds ‘caballeros’ porque les preguntdbamos a los rivales si estaban
listos para empezar: jno! Mds adn, ni siquiera sabfamos que eso
era lo que haciamos, de manera tal que no puedo proponer que
nos quedemos con el crédito de algo que no elegiamos hacer
con esa idea. Cada uno de nosotros vivié una época distinta, ni
mejor ni peor: distinta. Yo disfruté de la que me tocé vivir en
aquel momento y hoy cambid, y lo que si puedo decir (que ya es
muchisimo mds opinable) es que estoy convencido de que cam-
bi6 para mejor. Si, ya sé: usted no estd de acuerdo, sno es asi? No
importa, muchas veces yo tampoco estoy de acuerdo conmigo
mismo, pero en este caso... si.

si uno ‘eleva al cuadrado’ los nimeros que indican la posicién en la que elige
cada uno, y después los suma, fijese lo que sucede:

P+4+6°+7°=1+16+36+49=102
y, por otro lado,
22+3+52+8=4+9+25+64=102

lo cual le da aun mads fuerza a la paridad que se logra.
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Parejas estables

El siguiente problema® es fascinante. Tuvo a muchisima gen-
te intrigada en la bisqueda de una solucién que finalmente fue
aportada por dos cientificos norteamericanos, Alvin Roth y Lloyd
Shapley. Tal fue el impacto que produjo que ambos recibieron el
premio Nobel de Economia en 2012.

Voy a presentar una version sencilla y aplicada a un caso par-
ticular, pero usted entenderd luego de leer el texto la importan-
cia que tiene el algoritmo que ambos encontraron para resolver
problemas muchisimo mds complejos, a los que voy a hacer
mencién sobre el final. Acd va.

Se supone que hay dos grupos de personas, hombres y mu-
jeres. Hay la misma cantidad de unos que de otros. La idea es
tratar de formar parejas de la mejor manera posible para asistir a
un baile®.

32. En matemadtica y economia, el problema es conocido como “El Pro-
blema del Matrimonio Estable” (SMP, por sus iniciales en inglés: “Stable
Marriage Problem”).

33. Me siento incémodo por tener que hacer la aclaracion, pues en rea-
lidad cada persona tiene derecho de elegir su compartiero/a de baile como
le dé la gana, incluso salir a bailar sola/o... pero, a los efectos del problema
que estoy planteando, permita que me tome la licencia de haber tenido que
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Por supuesto, la definicién de mejor es muy vidriosa, porque
(quién puede saber cudl es la mejor eleccion que cada individuo
pueda hacer? Con todo, me permito algunas licencias y avanzo
con la idea.

Para presentar el caso, voy a suponer que en total hay cinco
hombres y cinco mujeres, y que cada uno de ellos intenta formar
una pareja con alguien del otro sexo para asistir a la fiesta.

Se pide a cada uno que haga un orden de preferencias. Es
decir: cada hombre tendrd que escribir cudl serfa su primera
opcién, luego la segunda, la tercera, la cuarta y la dltima. Na-
turalmente, las mujeres hardn exactamente lo mismo: cada una
ordenard a los hombres de acuerdo con cudl de los cinco le
gustaria bailar esa noche, después su segunda opcién y asi hasta
la quinta.

Hay varios objetivos que cumplir.

El primero es que todas las personas involucradas terminen
en pareja. Esto no es tan dificil de lograr, teniendo en cuenta
que tanto las mujeres como los hombres habrdn establecido un
orden de preferencias, pero eso debe incluir a las cinco personas
del otro sexo. Por lo tanto, todos saben que lo peor que les podria
pasar es que terminen yendo al baile con el quinto o la quinta
en sus respectivas listas, pero aun asi todos tendrdn una pareja
asignada.

Ahora bien: lo ideal serfa que todos terminaran en pareja con
la persona que pusieron primero en el orden que establecieron.
Usted advierte —sin embargo— que no hay procedimiento que
pueda garantizar que eso suceda, ya que, por ejemplo, bien po-
drfa pasar que todas las mujeres tuvieran al mismo hombre como

‘distinguir’ el caso particular en donde las parejas estaban integradas por una
mujer y un hombre.
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primer candidato, y por lo tanto no hay ninguna estrategia que
se pueda disefiar que permita satisfacer los deseos de todas las
mujeres.

Con todo, si bien ese objetivo es inalcanzable, uno podria
aspirar a algo mucho mds razonable: vamos a decir que todas las
parejas son estables si no existen un hombre y una mujer que
se hayan elegido mutuamente antes de las personas con las que
terminaron formando pareja.

Es decir, uno querria evitar que haya un hombre H y una
mujer M que se tenfan mutuamente mds arriba en sus respecti-
vas listas que las personas con las que terminaron apareados. O
sea, terminaron ambos con parejas no deseadas cuando hubieran
podido formar una pareja entre ellos.

Este objetivo es un poco mds sutil pero no imposible, y usted
verd que termina siendo una consecuencia del procedimiento
que voy a proponer ahora.

El proceso se realiza en varias etapas. Voy a suponer que son
cinco hombres y cinco mujeres, pero todo funciona de la misma
manera mientras haya igual cantidad de personas de cada lado.

Antes de empezar con la distribucién de las personas, tanto los
hombres como las mujeres establecen un orden de preferencia
exhaustivo. Cuando escribo ‘exhaustivo’ quiero decir que todos
los hombres tienen que figurar en cada lista que presenten las
mujeres, y todas las mujeres tienen que aparecer en cada lista
que presenten los hombres. Ahora si, estos son los pasos a seguir.

El proceso

Cada hombre le ofrece formar pareja a la mujer que aparece
primera en su lista.
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Una vez recibidas todas las propuestas por parte de los hombres,
cada mujer revisa los ofrecimientos que tiene. Si tiene uno solo,
se queda con esa oferta. Si no tiene ninguno, espera a una futura
etapa (que inexorablemente tendrd que llegar, como ya se verd en
el procedimiento), y si tiene dos o mds ofertas, elige la oferta del
hombre que estd mds arriba en su orden de preferencias.

Quedan conformadas entonces algunas parejas™. Estas pare-
jas son temporarias y no necesariamente definitivas.

En todo caso, lo que SI importa sefalar es que los hombres
que fueron rechazados por la mujer a la que le hicieron una
oferta ya no podran volver a invitarla. Solo podrdn invitar a mu-
jeres que estdn por debajo en su orden de preferencias. Es decir,
en la ronda siguiente, cada hombre descartado por una mujer
deberd ofrecerle formar pareja a la mujer que le sigue en su lista
respectiva.

Y el proceso sigue asi: como ya dije, cada hombre que todavia
no estd en pareja le ofrece formar pareja a la primera mujer de su
lista a la que todavia no habia invitado hasta alli, incluso a aque-
llas mujeres que ya estdn en pareja (temporaria). No importa:
ellos tienen que invitarlas igual.

A su vez, una vez recibidas las nuevas propuestas, cada mujer
evaluia sus nuevos oferentes, y responde de acuerdo con estas reglas:

1. Siya estaba en pareja con otro hombre y no le llega ningu-
na oferta nueva, se queda con el que estaba (al menos en
esta ronda).

34. Técnicamente, podria ser que quedara formada nada mds que una
pareja, y eso sucederia si todos los hombres tuvieran a la misma mujer en
el primer lugar. En ese caso, esta mujer elegird al hombre que tiene como
primero en su lista, y los otros cuatro quedarin descartados para salir con ella.
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2. Siya estaba en pareja con otro hombre, pero le llega una
oferta de un hombre que ella tenia més arriba en su lista,
entonces descarta al acompanante que tenia hasta alli y se
queda con el nuevo.

3. Si no tenfa pareja hasta alli y tiene uno o mds oferentes
ahora, elige el que estd mds arriba.

Una vez que se cumplié con esta etapa, podria pasar que las
cinco parejas hayan quedado constituidas y, por lo tanto, no haya
ningtin hombre (y por ende ninguna mujer) que hubiera queda-
do ‘libre’. Si es asi, terminé la distribucién. Si no, se reanuda el
proceso con los hombres que atin quedaron sin pareja.

Creo que ha llegado el momento de elaborar (juntos) un
ejemplo. Supongamos que llamamos A, B, C, Dy E al grupo de
hombres, y 1, 2, 3,4y 5 a cada una de las mujeres.

Cada hombre presentd esta lista:

Ai3-2-5-1-4
B:3-1-2-4-5
C:1-5-2-3-4 (%)
D:4-1-5-3-2
F:1-2-3-4-5

Mientras tanto, las mujeres elevaron estos cinco 6rdenes de
preferencia:
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Le sugiero que usted se siente en soledad y trate de seguir las
reglas que escribf antes y vea a qué parejas llega. Yo voy a hacer
lo mismo.

Primera etapa:

Ale ofrece a 3
B le ofrece a 3
C le ofrece a1

D le ofrece a 4
E le ofrece a 1

Como resultado de estas propuestas, esta es la situacion que
enfrentan las mujeres:

La mujer 1 recibi6 ofertas de Cy de E. Como ella tiene a C
por encima de E (ver (*)), entonces, por el momento, acepta la
oferta de C, descarta a E (que ya no la podrd invitar en ninguna
etapa futura), y por lo tanto queda conformada la siguiente pa-
reja:

1C

La mujer 2 (igual que la mujer 5) no recibié ninguna oferta.

La mujer 3 recibié dos ofertas: de A y de B. Como ella tiene
a B mejor conceptuado que a A, entonces elige a B, descarta a
A (que ya no podrd invitarla en futuras etapas) y se forma una
nueva pareja:

3B

La mujer 4 recibié una sola oferta (de parte de D) y, por lo
tanto, como es la tinica, queda integrada la pareja
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4D

Y ahora comienza una nueva etapa. Los hombres que que-
daron sin pareja atn son E y A (que fueron descartados por las
mujeres 1 y 3, respectivamente).

E habia ofrecido originalmente a 1 (la primera en su lista).
Ahora, descartado que fue por ella, le ofrece a la siguiente mujer
en su lista: la nimero 2.

Por su parte A, descartado en su primera propuesta por 3, aho-
ra le ofrece a la siguiente mujer en su lista (con independencia
de si él la ve momentdneamente en pareja o no): la nimero 2,
también.

Ahora, como la mujer niimero 2 no habia tenido originalmen-
te ninguna oferta, opta por la propuesta de A, ya que lo tiene por
encima de E en sus preferencias (como se ve en (**)). Elige a A
y descarta a E.

Luego, queda formada una nueva pareja:

2A

El tinico hombre que queda sin pareja (por ahora) es F. (quien
ya fue descartado por 1 y por 2). Entonces, para seguir con el
procedimiento establecido, hace una oferta a la siguiente mujer
que tiene en su lista después de 1 y 2: le ofrece a 3.

Pero 3, que ya estd formando pareja con B, evalia si su nuevo
oferente (E) estd mejor o peor ubicado que quien ella tiene asig-
nado. Como 3 tiene preferencia por B que por E, se queda con
quien estaba, y rechaza a E.

E, ya mortificado porque avanzan las rondas y todavia no en-
contré pareja, recurre a su cuarta opcién: la mujer 4. Hasta acd,
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la mujer 4 estd en pareja (provisoria) con D. Cuando 4 recibe
la oferta de E, tiene que compararla con la de D. Como ella
tiene a F por encima de D, descarta a la pareja que tenia hasta
alli (D) y se queda con E. Luego, ahora quedé conformada una
nueva pareja:

4E

y el hombre que no tiene pareja ahora es D. Hasta acd, D habia
hecho una sola oferta (la de 4) y se habia quedado con ella en to-
das estas etapas. Por lo tanto, descartado que fue por 4, empieza
el rumbo de ofrecerse como candidato a la mujer que le sigue a 4
en su lista. En este caso, le propone a 1. Como 1 estd (por ahora)
en pareja con C, y C estd por encima de D en su lista, descarta
la oferta de Dy se queda con C.

Entonces D sigue para abajo en su lista de preferencias: luego
de4y1,leofrece a 5.

Como hasta acd 5 no habia recibido ninguna oferta, acepta la
oferta de D, queda conformada la dltima pareja:

5D
y el proceso termina acd. Las parejas resultantes son:
1C, 2A, 3B,4E y 5D
Con este ejemplo como base, quiero hacer algunas observa-

ciones finales.
Primero, creo que estd claro que ninguna persona (indepen-
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dientemente del sexo) quedard libre cuando finalice el proce-
dimiento. Lo peor que le podria pasar a cada uno es que en la
asignacién de pareja le toque su tltima eleccion.

Pero lo més importante es descubrir que todas las parejas son
estables, en el sentido que ya describi. ;Por qué siempre ocurrird
esto?

Supongamos que un hombre H y una mujer M termina-
ron con parejas no deseadas cuando hubieran preferido que-
dar apareados entre ellos (H y M). Veamos que esto no puede
ocurrir. ;Por qué? Si H prefiriera a M antes que a la mujer con
la que terminé asignado, es porque la tiene mds arriba en su
orden de preferencias. Por lo tanto, tuvo que poder ofrecerle
a M antes que a la mujer que venfa mds abajo y que terminé
formando una pareja con él. Si no fue asi, fue porque M lo
rechazé en algiin momento, y eso solo pudo haber ocurrido si
M estaba en pareja con alguien que figuraba por encima de H
(y no por debajo). Luego, no se pudo haber llegado nunca a
esa situacion.

Moraleja: todo el mundo termina en pareja, y nadie deberia
protestar. Se cumplen, en algin sentido, las condiciones ideales
para hacer la asignacion.

Final

No creo que ningtin grupo de personas en su sano juicio uti-
lice este sistema y/o algoritmo para decidir cémo establecer pa-
rejas para casarse, por ejemplo. Sin embargo, si uno tuviera una
lista de médicos que aspiran a cubrir cargos en distintos hospita-
les, uno bien podria comparar con el caso de apareamiento que
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figura mds arriba®. Es decir, los candidatos prefieren los mejores
hospitales, y los hospitales quieren a los mejores médicos (con
el mejor curriculum). ;Cémo decidir es parte del problema?
JToma un hospital a un médico al que no prefiere, porque el que
prefiere todavia no aplicé para incorporarse a é1? O bien, stoma
un médico la decisién de presentarse a un hospital cuando sabe
que hay otros médicos que estdn en mejores condiciones que €l
para aspirar al cargo?*

Todas estas decisiones se pueden resolver con algoritmos del
tipo que figura mds arriba. Lo mismo podria suceder en un gru-
po de clubes de fitbol, por ejemplo, que reclutar nifios para que
jueguen para ellos en sus categorias menores. Los nifios quieren
jugar en los mejores clubes, y los clubes quieren tener a los me-
jores jugadores. Pero todo no resulta posible. Sin embargo, si
cada aspirante (y cada club) estableciera un orden de priorida-
des como el que figura mds arriba, estaria mds cerca de minimi-
zar la cantidad de frustraciones que involucra cualquier criterio
de seleccion que uno elija. De hecho, toda eleccién implica
una pérdida: la pérdida de lo que uno no eligié. Saber frustrar-
se forma parte de un proceso de maduracién, pero mejorar las
condiciones para decidir significa que esas frustraciones serdn

35. Roth utilizé el algoritmo que disefiaron con Shapley para asignar co-
legios secundarios en la ciudad de Nueva York a estudiantes que egresaban de
la primaria durante el afio 2003. Y, con algunas variaciones, lo aplicé después
en Boston.

36. Roth y otros colegas mejoraron también la forma en la que se
asignaban rifiones aportados por donantes a quienes los requerfan para
mejorar su calidad de vida, atendiendo las necesidades de compatibilidad
que surgen por los potenciales rechazos e incompatibilidades de grupos
sanguineos.
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las menores posible, y forma parte del aprendizaje a convivir en
sociedad, donde no siempre lo (que uno cree que es lo) mejor
es lo posible’.

37. No lo agrego en el texto principal, pero me interesa enfatizar que el
proceso ‘termina’ en algiin momento y uno no puede entrar en una suerte de
circulo o ciclo que continda indefinidamente. De hecho, una mujer no pue-
de ser elegida nunca dos veces por el mismo hombre y eso garantiza que haya
un final en donde todos los hombres tengan asignada una mujer y viceversa.
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Solitario balgaro

Tome un grupo de 45 cartas (de un mazo de 52, por ejemplo).

Divida este grupo en tantas pilas de cartas como quiera, in-
cluso de una carta cada una, como prefiera. Ahora, siga este pro-
cedimiento:

1) Tome una carta de cada pila y forme con ellas una pila
nueva.

2) Tome esta nueva pila y agréguela a las pilas que le que-
daron (con una carta menos cada una, ya que usted fue
‘sacando’ una de cada una).

3) Ahora repita los dos pasos anteriores.

(Oué pasard a medida que uno va avanzando con este proceso?

Voy a tomar un ejemplo cualquiera (usted, prepdrese el suyo
y vaya comparando con lo que yo hago acd).

Yo las voy a separar as:

(35,2,3,1,4)

Esta notacién significa que tengo cinco pilas que tienen
—respectivamente— 35,2, 3, 1 y 4 cartas cada una.
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Ahora retiro una carta de cada pila y entonces me quedan:
(34,1,2,0,3,5)

En realidad, en donde puse el nimero ‘cero’ ahora ya no ha-
brd mds una pila, pero aparecié una nueva con cinco cartas (que
fueron las cinco que construi retirando una de cada una de las
pilas originales). O sea:

(34,1,2,3,5)
Sigo una vez mds. Ahora tengo:
(33,0,1,2,4,5)...0sea, (33, 1,2,4,5)
Préximo paso:
(32,0,1,3,4,5)...0sea, (32,1, 3,4, 5)
Y ahora, anoto acd los pasos que siguen (le pido que usted
monitoree mis resultados), o mejor atn, spor qué no hace las

cuentas usted y después cotejamos lo que le dio a usted con lo
que me dio —o me fue dando— a mi en cada uno de los pasos?
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Ahora, en este punto y antes de seguir me permito hacer una
observacion: note que es la primera vez que aparecen TODOS
los nimeros entre 1 y 9 y que la SUMA de estos nimeros es
justamente 45, el nimero de cartas que usted habia elegido ori-
ginalmente. De por si, ya es notable que hayamos obtenido todos
los digitos desde el uno hasta el nueve habiendo empezado con
una distribucién cualquiera: (35, 2, 3, 1, 4). Como usted intuye,
una pregunta que queda pendiente es saber si, ‘independiente-
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mente de la distribucién de las 45 cartas que originalmente elegf,
siempre habrfamos llegado a la configuracion (1, 2, 3,4, 5,6, 7, §,
9); pero antes de abordar ese problema, le propongo que sigamos
desde donde llegamos y veamos qué sucede.

(4,1,2,3,5,6,7,8,9). Las voy a reordenar, dado que el or-
den en el que estdn las pilas no afecta lo que estamos haciendo.
Empiezo entonces desde (1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8,9). Ni bien quiero
formar una nueva pila usando el método que venimos siguiendo,
uno descubre de inmediato que obtiene NUEVAMENTE el mis-
mo nimero de pilas y el mismo nimero de cartas en cada una.
Es decir, volvemos a obtener: (1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8,9). No tiene
sentido seguir, entonces: hemos entrado en lo que se conoce con
el nombre de ‘lazo’, ya que al pretender avanzar uno sigue en el
mismo lugar.

Le propongo que tomemos menos cartas, en lugar de 45. Em-
pecemos con 10. Usted elija tantas pilas como quiera y ponga el
nimero de cartas que prefiera en cada una de ellas. Yo elijo asi:

(2,4,2,2)
(1,3,1,1,4)
(2,3, 5)

(1, 2, 4, 3)... y listo: una vez mds, igual que en el ejemplo

2 2

de las 45 cartas, hemos llegado a un ‘lazo’. Aunque pretenda
avanzar desde acd, siempre voy a obtener: (1, 2, 3, 4).

Como desde acd ‘no veo’ lo que hizo usted, estoy seguro de
que le pasé lo mismo. Ahora bien, quiero hacer algunas observa-
ciones ‘no casuales’.

En principio, esto que hemos verificado son NADA MAS que
dos ejemplos. Pretender sacar de ellos una conclusion general es
cuanto menos bastante osado. Sin embargo, la Gnica manera de
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poder conjeturar resultados que tengan mayor validez es apoyar-
se en lo que sucede con los casos particulares y ver si uno puede
‘detectar” algin patrén.

Fijese que cuando empezamos con 45 cartas, el resultado al
que llegdbamos al final era (1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8, 9), y cuando
empecé con 10 llegamos a (1, 2, 3, 4). Si usted hace la suma
de cada uno de los nimeros que aparecen entre paréntesis, en
el primercaso (1 +2+3+4+5+46+7+8+9)=45yenel
segundo (1 + 2 + 3 + 4) = 10. Es decir, en el primer caso obte-
nemos nueve pilas con nimeros que van creciendo desde el uno

hasta el nueve, mientras que en el segundo caso obtenemos cua-
tro pilas que van creciendo desde el uno hasta el cuatro. Quiero
escribir acd dos preguntas que me surgieron a mi (quizés a usted
se le ocurrieron antes, y eso estaria muy bien):

a) Si distribuye las 45 o las 10 cartas en diferente niimero de
pilas, jsiempre llega a la misma distribucién (1, 2, 3, 4, 5,
6,7,8,9)y (1, 2,3,4)? Si uno empieza con mds (0 menos)
pilas o con otro nimero de cartas en cada una de ellas,
lega al mismo ciclo?

b) Como observé recién, la suma de los nimeros entre pa-
réntesis reproduce el nimero de cartas con las que empe-
cé, pero si empiezo con otro nimero de cartas (digamos
ocho), estd claro que nunca voy a llegar a una distribucién
como las que hay mds arriba, ya que la suma de los prime-
ros niimeros naturales va dando (a medida que hago crecer
el nimero final):

a. 1
b.1+2=3
c.1+2+3=6
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d.1+2+3+4=10
el+2+3+4+5=15

£ 1+2+3+4+5+6=21
g1+2+3+4+5+6+7=128
h.1+24+34+44+5+6+7+8=36

L 1+2+3+4+5+6+7+8+9=45

Si me permite, quiero presentar a estos niimeros que hemos
obtenido recién: 1, 3, 6, 10, 15, 21, 28, 36, 45... y asi siguiendo.
Se llaman nimeros triangulares. Son los nimeros que apare-
cen en la distribucién de los bolos cuando uno estd jugando al
bowling. Si usted nunca presté atencién a este hecho, le sugiero
que lo haga la proxima vez que vea la distribucion de los ‘palos’
en la pista. Pero, para variar, me desvié y quiero volver. Ahora
que ya ‘tenemos entre nosotros’ a los nimeros triangulares, estd
claro que son ellos ‘los tinicos’ que podrian aspirar a tener la
propiedad de que, si uno elige ese nimero de cartas para deter-
minar las pilas con las cuales va a ‘jugar a este solitario bilgaro’,
entonces es posible que al final termine con una distribucién
que involucre a todos los niimeros naturales en forma creciente
(hasta que la suma de todos llegue a ser el nimero final de car-
tas). Pero si yo empiezo con nueve cartas, eso no puede suceder,
ya que si sumo los primeros cuatro naturales (1 + 2 + 3 +4 =10)
supero al nimero nueve, y si ‘paro’ antes (1 + 2 + 3 = 6) no me
alcanza para llegar (hasta el nueve).

Entonces, otro par de observaciones:
1) Si uno elige un niimero de cartas que coincida con alguno

de los nimeros triangulares (1 + 2 + 3 +4 + 5 + ... + n),
entonces, ‘sea cual fuere la configuracién inicial’, siempre
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2)

se llega a tenern pilascon 1, 2, 3,4, 5, ..., n cartas en cada
una. Por ejemplo, si uno empezara con 55 cartas, luego de
un ndmero de pasos inexorablemente llegard a tener diez
pilascon 1, 2,3,4,5,6,7, 8,9y 10 cartas respectivamente
en cada una.

¢Y qué pasa si uno empieza con un nimero de cartas que
no se corresponda con un nimero triangular? Estd claro
que no podemos aspirar a que se repita un patrén como los
de antes, pero como el niimero de cartas en cada paso del
proceso se mantiene constante (o sea, si uno empieza con
nueve cartas, la suma de las cartas en cada paso sigue sien-
do nueve). Esto significa que en algiin momento ‘alguna
configuracion’ se ‘tiene’ que repetir, y asi se entra en una
suerte de ‘ciclo’.

Por ejemplo, empecemos con tres pilas: (5, 3, 1). El pro-
ceso sigue asi: (4, 3, 2), después (3, 3,2, 1), (4, 2, 2, 1), (4,
3,1, 1) yvuelve a (4, 3, 2) (Le sugiero que usted se ocupe
de verificar que lo que yo hice estd bien, ya que de paso
le va a servir para entender un poco mds el problema). Es
decir, en este caso, cuando uno llega a tener tres pilas con
dos, tres y cuatro cartas cada una, esa configuracién serd
‘estable’, en el sentido de que si sigo con el proceso, voy
a dar vueltas y vueltas, pero inexorablemente voy a volver
al caso (4, 3, 2), y por eso se dice que hemos entrado en
un ‘ciclo’. La conjetura acd seria: gserd verdad que si uno
empieza con un nimero no triangular —como fue el caso
de nueve cartas que escribi antes— entonces uno llega a
un ciclo bien determinado? Es decir, cuando empecé con
las nueve cartas distribuidas (5, 3, 1), descubri que el ciclo
empezaba en (4, 3, 2). Si distribuyo las nueve cartas de otra
forma, gsiempre se llegard al (4, 3, 2)?



La respuesta es que si uno tiene la aspiracién a que eso
suceda en general con nimeros que no sean triangulares,
lamentablemente eso no sucede, como lo demuestra el si-
guiente caso: empiece con ocho cartas y distribiyalas de
estas dos formas: por un lado, (3, 3,1, 1) y por otro (3, 2, 2, 1).
Hagamos juntos el desarrollo.

En el primer caso, esta es la secuencia: (3, 3,1, 1) (4, 2, 2)
yvolvemosa (3,3, 1, 1).

En el segundo caso, (3,2,2,1)(4,2,1,1) (4,3, 1) (3, 3, 2)
yuno vuelve a (3, 2,2, 1).

Es decir, este ejemplo sirve para mostrar que si uno queria
encontrar que para nimeros no triangulares se llega siem-
pre al mismo ciclo, deberfa abandonar la idea porque eso
no es cierto.

Como moraleja: estd siempre ‘abierta’ la oportunidad de pen-
sar en diferentes ideas®. Nosotros hemos dado juntos los prime-
ros pasos. A esta altura usted ya no necesita a nadie mas que a
usted mismo. Permitase pensar en soledad y descubrir nuevos ca-
minos por su cuenta. Si son conocidos o no, resultard irrelevante
porque, en definitiva, jserdn descubrimientos suyos!

Nota final: en en.wikipedia.org/wiki/Category:Recrea-_tional
mathematics hay varias referencias sobre el tema, pero esencial-
mente hay dos conclusiones de las que ya hablé:

a) Sin es un ndmero triangular, o sea, si n=1+2+ 3 + ... +
k para algtin ndmero natural k, entonces ‘se sabe’ que el
, P g , q

38. Si a usted le interesa el tema y quiere seguir avanzando, le sugiero un
articulo publicado en The American Mathematical Monthly, Vol. 92, No. 4
(abril de 1985), pags. 237-250.
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Solitario Bulgaro alcanzard una configuracion estable, en
donde el ndmero de cartas en cada pila serd: 1, 2, 3, 4..., k.
A este estado se llega en a lo sumo (k* — k) pasos.

b) En cambio si n no es triangular, no existe una configura-
ci6n en la que se estabilice; lo més que se puede afirmar es
que en algiin momento se entrard en un ‘ciclo’.



Cuatro parejas invitadas a una fiesta
y la duefia de casa

El siguiente problema es verdaderamente extraordinario. Quie-
ro contar brevemente la historia de cémo me tropecé con él.
En febrero del afio 2009, en el marco de las conferencias TED,
en California, uno de los expositores fue Dan Ariely. Ariely es
profesor en el MIT (Instituto de Tecnologia de Massachusetts,
en Cambridge, muy cerca de Boston). Habia leido su dltimo li-
bro (Predictably Irrational, o sea, “Predeciblemente Irracional”)
y me despertaba mucha curiosidad escucharlo hablar. No solo
no defraudé en los 18 minutos que tuvo para exponer, sino que
fue uno de los mds aplaudidos luego de su charla.

Poco tiempo después, revisando su pagina web y la historia
de Ariely, encontré el problema que quiero contar acd y que
me parecié extraordinario. Ahora bien: jpor qué habria de es-
cribir extraordinario? ;Qué lo transforma en tal? Bueno, creo
que cuando uno se encuentra con un problemay, luego de leer
el planteo, le parece imposible que con los datos ofrecidos pue-
da encontrar la solucién... creo que eso solo lo pone en una
categoria distinta que la mayoria de las cosas que uno piensa
habitualmente.

Es decir, puede que un problema cualquiera sea muy dificil,
con solucién esquiva o potencialmente imposible de encontrar.
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Pero eso solo habla de que algunas veces no tenemos el entrena-
miento suficiente para abordarlo.

Diferente es el caso de un problema en el cual uno estd
convencido de que los datos que le dieron no serdn suficientes
para encontrar la respuesta. Eso lo pone en una categoria dis-
tinta. Y justamente este problema pertenece a un departamen-
to diferente.

No sé si el autor original es Ariely; sinceramente, no lo sé.
Mis atn: no lo creo. Pero es irrelevante. Yo lo vi alli por primera
vez y luego no encontré un lugar en donde refiriera a quien lo
planteé por primera vez, pero igualmente acd va. Eso si: 1éalo
con atencion (es verdaderamente sencillo... al menos de leer), y
después se transforma en algo entretenidisimo para pensar.

Una pareja se muda a una nueva ciudad en donde no cono-
cen a nadie. Con la idea de relacionarse y conseguir amigos, de-
cide poner un aviso en el diario local, invitando a parejas (como
ellos, de edades parecidas, entre 20 y 40 afios de edad) a que
se presenten el viernes siguiente a las 8 de la noche en la casa
de ellos. Y alli habria una fiesta a la que estas parejas estarian
invitadas.

Llegé el dia viernes, y a las 8 de la noche, tal como estaba
previsto, se presentaron cuatro matrimonios. De esta forma, en-
tre los duefios de casa y los visitantes habia 10 personas. Nadie
conocia a nadie (salvo los miembros de cada pareja entre si). Fl
duefio de casa les pidi6 a todos los participantes (nueve, porque
se excluy6 él) que se acercaran a las personas que no conocian, se
presentaran y se dieran la mano (por supuesto, con la excepcion
del marido y/o mujer de su propia pareja).

Después de unos pocos minutos, el duefio de casa intervino
otra vez y les pidi6 a todos que se detuvieran por un instante.
Que no se saludaran mds, ya que él queria preguntar a cada uno
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a cudntas personas habia saludado hasta ese momento (estrechdn-
dole la mano, se entiende).

Obtuvo 9 (nueve) respuestas diferentes entre si: 0, 1, 2, 3, 4,
5,6, 7y 8, entendiendo que la persona que contesté cero lo hizo
porque todavia no habia alcanzado a saludar a nadie.

Otra le dijo: “Yo saludé exactamente a una persona”.

Otra: “Yo saludé exactamente a dos personas”, y asi hasta que
la Gltima le contesté que habia saludado exactamente a ocho per-
sonas (que corresponderian, justamente, a los integrantes de las
otras cuatro parejas).

Una tltima observacion: el duefio de casa si saludé a sus visitantes
pero, como queda dicho, no estreché la mano de su propia mujer.

Ahora si estoy en condiciones de hacer la pregunta que da ori-
gen a este problema: jcudntas manos estreché la duena de casa?
O sea, sa cudntas personas saludé la mujer del anfitrion?

Ya sé, parece imposible que uno pueda contestar esta pregun-
ta, pero créame que si se puede.

Ahora es su turno.

Respuesta

Antes de avanzar con el problema propiamente dicho, quiero
hacer una observacion: en principio, pareceria que no hay forma
de contestar la pregunta. ;Cémo habria uno de saber a cuédntas
personas les estreché la mano la duena de casa?

Pero, justamente, esto me ofrece una oportunidad para pro-
ponerle algo mucho mds general: cuando uno se tropieza con
un problema de este tipo, suele ser muy util reducir el nimero de
personas involucradas. En este caso, serfa equivalente a reducir el
niimero de parejas. ;Se podrd encontrar la respuesta si en lugar
de cuatro parejas invitadas hubiera nada mds que una?
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No digo que sirva siempre, pero muchas veces si uno resuelve
un caso particular, un caso mds pequerio, las ideas que recoge de
alli suelen ser suficientes para poder abordar el caso general. Me
explico.

Le propongo entonces que reduzcamos el nimero de parejas
que llegaron a la fiesta y veamos juntos qué sucede.

Pensemos que en lugar de cuatro parejas se presenté nada mds
que una (ademds de los duefios de casa, claro estd). Fn este caso,
cuando el dueno invit6 a que todos se saludaran y después los
detuvo, obtuvo estas respuestas:

1) Yo no saludé a nadie todavia (cero saludos).
2) Yo saludé exactamente a una persona (un saludo).
3) Yo saludé exactamente a dos personas (dos saludos).

:Se puede ahora contestar a cudntos saludé la dueiia de casa?

Veamos. Le propongo que pensemos qué posibilidades hay de
que la mujer del anfitrion haya dado alguna de las tres respuestas
posibles: 0, 1 o 2 saludos.

a) Supongamos que la sefiora contestd: ‘yo no saludé a nadie’. Si
fue asi, entonces, ;quién pudo haber dicho que saludé a dos
personas? Nadie. Porque ni el hombre ni la mujer de la otra
pareja se pudieron saludar entre ellos, por lo que quien con-
testé dos jtuvo que haber saludado a los dos duefios de casal
Pero, entonces, la anfitriona no pudo haber dicho que ella no
saludé a nadie. Moraleja: No sabemos qué contest6 ella toda-
via, pero jseguro que tuvo que haber saludado a alguien!

b) Lo interesante ahora es que —por las mismas razones—
ella jtampoco pudo haber contestado que saludé a dos per-
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sonas! ;Por qué? Es que si ella hubiera dicho que saludé a
dos, estas dos personas tuvieron que ser los dos integrantes
de la pareja que llegé por la invitacion del diario. Si asi fue,
entonces, ;quién pudo haber dicho que no saludé a nadie?
Ciertamente, ninguno de los dos integrantes de la pareja
invitada. Moraleja: la duefa de casa jno pudo haber salu-
dado a dos personas!

(Oué alternativa queda? Esa que usted advierte ahora: la tni-
ca posibilidad es que ella haya contestado que saludé a una sola
persona. iY esa es la respuesta en el caso de que hubiera habido
una sola pareja que se presenté por el aviso del diario!

Y eso resuelve el problema. (Si quiere pensar un poquito mds,
uno de los integrantes de la pareja invitada saludé a dos personas,
que debieron haber sido los duefios de casa, mientras que el otro
integrante de la pareja invitada no saludé a nadie.)

Hasta acd, entonces, hemos resuelto el problema en el caso
de una sola pareja.

(Oué pasa ahora si en lugar de una pareja invitada vienen
dos? ;Se puede contestar la pregunta?

Fijese que las respuestas que obtuvo el duefio de casa ahora
son: 0, 1, 2, 3 y 4. Es decir, una persona que no saludé a nadie,
otra que saludé exactamente a una persona, otra exactamente a
dos... hasta llegar a una de ellas que saludé exactamente a 4 per-
sonas. JA cudntas tuvo que haber saludado la mujer?

Como hice antes, le sugiero que piense usted por su lado y en
todo caso nos reencontramos mds adelante. Eso si: trate de ver si
puede relacionar el caso de las dos parejas con el caso anterior.
Usted ya conoce la solucién si hubiera una sola pareja invitada.

Antes de seguir, le pido que preste atenciéon a un hecho impor-
tante: cuando yo aborde el caso de dos parejas en lugar de una,
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usted verd que los argumentos que voy a usar son exactamente
los mismos que usé recién. Es por eso que me permito proponerle
que avance por su cuenta analizando los distintos casos posibles,
y verd que puede llegar a la respuesta sin leer lo que escribo yo.

Ahora si: supongamos que las respuestas que obtuvo el duefio
de casa tueron 0, 1, 2, 3 y 4. ;Quién podria haber dicho que no
saludé a nadie? Sabemos que la duefia de casa no saludé a su
marido, pero si ella no saludé a nadie entonces alguna persona
de las otras dos parejas tuvo que haber saludado a 4 personas:
;como hizo? Si a su propia pareja no la pudo saludar y a la duefia
de casa tampoco, jno le quedan 4 personas para haber saludado!
Conclusion: la duefia de casa, igual que en el caso anterior, no
pudo haber contestado que no saludé a nadie.

Ahora bien: spudo la anfitriona contestar que ella saludé a
47 Si asi fue, entonces saludé a los cuatro integrantes de las dos
parejas que vinieron de visita. Pero si este es el caso, entonces,
(quién pudo haber dicho que no saludé a nadie? No puede ser,
porque todos los que llegaron tuvieron que haber saludado a la
duefia de casa. Nuevamente, la conclusion es que la anfitriona
ino pudo haber dicho que ella saludé a 4 personas!

Resumiendo hasta acd:

a) La duefia de casa ni saludé a 4 ni pudo haber dicho que no
saludé a nadie; tuvo que haber saludado a 1, 2 o 3 personas.
b) Ahora, quiero convencerla/o de que los que dijeron 0 y
4 fueron los integrantes de una misma pareja. ;Por qué?
Llamo A a la persona que dijo que saludé a 4 personas.
¢Como hizo para llegar a saludar a esos cuatro? Tuvo que
haber saludado a la anfitriona y a su marido, y ademds a
los integrantes de la otra pareja. Luego todas estas personas
saludaron a alguien. La tinica alternativa para quien dijo
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cero es que sea la pareja de quien dijo que saludé a 4. A esa
persona la voy a llamar B (es decir, A y B forman una de las
parejas que concurri6 respondiendo al aviso del diario).

Me gustaria remarcar que este hecho es muy importante. No
lo parece, pero ahora verd por qué. Quitémoslos a ambos de la
escena, a los dos integrantes de la pareja A-B.

Ahora quedaron los duefios de casa y los integrantes de la otra
pareja. No solamente eso: cuando el anfitrién escuché las res-
puestas de todos (respecto del ndmero de saludos que habian
dado), obtuvo: 0, 1, 2, 3 y 4. Como ahora retiré a Ay a B, enton-
ces también retiro a 0 y a4 (ya que ese era el nimero de personas
que habian saludado Ay B). Pero claro, si ahora el duefio de casa
reformulara la pregunta y le pidiera a cada uno que ignorara ha-
ber saludado a A'y que le dijera a cudntas personas saludé, ;qué
pasaria?

Pasaria que quien dijo que saludé a 1 dirfa 0, el que dijo 2 diria
1,y el que dijo 3 diria 2 (todos ellos tienen que restar el saludo que
le hicieron a A, que ahora hacemos de cuenta que no estd).

Por lo tanto, hemos convertido el problema de dos parejas
invitadas en el de juna pareja invitada! Y ese problema ya sabe-
mos cémo resolverlo (lo hicimos, srecuerda?). En ese caso, la
anfitriona tenia que haber saludado a una persona, pero ahora,
volviendo al caso de las dos parejas, le agregamos un saludo mds
(que es el que le tuvo que haber hecho a A), y de esa forma esta-
mos en condiciones de contestar la pregunta otra vez: jla duefia
de casa tuvo que haber saludado a dos personas!

Es decir, el razonamiento que hicimos juntos nos permitié
convertir el problema de dos parejas invitadas en el de UNA
pareja invitada, pero ESE particular problema ya lo sabemos re-
solver (la anfitriona saludé a una persona). Si ahora le sumamos
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un saludo mids, la respuesta es que la duena de casa saludé a dos
personas.

A esta altura, entonces, estoy seguro de que usted entiende de
qué se trata el caso mds general. Si ahora, en lugar de dos parejas
invitadas, hubieran respondido tres parejas al aviso, ;qué haria
usted? Las respuestas que obtuvo el anfitrién tuvieron que haber
sido: 0, 1, 2, 3,4, 5y 6. Usando exactamente las mismas ideas
que antes, la duena de casa no pudo haber contestado ni cero ni
seis. ;Por qué? (fijese en lo que hicimos antes y obtendra la res-
puesta). Es que si hubiera contestado seis, significaria que saludé
a los seis integrantes de las tres parejas, pero si asi fue, jquién
pudo haber contestado cero? {Nadie!

De la misma forma, ella jno puede contestar cero! Porque, en-
tonces, squién pudo haber contestado seis si entre los miembros
de cada pareja no se pueden saludar? Esto prueba que la anfi-
triona no pudo haber dicho ni cero ni seis. Pero aun mds: como
vimos en el caso de dos parejas en lugar de tres, las dos personas
que contestaron 0 y 6 tuvieron que haber sido los integrantes de
la misma pareja. ;Por qué? Igual que antes, quien contesté 6 tuvo
que haber saludado a los dos duefios de casa y a los cuatro inte-
grantes de las otras dos parejas. Todo bien, pero entonces, jquién
pudo haber contestado cero? Unicamente la pareja de quien con-
testd seis, porque todos los otros saludaron por lo menos a uno
(quien saludé a los 6).

Igual que antes, entonces, excluimos a los integrantes de esta
pareja (A'y B) que saludaron a cero y seis personas, y nos queda-
mos con una pareja menos. Quedan dos parejas, y en este caso
sabemos que la duefia de casa saludé a dos personas. Incluimos
nuevamente a Ay a B, y resulta que la anfitriona tuvo que haber
saludado a tres personas.

Conviene hacer una breve observacion aca: en el caso de una
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pareja, la mujer salud6 a una persona. En el caso de dos parejas,
a dos personas. En el caso de tres parejas invitadas, a tres perso-
nas. La idea general es que, en el caso de cuatro parejas, la mujer
debié haber dicho cuatro saludos.

Y este caso, el de las cuatro parejas, se puede generalizar a
tantas parejas como uno quiera. Si hubieran aceptado la invi-
tacion veinte parejas, y si cada uno de ellos hubiera contestado
(invitados por el duefio de casa) que saludaron a: 0, 1, 2, 3, 4, 5,
..., 38, entonces la duenia de casa habria saludado a 20 personas.

Si le interesa avanzar un paso mds, le sugiero que piense lo
siguiente: la duefia de casa saluda a un integrante de cada pareja
y al otro no.

Este procedimiento se conoce como de recursion, y consiste
en reducir un caso mds complejo a otro mds sencillo y aprove-
char lo que uno aprende en esa situacién para luego obtener una
férmula general que conteste todos los casos.

Reflexion final: si estuviera con usted, le propondria que pen-
sdramos juntos que cuando le conté el problema por primera vez
parecia totalmente inaccesible. ;Cémo habria uno de poder des-
cubrir a cudntas personas saludé la duefia de casa? Ahora, con
el andlisis que hicimos, todo es distinto: se hizo la luz en donde
habia total oscuridad. Si usted estd de acuerdo con esto, serd un
gran premio para los dos, porque mi idea es siempre mostrar cudn
poderosa es la matemadtica, y en este caso uno se preguntaria:
(por qué no proponemos que en las escuelas y/o colegios uno
tenga la alternativa de poder pensar mds de esto y menos de lo
‘otro’? (S, ya sé: jqué es ‘esto’ y qué es lo otro’? No sé: le dejo a
usted las definiciones.)
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Autitos®

Tengo un problema interesantisimo para plantearle. En general,
los problemas de este tipo parecen no estar ligados con la matema-
tica, pero en realidad no solo no es asi, sino que forman una parte
central de su estructura. Me apuro a escribir que el problema es en-
tretenido, divertido, accesible y tiene el atractivo extra de que yo le
voy a dar una parte de la solucién. Si me permite sugerirle algo, no
trate de resolverlo inmediatamente. Permitase pensarlo durante un
tiempo. No hay apuro. Mds aun: si usted logra describir ‘alguna’ es-
trategia, no importa si es la 6ptima, verd que se va a sentir muy bien.

Por otro lado, en la vida cotidiana uno tiene pocas oportuni-
dades de resolver este tipo de problemas, y cuando se enfrenta
con uno de ellos pareciera como que uno estd ‘jugando’ o ‘per-
diendo el tiempo’, y en realidad no solo no es asi, sino que es una
verdadera ldstima que se interpreten de esa forma. Pensarlos (y
resolverlos) es ‘hacer matemadtica’, y en el mundo en que vivimos
hoy, las personas que son capaces de disefiar soluciones a este
tipo de problemas son fuertemente valoradas y muy buscadas en
el mercado laboral.

39. Este problema lo conoci a través de Juan Pablo Pinasco. Lo propuse en

varias escuelas publicas del pais, y también el 25 de octubre en una reunién
en Tecnépolis.
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Bueno, basta de prolegémenos. Acd voy.

Suponga que usted tiene 25 autitos de carrera. Necesita selec-
cionar los tres mds rdpidos. Tiene una pista para hacerlos correr
pero no tiene cronémetro. Eso no seria un problema si usted
pudiera hacerlos correr a todos al mismo tiempo. Bastaria con
hacerlos dar vueltas a una pista (digamos, 10 vueltas) y quedarse
con los tres que lleguen primero. Pero acd es donde aparece la
primera dificultad: la pista solo ‘tolera’” cinco autitos por carrera.
Es decir, en la pista no puede haber mds de cinco autos por vez.

Y acd llega el punto critico. Uno podria preguntarse: jcudn-
tas carreras tengo que hacerlos correr para poder encontrar los
tres mds rdpidos? Si uno no tuviera tiempo y recursos ilimitados,
estoy seguro de que usted podria disefiar maltiples alternativas
para determinar los tres mds rdpidos, pero ;qué pasaria si yo le
dijera que solamente puede usar la pista siete veces? Como us-
ted advierte, ahora el problema adquiere otra dimensién. ;Cémo
hacer? ;Cémo elegir los autitos que tienen que correr esas siete
carreras?

Resumo: uno tiene 25 autitos y una pista para hacerlos dar
vueltas. Solamente se permiten cinco autos por carrera. No hay
un cronémetro para determinar los tiempos. Todo lo que se pue-
de hacer al terminar una carrera es disponerlos segin el orden de
llegada. Se trata entonces de elegir los tres mds rdpidos usando
nada mds que siete carreras.

Como se ve, el problema consiste en disefiar una estrategia
para seleccionar los autitos para cada carrera. Esa es la parte que
le corresponde a usted. Yo ya lo ‘ayudé’ cuando le dije que con
siete carreras alcanza. Ahora se queda usted con la chance de
pensar.

215



Solucién

Yo voy a proponer acd una estrategia posible. Estoy seguro de
que debe haber otras. En todo caso, si usted encontré alguna,
fijese si coincide con la que figura mds adelante. Si asi no fuere,
nadie dice que la suya sea peor ni mejor que la mia. Serdn dos
formas diferentes de resolver el mismo problema.

Las primeras cinco carreras servirdn para determinar ‘algin’
orden entre los 25 autitos. Digamos que terminan ordenados asi:

Al, A2, A3, A4, AS

(donde Al es el mds rapido entre estos cinco y A5 es el mds lento).
De la misma forma, se obtienen estos otros resultados:

B1, B2, B3, B4, BS
Cl1,C2,C3,C4,C5
D1, D2, D3, D4, D5
El,F2, B3, 4, E5

Antes de avanzar, fijese que estas carreras solo determinan un
orden entre los cinco que estaban en la pista, pero no se puede
sacar ninguna conclusién si uno los mezcla. ;Qué quiero decir
con esto? Es que el auto C5 pudo haber sido el més lento cuando
se enfrent6 con C1, C2, C3 y C4, pero quizds habria sido el mds
rapido si yo lo hubiera hecho correr con Al, A2, A3 y A4.

Entonces ahora, para la sexta carrera, voy a tratar de relacio-
nar a todos los competidores de alguna forma. Para eso, hago
correr a los ganadores de las cinco carreras. Es decir, hago correr
aAl,B1,Cl,DIyEL

Supongamos que el resultado de esa competencia fue este:
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Al,B1,Cl1,D1yEL

(Qué conclusiones se pueden sacar de estas seis carreras? Este
serfa el momento en el que usted, si lleg6 hasta acd, deberia dete-
nerse y pensar qué hacer para poder concluir cudles son los tres
mds rdpidos —entre los veinticinco—, pero ahora, jsolamente
nos queda una carrera para realizar! Yo voy a seguir acd abajo,
aunque le sugeriria que no lea lo que viene sin haberle dedicado
un rato a pensar en soledad. Créame que vale la pena.

Sigo. Ahora voy a sacar —junto con usted— algunas conclu-
siones de las seis carreras que hubo hasta aca.

De las cinco primeras carreras se obtienen estas dos conclu-
siones:

1) Los autitos A4 y A5 quedan eliminados, porque tienen por
delante de ellos a tres que son mds rdpidos: Al, A2 y A3.

2) Los autitos B4, B5, C4, C5, D4, D5, E4 y E5 quedan eli-
minados por la misma razén: todos tienen tres autitos mds
rdpidos.

Luego, ya hemos eliminado 10 autitos. Nos quedan 15. ;Qué
se puede inferir ahora con la sexta carrera, que relaciona a los
ganadores de las cinco primeras?

Fijese que como el orden en esa sexta carrera fue Al, B1, Cl1,
D1y El, quedan eliminados D1 y E1, porque tienen tres autos
por delante: Al, Bl y C1.

Pero si D1 y E1 estdn eliminados, entonces también lo estdn
todos los que corren con las letras D y E, porque si los dos ms ra-
pidos quedaron afuera, con mds razén los que vinieron por detrs.

Hasta acd entonces quedaron afuera, por distintas razones (y
fijese si usted estd de acuerdo): A4, A5, B4, B5, C4, C5 y todos
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los que corrieron con las letras D y E. Esto significa que hemos
eliminado 16 autos. Nos quedan nueve.

Ahora acompdfieme a pensar por este lado. Fijese que la sexta
carrera dice que C1 tiene dos autos por delante: Al y B1. Luego,
C2 y C3 tienen tres o mds autos que son mds rapidos que ellos,
y por lo tanto quedan eliminados también. Esto permite afirmar
que, de los coches que llevan la letra C, el dnico que tiene posi-
bilidades de estar entre los tres mds rdpidos es C1, y se quedan
afuera C2y C3.

Por su parte, como B3 tiene por delante a Bl y B2 (por la ca-
rrera entre ellos) y ademds (por la sexta carrera) Al es mds rdpido
que B1, y por lo tanto que B2. Esto dice que B3 se queda afuera
porque estdn por delante de él Al, B1 y B2.

Yo sé que todo esto se parece a una ‘sopa de letras’, pero si
usted me sigui6 hasta acd, habrd descubierto que quedaron estos
autos como candidatos:

Al,A2,A3,B1,B2yCl (%)

.Y entonces? Tenemos seis autos para seleccionar los tres mds
rdpidos, pero no los podemos hacer correr a todos porque solo
entran cinco en la pista. Nos queda una sola carrera para usar.
;Oué hacer?

Y la respuesta es que si, que se puede hacer algo. Mds ain: lo
que le propongo hacer es pensar con una idea diferente. Fijese
que el auto Al, al haber ganado la sexta carrera, demostr6 ser el
mds rdpido de los 25 autos: gand su serie (con todos los autos que
llevaban la letra A), pero ademds les gané a todos los ganadores
de las otras carreras. Luego, el auto Al seguro que estd entre
los tres mds rdpidos. Tanto es asi que es él mismo el mds rapido
de todos. Luego, no hace falta que lo haga correr con los otros
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que quedaron entre los que figuran en (*). Lo que puedo hacer,
entonces, es que corran los otros cinco (A2, A3, B1, B2y Cl)y
quedarme con los dos mds rdpidos. ;Se entiende la diferencia?
Ahora no necesito seleccionar los tres mds rdpidos entre los cinco
que quedan, sino los dos mads rdpidos. De esta forma, estos dos
autos mds el Al serdn los tres mds rdapidos que estaba buscando, y
para descubrirlos utilicé solamente siete carreras.

Moraleja

Como describi, aunque no lo parezca, esto es ‘hacer matema-
tica’. Mds atin: los matematicos, o los programadores, detecta-
rian que hay algunas variaciones que se pueden hacer al proble-
ma original y luego buscar diferentes estrategias para resolverlos.
Sigame por acd.

1) Uno podria modificar el nimero de autos. No tienen por
qué ser 25. ;Cémo cambiard la estrategia si en lugar de
haber 25 autos hubiera 10? ;Y si hubiera 30? ;O cien? Esto
ya muestra que, quizds, siete carreras no alcanzardn (o so-
brardn, dependiendo el caso).

2) Otra variable a considerar es el niimero de autos que entran
por carrera. Si en lugar de entrar cinco entraran 25, por
ejemplo, entonces en el problema que planteé alcanzaria
con una sola carrera: corren todos y listo. Me quedo con
los tres mds rdpidos. Pero si uno permitiera solo seis autos,
¢c6mo habria que modificar lo que hicimos? ;Y si se permi-
tieran siete autos por carrera? ;O diez? Luego, el nimero
de autos por carrera también es una variable a considerar.

3) ¢Y si en lugar de elegir los tres mds rdapidos hubiera que
elegir los cuatro mds rdpidos? ;O los dos mds rapidos? Fs
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decir, el nimero de autos a seleccionar es también una va-
riable a tener en cuenta.

Como se ve, reducir el problema a 25 autos, en donde pueden
correr cinco por carrera y hay que elegir los tres mds rapidos, es
solo un caso particular entre los infinitos posibles. Elaborar estra-
tegias que permitan resolver todos los problemas al mismo tiempo
no es algo sencillo ni mucho menos, pero, como usted detecta, el
problema original, que parecia un juego, se puede transformar en
algo muchisimo mds complicado y muchisimo mds util. Es solo
cuestion de aprender a disefiar estrategias que minimicen el es-
fuerzo, optimicen los recursos y maximicen los resultados. Algo
parecido a lo que sucede en la vida cotidiana, sno es asi?
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CAPITULO 3







128 tenistas

En un torneo de tenis se inscriben 128 participantes. Como
es bien sabido en campeonatos de este tipo, se juega por simple
eliminacion. Es decir: el jugador que pierde un partido queda
eliminado. La pregunta es: scudntos partidos se jugaron en total
hasta definir el campedn?

No se me escapa que uno puede sentarse con una lapicera y
un papel, y empezar a contar. Sin embargo, mi idea al incluir
este problema acd es invitarlo a que piense otra forma de enca-
rarlo, buscando una estrategia que permita contestar la pregunta
sobre cudntos partidos se jugaron en total, sin necesidad de ir
contdndolos todos.

Naturalmente, uno puede hacer lo siguiente: como hay 128
participantes, en la primera ronda se jugardn 64 partidos. Como
quedardn eliminados la mitad de ellos (en el tenis no hay empa-
te), en la segunda ronda habrd 32 partidos. Otra vez, quedardn
eliminados la mitad. Y asi siguiendo hasta llegar al partido final
que determinard el campeén. Lo que quiero ahora es proponerle
una forma distinta de abordar el problema.

Fijese que al finalizar el torneo, cuando ya sepamos quién es
el campedn, todos los otros participantes habrdn quedado elimina-
dos. ;Cudntos son? Si... son 127. Los restantes jugadores tuvieron
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que haber perdido alguna vez algtin partido. Mds atn: no es que
tuvieron que perder alguna vez algiin partido: perdieron exacta-
mente un partido, y con eso fue suficiente para quedar fuera del
torneo. ;Y entonces? ;Qué deduccién puede sacar usted?

Si en total habia 128 participantes, y solamente uno no per-
di6 ningtin partido (el campeén), los 127 restantes perdieron
exactamente uno. Luego, en total, hubo que jugar 127 partidos
para que esos jugadores quedaran eliminados... jy eso contesta la
pregunta! En un torneo con 128 jugadores, se juegan 127 hasta
determinar el campedn.

De la misma forma, y sin tener que hacer mds cuentas, si en
un torneo por eliminacién simple de cualquier deporte partici-
pan 100.000 jugadores, cuando uno de ellos gane el campeonato
en total se habrdn jugado 99.999 partidos. Y si hay n participan-
tes, entonces se juegan (n-1) partidos. ;No es una forma muy
bonita de abordar el problema?

Un apéndice

Conozco este problema desde hace muchisimos afios. Lo he
planteado no solo en el primer libro que escribi hace mds de diez
afios, sino en charlas en diferentes partes del mundo, en colum-
nas en diarios y revistas, en programas de television y de radio,
para jévenes, adultos... audiencias mdltiples. ;Por qué escribo
todo esto ahora? Es que por primera vez hubo alguien (Carlos
D’Andrea) que me hizo una observacién que me llevé a pensar
el problema de forma totalmente diferente. Me explico.

Cuando uno lee la presentacion que yo hice/hago, y piensa
en un torneo de tenis (o de cualquier otro deporte en donde no
haya posibilidades de empate y cada partido tenga que tener un
ganador), uno da por ‘sentado’ que los 128 participantes se divi-
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den en 64 parejas que jugardn entre si. Los ganadores seguirdn,
los perdedores quedardn eliminados. Esos 32 ganadores volverdn
a ser distribuidos en parejas (esta vez en 16) y asi siguiendo.

Pero lo notable de lo que me hizo pensar Carlos es que en
realidad, en la premisa del problema, EN NINGUN MOMEN-
TO estd escrito que los 128 tenistas se habrian de dividir en 64
parejas. Fijese que uno podria ‘aislar’ las dos reglas importantes
como las siguientes:

a) Todo jugador tiene que jugar al menos un partido... Si no,
nunca tendria chance de ser campeon.

b) El ganador de cada partido que se juegue sigue en el tor-
neo. El perdedor queda eliminado.

Con estas dos premisas, si uno tiene los 128 tenistas, la pre-
gunta queda formulada: ;cudntos partidos se habrdn jugado en
total hasta definir el campedn?

Y lo extraordinario es que el razonamiento que escribi sigue
teniendo validez jueguen de la forma que jueguen el torneo. Por
ejemplo, supongamos que elijo dos jugadores cualesquiera. Los
llamo 1 y 2y los hago jugar entre ellos. Supongamos que gana 1.
En ese caso, 1 sigue y 2 queda eliminado. Ahora 1 juega contra
3. Si gana 1 sigue €, y 3 queda eliminado. Supongamos que eso
sucede siempre: es decir, 1 va jugando contra los otros 127 juga-
dores y les gana a todos. Decididamente 1 resultard campeén, y
en total todos los otros habrdn jugado un solo partido... que termi-
naron perdiendo. Pero a los efectos del problema, jse jugaron en
total 127 partidos! Es decir, el nimero de partidos que se jugaron
en total para definir al campeén jsigue siendo 127!

Claro, el torneo tarda mucho mds tiempo si se juega asi, por-
que podria darse el caso extremo de que el jugador 1 tenga que
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jugar todos los dias con un rival diferente, al que terminard ga-
ndndole; pero el torneo requerird de 127 dias para culminar, o
sea, mds de 4 meses. No es lo ideal, pero el problema sigue te-
niendo la misma solucién.

Por otro lado, podria suceder que el jugador ndmero 1 gane
sus primeros 126 partidos (y elimine a 126 de sus rivales), pero
justo pierda el dltimo partido que le quedaba, cuando enfrente
al jugador niimero 128. En ese caso, este tltimo, el 128, serd el
campeoén habiendo jugado nada mds que un partido (el que le
gané a ‘1’), mientras que el jugador 1 habrd jugado los 127 parti-
dos, de los cuales gané 126 y perdié uno.

Un paso mds: si en lugar de 128 tenistas son 100.000, no es
necesario que sean divididos en parejas, ni ninguna otra regla por
el estilo. Sea cual fuere la organizacién del programa de partidos,
en total se habrdn jugado 99.999 partidos para definir al cam-
peén. ¢No es notable?
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La historia mas conocida
sobre Carl Friedrich Gauss

La primera vez que escuché la historia que voy a contar fue en
una de mis clases de A]gebra I, en la Facultad de Ciencias Exac-
tas y Naturales. El profesor era Enzo Gentile, quien me dejé una
huella muy profunda. Gentile, Luis Santalé y Gregorio Klimov-
sky fueron los tres docentes que mds me impactaron, cada uno
por diferentes razones, pero Gentile fue ciertamente el primero.

Fallecié hace muchos afios ya, pero lo recuerdo caminando
por los pasillos del segundo piso del pabellén 1, cantando alguna
6pera mientras iba para el bafio. Su entusiasmo y su pasion por
la matematica lo pusieron siempre por encima del resto, y si yo
tuviera que poner el dedo y sefialar a una persona como prototipo
de lo que yo aspiraria a que fuera un docente, elegiria a Enzo
sin ninguna duda. Alguna vez voy a tratar de escribir un poco
mds sobre las anécdotas que tenemos juntos. Pero, para variar,
me desvié. Esta es la historia que conté en ese primer curso de
Algebra.

Todo sucedié en Brunswick, Alemania, alrededor de 1784.
Una maestra de segundo grado de la escuela primaria (de nom-
bre Buttner, aunque los datos afirman que estaba acompariada
por un asistente, Martin Bartels) estaba cansada del ‘lio” que
hacian los chicos, y para tenerlos ocupados un poco les dio el
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siguiente problema: “Calculen la suma de los primeros cien ni-
meros’ .

La idea era tenerlos callados durante un rato. Como no ha-
bia ni calculadoras, ni computadoras, ni siquiera electricidad, los
alumnos debfan apelar a cdlculos manuales. Sin embargo, un
nifo levanté la mano ‘casi’ inmediatamente, sin siquiera darle
tiempo a la maestra para que terminara de acomodarse en su
silla.

—¢Si? —pregunto la maestra mirando al nifio.

—Ya estd, seforita —respondié el pequeiio—. El resultado
es 5.050.

La maestra no podia creer lo que habia escuchado, no porque
la respuesta estuviera equivocada, que no lo estaba, sino porque
estaba desconcertada por la rapidez.

— ¢Ya lo habias hecho antes? —pregunto.

—No, lo acabo de hacer.

Mientras tanto los otros nifios recién habian llegado a escribir
en el papel los primeros digitos y no entendian el intercambio
entre su compaifiero y la maestra.

—Pas4 al frente y contanos a todos cdmo lo hiciste.

El nifio se levanté de su asiento y, sin llevar siquiera el papel
que tenia adelante, se acercé humildemente hasta el pizarrén y
comenzo a escribir los niimeros:

I+24+34+4+5+...+95496+96+97 +98 +99 + 100

—Bien —sigui6 el jovencito—. Lo que hice fue sumar el pri-
mero y el dltimo nidmero (o sea, el 1 y el 100). Esa suma da 101.
Después, segui con el segundo y el pentltimo (el 2y el 99). Esta
suma vuelve a dar 101. Luego, separé el tercero y el antepenulti-
mo (el 3y el 98). Sumando estos dos, vuelve a dar 101. De esta

228



forma, “apareando” los ndmeros asi y sumdndolos, se tienen 50
pares de nimeros cuyas sumas resultan 101. Luego, multiplican-
do 50 por 101 se obtiene el resultado que le dije: 5.050, que es lo
que usted queria, jno es asi?

La anécdota termina acd. El jovencito se llamaba Carl Frie-
drich Gauss, quien habfa nacido en Brunswick el 30 de abril de
1777 y muri6 en 1855 en Gottingen, Hanover, Alemania. Gauss
es considerado el “principe de la matematica” y fue uno de los
que mds impacto produjo dentro de la matemdtica toda. Sus
aportes modificaron para siempre la historia de esta ciencia.

De todas formas, no importa aqui cudn famoso terming sien-
do el nifio; lo que yo quiero enfatizar es que en general uno tien-
de a pensar de una determinada manera, como si esa fuera la
forma ‘natural’.

Muchas veces en la vida solemos decirles a los jovenes que lo
que estdn pensando estd mal, simplemente porque no lo estin
pensando como lo habfamos pensado nosotros antes. De esta for-
ma, les enviamos un mensaje enloquecedor, equivalente al que
les damos cuando les ensefiamos a hablar y caminar en los pri-
meros doce meses de vida, para pedirles que se queden callados
y quietos en los siguientes doce afios.

No quisiera que el mensaje que se desprende de esta historia
sea que uno tiene que ser algo asi como ‘el principe de la ma-
temdtica’ o ser ‘Gauss’ para que se te ocurra el método que €l
utilizé para resolver el problema. No. En definitiva, le pido que
vuelva a leer nuevamente la solucién que él encontré para el
problema y honestamente se conteste esta pregunta: “;hace falta
ser un ‘genio’ para que a uno se le ocurra hacerlo asi?”.

En otro lugar y en otro momento, me gustaria elaborar un
poco también sobre lo que significa ser un ‘genio’, una suerte de
lugar sobrevalorado en nuestra sociedad, pero esa es otra historia.
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De hecho, lo que me importa acd es mostrar que uno puede
abordar un problema con ‘total ingenuidad’ y elaborar una estra-
tegia que otros no vieron, pero que estd ‘ahi’. ;Por qué no permi-
tir que cada uno piense como quiera? Justamente, la tendencia
en algunos colegios y escuelas (e incluso sucede con muchos
padres) es atentar contra la libertad que se toman los nifios para
pensar alternativas con total ingenuidad. Esa frescura, inocen-
cia y creatividad es la que les permite estar —a veces— mucho
mds cerca de encontrar solucién a problemas que los adultos no
hemos sabido abordar. “Domarlos” es quitarles frescura, espon-
taneidad, creatividad. Suena criminal, jno?

Naturalmente, a los adultos nos ofrece muchas mas segurida-
des lograr que todos vayan por el camino que ya estd ‘hecho’ o
‘recorrido’, pero, como decfa, eso termina por limitar la capaci-
dad creativa de quienes todavia tienen virgen parte de la pelicula
de la vida... tienen atin ‘casi todo’ por vivir... Dejémoslos libres
para pensar como quieran... Esa es mi idea.
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El problema del palomar

Si yo le preguntara: “;Cudntas personas tiene que haber en
un cine o en un teatro para estar seguros de que dos de ellas cum-
plen afios el mismo dia?”, susted qué contestaria?

Observe que no digo que hubieran nacido el mismo afio, sino
que cumplan afios el mismo dia.

Si puedo sugerirle algo, tal como vengo haciendo cada vez
que propongo un problema, es que lo piense usted en soledad (o
compartiéndolo con gente que esté en las mismas condiciones
que usted, es decir, que no sepa la solucién). De hecho, fijese
que hay una “red” abajo: la respuesta. Fsa respuesta estd escrita
mds adelante. ;Qué tiene para perder? Y encima, nadie estd mi-
rando lo que usted hace: no se pueden pedir mejores condicio-
nes de privacidad.

Ahora sigo yo.

Empiezo con un ejemplo: si hubiera dos personas, obviamen-
te no habria garantias de que los dos cumplan afios el mismo dia.
Lo mds probable es que no sea asi. Pero mds alld de “probable” o
“improbable”, el hecho es que estamos buscando “seguridades”.
Y habiendo “dos personas” en la sala, nunca podriamos estar se-
guros de que los dos nacieron el mismo dia.

Lo mismo sucederia si hubiera tres personas. O incluso diez.
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O cincuenta. ;No? O cien. O doscientos. O incluso trescientos.
;Por qué? Bueno, porque, si bien, habiendo trescientas personas
dentro de una sala, es muy probable que haya dos que celebren
sus cumpleanos respectivos el mismo dia, todavia no podemos
asegurar o garantizar que sea cierto lo que queremos. Es que po-
driamos tener la “mala” suerte de que todos hubieran nacido en
diferentes dias del afio.

Préstele atencion a este dato: con 300 personas, todavia no te-
nemos la certeza de que de haya dos que cumplan afios el mismo
dfa, pero, sin embargo, nos vamos acercando a un punto intere-
sante (y estoy seguro de que usted ya se dio cuenta de lo que voy
a escribir ahora).

Porque aun si hubiera 365 personas en la sala, todavia no es-
tarfamos seguros de que dos que cumplan afios el mismo dia.
Podria suceder que todos hubieran nacido en todos los posibles
dias de un afo. Peor atin: ni siquiera con 366 personas podemos
asegurarlo (por los afios bisiestos). Podria ser que justo las 366
personas que tenemos en la sala cubrieran exactamente todos
los posibles dias de un afio sin repeticién, si ademds este fuera
bisiesto.

Sin embargo, hay un argumento categérico: si en la sala hay
367 personas, no hay manera de que se escapen: al menos dos
tienen que haber nacido el mismo dia del afio.

Claro: uno no sabe cudles son esas personas (pero esa no era
la pregunta), ni tampoco si hay nada mds que dos que cumplen
con la propiedad pedida. Puede ser que haya mds, muchos mas,
pero eso no interesa. La garantia es que con 367 resolvemos el
problema.

Ahora, teniendo en cuenta esta idea que acabo de escribir, le
propongo otro problema: jqué argumento podria encontrar us-
ted para demostrar que en la ciudad de Tucuman o en Cérdoba
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o en Mendoza® (por poner algunos ejemplos) hay, por lo menos,
dos personas con el mismo niimero de pelos* en la cabeza?

Claramente, la pregunta se podria contestar rapido apelando
a la gente “pelada”. Seguro que en Cérdoba (o en cualquiera de
las otras ciudades que mencioné) hay dos personas que no tienen
peloy, por lo tanto, tienen jcero pelos! De acuerdo. Pero permi-
tame obviar estos casos.

Le propongo que busque un argumento que sirva para con-
vencer a quien pregunté cémo se puede demostrar que en una
ciudad de esas caracteristicas tiene que haber dos personas que
tengan el mismo nimero de pelos en su cabeza.

Antes de que yo escriba aqui la respuesta, una posibilidad es
imaginar que si estoy proponiendo este problema en este lugar,
inmediatamente después de haber discutido el problema de los
cumplearios, es que alguna relacién debe haber entre ambos.
Escribo esto porque aspiro a que las ideas que usé me/le sirvan
ahora para deducir la solucién.

Un dato que me ayudé a mi. Tengo una pregunta para hacer-
le: “sCudntos pelos supone que tiene una persona (en promedio)
en la cabeza?”.

:Se lo pregunté alguna vez? En cualquier caso, jqué le pa-
rece? Por supuesto, la gente sigue con su vida normalmente sin
haberse cuestionado cudnto cabello tiene, pero si usted tuviera
que hacer una estimacién, ;qué dirfa?

Siuno tiene en cuenta el grosor de un pelo y la superficie del

40. No hace falta que sea ninguna de estas tres ciudades, obviamente. Bas-
ta usar el ejemplo con cualquier ciudad que tenga mds de 200.000 habitantes.

41. ;Se puede decir ‘pelos’; si se trata de un humano, o tendrfa que usar
siempre la palabra cabello? Carlos D’Andrea me apunta que a €l le ensefiaron
que pelo tienen los animales y que nosotros, los humanos, tenemos cabellos...
(usted dird).
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cuero cabelludo de cualquier persona, el resultado es que no hay
manera de que nadie tenga mds de 200.000 pelos. Y eso seria ya
en el caso de King Kong o algo asi. Es imposible imaginar una
persona con 200.000 pelos (en el cuero cabelludo), pero de todas
formas sigo con la idea.

Ahora, con este nuevo dato, jpara qué me serviria a mi (o a us-
ted) saber que no hay ninguna persona que tenga mds de 200.000
pelos en su cabeza? ;Qué se le ocurre?

Y una observacién mds: scudntas personas supone usted que vi-
ven en Cérdoba o Mendoza o Tucumdn? ;Habra mds de 200.000
personas en cada una de ellas? Antes de que se proponga averi-
guar con mucho detalle, permitame darle yo la respuesta: si, en
cada una de ellas viven mds de 200.000 personas. ;FEntonces?

Creo que a esta altura usted tiene todos los datos que le hacen
falta para poder contestar la pregunta original del problema. ;Por
qué? ;Por qué este problema es el mismo que el de los cumplea-
nos? ;Podrian tener, acaso, todos los habitantes de Cérdoba o
de Tucumén o de Mendoza un diferente nimero de pelos en la
cabeza?

Creo que la respuesta estd clara. Juntando todos los elementos
que tenemos (el del nimero maximo de pelos que una persona
puede tener en su cabeza y el del nimero de habitantes de cada
una de las ciudades), se deduce que inexorablemente se tiene
que repetir el nimero de pelos entre personas. Y no solo una vez,
sino muchas muchas veces. Pero esto ya no nos importa tampo-
co. Lo que me interesa es haberla/o motivado a pensar que usted
estaba en condiciones de contestar la pregunta simplemente jun-
tando dos datos:

a) En cada una de las tres ciudades viven mds de 200.000
personas.
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b) Una persona no puede tener mas de 200.000 pelos en su
cabeza.

Con esa informacion, seguro que uno puede concluir que tiene
que haber al menos dos personas que tengan el mismo nimero
de pelos en cada una de esas ciudades.

Moraleja: Lo que mds me interesa concluir de estos ejemplos
es que usando el mismo principio pudimos (usted y yo) sacar dos
conclusiones.

Tanto en el problema del cumpleafios como en el de los pe-
los hay algo en comin: es como si uno tuviera un nimero de
agujeritos y un nimero de bolitas. Si uno tiene 366 agujeritos
y 367 bolitas, y las tiene que distribuir todas, es inexorable que
tenga que haber por lo menos un agujerito que tiene que alojar
dos bolitas.

Por otro lado, si uno tiene 200.000 agujeritos y casi tres millo-
nes de bolitas, se reproduce el mismo escenario: seguro que hay
agujeritos con mds de una bolita.

Eisto se conoce con el nombre de “Principio del Palomar” (o
“Pigeon Hole Principle”).

Si uno tiene un nimero de nidos (digamos “n”) y un nimero
de palomas (digamos “m”), si el niimero m es mayor que el ni-
mero n, entonces tiene que haber por lo menos dos palomas en
algiin nido.

Una de las cosas que hacen (hacemos) los matemdticos es
buscar “patrones”. Es decir, buscar situaciones que se repitan,
que se asemejen. Algo asi como buscar peculiaridades o propie-
dades que varios objetos o situaciones tengan en comun.

Cuando uno cree que encontré una, trata de reproducir las
condiciones en las que sospecha que se generaron y busca sacar
algunas conclusiones (que llamamos teoremas). Los teoremas
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son los que permiten deducir que ante ciertos antecedentes (que
llamamos hipétesis) se producen ciertos consecuentes (que lla-
mamos tesis). Justamente, el Principio del Palomar sirvié para
demostrar, por un lado, que con 367 personas seguro que al me-
nos dos tienen que cumplir afios el mismo dia y, por otro, que
en cualquier ciudad en donde haya mas de 200.000 habitantes
seguro que al menos dos tienen el mismo nimero de pelos.

¢No tiene ganas de pensar otros problemas en donde se pueda
usar el mismo principio?

Una dltima observacién, que me parece esencial. El Princi-
pio del Palomar es tan ttil que atn hoy se sigue utilizando para
resolver importantes problemas de la matemadtica. Parece senci-
llo (en realidad lo es, por eso lo parece), pero en determinadas
circunstancias se transforma en una herramienta poderosisima.*

42. Le propongo que googlee “Principio del Palomar”, en castellano: se
tropezard con una cantidad enorme de aplicaciones. En inglés, conocido con
el nombre de Pigeonhole Principle, es posible encontrar multiples referencias
acd: en.wikipedia.org/wiki/Pigeonhole_principle.
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El desafio de los 23 alfiles

El que sigue no es un problema mds. Es que tiene una his-
toria detrds a la que me gustaria referirme cuando terminen los
detalles estrictamente matemdticos. Es decir, en principio voy
a hacer como hice en el resto del libro: plantear un problema,
darle tiempo suficiente para que usted pueda pensarlo y, sobre el
final, contar una posible solucién.

Hasta acd, todo bien. Seria igual a lo que hice con todos los
otros problemas. Sin embargo, si usted se queda conmigo hasta
el final (y le pediria que no se saltee el problema propiamente
dicho, ya que, si no, se privard de disfrutar la historia subyacente),
escribf los detalles de algo que fue sucediendo a medida que el
problema fue evolucionando. Pero como siempre, me distraje.
Aci va el problema.

Primera parte

Suponga que yo traigo un tablero de ajedrez y 23 alfiles. No se
preocupe, no hace falta que sepa nada de ajedrez, salvo que los
alfiles se mueven dnicamente a lo largo de las diagonales. Dicho
esto, quiero plantearle un desafio.

Tome los 23 alfiles y distribtiyalos como quiera en el tablero

237



(que, como siempre, es de 8 x 8). El desafio consiste en lo si-
guiente: no importa cémo o cudl haya sido la distribucién que
usted hizo, jseguro que yo puedo encontrar cuatro que no se ‘ata-
can’ entre si!

Como usted advierte, para que dos alfiles no se ataquen entre
ellos, deben no estar apoyados sobre una misma diagonal. Cuan-
do yo le aseguro que podré encontrar cuatro (entre los 23 que
usted tenia que distribuir) que no se atacan entre si, es porque
yo le voy a mostrar que, por mds esfuerzos que usted haya hecho
para que eso no suceda, tiene que haber cuatro en alguna parte
del tablero de los cuales por lo menos dos estdn en la misma
diagonal.

Como suele suceder con casi todos los problemas de este libro
(o de todos los libros que precedieron a este), la idea es no solo
leer el enunciado y eventualmente la solucién, sino que mi ob-
jetivo es ofrecerle algo para que usted pueda pensar, discutir con
usted misma/o o con las personas que usted tiene alrededor y con
quienes estd compartiendo estos textos.

Una posible solucion

Le quiero hacer una pregunta, aunque no esté junto a usted
para escuchar la respuesta. En cualquier caso, hagamos de cuen-
ta que le estoy proponiendo que usted se pregunte lo siguiente:
elija una columna cualquiera del tablero. Como usted ve, tiene
ocho casillas. Si usted apoyara un alfil en cada una de ellas, sse
atacardn entre si? (témese un instante para pensar la respuesta).

Sigo. La respuesta es que no. Como los ocho alfiles estdn en
diagonales distintas, esos ocho no se ‘atacan’ entre ellos. Ahora
bien, usted advierte que antes de distribuir los 23 alfiles no pue-
de ubicar mds de tres alfiles en ninguna columna porque, si no,
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su distribucién seguro que ya contiene cuatro que no se atacan
entre si. O sea, el nimero mdximo de alfiles que puede haber
por columna es tres alfiles. Ya sé... ya sé... me imagino lo que
estd pensando: gy las filas? Bueno, con las filas pasa lo mismo.
No solo que en su distribucién no puede haber mds de tres alfiles
por columna, sino que tampoco puede haber mds de tres alfiles
por fila.

O sea, si usted cree que mi desafio es equivocado y supone
que podrd encontrar alguna distribucién de los 23 alfiles en el ta-
blero sin que haya cuatro que no se ataquen mutuamente, seguro
que no puede poner mds de tres en cada fila y en cada columna.
Pero ademads de tomar esa precaucién, shabrd alguna forma de
hacerlo?

Acd es donde le quiero proponer que hagamos —juntos—
algo totalmente diferente. Le pido que me siga porque verd que
es un argumento precioso (y no es mio, sino que después va a
figurar la persona que se va a quedar con todo el crédito de este
problema, a €l le corresponde todo). Decia, voy a agrupar las 64
casillas del tablero y las voy a poner (simbélicamente) dentro de
cajas. ;Qué particularidad va a tener cada caja? Todas las casillas
que estén dentro de una caja son casillas que si contuvieran alfi-
les ellos no se atacarian mutuamente. Por ejemplo, si yo tomara
todas las casillas de la primera columna, a todas ellas podria agru-
parlas dentro de una caja (que voy a llamar A).

Supongamos que ya ubiqué todas las casillas de la primera
columna en la caja A. ;Habrd alguna otra casilla que también
podria poner en la misma caja? (Tomese usted el tiempo que
necesite para poder contestar.)

Respuesta. Si, hay mds casillas que se pueden poner alli. Si se
fija, todas las casillas de la tltima fila, salvo la primera y la Glti-
ma, también las puedo poner dentro de A. ;Por qué? En principio,
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si estdn todas dentro de la misma columna, seguro que entre ellas
no se atacan, pero el problema es que, ademds de las casillas de
la tltima columna, tengo que considerar que dentro de A tengo
todas las casillas de la primera columna. En ese caso, la casilla
que estd arriba de todo en la primera columna ATACARIA a la
casilla que estd tltima en la tltima columna... Por lo tanto, si en
la caja A estdn todas las casillas de la primera columna, puedo
agregar las casillas de la dltima fila pero con el cuidado de ex-
cluir la primera y la dltima. Como usted advierte, en total hay 14
casillas dentro de la caja A.

> (> ||| >|>|>
> > |> | >|P>|>

Figura 1

Si usted sigui6 el razonamiento hasta acd —y no hay ninguna
razén para que no hubiera podido— estoy seguro de que usted
advirtié que no se puede agregar ninguna otra casilla a la caja A.
Cualquier otra que yo incorpore seguro hard que la caja pase a
tener por lo menos dos casillas que se atacan entre ellas, y justa-
mente lo que queriamos hacer era dividir el tablero agrupando
(de alguna manera) las casillas que no se atacan entre si.
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Ahora lleg6 el momento de elegir casillas para otra caja. Esa
nueva caja se llamard B. Alli aparecerdn (por ejemplo) todas las
casillas de la primera fila (con el cuidado de excluir la primera
de la izquierda, la que estd en la primera columna, porque esa
casilla estd ya dentro de la caja A). De esa forma tenemos siete
casillas en B. Pero hay mds. De la misma forma, puedo agregar la
tltima fila, excluyendo también la que estd en la primera colum-
na. Estas representan otras siete casillas mds. En total, en B habra
también 14 casillas.

>(>|>|>(>|>|>|P>
@ (> || >(P>P|>| >

B(B|(B|B|B|B

Figura 2

Al mirar la Figura 2 (la que estd acd arriba), descubrimos que
hemos puesto en dos cajas (Ay B) 28 casillas, que son justamente
las de la primera y la dltima fila, y las de la primera y la dltima
columna. Mds adentro, un tablero mas chico, de 6 x 6. ;Qué
hacer? Lo mismo que hicimos cuando tenfamos el tablero de 8 x
8. Ahora construimos las cajas C y D, como si fuera una réplica
de lo que hicimos para las casillas A y B. En lugar de tener 14
casillas por caja, ahora tenemos 10 casillas por caja.
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A|B|B|B|B|B|B|B
A|C|D|D|/D|(D|D|A
A|C C|lA
A|C C|lA
A|C C|lA
A|C C|lA
A|C|D|D|D|(D|D|A
A | B B|B
Figura 3

A esta altura, creo que usted detect6 el patrén que estoy utili-
zando. Queda un nuevo minitablero de 4 x 4. Creamos dos cajas
mds (E y F) que tienen 6 casillas cada una, y para el final quedan
dos cajas mds (las dos dltimas, G y H) que tienen nada mds que
dos casillas cada una.

En resumen, hemos dividido el tablero en ocho cajas: A, B,
C,D,E,F,GyllL

A'y B tienen 14 casillas cada una
Cy D tienen 10 casillas cada una
E y F tienen 6 casillas cada una
G y H tienen 2 casillas cada una
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A|B|B|B|B|(B|B|B
A|C|D|D|/D|(D|D|A
A|C|E|F|F|[F|C|A
A|C|E|G|H|E|C]|A
A|C|E|G|H|E]|C]|A
A|C|E|F|F|[F|C|A
A|C|D|D|/D|(D|D|A
A|lB|B|B|B|B|B|B
Figura 4

;Y ahora?

Ahora llegé el momento crucial. Ha llegado el momento de
empezar a distribuir los alfiles. Por supuesto, la idea sigue siendo
la de poder distribuir los 23 alfiles arriba del tablero de manera
tal que no haya una cuaterna de alfiles que no se ataquen mutua-
mente. ;Se podra?

La construccién que hicimos de las ocho cajas nos permite
deducir que todos los alfiles que estén dentro de una caja tienen
la particularidad de que no se atacan entre ellos. Como yo quiero
que entre los 23 alfiles que ubique en mi distribucién no haya
una cuaterna en donde ninguno de ellos se ataca entre si, lo que
tengo que EVITAR jes que haya una caja que tenga cuatro alfi-
les! O sea, el mdximo de alfiles que puedo poner en una caja es
TRES.

Empecemos por las cajas mds chicas. Suponga que en las
cajas G y H ponemos tantos alfiles como podamos. Como alli
solamente caben dos alfiles por caja, en total hemos usado CUA-
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TRO alfiles. Nos quedan 19 para distribuir en seis cajas: A, B, C,
D, EyF.

Pero acd aparece el problema: si usted pusiera nada mds que
tres alfiles por caja, entonces, como hay seis cajas, en total usted
podria ubicar 18 alfiles... Y el 19, ;dénde lo pone?

Justamente, no hay lugar para ubicar ese iltimo alfil sin violar
la regla que usted misma/mismo se autoimpuso: ino puede haber
cuatro alfiles en ninguna caja!

Bien, inexorablemente tendrd que haber cuatro alfiles en algu-
na porque, si no, le faltard alguna casilla para poner algiin alfil.

Eistos argumentos terminan la prueba que yo buscaba... Pero
hay algo mis.

Otra pregunta

La pregunta natural es: gy si tuviera 22 alfiles? ;Se podrd en
ese caso, o tampoco?

Como siempre, le propongo que piense usted por su lado. Yo
sigo acd abajo con un dibujo que le pediria que no mire hasta que
no le haya dedicado un tiempo razonable.

Sigo.

Fijese en la siguiente figura. ;Qué conclusién sacaria?
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Figura 5

La conclusién que sacamos es que en este caso hay 22 alfiles
distribuidos como aparecen en la Figura 4. Fijese que todos los
alfiles estdn en tres diagonales. Si uno elige cualquier cuaterna
(cuatro alfiles), inexorablemente tiene que haber —por lo me-
nos— dos de ellos que estén en la misma diagonal. Y listo.

Eis decir que si uno tiene 22 alfiles, no es cierto que siempre se
puedan encontrar cuatro que no se estén atacando, y la distribu-
cién de la Figura 4 muestra un ejemplo posible.

Entonces, juntando lo que hicimos en el caso de 23 alfiles
mds arriba y de 22 alfiles acd, ;qué conclusién podemos sacar?

Lo que uno deduce es que si tiene 22 alfiles, existen configu-
raciones en donde toda cuaterna que uno elija contiene alfiles
que se estdn atacando, mientras que si en lugar de 22 hay 23, no
importa cudl sea la distribucién, siempre se puede encontrar por
lo menos una cuaterna en donde esos cuatro alfiles no se atacan
entre si, y por lo tanto, 23 es el nimero MINIMO de alfiles que
cumplen con esa condicién.
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Final

Como escribi al principio, este problema tiene una historia
por detrds. La primera persona que me lo conté fue Juan Pablo
Pinasco, de quien ya he hablado muchisimo en todos los libros
que hemos publicado en esta editorial, y también una de las per-
sonas que mds ha contribuido a los programas de “Alterados por
Pi” en el canal Encuentro. Cuando Juan Pablo me hablé del
problema, se referfa a 25 alfiles.

Me propuse escribir una demostraciéon de él, y se la man-
dé (como siempre) a todos los betatesters de los libros: Carlos
D’Andrea, Juan Sabia, Carlos Sarraute, Manu Gindébili, Claudio
Martinez, Alicia Dickenstein, Gerry Garbulsky, solo por poner
algunos ejemplos, ya que a lo largo de los afios son varias (y va-
rios). El hecho es que en una de las devoluciones con observa-
ciones, criticas, comentarios, agregados, Juan Sabia me dijo que
él no estaba convencido de que la demostracién que yo habia
hecho estuviera bien. Mds atin: él pensaba que estaba mal.

Comenz6 una larga cadena de mails en donde él me mostra-
ba una y otra vez que habia puntos oscuros, exhibiendo todos los
errores de mis razonamientos.

Pero lo que cambié el rumbo fue en el momento en que me
dijo que lo que yo estaba tratando de hacer (buscar una distri-
bucién de 24 en donde en toda cuaterna hubiera alfiles que se
atacaran entre ellos)... decia, Juan me escribié: jlo que vos buscds
me parece que no existe... no vas a poder!

Yo habia incluido un ejemplo que él se encargé de mostrarme
que era equivocado, y agregé: “Dame un poco de tiempo para
pensar, pero estoy —casi— seguro de que lo que vos querés encon-
trar no existe”.

El se ocupé por su lado, y yo por el mio. En un momento, me
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escribi6 otro mail diciéndome que después de haber intentado de
diversas formas ¢l crefa que ni siquiera habria ejemplo con 23...

Alli si que se me quemaron todos los papeles. ;Entonces? ;Qué
hacer?

Después de unos dias, principios de julio del 2016, finalmen-
te ‘se hizo la luz’. Juan me escribié la demostracién que figura
mds arriba: no solo la distribucién en cajas de las casillas de un
tablero (un verdadero hallazgo por la simpleza y la contunden-
cia), sino también porque encontré que con 22 alfiles jsi se po-
dfa, pero con 23 no!

Escribi esta parte del texto para mostrar —una vez mas— que
en matemdtica, si alguien afirma algo... jtiene que poder demos-
trarlo! Si no, es nada mds que una conjetura... y si bien algunas
conjeturas terminan siendo ciertas (después de haber sido vali-
dadas por alguna demostracién), muchas otras terminan siendo
falsas. Juan se encargé de poner las cosas en su lugar.

Alguna vez les tocé a los Carlos (D’Andrea o Sarraute), en
otros momentos fue Alicia 0 Manu, o incluso Gerry Garbulsky o
el propio Claudio... Todos, en algin lugar, aportaron su granito
de arena para que las afirmaciones que aparecen en cada libro
sean ciertas. Eso si: los aciertos corren por cuenta de ellos; los
errores, péngalos en mi cuenta.
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Moneda cargada

Cada vez que hay una disputa sobre algo y hay que tomar
una decision entre dos posibilidades, lo primero que a uno se le
ocurre es: “‘tiremos una moneda”. Naturalmente, sin necesidad
de explicitarlo cada vez, estd claro que uno acepta (sin compro-
bacién alguna) que la moneda no estd ‘cargada’. De hecho, si
alguien me pidiera que yo fuera un poco mds especifico sobre lo
que significa esto, deberia contestar que no sé cémo se hace para
‘cargarla’ de manera tal que salga mds veces de un lado que de
otro. ;Usted sabe? De todas formas, aunque la moneda estuviera
cargada, si ninguno de los dos posibles beneficiarios lo sabe, no
marcarfa ninguna diferencia, ya que la ignorancia igualaria las
posibilidades.

Lo que uno acepta en la vida cotidiana es que la probabilidad
de que salga ‘cara’ o ‘ceca’ es la misma: ¥2. Es decir, al arrojarla
al aire, las posibilidades de que salga de un lado o del otro son las
mismas: la mitad de las veces.

Ahora, le quiero proponer una modificacion. Igual que antes,
vamos a decidir una disputa que requiere de un ganador (o gana-
dora). Una vez mds, vamos a usar una moneda, pero la diferencia
es que ahora sabemos que la moneda estd cargada, y los dos com-
petidores también lo van a saber. No solo eso, sino que en lugar
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de que la probabilidad sea ¥ para ‘cara’ o ‘ceca’, en este caso va
a ser diferente.

A la probabilidad de que salga ‘cara’ la voy a llamar p, mientras
que a la probabilidad de que salga ‘ceca’ la voy a llamar ¢. Justa-
mente, el caso en el que p = g corresponderd al caso ‘habitual’,
pero para no limitarnos a ese caso particular dejamos la libertad
para que p y ¢ sean dos nimeros cualesquiera. Bueno... jun mo-
mento! No estd bien que escriba ‘dos nimeros cualesquiera’, por-
que tienen que cumplir con un par de propiedades que describiré:

1) Tanto p como ¢ tienen que ser dos nimeros mayores o
iguales a cero pero a la vez, menores o iguales a uno.

2) La suma de p y g tiene que dar uno. Es decir: (p + ¢) = 1.

3) Por dltimo, queremos que los dos niimeros (p y ¢) no sean cero.

(Por qué estas ‘restricciones’?

Por un lado, la probabilidad de que un evento cualquiera su-
ceda es siempre un nimero que estd entre 0 y 1. Esta probabili-
dad es igual a cero si el evento no tiene posibilidades de ocurrir, y
la probabilidad es igual a uno si el evento sucede siempre.

Por otro lado, como al tirar una moneda hay dos resultados
posibles (‘cara’ o ‘ceca’, ya que excluimos como ‘imposible” el
caso de que caiga de ‘canto’), entonces, si adjudicamos una
probabilidad a cada uno de los dos lados (p y ¢), la suma de
los dos nimeros tiene que resultar uno. De hecho, seria equi-
valente a decir que la probabilidad de que salga o bien cara o
bien ceca es uno, o bien que las chances son de un 100 por
ciento de que salga cara o ceca. Es por eso que se cumple la
restriccion (2).

Por dltimo, el punto (3) garantiza que la moneda no est4 car-
gada de tal manera que siempre salga cara o siempre salga ceca.
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Por lo tanto, y para resumir, tenemos una moneda ‘cargada’,
con probabilidad p de que salga cara y probabilidad ¢ de que
salga ceca. Dos personas que se disputan un objeto (por poner
un ejemplo) tienen a disposicién una moneda de estas caracte-
risticas. Quieren disefiar una estrategia que les permita usar la
moneda para poder decidir, de manera tal que les garantice que
ambos tendrdn la misma probabilidad de quedarselo. ;Se le ocu-
rre alguna forma de hacerlo?

Solucion

Quiero empezar con una pregunta: si usted tira la moneda
dos veces seguidas, scudles son los resultados posibles?

1) cara-cara
2) cara-ceca
3) ceca-cara )
4) ceca-ceca

Escribi primero el resultado que se puede obtener al tirar la
primera moneda, y después, la segunda moneda. Como usted ve,
hay cuatro resultados posibles.

(Cudl es la probabilidad de que suceda la posibilidad (1), o

sea, cara-cara? La probabilidad serd igual a

pxp=p’

¢Por qué? Es que ya sabemos que la probabilidad de que salga
cara la primera vez es p, y si ahora repetimos el proceso, la pro-
babilidad de que vuelva a salir cara sigue siendo p. Como usted
estd tirando la moneda dos veces seguidas, las probabilidades se
multiplican, y resulta (p x p) = p?
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Ahora, le propongo que hagamos lo mismo con los cuatro re-
sultados posibles que figuran en (*):
a) Probabilidad de que salga cara-cara = p*
b) Probabilidad de que salga cara-ceca = p x g
c) Probabilidad de que salga ceca-cara = g x p
) 2

d) Probabilidad de que salga ceca-ceca = ¢

(Oué sugieren estas cuatro probabilidades? ;Se le ocurre al-
guna manera de decidir? Es decir, fijese que las probabilidades
de los casos (b) y (c¢) son iguales, ya que p.q = g.p. ;Qué dice esto?
Que la probabilidad de que salga cara-ceca es igual a la de que
salga ceca-cara...

Con esto, creo, estamos muy cerca de resolver el problema: si
tenemos una moneda que estd ‘cargada’ (o no sabemos si lo estd),
lo que podemos hacer es decir: “Vamos a tirar la moneda dos
veces. Si sale primero ‘cara’ y después ‘ceca’, gana el participante
A. En cambio, si sale primero ‘ceca’ y después ‘cara’, entonces
gana el participante B”.

Naturalmente, me imagino su cara diciendo: jun momento!
Y si sale dos veces seguidas ‘cara’ o dos veces seguidas ‘ceca’?
;Qué hacemos?

(¢Qué se le ocurre que podemos hacer?)

Sigo yo. Lo que podemos hacer es decir que si sale dos veces
seguidas del mismo lado, empezamos de nuevo y la volvemos a
tirar dos veces hasta que salga dos veces de lados distintos.

Eista estrategia funciona. Independientemente de que la mo-
neda esté ‘cargada’ o no, ninguno de los dos candidatos se ve
beneficiado. Y punto final.
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Seis personas en una fiesta

Le quiero plantear ahora una situaciéon que es equivalente a
una suerte de desafio. Yo voy a escribir una afirmacion, y usted (si
tiene ganas, naturalmente) trate de determinar si es cierta o falsa.
Antes de avanzar ‘en abstracto’, permitame escribirla:

“Fon una reunién de seis personas, seguro que tiene que haber
tres que se conocieron alli o tres que se conocian de antes.” (*)

(Oué hacer con este enunciado? Asi planteado es conocido
como una version del Teorema de Ramsey. Fn el afio 1928, el ma-
temadtico inglés Frank Plumpton Ramsey publicé su trabajo “On
a Problem of Formal Logic”® (“Sobre un Problema en Légica
Formal”) en el que probé lo que terminaria siendo el comienzo
de lo que hoy se conoce con el nombre de Teoria de Ramsey. A
partir de alli, se abrié un espectro muy grande de problemas en
Teoria de Grafos, y Ramsey ha recibido un fuerte reconocimien-
to por sus aportes.

Pero vuelvo al problema que figura en (*). ;Serd verdad? En

realidad, el resultado es cierto (y de alli que reciba el nombre

43. F. Ramsey, “On a Problem of Formal Logic”, Proc. London Math. Soc.
30 (1928), p. 264-286.
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de Teorema de Ramsey), pero la pregunta apunta a otro lugar:
icomo se demuestra?

Lo interesante de la comprobacién que voy a escribir acd, que
ciertamente no es mia, se apoya en ideas que son muy originales.
Verd usted que la estrategia que utilizé6 Ramsey para probar que
su enunciado es verdadero es realmente distinta de lo que uno
estd acostumbrado a utilizar. Acompéiieme por acd.

En principio, marquemos seis puntos sobre una hoja de pa-
pel. Esos puntos serdn las seis personas que estdn en la reunion.

Ahora, trace segmentos que unan esos seis puntos. Cuando
termine de hacerlo, verd que le quedaron dibujados 15 segmen-
tos. Voy a hacer lo siguiente: voy a pintar los segmentos de dos
colores: negro y gris. ;JPara qué cada color? Cuando terminemos
con este modelo, el color de cada segmento indicard si las dos
personas que figuran en las puntas se conocian de antes o no,
pero dejemos esa interpretacion para el final. Por ahora, tenemos
los 15 segmentos coloreados o bien de negro o bien de gris.

P
Figura 1

Elija un vértice cualquiera y llamémoslo P. Este ‘punto’ P re-
presentard a alguna de las seis personas. En la reunién hay cin-
co personas mds; por lo tanto, desde P tienen que salir cinco
segmentos. Como cada uno de estos cinco segmentos tiene que
estar pintado de alguno de los dos colores, eso fuerza a que tiene
que haber por lo menos tres de esos segmentos que sean del mis-
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mo color, no importa si hay tres negros o tres grises, pero por lo
menos tiene que haber tres de un mismo color. ;Por qué? ;Cual
podria ser el peor de los casos? Que tuviéramos dos segmentos
pintados de gris y dos pintados de negro. De acuerdo. Pero eso
suma cuatro segmentos. ;Y el quinto? Ese quinto segmento tiene
que ser negro o gris y, por lo tanto, quedardn pintados tres del
mismo color.

Por supuesto, no hace falta que haya exactamente tres de un
mismo color. Podrian ser todos de un color. Lo que afirmé es que
seguro tiene que haber tres de un color.

Ahora tomemos esos tres segmentos que salen de Py que son
del mismo color, digamos que son los tres negros. Llamemos A, B
y C a los tres vértices a los que llegan esos segmentos.

Fijese en la Figura 2.

>
Figura 2

Quiero considerar ahora otros tres segmentos: AB, AC y BC.

(Oué podria pasar? Digo, sde qué colores pueden ser estos
tres segmentos? En principio, no sabemos nada, pero si por ejem-
plo el AB fuera de color negro, entonces uno podria marcar un
triangulo con vértices P, Ay B.

Este tridngulo tendria los tres lados coloreados de negro.
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Figura 3

Si en cambio el lado AB es gris, entonces me fijo en el lado
AC. Si este segmento fuera negro, entonces el tridngulo P, A y
C tendria los tres lados pintados de negro.

Pero como antes, bien podria pasar que AC fuera gris tam-
bién, igual que AB. ;Qué alternativa nos queda? Miremos el seg-
mento BC.

Si BC fuera negro, igual que antes, el tridngulo P, By C tendria
los tres lados negros, y habria encontrado lo que estoy buscando.

Pero, una vez mds, podria que no. Podria suceder que BC tam-
bién tuera gris. ;Y entonces?

Y bueno, si asi fuera, quedariamos en la situaciéon en donde
AB, AC y BC son los tres grises... jy eso nos viene bien también!
¢Por qué? Porque considerando el tridngulo de vértices A, By C,
tendriamos un tridngulo en donde los tres lados son del mismo
color (ver Figura 4).

Figura 4

255



Ahora, una pequena pausa: ;qué fui capaz de comprobar? Si usted
relee lo que escribi mds arriba, lo que hicimos juntos (s, usted y yo)
fue demostrar que independientemente del color que tuvieran los
segmentos (negros o grises) podemos encontrar siempre un tridngulo
que tenga los tres lados del mismo color (negro o gris, no importa).
&Y por qué esto es tan importante para lo que estdbamos haciendo?

Lo es porque ahora podriamos ponernos de acuerdo y decir
lo siguiente: tome dos vértices cualesquiera (elegidos entre los
seis puntos que estdn en la hoja de papel). Si esas dos personas se
conocian de antes, pinto el segmento que los une de color gris.
En cambio, si no se conocian, entonces lo pinto de negro. Y lo
mismo hago con todos los segmentos que aparecen en la figura.

Sea como sea, siempre es posible encontrar un tridngulo que ten-
ga los tres lados del mismo color, y eso es jexactamente lo que nece-
sitdbamos! sPor qué? Porque acabamos de mostrar que siempre hay
tres personas que se conocen de antes (si hay un tridngulo cuyos lados
son todos ‘grises’), o bien siempre hay tres personas que se conocieron
alli (si el tridngulo que encontramos tiene sus lados todos ‘negros’).

Pero lo interesante es que con ‘este modelo’ fuimos capaces
de demostrar que la afirmacién que escribimos mds arriba es cier-
ta. ;No es notable que hubiéramos podido hacer esto? Usando el
‘modelo’ de los vértices, los segmentos y los dos diferentes colo-
res, hemos logrado establecer una estrategia que permite demos-
trar algo que —en principio— no tiene nada que ver con esto, y
st con relaciones humanas.

Y este ejemplo es una razén mds que sirve para exhibir c6mo
se puede ‘hacer matemdtica’ aun en lugares que parecen total-
mente desconectados de ella, y que los modelos y las estrategias
sirven para resolver problemas que se plantean en sociologia. En
todo caso, la pregunta que me hago es: jen dénde no se puede
usar matematica?
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({Como pesar con una balanza desbalanceada?

Mucha gente cree que tiene mala suerte y lo expresa de distin-
tas maneras. Por ejemplo: “El dia que llueva sopa, yo voy a estar
con un tenedor en la mano”. O algo equivalente. El hecho es
que si Murphy* viviera, dirfa que uno siempre tiene un destorni-
llador cuando necesita un martillo (o al revés). Pero con el tiem-
po y con paciencia, al final nos ingeniamos para salir del paso.

Es posible que usted nunca tenga que enfrentar el problema
que viene a continuacién. Sin embargo, estoy seguro de que el
haber pensado en c6mo resolverlo la (o lo) ayudard a tener una
llave extra en su arsenal, que uno nunca sabe cuindo le vendra
bien tenerla.

Suponga que usted necesita pesar exactamente diez kilos de
aztcar. Para lograrlo, tiene dos pesas de cinco kilos cada una
y una balanza con dos platillos Hasta acd, todo normal. Pero la
dificultad aparece cuando yo le digo que la balanza estd desba-
lanceada. En este caso, jqué quiere decir deshalanceada? ;Qué
es lo que usted tiene que interpretar? Para fijar las ideas, supon-
gamos que, aunque no haya nada ubicado en ninguno de los dos
platillos, hay uno que estd mds arriba que el otro. ;Cémo hacer

44. Al escribir Murphy, estoy pensando en quien dio origen a la Ley de
Murphy, segin la cual si hay algo que puede salir mal, entonces saldrd mal.
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entonces? ;Qué estrategia usar? O en todo caso, shay algo que se
pueda hacer?
Ahora, le toca a usted. Ah, si le sirve, le dirfa que el problema
Sl tiene solucién, aunque no lo parezca... pero esa es otra historia.
Mientras tanto, yo sigo mds adelante.

Solucién

Eista es la estrategia que tengo para proponerle... pero le pido
que no me crea por una cuestion de ‘supuesta’ autoridad. Revise lo
que va a leer hasta convencerse de que entiende lo que estd escrito
0, si no, prepdrese para convencer a otras personas de que usted
tiene razén y de que lo que estd impreso estd equivocado. Acd voy.

Primero, ponga las dos pesas (5 kilos + 5 kilos) sobre uno de
los dos platillos. De esta forma, usted se asegura que de uno de
los dos lados hay exactamente diez kilos. Ahora, ponga aztcar en
el otro hasta que los dos platillos queden a la misma altura.

Si la balanza fuera una balanza normal, esto terminaria de re-
solver el problema, pero usted sabe que, para que esto sea cierto,
los dos platillos tendrian que estar a la misma altura si no hubiera
nada arriba de ellos. Es decir, aunque hayan quedado con las
alturas equiparadas, jpor ahora esto no dice que haya diez kilos
de aztcar del otro lado!

Pero cuando llegue a este punto, retire las dos pesas y reem-
pldcelas por aztcar hasta que los platillos queden otra vez a la
misma altura.

(Oué consiguié ahora? (;Quiere pensar usted por su cuenta,
primero?)

Lo que usted logré es que en el platillo donde estaban las dos
pesas que sumaban 10 kilos ahora haya azicar que reemplazé
exactamente ese peso. Y eso es lo que queriamos, ;no es asi?
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Entonces, hemos elaborado juntos una estrategia que permite
pesar los diez kilos sin necesitar saber si la balanza pesa correcta-
mente.

Nota adicional: como decia mds arriba, si la balanza fuera
una balanza normal, cuando usted reemplazara las dos pesas por
azucar, en los dos platillos habria ahora la misma cantidad de
azucar: diez kilos.
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La soga que unia los dos postes

Lo que sigue es una propuesta para desafiar su intuicién. Yo
voy a plantear una situacién hipotética y usted tendrd que deci-
dir cudl de las respuestas que voy a ofrecerle (en una suerte de
multiple choice) es la que mds se aproxima a la verdad. Acd voy.

No sé si alguna vez se f1j6 en las medidas de una cancha de
fatbol. Si no lo hizo, no tiene importancia: las escribo yo acd. El
largo tiene que oscilar entre 90 y 120 metros, y el ancho regla-
mentario tiene que estar entre 45 y 90 metros

A los efectos del problema, voy a suponer que estamos en una
cancha que mide exactamente 100 metros de largo. Yo traigo
una soga que justo mide 100 metros y la ato a uno de los postes
verticales de uno de los dos arcos. Comienzo a caminar desple-
gando la soga hasta que llego al otro lado, al otro arco, y con la
soga bien tirante®, la ato al poste que estd exactamente enfrenta-
do con el que elegi antes.

De hecho, como la soga tiene 100 metros de largo y la cancha
también, deberia suceder que la soga esté virtualmente pegada al
césped a lo largo de todo el trayecto.

45. Concédame la licencia de que la soga tenga algunos centimetros mds

como para que yo pueda atar cada extremo en cada uno de los postes, pero de
tal forma que la parte que queda horizontal mida exactamente 100 metros.
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Hasta acd, todo bien. Sin embargo, hay algo que usted (que
me estd acompafiando en el experimento) y yo advertimos: la
soga estd ‘muy tirante’. Seria conveniente agregarle unos centi-
metros para darle un poco més de flexibilidad. Nos ponemos de
acuerdo en agregarle 20 centimetros en total. O sea, ahora la
soga mide 100,20 metros y nos deja un poco mds satistechos.

Acd es donde llega la pregunta que quiero hacerle: si camina-
mos hasta la mitad de la cancha y levantamos la soga ‘tanto como
nos sea posible’, ;qué cree que va a pasar?

a) La soga se levantard apenas unos centimetros del césped,
tanto como para que quepa una mano abierta.

b) La soga se levantard lo suficiente como para que usted pue-
da agacharse y deslizarse (o arrastrarse) por debajo de ella
con su cuerpo pegado al pasto.

c) La soga se levantard tanto que usted podrd caminar por
debajo de ella sin esfuerzo.

d) La soga se levantard tanto que usted podria venir con su
auto y pasar por debajo.

Como ve, las cuatro alternativas son diferentes. No son exac-
tas porque no sé bien ni cudnto mide usted, ni cudnto mide su
auto (si es que tiene auto), ni cudl es la medida de su cuerpo si
se estuviera arrastrando por el suelo; pero si usted me concede
la flexibilidad suficiente para interpretar el problema, verd que
cada una de las variantes encuadra una situacién diferente.

Dicho esto, y sin necesidad de hacer ninguna cuenta (al me-
nos al principio), scudl de las cuatro posibilidades le parece que
se acerca mds a la respuesta correcta? En todo caso, ;qué es lo
que le dice su intuicién?

Yo voy a seguir mds adelante, pero créame (como no me can-
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so de decir): leer la respuesta es algo que usted siempre puede
hacer. En cambio, poder medirse a uno mismo, saber cudn bien
entrenada tiene la intuicién, es algo que solamente lo puede ha-
cer en soledad. No hay nadie que mire, no hay nadie que juzgue:
solamente usted. ;Qué tiene para perder? Por eso le digo: “Ahora
le toca a usted”.

Solucién

Me encantarfa poder estar en este momento pensando juntos.
Podriamos compartir lo que le pasé (o le estd pasando a usted)
y lo que me pasé a mi la primera vez que me tropecé con este
problema. Fue hace muchisimos afios y tenia que ver con un
ejemplo sobre la utilizacién del teorema de Pitdgoras. Ya sé: si
yo hablo de la necesidad de utilizar un teorema para explicar la
solucidn, se produce un efecto inmediato: “jEsto no es para mil”.

No crea. Es muy posible que si sea para usted, aunque mds no
sea porque le va a permitir mejorar su capacidad para intuir. ;No
serfa suficiente este hecho, en todo caso, para querer averiguar
qué es lo que me estoy perdiendo?

Como se imagina, puedo escribir acd y ahora cudl de las res-
puestas es la que mds se acerca a la realidad, pero... jcudl fue la
que eligio? ;Y por qué?

Le cuento lo que me pasé a mi originalmente. Agregar ;20
centimetros! a una soga de 100 metros parece algo insignificante.
De hecho ‘lo parece porque lo es’. Esto va a hacer que la soga no
esté ‘tan tirante’, tal como era el objetivo.

Ahora, vayamos hasta la mitad de la cancha y comencemos
a levantarla. ;Se podrd levantar mucho? Fijese en el siguiente
dibujo, el que aparece en la Figura 1. Como se ve, hice un es-
quema que sirve para graficar la situaciéon. En principio, dibujé
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un tridngulo de manera tal que cada lado represente una parte

del problema.
B
soga
ampliada A
altura que
queremos
calcular
L L]
poste C mitad de poste
mitad de la cancha
la soga

50 metros

Figura 1

El lado horizontal (C) corresponde a lo que mide la mitad de
la cancha: 50 metros.

El lado que aparece ‘inclinado’ (B) es el que corresponderia a
la soga después de haberle agregado 10 centimetros. Usted pen-
sard: jcomo 10 centimetros? ;No habfamos agregado 20 centi-
metros? Si, es verdad, pero 20 centimetros fue lo que agregamos
al total de la soga, y por lo tanto, si estamos parados en la mitad
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de la cancha, la soga queda ampliada en la mitad de esos 20 cen-
timetros, y por eso el lado de la izquierda mide 50,10 metros, o
sea, 50 metros mds 10 centimetros.

Por ultimo, el lado vertical corresponde a la altura médxima,
que es la que queremos calcular. Es la altura a la que llegarfamos
si tomdramos la soga que estd atada a los dos postes y alguien
pudiera ‘levantarla desde arriba’. Ese nimero que llamé A (por
altura), y que dio origen al problema.

Ahora bien: jcudnto mide A? Si usted se fija con cuidado,
verd que el tridngulo que quedé formado es un tridngulo parti-
cular. ;En qué sentido es particular? Es que uno de los dngulos
mide 90 grados... ;lo ve? Es el que forman A y C. Justamente,
hicimos todo para poder levantar la soga lo mds alto posible, y
ahora queremos medir cudl es la distancia que hay desde ese
punto ‘mds alto’” hasta el césped. Hemos descubierto entonces
que el tridgngulo que nos ocupa es lo que se llama un tridngulo
rectdngulo.

{Y? ;Qué agrega ese dato? Bueno, agrega algo muy importan-
te. Agrega un dato que nos permite, a usted y a mi, usar el teore-
ma de Pitdgoras. ;Por qué? Porque el teorema de Pitdgoras dice
justamente cémo estdn relacionados los tres lados del tridngulo.
Es decir, establece una conexién entre esos tres niimeros (las me-
didas de los lados), pero esta férmula (que usted debe de haber
escuchado hasta el hartazgo™) no vale para cualquier tridngulo,
sino que solamente se puede aplicar a tridngulos que tengan un
dngulo recto. Lo bueno de esto es que justamente estamos en

46. En todo tridngulo rectdngulo, el cuadrado de la hipotenusa (B) es
igual a la suma de los cuadrados de los catetos (A 'y C, en este caso), o sea: B2
= A’ + C% Esa es la forma en la que estdn relacionados esos tres ntimeros. Si
usted conoce dos de ellos, puede averiguar el tercero.
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presencia de un tridngulo rectdngulo que tiene un dngulo recto
(v que por eso se llama rectingulo).

Usando la férmula, cuando uno conoce dos de los tres lados,
puede deducir el tercero:

B=A2+C? (%)

Ahora, mire la Figura 2 en donde aparece otra vez el tridngu-
lo. El lado horizontal C mide 50 metros y el lado B (que lleva el
nombre de ‘hipotenusa’) mide la ‘soga ampliada’ (50,10) metros.
Esto quiere decir que B = 50,10 metros y C = 50 metros. Reem-
placemos la igualdad (*) con los ndmeros correspondientes, y le
recuerdo que el niimero que no sabemos es el que llamé A (que es

la altura). Se tiene entonces:
(50,1002 = A? + (50)?
A? = (50,10)2 - (50)2
A2 =2510,01 — 2500 = 10,01

Y estamos a punto de terminar el cdlculo. Ya sabemos enton-
ces cudnto mide el cuadrado de A (o sea, A?). Para poder calcu-
lar A, lo que necesitamos es extraer la raiz cuadrada del niimero
(10,01), muy fécil si uno tiene una calculadora a mano. Si no,
escribo yo lo que da (aproximadamente): 3,16.

Es decir, el lado A mide (increiblemente, al menos para mi)
mds de 3,15 metros, lo que ofrece lugar suficiente no solo para
poner una mano, o arrastrarse por el césped o incluso caminar
por abajo, sino hasta para poder traer un auto y manejarlo por
debajo de la soga levantada.
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JAtenta esto contra la intuiciéon? Creo que si, pero me es fa-
cil sacar conclusiones mientras yo estoy solo y sin contar con su
presencia. A usted, ;qué le pas6? ;Vali6 la pena hacer el cédlculo?
;Oué aprendid al pensar el problema? Usted dird.
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El problema de la montafa

No todos los problemas son iguales. ;Cémo distinguirlos? Su-
pongo que depende fuertemente de la persona a quien uno se
los presenta, pero mds alld de la interlocutora (o el interlocutor)
también para mi tienen un significado distinto. Hay problemas
que me parecen fascinantes porque me tienen mucho tiempo
pensando, y después culmina todo bien si es que puedo encon-
trar una solucién. Hay otros que no: les dedico mucho tiempo,
y después no se me ocurre nada ‘conducente’, pero igual me
sirvieron, porque disfruté mucho del trayecto. No suelo darme
por vencido ‘ficilmente’, pero algunas veces me frustro porque
me parece que ya no se me va a ocurrir nada nuevo.

Algunas veces surge alguna idea que no tuve antes, o varios
dias después pienso en algo que no se me habia ocurrido antes, y
de pronto se hace ‘la luz’. Son esos momentos de jAja!” que com-
pensan todo el tiempo invertido. Por supuesto, es dificil decir que
los que mds me interesaron a mi o que pertenecen a esa categoria
son los que le van a producir lo mismo a usted, o al revés; pero
el que quiero contar en este espacio tiene un ‘asterisco’ en esa
suerte de “catdlogo personal” que llevo yo, y estoy seguro de que
a usted también le pasard. Es uno de esos problemas o momentos
de la vida que se transforman en ‘memorables’. Acd va.
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Suponga que hay una persona que estd parada al borde de una
montafia. Esta montafia tiene un solo camino hacia la cumbre.
El sefior decide escalarla y parte exactamente a las cero horas de
un dia lunes (o sea, a la medianoche del domingo). Fijese en este
detalle: no importa la velocidad a la que asciende ni lo que hace
en el trayecto. Puede que pare para descansar, o que vuelva para
atrds por un tiempo... nada importa. O mejor dicho, si, jhay algo
que importa! Cuando es la medianoche de ese lunes (o sea, cuan-
do se cumplen exactamente 24 horas desde que empez6 a subir),
el sefior estd arriba de todo. Puede que haya llegado antes y que
incluso decidiera bajar y después volver a subir, no interesa. Lo
que si importa es que a las 12 de la noche del lunes él jestd arriba!

Hasta acd, todo bien. Supongamos que el sefior se queda en
la cima de la montana (ya que se llevé suficientes provisiones)
como para estar alli durante —digamos— seis dias. Justamen-
te, a las cero horas del siguiente lunes, o sea, a la medianoche
del domingo siguiente, comienza el descenso. Igual que antes, no
importa de qué forma camina hacia abajo (eso si, por la unica
ruta que existe) y, como sucediera la semana anterior, tiene total
libertad para hacer el camino hacia abajo de la forma que quiera,
pero con la misma condicién que al subir (que ahora se tiene que
cumplir al bajar): a las 12 de la noche de ese lunes, el sefior tiene
que estar abajo.

Hasta acd, supongo que tiene que estar todo claro: inicia el
ascenso a las cero horas de un lunes, a las 24 horas tiene que es-
tar arriba; se queda seis dias; a las cero horas del siguiente lunes
inicia el descenso, y a las 24 horas de ese lunes seguro que estd
abajo. Ahora bien, usted se debe de estar preguntando: ;Y cudl
es el problema?

Bueno, el problema consiste en que pueda comprobar lo si-
guiente: tiene que haber al menos un lugar de la montafia en el
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que el sefior estuvo a la misma hora tanto al subir como al bajar.
:Me entiende?

Lo digo de otra forma: la idea es que usted me pueda conven-
cer de que, no importa cémo haya hecho para subir o para bajar,
tiene que haber habido al menos un lugar en el camino que une
la base con la cima por el que el sefior pasé en el mismo horario
tanto a la ida como a la vuelta.

Por ejemplo, si el sefior recorre la mitad del trayecto en 12
horas, eso significa que a las 12 del mediodia estard en el mismo
lugar al subir que al bajar. Obviamente, este es solo un ejemplo,
ya que como escribi mds arriba él tiene total libertad para subir
y bajar como quiera, y no tiene por qué recorrer la mitad del tra-
yecto en 12 horas... Ahora le toca a usted.

Una forma de pensar el problema

(Cémo abordar el problema? ;Qué hacer? En principio, uno
no sabe qué hizo el hombre ni al subir ni al bajar (ya que pudo
haberse quedado descansando horas, subir, bajar, volver a subir,
volver a bajar, etc.). ;Cémo puede uno contestar el problema de
forma tal que sirva para todos los casos? Fijese en las siguientes
tres figuras:

---Altura--»

Figura 1 Figura 2 Figura 3

Me imagino que usted debe de estar mirando estos graficos
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y pensando: ;qué tienen que ver estos dibujos con el problema
de la montafia? Mds ain: uno tiene derecho a cuestionarse qué
tienen que ver estos dibujos con la matemadtica o con el disefio
de una estrategia. Sigame por acd y, después de leerme un rato,
fijese si puedo ayudar a ‘echar un poco de luz’.

Le propongo algo distinto a lo que estamos acostumbrados a
hacer (y de paso, es una idea que uno puede usar en otros pro-
blemas de la vida). Voy a cambiar el problema... pero solamente
un poco. Supongamos que, en lugar de haber un solo sefior, hay
dos sefiores ahora. Uno sale desde abajo hacia arriba, y el otro, al
revés: de arriba hacia abajo.

En la Figura 1 se ve al primero, y en la Figura 2, al segun-
do. Lo que estd representado, por un lado, es el tiempo que van
recorriendo (en el segmento horizontal de cada rectingulo), y
por el otro, la altura en la que se encuentran en cada momento
(segmento vertical).

Supongamos que ambos salen a las cero horas del mismo [u-
nes y llegan a destino (uno arriba y otro abajo) a las 24 horas de
haber salido. Eso si: como los dos usan el mismo camino, como
usted advierte... en algin momento del recorrido jse van a tener
que encontrar! (y eso es lo que muestra la Figura 3). Es que més
alld de lo que hagan durante el trayecto (descansar un poco, su-
bir, bajar, quedarse en un lugar durante mucho o poco tiempo...
no importa), como uno sube y el otro baja, tiene que haber al
menos un lugar de la montana en el que se tropiezan uno con
otro. jY eso es lo que necesitibamos!

¢Por qué? ;Cémo usar este modelo para el problema original?
Recién suponia que habia dos sefiores, uno que subia y otro que
bajaba, pero la diferencia era que lo hacian el mismo dia. En
este caso resulta muy evidente que se tienen que cruzar en algin
momento del dia. Mds atin, puede que eso ocurra varias veces si
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deciden subir y bajar, detenerse, etc. De lo que estamos seguros
es de que se tienen que cruzar. ;Cémo hacer para usar este mo-
delo en el caso de nuestro problema?

Si pudiera, le propondria lo siguiente: en lugar de que haya
dos hombres que hacen sus respectivas trayectorias el mismo dia,
imagine que usted superpone la trayectoria del mismo hombre
al haber ido hacia arriba con la trayectoria de cuando fue hacia
abajo. Haga como si estuviera mirando primero el mapa del re-
corrido del hombre cuando fue hacia arriba y, en lugar de tener
un segundo hombre, tome al mismo sefior pero en el mapa que
quedé dibujado cuando fue hacia abajo. En este caso, que sea
el mismo sefor o no resulta irrelevante. Lo que importa es que,
al superponer las trayectorias, igual que antes... jtiene que haber
al menos una altura en donde pasé a la misma hora al ir hacia
arriba y al ir hacia abajo! {Y eso era justamente lo que queriamos
demostrar!

Si usted prefiere independizarse de los dibujos y de las figuras
que yo propuse mds arriba, siéntase libre de hacerlo. Los puse
como una referencia. De hecho, piense que en lugar de haber
dos sefiores hay uno solo, e imaginariamente traslddese a un
mundo hipotético en donde él mismo pudiera estar subiendo
por un lado, mientras estuviera bajando por el otro. Justamente,
tuve que poner dos dias diferentes porque el sefior no puede divi-
dirse en dos; pero lo que queda claro es que si tomamos dos dias
diferentes, y nos aseguramos de que a las cero horas de uno de los
dias estd abajo y de que a las 24 del mismo dia estd arriba (y al re-
vés, a las cero horas de un dia estd arriba, y a las 24 de ese mismo
dia estd abajo), entonces jtiene que haber ocurrido que estuviera
a la misma altura y a la misma hora por lo menos una vez!

Una de las moralejas de este problema es que si bien el ori-
ginal parece complicado y dificil de pensar, presentado con el
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modelo que escribi mds arriba termina pareciendo lo contrario:
muy fdcil. Fijese si yo lo hubiera planteado asi: “En una mon-
tafia en donde hay un solo camino para subir y/o bajar, hay dos
personas de manera tal que uno estd abajo y el otro estd arriba.
Empiezan a caminar a la misma hora y en 24 horas cambiardn
de lugar: el que estaba abajo llegard arriba y el que estaba arriba
llegard abajo. ;Se podrd demostrar que en algin momento van a
estar a la misma altura?

La pregunta resulta tonta, porque es como preguntar si en al-
glin momento se cruzan. Si, se cruzan. Puede que varias veces, si
deciden no ir constantemente en la misma direccién (hacia arri-
ba uno, y hacia abajo el otro), pero SEGURO que se cruzan...
Puesto en estos términos, el problema ‘casi’ carece de sentido.
Sin embargo, este modelo permite resolver el otro problema, que
ya no es ni tan sencillo ni tan evidente.

Apéndice

Cuando terminé de escribir este texto, se me ocurrié que po-
dia hacer un agregado, y quizds sirva para que se entienda todo
un poco mds; pero si el texto anterior le alcanzé, puede saltear
esta dltima parte. De todas formas, para quien atn prefiere tener
algo mds para entretenerse, fijese en lo siguiente:

En cada momento del dia, digamos cada hora, yo escribo la
altura a la que estaba el sefior 1 (el que subfa). Si la montaria
tuviera mil metros, uno podria tener una tabla de este tipo:

0 horas 0 metros

1:00 AM 135 metros
2:00 AM 212 metros
3:00 AM 212 metros
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4.00 AM 535 metros

5:00 AM 720 metros
6:00 AM 720 metros
7:00 AM 720 metros
8:00 AM 720 metros
9:00 AM 720 metros
10:00 AM 720 metros
11:00 AM 720 metros
12:00 PM 535 metros
1:00 PM 300 metros
2:00 PM 470 metros
3:00 PM 650 metros
4.00 PM 780 metros
5:00 PM 650 metros
6:00 PM 850 metros
7:00 PM 1.000 metros
8:00 PM 1.000 metros
9:00 PM 1.000 metros
10:00 PM 1.000 metros
11:00 PM 1.000 metros
medianoche 1.000 metros

Como se puede apreciar acd, a las cero horas estaba abajo.
Después comenzé a subir, y cuando a las 2 de la mariana llegé
a 212 metros de altura, se quedé alli por lo menos una hora...
Después sigui6 subiendo hasta que llegé a las 5 de la marfiana a
los 720 metros. Quizds llegé antes, pero lo que queda claro (ya
que estamos marcando nada mds que las horas) es que a las 5 de
la mafiana estaba ya a 720 metros. {Y alli se qued6 hasta pasadas
las 11 de la mafiana, como se ve en la tabla! (mirela, por favor,
para certificar que estd de acuerdo conmigo). Después, lo curio-
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so es que volvié a bajar, hasta que ala 1 de la tarde estaba en 300
metros. ;Qué le habrd interesado por alli? Y después, a las 2 de
la tarde ya estaba subiendo, hasta que lleg6, a las 7 de la tarde (o
antes), al tope de la montana... y alli se quedo.

Eiste es un ejemplo cualquiera. Usted puede fabricarse el suyo.

Ahora bien. Yo podria fabricarme una columna equivalente
que sirva para describir las alturas del otro sefior, del que venia
bajando. Mirado de esta forma, supongo que es mds fcil detectar
que, en algiin momento del dia, las alturas tuvieron que coincidir.
Puede que haya sido mds veces, y no solamente un momento.
Por ejemplo, si el otro sefior hubiera decidido también quedarse
en los 720 metros, se hubiera cruzado con usted durante varias
horas, y no solo un instante.

Lo interesante es que ahora lo que usted puede hacer es vol-
ver al problema original y escribir las columnas que llevé usted
mismo, en su viaje de ida y en su viaje de vuelta. Ahora no hay dos
seriores, sino uno solo (justed!), pero lo interesante es que el mis-
mo argumento que servia para poder descubrir que los dos tienen
que cruzarse también sirve para demostrar que usted tuvo que
haberse cruzado con usted mismo, como si imaginariamente hu-
biera ido subiendo y bajando durante el mismo dia. ;Qué prueba
eso? Prueba que, al menos una vez en el dia, usted estuvo a la
misma altura yendo hacia arriba como cuando iba hacia abajo.
iY eso era lo que queriamos demostrar!

Espero que este apéndice haya servido para que se entienda
todo un poco mejor... shabrd sido asi?
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La mosca y los dos trenes

Fn la matemdtica pasa lo mismo que en el arte: la calidad per-
dura, los cldsicos sostienen el paso del tiempo, la belleza resiste
cualquier embate de lo coyuntural. Digo esto porque hay ciertos
problemas que se mantienen a lo largo de los afios. Aparecen otros,
muchos otros que van quedando desubicados u olvidados; pero en
la musica, por ejemplo, La Traviata y Aida quedan, asi como en la
pintura La Gioconda y el Guernica trascienden las generaciones.

El siguiente es un problema que tiene una larga historia. No
sé cudndo fue presentado en sociedad, pero puedo afirmar que
es uno de los problemas mds famosos que existen dentro de la
matemadtica recreativa.

El enunciado es sencillo (como la mayoria de los problemas
trascendentes dentro de esta drea), y la solucion, también.

Mi experiencia me sugiere ofrecerle tres visiones:

1. Si usted elige el camino adecuado para pensarlo, y por lo
tanto encuentra la solucién muy rdpidamente, no entende-
rd por qué hago esta presentacién. Es mds: le parecerd ‘un
problema mds’.

2. Siusted tiene que invertir una buena porcién de su tiempo
para resolverlo pero luego encuentra la autopista que lo lle-
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va al resultado, sentird la satisfaccién de aquel que hizo un
esfuerzo placentero y valioso. Es més: seguro que disfrutard
del trayecto.

3. Sien cambio usted invirtié una buena porcién de su tiempo
para pensarlo pero no pudo arribar a la solucién por sus pro-
pios medios, permitame sugerirle algo: no abandone. Como
siempre, le queda el recurso de leer la solucién que figura
mds adelante, pero usted sabe que esa herramienta la tiene
a mano para usarla cuando quiera. En todo caso, si ‘espia’,
se priva de pensarlo... y en definitiva: ;qué sentido tendria?
(Oué gracia pueden tener estos problemas que no sea la
satisfaccion que da el ‘pensarlos’, no tanto ‘resolverlos?

Por ultimo, antes de enunciar el problema, una observacion:
no hay forma de que en su vida usted se tropiece con la dificultad
que sigue. Cero. Nunca le va a pasar. Pero lo que si puede pasarle
es que el camino que recorrerd para pensar la respuesta lo tenga
que usar nuevamente, aunque usted mismo nunca lo advierta.
Son los caminos que se abren en la mente, dngulos para pensar
que uno no sabia que existian... hasta que los construye.

Ahora si, el problema®”: suponga que hay dos trenes que estdn
a punto de recorrer un camino de 100 kilémetros. Lo curioso es
que ambos estdn sobre la misma via... de manera tal que inexo-
rablemente en algin momento van a chocar de frente. Ambos
trenes andan a 50 kilémetros por hora.

Por otro lado, hay una mosca situada en la locomotora de uno de
los trenes. Fsta mosca es muy particular: tiene la habilidad de vo-
lar muy rdpidamente. Lo hace a 75 kilémetros por hora. Mds adn:

47. Hay muchisimas versiones del problema. Yo elegi una cualquiera,
donde las ‘cuentas’ fueran sencillas, para no desviar la atencién de lo esencial.
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cuando los trenes se pongan en marcha simultdneamente, la mosca
también empezard a recorrer la distancia que va entre un tren y
otro. Ni bien llegue a la locomotora del que viene de frente, dard la
vuelta instantdneamente y se dirigird ahora hacia el otro tren.

El proceso se repite hasta el momento en el que los dos trenes
chocan (con la mosca en el medio).

La pregunta es: jcudntos kilometros recorrié la mosca (antes
de morir aplastada entre las dos locomotoras)?

Respuesta

Eiste problema, como la mayoria de los que trato de presentar,
tiene muiltiples lecturas. Hay un intento de solucién que es tipico
y que aparece virtualmente en todas las personas con las que he
hablado sobre este tema. Se trata de empezar a sumar las distan-
cias que va recorriendo la mosca en cada ‘pequefio trayecto” que
va entre cada una de las dos locomotoras. Los segmentos que va
recorriendo son cada vez mds pequefios, y en principio no hay
ninguna razén para no intentar hacer ese cdlculo. De hecho, lo
inclui como una nota al pie*.

48. La mosca viaja a 75 km/h, lo que significa que, en un tiempo T recorrié
((75 km/h) x T') km

Por ejemplo, si T = 2 horas, entonces la mosca recorre (75 km/h) x (2 h)
= 150 kilémetros. De la misma forma, dado cualquier tiempo T, cada tren
recorre (50 km/h) x 'T" kilémetros. ;Qué distancia recorre la mosca desde que
empieza el experimento hasta que se encuentra con el segundo tren? Para
encontrar este nimero bastarfa que yo halle el tiempo que tarda la mosca en
chocar con el otro tren, ya que si calculo ese tiempo, entonces, lo multiplico
por 75 y tengo la distancia que recorrié. Ese tiempo t se calcula asi:
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75t=100-50t (%)

¢Por qué? Porque el término de la izquierda indica la distancia que recorre
la mosca en un tiempo ¢, y el término de la derecha es la distancia que recorrié
el segundo tren desde que salié a 100 kilémetros de la mosca, y viajando a una
velocidad de 50 km/h. Quiero hallar el nimero ¢ que haga que ambos se en-
cuentren, y de alli la igualdad que figura en (*). Despejando en (*), se obtiene
que 125 t = 100, por lo que uno deduce que t = 4/5 (de hora). Luego, para
calcular la distancia que recorrié la mosca en 4/5 de hora, multiplico ese valor
por 75 (que es la velocidad de 1a mosca) y se tiene: 75 x (4/5) = 60 kilémetros,
y esa es la distancia que recorrié la mosca la primera vez que se encuentra con
el segundo tren. Alli, instantdneamente da vuelta y arranca en sentido con-
trario. Ahora, quiero calcular cudnto recorre hasta encontrarse con el primer
tren. Por lo tanto, igual que recién, me alcanzard con encontrar el tiempo que
tiene que volar hasta tropezarse con el primer tren, e igualarlo con el tiempo
que usa el primer tren hasta encontrarse con la mosca.

O sea, hay que encontrar el valor de t que hace que esta igualdad valga:

60-75t=40+50t (**)

¢Por qué? A la izquierda, estoy calculando la distancia que recorre la mos-
ca desde el kilémetro 60 (donde se encontré con el segundo tren), a una velo-
cidad de 75 km/h, hasta que se encuentra con el primer tren. Y en el término
de la derecha, el nimero ‘40" indica los kilémetros que iba recorriendo el
primer tren cuando la mosca se encontré con el segundo tren. Es que como
la mosca habia usado 4/5 de hora, entonces, en 4/5 de hora, el primer tren
recorri6: (4/5) x 50 = 40 km. Entonces, de la igualdad (**) se deduce:

6075 t=40+50t
20=125t
t=4/25 = 4/5?

Luego, la mosca, en tiempo (4/5?) recorrié: (4/5%) x 75.
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Pero otra manera de pensar este problema es la siguiente: si
uno calcula el tiempo que tardan los dos trenes en chocar entre
si, eso indica el tiempo que la mosca estuvo volando entre uno
y otro (tren). Es decir: basta con saber cudnto tiempo pasé para
que los dos trenes chocaran de frente, para saber el tiempo que la
mosca pasé en el aire yendo y viniendo. Pero como los dos trenes
marchan a 50 km/h, y salen a una distancia de 100 km entre uno
y otro, en el momento en que recorrieron 50 kilémetros (o sea, a
mitad de camino) chocan inexorablemente. Y como la velocidad
a la que circulan es de (justamente) 50 km/h, eso indica que en
una hora recorrieron 50 kilémetros. Lo tinico que falta es que de-
duzca qué distancia recorrié la mosca en juna hora! Y eso es ficil
de contestar: la mosca recorrié 75 kilémetros en una hora (ya
que vuela a 75 km/h). Y eso termina por resolver el problema.”

Si uno sigue con este procedimiento, advierte que lo que tiene que hacer
para calcular la distancia que recorrié la mosca hasta que los dos trenes cho-
can de frente es sumar

75 x [(4/5) + (4/57) + (4/5° ) +(4/5*) ... + (45" ) + ... | = T5

Para todos aquellos que hayan tropezado alguna vez en sus vidas con series
numéricas, todo lo que hay que hacer es sumar la serie geométrica de razén
1/5, empezando desde el segundo término. De alli el resultado (75 kiléme-
tros). Corolario: la mosca recorrié 75 kilémetros hasta el momento en el que
muere aplastada entre los dos trenes.

49. Hay una anécdota muy famosa (de dudosa veracidad) que indica que
cuando le plantearon este problema al célebre matemdtico hingaro-nortea-
mericano John Von Neumann, el padre de la Teoria de Juegos y uno de los
que participé en el Manhattan Project que construyé las bombas atémicas
que fueron arrojadas en Hiroshima y Nagasaki, ¢l contesté: “75 kilometros”.
Su interlocutor lo mird y le dijo: “Es extrafio que usted lo hubiera resuelto tan
rdpido, ya que la mayorfa de la gente trata de calcular la suma de la serie”.
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Moraleja: si uno arranca a pensar el problema de esta forma,
nunca comprenderd por qué hay semejante historia alrededor de
él. Pero como decia mds arriba, justamente la historia de este
problema estd construida de los que —como yo— tratamos de
sumar los ‘infinitos’ segmentos que va recorriendo en cada pe-
quefio tramo, en lugar de aproximarme/nos al problema, pensan-
dolo en forma directa.

Von Neumann le respondié: “;Por qué dice ‘extrafio’? jFso es exactamente lo
que yo hice!”.
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PRIMERA PAUSA






Aqui me quiero detener un instante e invitarla (o invitarlo)
a una reflexion. Voy a escribir acd abajo algunos problemas que
tienen un hilo conductor. Es decir: usted los puede mirar, pensar
o ignorar individualmente, pero lo que le sugiero es que los mire
con otra perspectiva, como si tratara de descubrir algo extra, algo
que no estd necesariamente explicito, algo que los distinga, los
caracterice.

Los problemas a los que me refiero son:

e Tablero de ajedrez recortado

e Kl viaje del caballo

e ;Se puede o no salir de un laberinto?

e [] Juego del 15

® ;Qué tendrdn que ver un juego con pelotas y la paridad?
e Miranda y el partido de tenis

e [istrategia para cambiar de bancos
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CAPITULO 4







Tablero de ajedrez recortado

No se preocupe: no hace falta saber jugar al ajedrez. Todo lo
que se necesita es un tablero. Ah, y también algunas fichas de
dominé. En realidad, necesita 32 fichas de dominé. No es que
haga falta fisicamente tener el tablero, podemos usar incluso
un dibujo en una hoja de papel, y lo mismo con las fichas de
dominé.

Si usted cuenta las casillas, verd que en total hay 64, ya que
hay ocho filas y ocho columnas. Los colores se van alternando,
por lo que en realidad la mitad de las casillas es de color blanco
y la otra mitad, negro.

Le propongo ahora que tome una ficha de dominé cualquiera
y la apoye en el tablero de manera tal de cubrir una casilla. En
realidad, no solo puede cubrir una casilla, sino que si la pone
en forma horizontal (y lo mismo si la ubica en forma vertical),
la ficha de dominé tapa dos casillas del tablero de ajedrez (si no
resulta exacto, concédame la licencia como si lo fuera... es decir,
como si cada ficha de doming cubriera exactamente dos casillas
del tablero de ajedrez).

Ahora bien: como hay 64 casillas, y cada ficha de dominé cu-
bre exactamente dos (independientemente de que las ponga en
forma vertical u horizontal), entonces necesitamos 32 fichas. Es
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facil comprobar que hay muchas formas de cubrir el tablero, pero
ahora quiero hacer una modificacién. Voy a quitar dos casillas
del tablero hasta dejarlo en 62 casillas, pero no dos cualesquiera
sino la casilla del extremo inferior izquierdo y la que estd en el
extremo superior derecho. El tablero quedard con este aspecto:

Figura 1

Si ahora quisiéramos cubrir el tablero con las mismas fichas
de doming, nos sobraria una, ya que con 31 podemos tapar 62
casillas: thay una de mds! Dicho esto, le propongo que elabore
una estrategia para distribuir esas 31 fichas de manera tal que
todas las casillas del tablero queden cubiertas. Antes, cuando
el tablero estaba intacto y uno tenia las 32 fichas, nos dimos
cuenta ficilmente de que hay muchisimas formas de cubrirlas
todas. Ahora, le pido que trate de hacer lo mismo pero con dos
casillas menos. Mientras tanto, mientras usted lo intenta, yo la/
lo espero acd.

(Coémo le fue? ;Pudo? Es muy posible que no haya podido,
no es asi? ;Como podria yo saber desde acd que no fue posible?
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Es decir, tiene que haber algo que lo impida, para que yo, aun-
que no esté cerca suyo, sepa con absoluta certeza que usted no
pudo. Mds atn: no es que usted no pudo. {Nadie podria! Y es que
en realidad jno se puede por mds que uno lo intente!

Todo bien, pero jpor qué no se puede? ;Por qué se podia con
64 casillas y 32 fichas, y ahora, con dos casillas menos y una ficha
menos, no se puede?

Antes de escribir la respuesta (o una respuesta) prefiero hacer
una observacion. Fijese que las dos casillas que desaparecieron
del tablero original son del mismo color. Si: cuando yo le pedi
que recortara dos casillas, le dije que excluyera las que estdn en
el extremo inferior izquierdo y el extremo superior derecho, y
justamente las dos son del mismo color. ;Cémo incidird este
hecho?

Incide mucho. ;Por qué? Fijese que cuando usted apoya una
ficha de dominé en el tablero, esta ficha cubre dos casilleros,
pero de diferente color. Es decir, la ponga en forma vertical u
horizontal, tapa una de color blanco y otra de color negro. Si
excluimos dos casillas del mismo color (al recortar el tablero),
de las 62 casillas que quedaron, hay 32 negras y 30 blancas (o al
revés). ;Y entonces? Bueno, este es el paso previo a concluir que
no vamos a poder cubrirlo con las 31 fichas, porque, como cada
ficha tapa una casilla de cada color, si ahora no queda la misma
cantidad de casillas blancas que de casillas negras, entonces el
tablero que resulté ya no es simétrico. Las fichas que yo tengo
no las puedo cortar y, por lo tanto, inexorablemente me va a so-
brar una casilla de color negro que no voy a poder tapar, y jeso
demuestra que no importa c6mo las quiera ubicar usted no va
a poder!

El poder de la matematica estd en la contundencia de esa fra-
se. Obviamente, el argumento que acabo de escribir demuestra
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que no es usted el que estd fallando o a quien no se le ocurre
cémo hacer: no va a poder ni usted ni nadie. Y a eso me quiero
referir: el razonamiento es tan poderoso que no necesita de casos
particulares ni de pruebas con ejemplos: sucede siempre.
Reflexion final: en este caso, la idea es comprobar que si uno
estd a la busqueda de la estrategia, conviene suspender el intento.
“Tal’ estrategia no existe... y determinarlo no es un hecho menor.

290



El viaje del caballo

El siguiente problema involucra un tablero de ajedrez y un
caballo. Pero espere: no hace falta saber ‘casi nada’ de ajedrez,
o sea, no se deje intimidar. Es una propuesta muy bonita para
tratar de elaborar una estrategia, y en funcién de lo que usted
piense poder dar una respuesta positiva o negativa. Dese una
chance antes de decir ‘esto no es para mi’. Lo tnico que hace
falta es saber cémo ‘mueve’ un caballo en el ajedrez. Si nunca
presté atencién, un caballo puede hacer los siguientes movi-
mientos:

a) Dos casillas hacia adelante y una hacia la derecha.
b) Dos casillas hacia adelante y una hacia la izquierda.
¢) Dos casillas hacia atrds y una hacia la derecha.

d) Dos casillas hacia atrds y una hacia la izquierda.

Por supuesto, se trata de que el caballo no se ‘salga’” del table-
10, 0 sea, si en alguno de esos movimientos ‘potenciales’ el caba-
llo se ‘cae’, entonces ese movimiento no estd permitido. Sé que

es una obviedad, me interesa puntualizarlo. Pero hay mds: faltan
otros cuatro movimientos.
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a) Una casilla hacia adelante y dos hacia la derecha.

)
b) Una casilla hacia adelante y dos hacia la izquierda.
¢) Una casilla hacia atrds y dos hacia la derecha.

d) Una casilla hacia atrds y dos hacia la izquierda.

Como se ve, es todo muy simétrico. Por dltimo, antes de plan-
tear el problema, quiero dibujar acd abajo un tablero de ajedrez.
Se trata de una grilla de 8 x 8 casillas (o sea, comprende 64
cuadrados).

Figura 1

La idea ahora es tratar de contestar esta pregunta: suponga
que usted tiene un caballo puesto en este tablero ubicado en el
extremo inferior izquierdo. ;Se puede llevar el caballo desde este
lugar hasta el extremo superior derecho pasando por cada casilla
del tablero exactamente una sola vez?

Antes de avanzar: se trata de llegar con movimientos tipicos
de un caballo de ajedrez —como los que ya describi— desde la
casilla que ocupa el extremo inferior izquierdo hasta la que estd
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en el extremo superior derecho, pasando POR TODAS las casi-
llas pero UNA SOLA VEZ.

Como se ve, no es un problema complicado. El enunciado es
muy sencillo de entender (creo). Lo tinico que espero de usted
es que no renuncie a pensar el problema muy rdpido, dese una
oportunidad. Todo lo que hay que hacer es dedicarle un rato y
tropezarse con las preguntas que le irdn surgiendo a medida que
lo vaya pensando.

:Se podrd? Digo, ¢se podrd elaborar un camino para que el
caballo pueda llegar de una punta a la otra del tablero pasando
por todos los casilleros una sola vez?

Quiero dejar de escribir para que usted avance en soledad.
Nos reencontramos mds adelante.

Respuesta

Antes de avanzar, quiero proponerle que se fije una vez mds en el
tablero. Olvidese del caballo por ahora, mire el color de las casillas.
La inferior izquierda es de color negro. La superior derecha es tam-
bién de color negro. ;Por qué quiero hacerla/hacerlo pensar en esto?
Porque no quiero escribir la solucién tan rdpido, sino que prefiero
elaborar algo junto con usted. Si no tiene ganas y/o paciencia, lea el
tltimo pérrafo de este articulo, que alli estd todo explicado en forma
resumida, pero créame que vale la pena que acepte la propuesta.

Algunas preguntas:

a) Cuando el caballo hace un movimiento, de una casilla ha-
cia otra, jqué pasa con el color de las casillas inicial y final?

b) ;Sucede siempre? Es decir, sin importar si la casilla de ini-
cio es blanca o negra, ssucede siempre lo que usted descu-
brié recién?
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Con este dato que ahora tenemos®, fijese en el color de la ca-
silla inicial del problema y en el del casillero final. Como usted
advierte, son ambas de color negro. Recuerde este dato.

Otras reflexiones mds. Si la idea es tratar de ver si es posible
elaborar un camino que cumpla con ir desde la casilla inferior
izquierda hasta la superior derecha pero pasando solamente una
vez por cada casilla, jcudntas movidas tiene permitido hacer el
caballo? Es decir, como en total el tablero tiene 64 casillas, y
el caballo ya estd parado en una de ellas (la inferior izquierda),
cada movimiento que haga tiene que llevarlo a un casillero dis-
tinto. Como no puede repetir casilleros, jcudntos movimientos
terminard dando el caballo? Le propongo que piense usted la
respuesta.

Como usted descubre, el caballo tendrd que hacer entonces
exactamente 63 movidas. Cada movida deberfa llevarlo a una ca-
silla distinta.

Ahora bien: cuando el caballo hace la primera movida (la mo-
vida uno) pasa de una casilla de color negro a una de color blan-
co (no importa cudl sea la movida). Y cuando haga la movida
dos, pasard de una blanca a una negra otra vez. Y cuando haga la
movida tres, pasard a una blanca. Y cuando haga la cuatro, pasard
a una negra. Y asi siguiendo: cada vez que hace una movida par,
termina en una casilla de color negro, y cuando hace una movida
impar, termina en una casilla de color blanco. Fste dato también
es importante.

(Como hacer ahora para usar todo lo que averiguamos? ;Re-

50. El color de la casilla siempre cambia: si el caballo empieza en una ca-
silla de color blanco, cualquiera sea el movimiento —permitido— que haga,
terminard en una negra. Y al revés: si empieza en una negra, terminard en
una blanca.
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cuerda cudntas movidas tenfa que hacer el caballo si queria cum-
plir con el objetivo? Eran 63. O sea, un nimero impar de movi-
das. Pero como acabamos de ver recién, cada vez que hace una
movida impar termina en una casilla de color blanco. ;Y de qué
color es la casilla que estd en el extremo derecho? Es de color
negro. Por lo tanto, scudl es la conclusién?

La conclusién es que el camino que uno quisiera poder dise-
fiar para que el caballo pueda unir el extremo inferior izquierdo
con el superior derecho jno puede existir! Inexorablemente ten-
drd que utilizar un ntimero par de movimientos para llegar a una
casilla de color negro. Pero si hace 62 no llegard a cubrir todo el
tablero, y si hace 64 movimientos estara forzado a repetir alguna
casilla.

La moraleja entonces es que el camino que uno queria elabo-
rar no existe.

La matemdtica involucrada es muy sencilla. Todo lo que hay
que hacer es observar lo que sucede con los movimientos de or-
den par o impar, y fijarse el color de la casilla en la que termina
esa movida; pero lo extraordinario es que con este andlisis uno
estd seguro de que no es que usted y/o yo no pudimos encontrar
el camino pero podria venir alguna otra persona y si encontrarlo.
No. El camino jno existe! O mejor dicho, jno puede existir!

Y de eso se trata muchas veces. En lugar de estar penando y
golpedndose la cabeza pensando en que es uno el que no pue-
de encontrar la solucién a un problema, un andlisis de este tipo
permite concluir que no depende ni de usted ni de mi: nadie va
a poder. Bonito, ;no? Ah, y antes de que me olvide: esto también
es hacer matemdtica’.

51. Carlos D’Andrea me propone que incluya la siguiente pregunta: “Y si
el tablero fuera de 8 x 7, sse podria?”. ;Usted qué dice?
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:Se puede o no salir de un laberinto?

Imagine que usted estd parado frente a la puerta de un edificio
que tiene 64 habitaciones en la planta baja (Figura 1). Son todas
iguales en tamarfio: miden 2 m x 2 m (o sea, 4 m?):

Figura 1

Ademds, todas tienen una puerta en cada pared, como se ve
en la Figura 2. La tnica particularidad es que hay algunas habi-
taciones que no necesitan tener tantas puertas ya que, si no, uno
se saldria del edificio.
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Figura 2

En todo caso, la distribucién es la de una grilla o un tablero
de ajedrez de 8 x 8.

Una salvedad: hay una puerta de entrada al edificio que estd
en el extremo inferior izquierdo y otra de salida que estd en el
extremo superior derecho.

La pregunta que quiero hacerle es la siguiente: ses posible en-
trar en el edificio (por la puerta de Entrada) y salir (por la puerta
de Salida) recorriendo todas las habitaciones pero pasando sola-
mente una vez por cada una?

Solucién

Usted (o yo) podriamos pensar que esto va a ser imposible de
contestar. ;Cémo voy a hacer para intentar todos los posibles ca-
minos? Uno se da cuenta de que son finitos, aunque mds no sea
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porque la grilla tiene un ndmero finito de casilleros, pero, jquién
se anima a intentar todas las posibilidades?

Es aqui donde uno piensa que debe (o deberia) haber algtin
otro método, alguna idea que reemplace a la fuerza bruta.

Una forma posible es la siguiente. Inténtelo usted y vea qué
le sugiere: “pinte los casilleros como si replicara un tablero de aje-
drez” (Figura 3).

o - Salida

Entrada

Figura 3

Ahora, jno tiene ganas de intentar nuevamente? Al haber co-
loreado las habitaciones de esa forma, ahora podria emerger al-
guna otra forma de abordar el problema.

Sigo. Fijese que ahora, cada vez que usted estd en una ha-
bitacién cualquiera y quiere salir por cualquiera de las puertas
que lo habilitan, siempre cambia de color de habitacién. Por lo
tanto, no importa qué camino usted elija (o vaya eligiendo), lo
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que seguro va a pasar es que va a terminar alternando entre los

dos diferentes colores. jEso ya es un avance!

Algunas observaciones que quiero compartir con usted.

a)

Al entrar por la puerta que dice “Entrada”, uno se instala
en una habitacién de color negro.

b) No importa qué direccién tome, inexorablemente pasard a

c)

una habitacién de color blanco.

A partir de alli, tampoco importa qué camino usted elija,
volverd a una de color negro... y asi siguiendo: uno va al-
ternando de color a medida que pasa de una habitacién a
otra. Recuerde este hecho porque va a terminar resultando
muy importante. Ya verd.

d) Por otro lado, como hay ocho filas y ocho columnas, en total

e)

hay 64 habitaciones, una cantidad par.

Después del primer paso, uno aparece en una habitacion
negra. Luego del segundo, pasa a una blanca. Después, a
una negra, y asi siguiendo: alternando negras con blancas.
Pero lo notable es que, si usted presta atencion, después de
cada paso impar (después del primero, el tercero, el quinto,
etc.), uno termina en una habitacién negra, y después de los
pasos pares (segundo, cuarto, sexto, etc.), en una blanca.
Como escribi mds arriba, en total hay 64 habitaciones. Por
lo tanto, si pretende recorrer todas las habitaciones y ade-
mds pasar por cada una de ellas una sola vez, entonces
necesitard en total dar 64 pasos.

Tengo la conviccién de que en este momento usted ya se
dio cuenta de lo que pasa (o va a pasar): si los pasos que
tengo que dar son 64, y la Gltima habitacién (por la que
tengo que salir, donde estd escrita la palabra Salida) es ne-
gra también, entonces jno va a existir el tal recorrido! Es
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que la casilla inicial y la final son del mismo color: negro,
y a las habitaciones negras se llega después de un nimero
impar de pasos.

En definitiva, y a esto queria llegar, con el simple hecho de
haber pintado (imaginariamente, claro estd) las paredes de cada
habitacién de dos colores distintos, uno puede concluir que el
laberinto no puede ser recorrido pasando por todas ellas una sola
vez.

Una tltima cosa antes de cambiar de tema: para probar que
tal camino para salir del laberinto no puede existir, fue esencial
usar la paridad®. Es decir, la alternancia de colores y la paridad
del nimero de habitaciones.

Uno podria pensar que esto sucedié en este tinico caso aislado
y con esta elaboracién que elegi para resolverlo, pero espero que
usted ya haya detectado que hay algo més en todas estas demos-
traciones y que subyace en todas las historias.

52. Deberia decir que ‘en mi razonamiento’ el uso de la paridad fue esen-
cial. Quizds una computadora podria intentar evaluar todos los caminos posi-
bles y llegar a la misma conclusién. No lo sé. Ein todo caso, lo que si sé es que
de esta forma la solucién resulta rdpida y elegante.
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El Juego del 15

Uno de los juegos que mds adeptos tuvo en la historia de la
humanidad es el que se conoce con el nombre de ‘Juego del 15

Consiste en lo siguiente. Se tiene un cuadrado de 4 x 4 (divi-
dido en casillas, como se indica en la Figura 1), en el que estdn
dispuestos los primeros 15 nimeros (del 1 al 15) de la siguiente
manera:

11234
6|7

9 |10]|11]12

131415
Figura 1

Es decir, cuando uno compraba el juego original, obtenia en
la caja ese ‘cuadrado’ de madera con quince piezas méviles y un
lugar vacio (el que corresponderia al ndmero ‘dieciséis’).

Uno ‘desarreglaba’ el original hasta llevarlo a una posicion lo
suficientemente complicada para que otra persona pudiera ras-
trear lo que hizo, y lo desafiaba a que ‘ordenara’ los cuadrados
como estaban al principio.
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Antes de avanzar, un poco de historia.

Este problema fue ‘inventado” por Samuel Loyd (conocido
como Sam Loyd) (1841-1911), uno de los més grandes creadores
de ‘entretenimientos con ligaz6n matemadtica’ que se conoce. El
Juego del 15 o el Dilema del 15 apareci6 recién en 1914 en un
libro que publicé el hijo de Loyd después de que muriera su pa-
dre. En realidad, él ya lo habia disefiado en 1878.

En general, mucha gente, con un poco de paciencia, podia
resolver los problemas que surgfan al ‘desordenar’ la distribucién
original. Pero la novedad la impuso el propio Loyd cuando ofre-
ci6 mil délares a quien pudiera volver a la posicién inicial la
siguiente configuracién (obviamente, con movimientos ‘legales’,
es decir, deslizando los cuadraditos en forma horizontal o vertical,
ocupando alternativamente el que estd vacio.

Y el cuadrado que propuso Loyd fue el siguiente:

112]3]4
6178

9110(11]12

1311514
Figura 2

Si uno mira bien, descubre que la dnica modificacion respecto
del original es que los cuadrados 15y 14 estdn permutados.

Pasaba el tiempo y nadie podia reclamar el premio; por su-
puesto, se cuentan las historias mds increibles de gente que le de-
dicaba todo el tiempo y dejaba de concurrir a sus trabajos, gente
que no dormia, desesperada buscando la solucién... y el dinero
de la recompensa.
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Loyd sabia por qué estaba dispuesto a arriesgar esa cifra: este
problema tiene raices muy profundas en la matematica, jy no
tiene solucion!

Para poder entender un poco por qué no se puede resolver, voy
a mostrar, con un ejemplo mds sencillo, dénde residen las difi-
cultades insalvables. Aqui va.

Supongamos que, en lugar de tener un cuadrado de 4 x 4
como el que tenfamos mds arriba, tenemos uno de 2 x 2, que
replica el Juego del 15, aunque esta vez se deberia llamar ‘el
problema del 37, porque si uno reduce las dimensiones queda
asf:

1|2
3
Figura 3

Es decir, el juego original con solo tres cuadraditos tiene esta
distribucion. A los efectos de ilustrar lo que sigue, voy a evitar
dibujar los cuadraditos. Simplemente voy a poner

A esta la voy a llamar posicion inicial. Para reproducir la pre-
gunta que hizo Loyd, uno se pregunta si se puede llegar a la
siguiente distribucién:
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Yo quiero dejarlo/a un ratito solo/a con su conciencia, papel,
tiempo y lapicera. Y ganas de pensar. Cuando decida que ya fue
suficiente, siga conmigo.

La respuesta es que no se puede. Pero, ;por qué no se puede?

Generemos todos los posibles movimientos a partir de la posi-
cion inicial.

Se obtienen:

1 2 1 2 2 2 2 3 2 3

3 3 1 3 1 3 1
3 3 301 3 1

2 1 2 2 3 2 3 2

Es decir, en total se tienen doce posibles configuraciones. Y
no hay mds.

Ahora, fijese en lo siguiente: si uno se para en el nimero I, y
recorre los cuadraditos en el sentido de las agujas del reloj (even-
tualmente salteando el lugar vacio), se tiene la configuracién (1,
2, 3). Inténtelo usted y verd que siempre se obtiene la misma ter-
na: (1, 2, 3).

Lo que uno deduce entonces es que el orden relativo entre los
ntimeros 1, 2y 3... jno se altera!

Muy bien. Vaya ahora a la distribucién a la que le puse el
‘asterisco’ (*):

Si hacemos lo mismo (empezando en el ndimero 1, por ejem-
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plo, pero se puede empezar en cualquiera de los niimeros), se
obtiene siempre esta otra terna: (1, 3, 2).

(Oué le sugiere esto? En las 12 que obtuvimos antes, todas ter-
minaban en (1, 2, 3), en cambio, si uno empieza en (*), llega a
(1, 3, 2). Luego, la posicién (*) jno se puede alcanzar desde la
posicién iniciall Compruébelo usted, no me acepte lo que yo le
digo. Empiece en la configuracién que aparece en (*) y verd que

obtiene otras 12 (ver Figura 1), pero ninguna es la que habia antes.

2 1 2 1 1 3 1 3
3 3 23 2 3 2

3 3 3 2 3 2 2 2
1 1 2 1 3 301

Una vez mds, le sugiero fuertemente que las escriba usted y
verd que estas 12 son todas diferentes de las primeras 12.

Mis atin: si uno recorre en sentido horario cualquiera de estas
tltimas 12 empezando en el ndimero 1 otra vez, la configuracién
que se tiene ahora es siempre (1, 3, 2). Notable, sno?

Creo que estamos en condiciones ahora de sacar algunas con-
clusiones que quiero resumir junto con usted.

Si se tienen tres nimeros y un cuadrado de 2 x 2, entonces
hay en total 24 configuraciones posibles. Lo interesante es que
estas 24 se pueden dividir en dos grupos de 12 (que voy a lla-
mar 6rbitas). ;Cémo identificar cada 6rbita? (estoy convencido
de que usted podria ponerles una etiqueta para identificar cada
una). Una 6rbita es la que —al recorrerla— tiene la configura-
ci6n (1, 2, 3), mientras que la otra 6rbita es la que —al recorrerla
también— tiene la configuracion (1, 3, 2). Y con esto se agotan
todas las posibilidades.
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Y acd llegamos al punto central. Le pido que me preste aten-
cién, ya que quiero hacerle una pregunta: jse puede pasar de una
6rbita a la otra? Si yo le diera una configuracién que es una de las
12 que pertenecen a una 6rbita, jse podria pasar a una configura-
cién que pertenezca a la otra 6rbita?

Me apuro a responder yo: jno, no se puede!

Por ejemplo, las configuraciones (1, 2, 3) y (3, 1, 2) estdn en la
misma 6rbita, ya que el orden relativo de los niimeros es el mismo.
En cambio (3, 1,2) y (1, 3, 2) no lo estdn. Si necesita mds argumen-
tos para convencerse, empiece en el ntimero 1 de esta: (1, 3, 2). El
orden en el que aparecen los niimeros no es correlativo, como en
el caso de (1, 2, 3). ;Y listo!

Ahora bien: supongamos que yo pongo dos ternas cualesquie-
ra, digamos (3, 1, 2) y (1, 3, 2). ;Cémo hago para saber si estdn o
no estdn en la misma 6rbita? La primera reaccion es decir: ‘Dé-
jeme mirar lo que escribimos antes y le contesto’. Por supuesto,
esta respuesta estd muy bien.

Pero quiero mostrarle otra, para no tener que revisar las 12 de
una 6rbita y las 12 de la otra para ver si estdn o no en la misma.

Tomemos (3, 1, 2), por ejemplo, y contemos juntos cudntas
veces hay un niimero mayor seguido de un niimero menor (y lo
voy a llamar una inversién). Me explico.

Enlaterna (3, 1, 2) uno descubre que el 3 aparece antes que el
1 (y esto ya representa una inversién), y por otro lado, el 3 apare-
ce también antes que el 2 (por lo que hay una segunda inversion).
Después, el 1 estd en el lugar correcto, en la medida que aparece
antes que el nimero 2, como corresponde. En resumen, la terna
(3, 1, 2) tiene dos inversiones (un nimero par de inversiones).

Ahora, concentrémonos en la otra terna, en (1, 3, 2). Conte-
mos juntos: el nimero 1 no presenta problemas porque estd an-
tes que el 3y que el 2, pero el 3 si, porque aparece antes que el 2
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(v deberia ser al revés). ;Cudl es la moraleja? Lo que se deduce es
que la terna (1, 3, 2) tiene solamente una inversién (un ntimero
impar de inversiones).

En consecuencia, estas dos ternas jno pertenecen a la misma
orbita! Si usted revisa las 12 configuraciones de la érbita (1, 2, 3),
verd que el nimero de inversiones es un nimero par, mientras
que en las 12 configuraciones de la otra 6rbita (1, 3, 2) tienen
todas un nimero impar de inversiones. Y eso es también una ma-
nera de deducir que las ternas (3, 1, 2) y (1, 3, 2) no pertenecen a
la misma 6rbita. La paridad de las inversiones que haya en cada
terna sirve para etiquetar a cada 6rbita.

Esto dltimo es tan importante que uno puede determinar
entonces si dos configuraciones estin o no en la misma 6rbita
contando las inversiones que hay en cada una y fijandose si ambas
tienen la misma paridad: o las dos tienen un niimero PAR de inver-
siones, o las dos tienen un nimero IMPAR de inversiones.

Por otro lado, vimos mds arriba que no se puede pasar de una
orbita a la otra, y esto queda corroborado por el hecho de que si
se pudiera, significaria que hemos logrado cambiar la paridad del
nimero de inversiones, y eso es imposible.

Gran final, gran

Y esto soluciona el caso original que planteé Loyd. Si uno
mira el ejemplo que él propuso (el que tenia el 14 y el 15 inver-
tidos), verd que el nimero de inversiones es uno (ya que el dnico
nimero mayor que uno menor es el 15, que estd antes que el 14).

En cambio, en la configuracion original no hay inversiones.
Luego, la primera tiene un ndmero impar de inversiones (una)
y la original tiene un nimero par de inversiones (cero). Luego,
el problema que plante6 originalmente Loyd jno tiene solucién!
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No se puede pasar de una a otra, y por eso es que pudo ofrecer
mil délares o un millén de délares a quien pudiera. Justamente,
Loyd sabia que no habia riesgo.

Fijese que lo notable es que pudimos detectar un elemento
(las inversiones) cuyo ntmero puede ser par o impar, y justa-
mente, al haber etiquetado todas las posibles configuraciones de
acuerdo con su niimero de inversiones, evitamos tener que apelar
a la fuerza bruta para saber que no se habria de poder, que no se
podria encontrar una forma de llevar la configuracion que propuso
Loyd a la original.

Ah, y como siempre, me da mucho gusto decir que esto es
hacer matemadtica... una vez mds.
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(Qué tendran que ver un juego
con pelotas y la paridad?

En lugar de un problema quiero proponerle un juego. Ubique a
ocho personas en un circulo. Las voy a llamar 1, 2, 3,4, 5,6, 7y 8.

Usted ubiquese en el centro del circulo y consigase una bolsa
con muchas pelotas de tenis o de ping-pong... en fin, de lo que
quiera, pero la idea es que pueda sostener suficiente cantidad
para poder jugar.

Cuando empiece el juego, los participantes pueden pedirle
que les dé un nimero cualquiera de pelotas; pero si usted ac-
cede, tendrd que darle la misma cantidad a alguno de los dos
participantes que este tiene al lado.

Por ejemplo, si el participante niimero 4 le pide tres pelotas,
usted tiene que darle las tres pelotas al nimero 4, pero también
debe entregarle tres pelotas o bien al 5 o bien al 3.

Y lo mismo al revés: si en algin momento del juego algin
participante quiere darle pelotas a usted (que estd en el centro),
solo lo puede hacer si consigue que alguno de los dos que tiene
al lado (a la izquierda y/o a la derecha) le entregue ese niimero
de pelotas a usted también. Por ejemplo, si el participante 1 le
quiere entregar cuatro pelotas a usted que estd en el centro, tiene
que convencer o bien al 8 o bien al 2 para que también se des-
prendan de cuatro pelotas.
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Eisas son las tinicas reglas. Ahora bien, para empezar el juego,
los tinicos que tienen una pelota cada uno son el participante 3y
el 7. Los demds no tienen ninguna.

Pregunta: jserd posible que en algin momento del juego todos
los participantes (los ocho) tengan el mismo niimero de pelotas?

Es decir, ses posible disefiar una estrategia, siguiendo las re-
glas que figuran mds arriba, de manera tal que en algiin momen-
to del juego todos tengan la misma cantidad de pelotas?

Ahora le toca a usted.

Idea para la solucion

Mi primera propuesta seria que usted intente jugando.
Aunque no pueda encontrar ocho amigos o familiares que
quieran acompaiiarlo, siéntese un rato con un papel y un
lapiz (qué antiguo, ¢no?). En cualquier caso, vea qué sucede
si usted trata de forzar que todos tengan el mismo niimero de
pelotas.

Lo que yo escriba ahora servird para contestar la pregunta,
pero creo que no lo ayudard a mejorar su capacidad para pensar
salvo que usted intente por su lado. ;Cémo hace usted para des-
cubrir dénde estd la dificultad? ;Se podrd o no se podrd lograr
que todos tengan el mismo nimero de pelotas?

Y si usted no pudo hasta acd, sserd porque no podrd nadie o
serd solamente porque a usted —todavia— no se le ocurrié una
forma que lo conduzca a la respuesta?

Dicho de otra manera, ;uno no encuentra la respuesta por
problemas circunstanciales, o el problema tendré alguna dificul-
tad intrinseca que lo hace ‘insolucionable’?

Antes de avanzar, permitame decir algo mds: la Ginica gracia
que tiene este tipo de problemas es motivarlo para bucear por al-
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gtn otro lugar de su cerebro, llevarla/lo —eventualmente — por
lugares que usted no exploré. Si tinicamente lee lo que escribo
yo, solo le servird para conocerme a mi un poco mejor, nada mds.
La idea final deberia ser otra: mejorar su capacidad para razonar
y elaborar estrategias.

Ahora si, avancemos juntos por aci.

Primera observacion: cada vez que uno intente darle una o
cualquier nimero de pelotas a un jugador cualquiera, sabe que
estd ‘agregando’ ese niimero de pelotas a uno de los dos que tiene
al lado. El problema se va a plantear con los jugadores 3y 7. Si
esos jugadores no tuvieran ninguna pelota, entonces no habria
nada que hacer, ya que ya tendrian todos la misma cantidad: cero
pelotas.

Pero esa no es la posicion inicial. Los jugadores 3 y 7 tienen
una pelota cada uno. Yo podria darles pelotasa 1 ya 2, por ejem-
plo (una pelota a cada uno), ya4ya 5, pero ni bien quiera darle
una pelota a 6, entonces o bien le agrego una pelota a 7 (y no
quiero hacer esto), o bien le agrego una pelota a 5 (y tampoco
quiero hacer esto). Y lo mismo ocurriria con 8.

Por supuesto, el hecho de que no haya podido resolverlo de
entrada no significa que no vaya a poder. Solo quiero mostrarle
alguno de los lugares en donde uno puede tropezar con una di-
ficultad.

También podria encarar el problema de otra forma, entregdn-
doles muchas pelotas a los de alrededor de 3 y de 7, y buscando
alguna manera de retirdrselas usando a los dos que tienen al lado
cada uno de ellos.

Es por eso que le sugeria recién que esta parte del problema
no puedo hacerla por usted. En realidad, es una de las partes mds
importantes de cualquier problema: jdescubrir en dénde estd la

dificultad!
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Eso es algo que nadie puede hacer por usted. Quizds sospeche
dénde estd el problema, pero nada se compara con detectar uno
mismo cudl es la valla que hay que saltar.

Bueno, pero estoy evadiéndome de abordar el problema pro-
piamente dicho.

En un momento determinado habrd que tomar alguna deci-
sién: o bien usted estd convencido de que se puede encontrar una
estrategia que permita que todos tengan el mismo niimero de pelo-
tas, o bien habrd que convencerse (después de haber intentado
multiples veces) de que eso no serd posible y de que lo que se trata
entonces es de demostrar que ‘tal estrategia’ jno existe! No impor-
ta quién venga, ni lo que haga, no habra forma de encontrarla.

Yo voy a tratar entonces de convencerlo/la de que ese es el
caso: no se puede.

Ahora bien: gpor qué?

Hay algo que uno empieza a sospechar en la medida que va
intentando elaborar esa estrategia en alguno de los casos fallidos,
y es que hay ‘algo’ que siempre ‘molesta’... y si bien uno —al
principio— no lo puede poner en palabras, pareciera que tiene
que ver con ‘la paridad’. ;/Tendrd algo que ver el hecho de que
los dos participantes que tienen una pelota sean el nimero 3 y el
nimero 7?2 Digo esto porque si en lugar de ser el 3y el 7 fueran
el 3y el 4 los que empiezan con dos pelotas, entonces no habria
dudas de que el problema si tiene solucién. Bastaria —por ejem-
plo— con darles una pelotaa 1, 2, 5,6, 7y 8. En ese caso, todos
tendrian una pelota, y problema resuelto.

¢Ysien lugar de 3 y 4 les diera una pelota a 3 y a 62 ;Se podra
ahora? (confio en que usted estd intentando en cada caso investi-
gar por su cuenta). Fijese que si, que también se puede: bastaria
con darles una pelotaa 1, 2,4, 5,7 y 8, y terminarian todos con
una pelota otra vez.
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Como tltima sugerencia antes de escribir la respuesta defi-
nitiva, le propongo que se fije que, asi como en los casos en los
que les doy una pelotaa 3ya4,0a3yab6, el problema tendria
solucién, lo mismo pasaria si les diera una pelotaa 5ya 6,0a 2
ya5,oa3yaS8.. Estoy seguro de que a esta altura usted ya debe
haber encontrado otros pares de niimeros con los que funciona.

Si usted revisa los ejemplos que yo puse en donde s7 funciona
(mds los que quizds encontré usted), podrd descubrir algo muy
interesante: pareciera que siempre se puede si los niimeros de los
dos jugadores que tienen una pelota de entrada son uno pary el
otro impar. Pero, en el caso original, los nimeros de los partici-
pantes que empezaron con una pelota son el 3y el 7, que son dos
impares. jAqui si me parece que estamos muy cerca de entender
en dénde estd la clave del problema! Y aqui queria llegar: una vez
mds, el tema central es jla paridad!

Ahora bien: ;qué hacer? ;Cémo aislar el problema de manera
tal de poder explicar que por esa razén no vamos a lograr elaborar
la estrategia? ;Como hacemos ahora para traducir esto que pare-
ce que descubrimos en una demostracion convincente de que si los
nimeros de los dos participantes que tienen una pelota son 3y 7,
entonces jno se va a poder encontrar una estrategia que permita
que todos terminen con el mismo niimero de pelotas!?

Fijese en lo siguiente: por las caracteristicas del juego, si uno
agrega pelotas a un participante, las agrega a alguno de los dos
de al lado (y lo mismo si le quita pelotas, pero ahora no necesito
analizar ese caso). Por lo tanto, le propongo que se fije qué suce-
deria si yo sumara y restara las pelotas que tienen cada uno de los
participantes, asi:

1-2+43-4+5-6+7-8 (%)
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(Cémo interpretar lo que escribi acd?

Estoy tratando de hacer lo siguiente: supongamos que yo le
doy cuatro pelotas al niimero 5. Le tengo que dar entonces cua-
tro pelotas también o al nimero 4 o al nimero 6, ;de acuerdo?
Pero cuando yo haga la suma que figura en (*), no se va a notar.
¢Por qué? Porque si yo le doy cuatro pelotas a 5, el total aumen-
tard en cuatro, pero al mismo tiempo, como tanto las pelotas que
tiene 4 como las que tiene 6 aparecen ‘restadas’, voy a tener que
‘restar’ las cuatro pelotas que le di a alguno de ellos dos. ;Me
entiende...? Espero que si. Si no, relea el texto hasta convencerse
de que me pudo seguir.

Con el nimero que figura en (*), cada vez que yo entrego un
nimero cualquiera de pelotas a cualquier participante vy, por las
reglas del juego, tengo que agregarle pelotas también a alguno
de los dos que tiene al lado, el nimero que figura en (*) jno se va
a modificar! Es que estoy sumando y restando el mismo ndmero.
En este caso, el nimero (*) permanece INVARIANTE.

De la misma forma, si yo le pidiera —digamos— diez pelotas
al nimero 3, las tendria que restar de (*), pero al mismo tiempo,
como las que figuran tanto en 2 como en 4 aparecen con un sig-
no ‘menos’, les agregaria diez pelotas a alguno de ellos, y por lo
tanto el nimero (*) seguiria ‘inalterado’.

(Oué estoy tratando de hacer con esto? Estoy tratando de
convencerla/lo de que el nimero (*) permanece INVARIANTE
cada vez que usted entrega o retira pelotas siguiendo las reglas.

Y para qué sirve esto? ;Qué piensa usted?

Lo extraordinario es que el hecho de que este ndmero (¥)
permanezca INVARIANTE cada vez que agregamos o retiramos
pelotas sirve para demostrar que el problema original no tiene
solucién. ;Por qué?

Si en algin momento pudiéramos encontrar una estrategia
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que permitiera que todos los participantes tuvieran el mismo
nimero de pelotas, en ese caso el ndmero (¥) jserfa cero! Es
que al hacer la operacién que figura en (*), como todos tienen
el mismo ndmero, se van sumando y restando hasta llegar a
cero.

Y entonces? ;Por qué digo que esto prueba que el problema
no tiene soluciéon? ;No tiene ganas de pensar usted?

Es que al empezar el problema, antes de empezar a repartir
pelotas, el nimero (*) es igual a 2... Convénzase usted mismo/a:
haga la cuenta y verd que es igual a 2.

Pero lo notable es que, como vimos, el ndmero (*) permanece
INVARIANTE al avanzar en el juego. Sea lo que fuere al princi-
pio, seguird siéndolo hasta que decidamos parar.

Por lo tanto, como al principio es igual a dos, cuando llegue-
mos a cualquier estadio del juego, seguird siendo siempre dos 'y
nunca serd cero. Pero si nunca llegamos a que sea cero, es porque
no hemos logrado nunca llegar a que todos tengan el mismo nu-
mero de pelotas.

iY esa es la conclusién! Usando este argumento (que se llama
de ‘paridad’) uno puede concluir que, haga lo haga, nunca Ile-
gard a lograr que todos los participantes tengan el mismo niimero
de pelotas.

Moraleja 1

Como usted advierte, este argumento se puede convertir en
algo mucho mds general. ;Qué quiero decir con esto? Si en lugar
de ser los participantes 3 y 7 quienes tienen una pelota cada uno
fueran cualesquiera otros dos (ambos pares o impares), el proble-
ma no tendria solucién tampoco. Y ni siquiera es necesario que
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tengan una pelota cada uno. Alcanza con que esos dos jugadores
tengan el mismo nimero de pelotas inicialmente.”

Moraleja 2

De todos los problemas de este libro, este juego, que parece
tan inocente (y de hecho lo es), permite encontrar su solucién (o
mejor dicho, demostrar que no existe solucién) usando un argu-
mento de paridad a través de un niimero que es invariante (o que
no se modifica) a medida que vamos avanzando en el juego®™.

Eso es lo que provee la matemadtica también: la capacidad de
aportar un argumento tan sélido, impactante y contundente que
permita resolver un problema que —a priori— parece de dificil
solucién.

Espero haber sido capaz de transmitir la potencia de una he-
rramienta de estas caracteristicas, porque se la merece.

53. Un caso aun mds general: el problema no tendrd solucién si la suma
del niimero de pelotas que tienen los participantes con ntimeros pares es di-
ferente de la suma del nimero de pelotas que tienen los participantes con
nimeros impares.

54. En realidad, el invariante que aparece en la suma alternada es el si-
guiente: si uno suma todas las pelotas que tienen los pares y los pone en una
columna, y luego pone la suma de todos los impares en otra columna, esa di-
ferencia no cambia nunca. Asi que si no comienzan ‘emparejados’, nunca van
a ser iguales. Lo interesante es que alcanza con saber esto (si tienen la misma
cantidad de cada lado) para concluir que se podré (o no) resolver el juego.
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Miranda y el partido de tenis (version 2016)

Hace muchos afios, escribi sobre un problema que conoci en
uno de los libros de Martin Gardner. Aparecié publicado en el
tercer libro de la serie Matemadtica... sestds ahi?”. Un tiempo
mds adelante, el 24 de enero del afio 2010, una versién ligera-
mente modificada sali6 en la contratapa de Pdgina/12.%

Ahora quiero hacer una revisién de ese mismo problema y
proponer una solucién totalmente diferente.

Todos los problemas que agrupé acd tienen que ver con la
paridad. Con toda razén, usted se estard preguntando: “;de qué
paridad me habla?”. Bueno, si usted analiza cada uno de ellos,
va a descubrir cémo la paridad de algin factor es determinante
para poder encontrar una solucién o bien decir que no la tiene.
Me explico.

El problema del que hablé tiene que ver con un partido de te-
nis. No se preocupe: no hace falta saber nada de tenis’’, solo que

55. Matemdtica... jestds ahi? Episodio 3,14, pag. 110.

56. www.paginal 2.com.ar/diario/contratapa/l 3-138950-2010-01-24.html

57. Para aquellos que no saben nada de tenis —y no hay razones para su-
poner que uno si sabe— escribo acd que se entiende que una jugadora gana
un set cuando llega a obtener seis puntos (olvidindome de tie-breaks, etc.).
Para el problema, solo hace falta saber que el que llega primero a ganar seis
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un/a jugador/a gana un set cuando llega a obtener seis puntos.

En este caso, estaban jugando Miranda y Rosemary (respeto los

nombres que eligié Martin Gardner por respeto a él también).
Eistos son los datos:

a) Se sabe que Miranda gané el set 6-3.
b) Se sabe que, en total, se quebraron el saque cinco veces.

¢Quién saco primero?

Esa es la pregunta que hay que contestar (y fundamentar). Si
pudiera, le propondria que leyera la versién original publicada
en multiples lugares, no solo en los que yo indiqué mds arriba,
pero en cualquier caso le sugeriria que se detenga un rato a pen-
sar qué pudo (o tuvo) que haber pasado.

Ahora, la solucién.

Para empezar, voy a llamar M a Miranda y R a Rosemary.

Al analizar los posibles casos uno sabe que el nimero de pun-
tos que gand cada jugadora permanecerd estable: M gané 6 y R
gano 3.

Si nunca se hubieran quebrado los saques, el set no se habria
terminado atin, porque la jugadora que empez6 sacando estaria
adelante 5-4 y todavia estarfan jugando.

Por lo tanto, como el set terminé y M gané 6-3, jtuvo que ha-
ber quiebres de saque seguro!

Ahora, le pido que me preste atencién, porque esto serd clave
para lo que siga. Elijamos juntos a una jugadora cualquiera, diga-

juegos es quien gana el set. Por otro lado, cada jugador es quien saca hasta que
se define el punto. Se entiende que el jugador que saca tiene una ventaja, por
lo que se supone que deberia ganar ese juego. Cuando esto no sucede, se dice
que el rival le quebrd el saque. De ahi la pregunta del problema.
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mos M. Como el nimero de puntos que gané M (seis) permane-
ce constante, cada vez que M pierde un punto con su saque (un
quiebre de R), tiene que recuperar ese punto quebrdndole el saque
a R también. Si no, cambiaria el nimero de puntos que obtuvo
al final. Y lo mismo sucede cada vez que R pierde un punto con
su saque (un quiebre de M); R lo tiene que recuperar quebrando
el saque de M. ;Cudl es la moraleja?

“Los quiebres aumentan de a dos. Si una jugadora quebrd,
la otra tuvo que haber quebrado también. Si no, cambiaria el ni-
mero de puntos que logré cada una”. (*)

Ahora, algunos datos para tener en cuenta.

Como el resultado final del set fue 6-3, eso significa que en
total se jugaron nueve puntos. Tuvo que darse una de estas dos
situaciones:

a) Rsac6 5 veces y M sacé 4, o al revés.
b) M sacé 5 veces y R sacé 4.

Empecemos por el caso (a).
Sabemos que M obtuvo 6 puntos en total.
(OQué situaciones pudieron haberse dado?

e Si M no perdié nunca su saque (si gané los cuatro), enton-
ces necesité dos puntos mds (para llegar a seis), y para ob-
tenerlos tuvo que haber quebrado el saque de R dos veces.
Es decir: (quiebres de M) = 2; (quiebres de R) = 0. La suma
es igual a dos.

e Si M perdi6 una vez con su saque (y gané los otros tres),
entonces necesito tres puntos mds (para llegar a seis), y para
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obtenerlos tuvo que haber quebrado el saque de R tres ve-
ces. Es decir: (quiebres de M) = 3; (quiebres de R) = 1.
Ahora, la suma es igual a cuatro.

Si M perdi6 dos veces con su saque (y gané los otros dos),
entonces necesité cuatro puntos més (para llegar a seis), y
para obtenerlos tuvo que haber quebrado el saque de R cua-
tro veces. Es decir: (quiebres de M) = 4; (quiebres de R) = 2.
Ahora, la suma de quiebres es igual a seis.

Como usted advierte, si suma los quiebres de cada una, como

vimos en (*), estos aumentan de a dos. Luego, jnunca se va a

llegar a cinco, como pedia el problemal

En consecuencia, lo que se deduce es que R no pudo haber

empezado sacando. Esto no prueba que sacé M por primera vez
en el partido, sino que sirvié para comprobar que seguro que no

fue R.
Ahora, analicemos el caso (b).
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Si M no perdié nunca su saque (si gané los cinco), enton-
ces necesité un punto mds (para llegar a seis), y para obte-
nerlo tuvo que haber quebrado el saque de R una vez. Es
decir: (quiebres de M) = 1; (quiebres de R) = 0. La suma
es igual a uno.

Si M perdi6 su saque una vez (y gano los otros cuatro), en-
tonces necesité dos puntos mds (para llegar a seis), y para
obtenerlos tuvo que haber quebrado el saque de R dos ve-
ces. Es decir: (quiebres de M) = 2; (quiebres de R) = 1. La
suma es igual a tres.

Si M perdi6 su saque dos veces (y gané los otros tres), en-
tonces necesité tres puntos mds (para llegar a seis), y para
obtenerlos tuvo que haber quebrado el saque de R tres ve-



ces. Es decir: (quiebres de M) = 3; (quiebres de R) = 2. La
suma es ahora igual a cinco. ESTE ES UN CASO QUE
CUMPLE CON TODO LO QUE SE PIDE.

¢ Avanzo un paso mds: si M perdié su saque tres veces (y gané
los otros dos), entonces necesité cuatro puntos mds (para
llegar a seis), y para obtenerlos tuvo que haber quebrado
el saque de R cuatro veces. Es decir: (quiebres de M) = 4;

(quiebres de R) = 3. La suma es ahora igual a siete.

Y paro acd, porque hemos encontrado la solucién.
La respuesta es que empezd sacando M.
Y sigui6 asi.

e FEn total, M sacé cinco veces. Gand tres veces con su saque
y perdi6 dos (que cuentan como ‘quiebres’ de R).

e Para llegar a los seis puntos, le quebrd tres veces el saque a R.

e Por su parte R, que sacé cuatro veces, gané una vez y per-
di6 tres (que le quebré M). Para llegar a los tres puntos, le
quebré el saque a M en dos oportunidades.

e Siusted suma los ‘quiebres’ que se produjeron, esa suma da
cinco, como decfa el problema.

iY listo! La clave acd fue descubrir que los quiebres aumentan
en un nimero par (dos), y por lo tanto, si uno empieza el andlisis
suponiendo que alguna de las dos no perdié nunca con su saque,
quiere decir que la suma de los quiebres empez6 siendo dos, y al
aumentar en un ndmero par, nunca podia llegar a ser cinco. Y
eso fue determinante para descubrir que M fue quien tuvo que
haber empezado el partido.

A esta altura, podria escribir una versién mucho mds corta del
problema, pero no quiero hacerlo porque me parece que estin
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todas las explicaciones necesarias para que pueda transmitir mi
entusiasmo: la paridad es una herramienta muy til cuando uno
quiere determinar si un problema tiene o no solucion, y en caso
de tenerla, determinar cudl es.
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Estrategia para cambiar de bancos

Suponga que en una escuela hay un grupo de 81 alumnos.
Todos son estudiantes del mismo grado y estdn sentados en ban-
cos individuales que forman nueve filas y nueve columnas (o sea,
una grilla de 9 x 9). Los bancos estdn todos ocupados.

El maestro les dice que se pongan de acuerdo y que elaboren
una estrategia que les permita hacer lo siguiente: cuando él haga
sonar un timbre, todos tienen que cambiar de lugar, pero no de
cualquier forma, sino que cada uno debe ocupar un banco ve-
cino al que estd ocupando (hacia la derecha, la izquierda, hacia
atrds o hacia adelante)*®.

Les da el tiempo suficiente para pensar, y hace sonar el tim-
bre. ;OQué estrategia elaboraria usted? ;Cudntas estrategias distin-
tas podria ofrecer?

Eis su turno... si, el suyo. La respuesta la escribo més adelante.

Le sugiero que pensemos juntos una ‘posible’ estrategia. No sé
qué fue lo que pensé usted hasta acd, pero yo estuve un rato tra-
tando de imaginarme qué deberia hacer cada uno. Llegé un mo-
mento en el que senti que me estaba frustrando, porque cada vez

58. Para evitar confusiones, los movimientos no pueden ser en diagonal.

Hay cuatro alternativas (salvo en los bordes): adelante, atrds, a la derecha o a
la izquierda.
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que creia tener ‘resuelto’” el problema, aparecia alguna dificultad
en otro lado, algo asi como lo que se conoce con el nombre de
la ‘frazada corta’ o ‘manta corta’. ;A qué me refiero? A que si la
frazada no es lo suficientemente larga, si me tapo la cabeza me
destapo los pies o viceversa.

Tanto tiempo de intentar sin poder avanzar me hizo sospe-
char en un momento si seria posible que el problema no tuviera
solucion. Fs decir, empecé a pensar que quizds no podia encon-
trar ‘tal” estrategia porque quizds... jno existe estrategial

Pero aun asi, ;cémo hacer para demostrar que no es que yo
no pude encontrarle la vuelta sino que nadie nunca va a poder?
A partir de ahi, dediqué mi esfuerzo a buscar alguna forma de
convencerme de que el problema no tiene solucién; no solo eso;
no solo queria demostrdrmelo a mi, sino que me dediqué a bus-
car alguna forma de convencer a cualquier persona que lea estas
lineas de que no va a poder. Al final, se me ocurri6 una idea que
quiero compartir acd.

Le propongo lo siguiente: piense en un ‘tablero de ajedrez’
que en lugar de ser de 8 x 8 (como los verdaderos) sea un ‘tablero
de 9x 9. De esa forma, estoy ‘modelando’ el aula. Pero un table-
ro que sirve para jugar al ajedrez, aunque sea mds grande o mds
chico, tiene una caracteristica que quiero conservar (y observar):
si usted pinta cada ‘cuadradito’ de blanco o de negro, se obtiene
un tablero como el que aparece en la Figura 1:
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Figura 1

Fijese que ahora es una grilla de 9 x 9, por lo que en lugar de
tener 64 ‘cuadraditos’, como un tablero de ajedrez clasico, hay
81 cuadraditos. ;Por qué quiero que se note la diferencia? No solo
por el tamario, sino porque mientras en un tablero convencional
el ndmero de cuadrados (64) es un nimero par, ahora, en un
‘tablero’ de 9 x 9, hay 81 cuadraditos, que es un niimero impar.

Esto tendrd una consecuencia que al principio me parecié
impensada. ;Por qué? Es que como hay 81 cuadraditos, ahora
uno podria pintar 40 de blanco y 41 de negro, o al revés: 41 de
blanco y 40 de negro. Lo importante es que ahora el nimero de
cuadrados negros y blancos... jno es el mismol!

(Cémo utilizar este dato? (;Quiere tomarse un ‘ratito’ y pen-
sar usted por su cuenta?) Sigo yo.

Fijese en lo siguiente: suponga que usted estd sentado en un
banco que estd pintado de blanco. Cuando usted tenga que cam-
biarse de banco, tendrd que terminar en un banco de color ne-
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gro, y eso sucede porque los cuatro ‘vecinos” que tiene usted son
todos negros.

De la misma forma, si usted estuviera sentado en un banco
pintado de color negro, cuando tenga que cambiar de banco ter-
minard en un banco pintado de blanco. ;Y entonces?

Bueno, esto es muy importante, porque cuando el maestro
haga sonar el timbre y todos los alumnos tengan que cambiarse
de banco, los que estén sentados en bancos ‘blancos’ tendrdn que
sentarse en ‘negros’... jy viceversa! jPero esto no es posible! ;Por
qué? Porque, como ya escribi, el nimero de ‘blancos’ y ‘negros’
no es el mismo. Luego, si hay 41 blancos y 40 negros, al menos
uno de los blancos no va a tener dénde sentarse, ya que el niimero
de negros no alcanza. De la misma forma, si hubiera 41 negrosy
40 blancos, al menos uno de los negros no va a tener dénde sentar-
se ahora porque el nimero de blancos no va a alcanzar.

Lo extraordinario es que sin tener que intentar con TODAS
LAS POSIBLES ESTRATEGIAS, este argumento prueba que el
problema no tiene solucion. Lo que pidié el maestro es imposible,
y se pudo hacer con este argumento de paridad que contesta la
pregunta. ;No es notable?
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SEGUNDA PAUSA:
UNA REFLEXION






Acd quiero detenerme otra vez. Le propongo que hagamos
juntos una reflexion.

Un poco antes le adverti que los siete problemas que habrian
de seguir tendrian ‘algo’ en comiin. Supongo que usted ya debe
tener idea de lo que estoy escribiendo, sobre todo si los fue leyen-
do ‘en orden de aparicién’.

De hecho, fuimos contestando las preguntas planteadas una
tras otra, usando —de diferentes maneras— la misma herramien-
ta: la paridad. De esa forma, supimos que no se puede cubrir el
tablero con 31 fichas de dominé si le quitamos dos casillas de
las puntas (enfrentadas en diagonal), vimos que el caballo no
puede hacer su viaje con movimientos legales pasando por todos
los casilleros sin repetir. Lo mismo sucedié con el laberinto, des-
cubrimos que no se puede salir cumpliendo con las reglas pedidas.

Por otro lado, sirvi6 para entender que el ‘Juego del 15" no
tenfa solucién (a pesar de haber tenido a media Francia pensan-
do durante mucho tiempo), y por otro lado, usando también un
argumento de paridad, pudimos descubrir quién tuvo ‘el saque’
en el partido de tenis entre Miranda y Rosemary, y por qué no
habria de ser posible lo que el maestro les pidi6 a los alumnos:
cambiar todos de banco yendo hacia alguno adyacente (adelan-
te, atrds o alguno de los dos costados).

Me permito entonces sugerirle que ‘relea brevemente’” cada
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uno de los siete dltimos problemas; verd que en principio no pa-
rece que estén conectados. Sin embargo, la solucién presentada
en cada caso invita a pensar algo distinto.

Mads atin: si usted se tropezara con un problema cualquiera
en donde aparecen involucrados nimeros naturales (si no, no
tiene sentido plantearse estudiar la paridad), le convendria tener
guardada la herramienta de ‘la paridad’ en alguna neurona y pre-
guntarse si se puede usar o no. jServird siempre? {Seguro que no!
Pero que no se pueda usar siempre no significa que no se pueda
usar nunca, y es preferible poder contar con ella que no tenerla
disponible o no haber escuchado hablar de ella.

En todo caso, si le hace falta algtin argumento mds para con-
vencerse, intente demostrar —usando simplemente la fuerza
bruta— que no existe ningtin camino que el caballo pueda en-
contrar, de manera tal que lo lleve desde el extremo inferior iz-
quierdo del tablero hasta el superior derecho, sin repetir ninguna
casilla pero pasando por todas. No digo que no se pueda, solo que
me parece muchisimo mds dificil.
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CAPITULO 5







Problema con monedas

El siguiente es un problema tipico para un mago. De hecho,
usted mismo podria leer lo que hay que hacer y ‘destacarse’ en
una fiesta por sus cualidades de ‘adivinador’ (o algo equivalente).
Lo quiero incluir en este lugar porque apela —nuevamente— a
cuestiones que tienen que ver con la paridad. Verd que es muy
sencillo y muy sorprendente también.

Voy a tomar un caso particular pero, en realidad, usted adver-
tird que todo se puede generalizar sin problemas. En principio
entonces voy a suponer que usted y yo colocamos arriba de una
mesa diez monedas. Yo le pido que las ubique como caras o ce-
cas, como le dé la gana. Una vez que usted decide de qué lado
van a estar, yo me doy vuelta y a partir de ese momento ya no
puedo ver lo que usted hace. Eso si: tendremos que seguir algu-
nas reglas —todas muy sencillas— para que yo pueda practicar
‘el truco’. Acd voy.

Como decia, suponga que las diez monedas ya estdn dispues-
tas: algunas serdn caras, otras cecas... cualquier distribucién vale,
incluso todas de un mismo lado.

Una vez que nos pusimos de acuerdo y usted no hard mds mo-
vimientos salvo los que convengamos a partir de ese momento, yo
me doy vuelta y le pido que diga en voz alta un nimero entre 0y
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10. Mientras yo pienso (y enseguida verd qué tengo que pensar),
usted tiene otra tarea: dar vuelta tantas monedas como el niimero
que eligié y que me hizo escuchar a mi.

Por ejemplo: si usted eligié el nimero 7, entonces tendrd que
cambiar de posicion siete veces las monedas que tiene adelante.
(Qué quiere decir ‘cambiarlas de posicion’? Un cambio es dar
vuelta una moneda que estd en posiciéon de ‘cara’ y ponerla en
posicién de ‘ceca’, o al revés. No hace falta que lo haga con siete
monedas diferentes. Puede elegir una y darla vuelta cuatro veces,
y después elegir otra y darla vuelta tres veces, pero lo que tiene
que estar claro es que los cambios de posicion tienen que sumar
siete. De hecho, el caso extremo serfa tomar una sola moneda e
ir ddndola vuelta hasta completar siete cambios. Es ficil darse
cuenta de que si —por ejemplo— usted toma una moneda que
estd como ‘cara’ y la da vuelta siete veces, al final termina que-
dando ‘ceca’, ;de acuerdo?

Vuelvo al problema. Una vez que usted hizo los siete cambios,
clige una moneda cualquiera, la tapa con una de sus manos para
que yo no pueda ver en qué posicion estd y me avisa que terminé
con el proceso. Yo me doy vuelta otra vez, y simplemente ‘miran-
do’ las nueve monedas que quedaron ‘al descubierto’ en la mesa,
le puedo decir si la que tap6 es ‘cara’ o ‘ceca’.

Pregunta, entonces: ;Por qué? ;Cémo se hace? ;En qué con-
siste el ‘truco’?

Ahora, le toca a usted.

Solucién

De entrada, quiero exhibir un ejemplo que creo que le va a
servir para entender todo el proceso. Solo para hacer mds sen-
cillo todo, supongamos que antes de que yo me dé vuelta usted
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puso ocho caras y dos cecas. Como se imagina, cualquier distri-
bucién que hayamos elegido sirve; elijo esta para mostrarle como
funciona en un caso particular, y después todo serd muy sencillo
de ‘generalizar’. Sigo. Ahora hay ocho 8 caras y 2 cecas.

Cuando yo me doy vuelta, usted elige el nimero tres y lo dice
en voz alta.

Ahora, de acuerdo con las reglas, ;qué tiene que hacer usted?

Lo que tiene que hacer es cambiar tres monedas de la posicién
en la que yo las dejé cuando me di vuelta.

No se me escapa que hay muchas formas de hacer tres cam-
bios. Son estas:

a) Dar vuelta tres monedas distintas.

b) Dar vuelta una moneda dos veces y luego dar vuelta otra
cualquiera (*).

¢) Dar vuelta una sola moneda tres veces.

Antes de que yo avance, ¢no se le estdn ocurriendo algunas ideas?

Por ejemplo: si usted da vuelta una moneda dos veces, es
como si no hubiera hecho nada, es como haberla dejado en el
mismo lugar en el que estaba. Mds atin: si usted toma una sola
moneda y la da vuelta un nimero par de veces, es como si no
hiciera nada con ella (la deja en la misma posicién que estaba),
y si la da vuelta un niimero impar de veces, es como si la hubiera
dado vuelta juna sola vez!

Esto, que parece tan inocente, va a tener una papel muy im-
portante en lo que estoy tratando de hacer. Ya verd por qué.

Por otro lado, cuando usted da vuelta una moneda cualquie-
ra, y la cambia de ‘cara” a ‘ceca’ (o al revés), ;qué produce en el
nimero total de caras y de cecas?

(Si estuviera con usted, le dirfa que no siga leyendo mds; dedi-
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quese a usted el tiempo suficiente para descubrir como y por qué
funciona el ‘truco’ que estoy tratando de hacer... Pero claro, no
estoy con usted y no puedo incidir sobre lo que hace, mds alld de
pedirle que lo haga. Mientras tanto, sigo...)

Decia: si uno da vuelta una ‘cara’ y la transforma en ‘ceca’,
se producen varias cosas. EEn principio, una cosa obvia, ya que
aumenta en uno el nimero de cecas, pero también disminuye en
uno el nimero de caras. Pero algo mds: ;qué pasa con la paridad
del nimero TOTAL de caras y de cecas? Fijese que originalmen-
te habia § caras y 2 cecas, pero ahora quedan 7 caras y 3 cecas.
Es decir, antes de mover nada, habia un niimero par de caras
y cecas, pero cuando di vuelta una sola moneda, ahora jlos dos
nimeros cambiaron la paridad! Ahora hay un nimero impar de
caras (siete) y un nimero impar de cecas (tres). Y eso pasé por el
simple hecho de haber dado vuelta una sola moneda.

Mire lo que habria pasado si hubiéramos empezado con 5
caras y 5 cecas. En ese caso, al dar vuelta una cara y ponerla
‘ceca’, tendriamos 4 caras y 6 cecas.... y tanto 4 como 6 son dos
numeros jpares!

Resumen: al dar vuelta de posicion ‘una sola moneda’, cambia

la paridad del niimero total de caras pero también el nimero
TOTAL de cecas.

(Coémo seguir?
Fijese en las tres alternativas que figuran en ().

a) Si usted elige dar vuelta tres monedas diferentes, cuando
da vuelta la primera moneda, en lugar de § carasy 2 cecas
(dos niimeros pares), quedardn 9 caras y 1 ceca (si usted
transformé una ceca en cara) o 7 caras y 3 cecas (si usted
transformé una cara en ceca). En cualquiera de los dos
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casos, los dos nimeros que miden el nimero total de caras
y cecas pasaron de ser ambos pares a —ahora— ser am-
bos impares. Cuando usted dé vuelta la segunda moneda,
transformard —una vez mds— el total de caras y cecas en
dos niimeros que ahora volverdn a ser pares (los dos), y
cuando, por dltimo, usted dé vuelta la tercera moneda, una
vez mds, los totales de caras y de cecas serdn dos nimeros
impares. Moraleja: si usted da vuelta tres monedas distin-
tas, los dos ‘numeritos” que miden el total de caras y cecas
pasan de ser ambos pares a ser ambos impares.

b) Si usted decide dar vuelta una moneda dos veces y después

modificar la posicién de alguna otra moneda... ;cambiard en
algo respecto de lo que hicimos en la parte (a)? (;Quiere pen-
sar usted por su cuenta un instante?) Sigo yo: jno! Porque al
cambiar dos veces de posicién una misma moneda, usted vol-
verd a tener § caras y 2 cecas, como si no hubiera hecho nada.
Pero cuando cambie la segunda moneda de lugar, entonces
SI cambiari la paridad de los dos niimeros. Ahora, habra dos
niimeros impares midiendo la cantidad de caras y de cecas.
Por ultimo, si usted diera vuelta una sola moneda tres ve-
ces, es como si la hubiera dado vuelta una sola vez. Por lo
tanto, una vez mds, los dos nimeros que miden el total de
caras y de cecas jserdn los dos impares, otra vez!

Y a esto queria llegar: no importa cémo decida usted hacer los
tres cambios (ya que habia elegido el nimero tres, jrecuerda?).
Lo IMPORTANTE es que como tres es un niimero impar, es
como cambiar la paridad de los dos nimeros que miden el total
de caras y de cecas, que pasé de ser 8 y 2 (ambos pares) a dos
nimeros que ahora no conozco, pero ;[SEGURO son los dos im-
pares! Y en esto reside la clave de todo. ;Por qué?
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Al haber llegado hasta acd, usted tiene que tapar una de las
monedas y no dejdrmela ver. Yo me doy vuelta, y como usted
habia elegido el namero tres, eso significa que tiene que haber
cambiado el niimero de caras y cecas de dos nimeros pares a dos
nimeros impares, y eso es lo que yo esperaria que pase si usted no
tapara nada. Me doy vuelta y tendria que ver un nimero impar
de caras y de cecas. Pero resulta que si usted tapé una cara (por
poner un ejemplo), entonces yo voy a ver un ntimero jpar de
carasl... y esto no estd bien. O mejor dicho, lo que me dice esto
es que la moneda que usted tiene tapada jestd en la posicion de
caral Al revés: si usted tapé una ceca, cuando yo me dé vuelta
y espere ver un namero impar de cecas, voy a ver un nimero
par (ya que usted tiene escondida una ceca). Alli yo me voy a
dar cuenta y le voy a decir que la que tap6 estd en esa posicion
(ceca).

Y esto resuelve el problema, al menos en el caso de 10 mone-
das y donde § hayan estado en posicién de cara y 2 en posicién
de ceca. Pero me permito preguntarle: sno le parece que usted
estaria en condiciones de replicar lo que yo hice si cambidramos
el ejemplo? Es decir, si en lugar de haber ocho caras y dos cecas,
hubiera 7 cecas y 3 caras, y eligiendo el nimero cuatro.

Como cuatro es un ndmero par, si usted no tapara nada, yo
esperaria encontrarme con un nimero impar de cecas y de caras
(porque usted eligié un nimero par, el cuatro). Si la que usted
tapé es una cara, yo voy a ver un nimero par de caras y me voy
a dar cuenta de que ‘falta una cara’. Si usted tapé una ceca, lo
mismo: yo esperaré un nimero impar pero veré un nimero par.
La que falta es la que usted tiene tapada.

Y esto sirve para resolver el problema en general. Si usted qui-
siera avanzar un poco mds, le propongo que piense cémo hacer
si en lugar de 10 monedas hubiera 100 o 5.000... no importa
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(pero si importa que sea un nimero par de monedas), y después
usted podré pedirle a quien esté jugando con usted que elija un
nimero ya no entre 0y 10 sino entre 0 y 100, o entre 0y 5.000.
Cambiardn los ndimeros, pero conceptualmente es todo igual.

La paridad, una vez mds, tiene un papel esencial en la solu-
cién de este ‘truco’. Con esta idea, estoy seguro de que usted
podria pensar otros problemas en donde sea la paridad la que le
permita ‘descubrir’ lo que hizo la otra persona cuando usted se
dio vuelta, y de esa forma sorprender a su interlocutora (o inter-
locutor).

Los dos problemas que siguen fueron propuestos por John
Allen Paulos.” El mérito de los contenidos le corresponde todo a
él. Yo simplemente soy un comunicador. Los titulé ast:

a) La suma tiene que dar 2016.
b) Sumas y restas.

59. John Allen Paulos no solo es profesor titular en la Universidad de Tem-
ple, en Filadelfia, estado de Pensilvania, sino que con los afios se ha trans-
formado en un extraordinario comunicador, haciendo grandes aportes a la
matemadtica recreativa. Su libro inicial, Innumeracy (en castellano, EI hombre
anumérico), fue un éxito mundial, aunque en general todos sus trabajos son
altamente recomendables.
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La suma tiene que dar 2016

Suponga que tiene una resma de papel, es decir, 500 hojas.
Las hojas estdn en blanco. Yo le pido que las numere de los dos
lados, es decir, empezando con una hoja que tendrd el nimero
uno de un lado y el dos del otro, después otra que tendrd el tres
de un lado y el cuatro del otro, y asi siguiendo hasta completar
las 500. De esta forma, usted tendrd que haber utilizado todos los
nimeros desde el 1 hasta el 1.000.

La pregunta es la siguiente: shabrd alguna manera de elegir
25 hojas cualesquiera (de las 500 que usted acaba de numerar)
de tal forma que si uno suma los nimeros que usted escribié en
cada lado, ese nimero sea 2016?

Respuesta: No, es imposible, porque elija las hojas con la es-
trategia que quiera, al sumar los nimeros de cada lado, siempre
resulta un ndmero impar (ya que son dos nimeros consecutivos).
Por lo tanto, como yo le pedi que se fijara si es posible seleccionar
25 de manera tal que cuando uno sume los niimeros se obtenga
el nimero 2016, eso serd imposible, porque al sumar 25 ndmeros
impares se obtendrd un nimero impar, y el nimero 2016, como
todos sabemos, es par.
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Reflexién

Eiste resulté un problema sencillo, sobre todo después de ver
la solucion. Pero la reflexién que yo quiero hacer con usted es la
siguiente: jse imagina si uno tuviera que tratar de probar todas
las posibles combinaciones de 25 hojas para descubrir si algunas
de esas sumas da 2016 o no? ;No es notable cémo un argumento
tan elemental provee una respuesta inmediata y ya no hace falta
buscar m4s?

Eiste es un ejemplo extraordinario de la potencia de esta herra-
mienta, y por eso lo enfatizo de esta forma.
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Sumas y restas

Suponga que usted tiene la suma de los primeros diez ni-
meros:

1+2434+4+5+6+7+8+9+10

Una pregunta: shabrd alguna forma de cambiar alguno (o al-
gunos) de los simbolos de suma (+) y reemplazarlos por simbolos
de resta (—) de manera tal que al hacer las cuentas ahora uno
obtenga el ndmero cero?

Por ejemplo, si yo hiciera los reemplazos siguientes:

1+42-3-4-5-6+7-8+9+10=3

Como se ve, cambié cinco simbolos de suma y los reemplacé
por los de resta. Ahora, el resultado es el niimero tres. La pregun-
ta, entonces, es: jse podrd encontrar alguna combinacién equi-
valente pero cuyo resultado sea cero?
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Respuesta

La respuesta es que no se puede. ;Por qué? ;Hard falta anali-
zar todas las posibles combinaciones? Lo interesante es que no,
no hace falta, si uno hace las siguientes observaciones:

a) Lasumaorigina,  + 2+3+4+5+6+7+8+9+10=55.
Es decir, es un nimero impar.

b) Ahora, présteme atencién a este detalle: si uno cambia
el simbolo que estd delante del nimero cinco, por poner
un ejemplo cualquiera, y en lugar de sumar cinco ahora
uno resta cinco, fijese que el resultado final se modifica
en jdiez! Es decir, uno no solo deja de aportarle cinco a la
suma final, sino que le quita cinco. Luego, el cambio que
se produce en el resultado es de diez. Y lo mismo sucede
con cualquier nimero. Si usted modifica el simbolo que
estd delante del ndmero dos, entonces no solo ya no suma
los dos que tenia originalmente, sino que ademds le resta
dos. El resultado final se ve modificado en jcuatro! Es de-
cir, cada cambio de un simbolo mds por un simbolo menos
afecta al resultado final en un ndmero par (2, 4, 6, §, 10,

12, 14, 16, 18 y 20, respectivamente).

Con estos datos, fijese lo que sucede. Como el nimero ori-
ginal (55) es un nimero impar y uno le va restando —con cada
cambio— un nimero par, el resultado final serd siempre un ni-
mero impar (ndmero impar menos nimero par siempre resulta
impar). Luego, como la pregunta era si se podian hacer modifi-
caciones para llegar a que resulte cero, la respuesta es que no va
a ser posible, ya que cero es jun niimero par!
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Sombreros (‘ala Gerry’)

El siguiente problema parece convencional. Es decir: cual-
quiera que haya pensado en algin momento alguno que invo-
lucre sombreros (blancos y negros) distribuidos entre grupos de
personas creerd que este es uno mds.

No. O mejor dicho: si, es uno mds, pero con un ingrediente
extra. La solucién que yo conozco involucra un aspecto de la
matemadtica que se usa poco (en este tipo de planteos), pero que
es decididamente muy util.

De todas formas, no imagine usted que le hace falta saber algo
y que si no lo sabe no podrd resolverlo. Al contrario: la idea, en
todo caso, es descubrir que uno lo puede resolver sola o solo sin
necesidad de haber estudiado matematica... Lo atractivo es que
uno detectard después que uno estuvo haciendo matemdtica todo
el tiempo, mientras pensaba la solucién... pero no se dio cuenta.

Basta de prolegémenos. Acd va.

Se tienen 20 personas dispuestas en una fila (como si uno estuvie-
ra haciendo la ‘cola’” para comprar entradas en un cine o para entrar
a un partido de fitbol). Para fijar las ideas, digamos que cada persona
puede ver a las que tiene adelante, pero no a las que tiene detris.
Cada una de ellas tiene puesto sobre su cabeza un sombrero que,
como es de esperar, puede ser blanco (B) o negro (N).
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El que estd en el lugar 20, entonces, puede ver los sombreros
que tienen todos los que estdn adelante de él, pero no el propio.
El que estd ubicado en el lugar 19 ve los colores de los sombre-
ros de todos los que tiene adelante (del 1 al 18), salvo el propio
y el del vigésimo (que estd por detrds de él). Y asi siguiendo. De
hecho, el primero de la cola no ve ningiin sombrero, ni siquiera
el propio.

Voy a preguntarle a cada uno de los que estdn en la fila (empe-
zando por la que estd en el lugar 20) de qué color es su sombrero.

A medida que cada uno conteste, le preguntaré al siguiente,
hasta llegar al que estd primero. Mientras tanto, yo no haré nin-
guna indicacién sobre si la respuesta de cada uno es correcta o
incorrecta, pero todos escuchan todas las respuestas.

El problema consiste en lo siguiente: las veinte personas tie-
nen que disefiar una estrategia que les permita decidir qué color
de sombrero tienen... jy solo se les permite errar, a lo sumo, una
vez!

Es decir: antes de formar la fila, deben elegir un método (co-
nocido y acordado por todos) de manera tal que cuando yo les
pregunte qué color de sombrero tiene cada uno de ellos puedan
contestar acertadamente, admitiéndose solo un error en el trayecto.

;Se anima?

Es momento de dejarlo pensando a usted. Yo me retiro hasta
la pdgina de soluciones, pero hdgame caso: no venga rapido. Tie-
ne tiempo. De hecho, si lee la respuesta sin haberlo pensado, se
pierde una oportunidad de entrenar el cerebro un rato. ;Por qué
habria de hacerlo?
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Solucién

(Coémo hacer? Todos saben que, en total, se pueden equivo-
car solo una vez.

(Cudles son los datos que puede usar cada uno?

Lo que ve es solo el color de los sombreros que tiene adelante.

En cambio, todos escuchan lo que van diciendo los que estdn
ubicados detrds (y también lo que dicen los de adelante, pero
eso ya no tiene incidencia porque para entonces uno ya dio su
respuesta).

Se trata entonces de usar estos datos de manera tal que cada
uno tenga suficiente informacién para deducir de qué color es su
sombrero cuando le toque el turno de decirlo.

Yo voy a proponer acd una estrategia. Podria asegurar que no
es la dnica, pero en todo caso es una que usted podrda comprobar
que sirve. Pero si usted pensé otra que también resuelve el pro-
blema, seguro que es mucho mejor que la que voy a plantear acd
abajo por una sencilla razén: jes suya! Sigo.

El que estd en el lugar 20 no tiene manera de saber qué color
tiene. Ese va a ser el tinico que se dard el lujo de errar. Sin embar-
go, la persona que ocupe el lugar 20 usard su turno para ‘pasar’
informacion al resto de los integrantes de la fila. De todas formas,
lo tinico que puede decir es Blanco o Negro, pero como usted va
a ver inmediatamente, lo que diga serd esencial para lo que digan
los siguientes.

Acompdfieme con esta idea. El que estd en el lugar 20, si bien
no sabe qué color de sombrero tiene, lo que si puede hacer es
contar el nimero de sombreros negros que tiene delante de é1.9

60. Por supuesto, puede contar los sombreros blancos también, pero elijo
los negros para esta estrategia particular. Como usted podrd comprobar al
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Lo seguro es que ese nimero serd un nimero entre 0 y 19. Ese
nimero, entonces, puede ser par (0, 2, 4, 6,...16, 18) o impar (1,
3,5,7,..17,19). Este dato serd clave para la solucion.

Como escribi més arriba, uno solo de ellos puede errar, y en
este caso, quien ocupe el lugar 20 no estard tan interesado en
acertar el color de su sombrero como en pasar alguna informa-
cion a los 19 restantes. Y entonces hard lo siguiente: si el nimero
de sombreros NEGROS que ve delante de él es un niimero par,
dice: NEGRO.

En cambio, si cuando cuenta el nimero de sombreros negros
ve que es un nimero impar, dice: BLANCO.

Los 19 integrantes de la fila, al escuchar lo que dice el 20,
toman nota (mental). A partir de acd, todos ellos saben que el
ntimero 20 ve un niimero PAR de sombreros negros.

Ahora, piense conmigo: si el nimero 19 tiene un sombrero
negro, eso quiere decir que €l tiene por delante un nimero im-
par de sombreros negros. ;Por qué? Es que si el 20 vio un nu-
mero par y ahora el 19 ve un ndmero impar, jc6mo pudo haber
cambiado la paridad de ese nimero? Solamente si el color del
sombrero de 19 es negro. Si el color del sombrero del ndmero 19
fuera blanco, entonces tanto el 20 como el 19 verian el mismo
niimero de sombreros negros, pero mds importante atin es que la
paridad seria la misma: si al empezar era un niimero par, ahora lo
sigue siendo. Y si al empezar era un nimero impar, ahora lo sigue
siendo. ;Qué se concluye? Esto dice que el color del sombrero
del nimero 19 jtiene que ser blanco!

Primera conclusion: si la paridad del nimero de sombreros
negros que ven el nimero 20 y el nimero 19 es la misma, en-

terminar de leer la solucidn, la estrategia podria basarse en el ndmero de som-
breros blancos y nada cambiarfa.
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tonces el ndmero 19 tiene un sombrero blanco. Si en cambio,
la paridad cambia, eso quiere decir que el nimero 19 tiene un
sombrero negro.

Sigo. Para fijar las ideas, supongamos que el nimero 20 dijo
NEGRO. Eso quiere decir que €l ve un nimero par de sombre-
ros negros. Si el ndimero 19 ve también un nimero par, entonces
él dice BLANCO, porque la paridad no cambid.

Si, en cambio, el nimero 19 ve un nimero impar de som-
breros negros, esto solamente puede suceder porque €l tiene un
sombrero negro. Entonces, lo dice: NEGRO.

Supongamos entonces que 20 dijo NEGRO y 19 dijo BLAN-
CO. El niimero 18 escuch6 ambas respuestas y deduce dos cosas:

a) 20 ve una cantidad PAR de sombreros negros.

b) 19 tiene un sombrero blanco, y por lo tanto el nimero de
sombreros negros que estd viendo 19 (igual que 20) es un
nimero PAR.

(Como seguir desde acd? Si 18 ve que sigue habiendo un nt-
mero par de sombreros negros, eso significa que €l tiene un som-
brero blanco. Si no, €l tendria que ver uno menos (de los negros)
y cambiarfa la paridad: pasaria de ser un nimero par a ser un
nimero impar. Es decir que si el 18 ve una cantidad par de som-
breros negros, entonces €l dird Blanco también. En cambio, si él
ve una cantidad impar de sombreros negros, es porque él mismo
tiene que tener negro, y lo dird. Pongamos entonces que si, que
18 vio un nimero impar de sombreros negros. La cadena hasta
acd tendria que ser asf:

20 = dice sombrero Negro porque ve un nimero par de
sombreros negros adelante de él.
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19 = dice sombrero Blanco porque ve (como 20) que el ni-
mero de sombreros negros delante de él sigue siendo par.
18 = dice sombrero Negro porque, ahora, a diferencia de 19, €l
ve un nimero impar de sombreros negros, y como la paridad
cambid, entonces eso tuvo que haber sucedido tinicamente
si €] tenfa un sombrero negro, y lo dice: NEGRO.

(Qué podria pasarle al 17?7 De acuerdo con los datos que €l
fue recolectando, ¢l sabe que originalmente habfa un nimero
par de negros (cuando hablé el 20), sigui6é habiendo una canti-
dad par cuando hablé el 19 (porque dijo Blanco), pero cuando el
18 hablé dijo Negro, lo que indica que ahora el 18 ve un niimero
impar de sombreros negros. Si el 17 viera un nimero par de
sombreros negros, entonces €l tiene un sombrero negro (ya que
habria cambiado la paridad). En cambio, si él contara también
un nimero impar de sombreros negros (igual que 18), entonces
¢l tendrfa que tener un sombrero blanco.

No voy a seguir porque creo que la idea estd clara, pero la
quiero resumir en estas lineas.

a) El nimero 20 le indica a todo el resto si el nimero de som-
breros negros que hay entre el 1 y el 19 es par o no. Si es un
nimero par, dice NEGRO. Si es un nimero impar, dice
BLANCO. Supongamos que empieza con negro.

b) El nimero 19 mira lo que sucede delante de él. Si sigue
habiendo una cantidad par, entonces dice BLANCO. Si
no, si la paridad cambié, dice Negro.

¢) El niimero 18 presta atencién a lo que dijeron sus dos pre-
decesores. Si el 19 dijo Blanco, la paridad sigue como la
veia el 20. Si no, es porque cambi, lo cual le indica al 18
que él tiene sombrero Negro.
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d) Cada integrante de la fila va llevando la cuenta ‘mental’
de la paridad que originalmente estaba establecida por 20.
Si alguien dice Blanco, esa paridad no cambia. Si alguien
dice Negro, entonces si.

e¢) Esa cuenta ‘mental’” sumada a la paridad del ndmero de
sombreros negros que quedan por delante es lo que indica

con CERTEZA el color del sombrero de cada uno.

De esta forma, esta estrategia basada en la paridad de lo que
habia y de lo que queda resulta esencial para determinar el color
del sombrero de cada uno, con la excepciéon del primero de todos
(0 el nimero 20): ese es el inico que no puede saber qué color
tiene puesto, pero con el resto, si.

Por dltimo, quiero poner acd abajo un ejemplo (que le sugiero
que revise sin leer la respuesta) para saber si la estrategia le resul-
ta —ahora— un poco mds familiar.

Suponga que en lugar de 20 sombreros hay 7, y que estdn
distribuidos ast:

— MW R~ VT o\
Il
Z®™ZZZ>I=E

(Qué pasaria en este caso?

1) El nimero 7 dice NEGRO (y se equivoca, pero esto poco
importa). Lo que Sl interesa es que le estd anunciando a los
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6 de adelante que hay un ndmero par de sombreros negros
entre ellos.

2) El nimero 6 dice BLANCO (y dice bien), pero spor qué?
Porque cuando 6 cuenta el nimero de sombreros negros ve
cuatro (el 5, el 4, el 3yel 1), que es un niimero par. Como
7 vefa también un ntimero par (y por eso dijo negro), en-
tonces el nimero 6 SABE que tiene blanco.

3) El nimero 5 escuché Blanco, lo que indica que la paridad
del niimero de sombreros negros que habia visto 7 también
la vio 6, y por eso dijo blanco. Pero como 7 habia dicho
negro, entonces el nimero de negros era par, y ahora 5 ve
un ndmero impar (el 4, el 3 y el 1). Luego, como cambié
la paridad, €l (el 5) tiene un sombrero negro. Y lo dice:

NEGRO.

Antes de seguir: cada vez que alguien dice Blanco, es porque
la paridad del nimero de sombreros negros no cambia. Si al-
guien dice Negro, entonces si. Como el 7 dijo negro, venimos
de un nimero par. Como 6 dice blanco, sigue en par. Cuando 5
dice negro, entonces ahora si cambid, y pasé a ser impar.

4) El nimero 4 escuché que el 5 dijo Negro, lo que le indica
que —siguiendo el proceso— el ndimero 5 ve una cantidad
impar de sombreros negros. Pero 4 ve una cantidad par (el
3yel 1). Una vez mds, para que la paridad cambie, él mis-
mo, el nimero 4, debe tener un sombrero negro. Y lo dice:
NEGRO.

5) El ntimero 3, al escuchar negro, sabe que la paridad cam-
bi6 otra vez (y ahora es un niimero par). Pero él, el niimero
3, ve solamente un sombrero negro, el del nimero 1. Una
vez mds, la paridad cambia, y eso puede pasar solamente
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porque 3 tiene un sombrero negro. Y lo dice: NEGRO.
Esto le indica al nimero 2 que el 3 estd viendo una canti-
dad impar de sombreros negros.

6) El nimero 2 también ve una cantidad impar: uno solo,
que lleva el nimero 1. Luego, como la paridad no cambia,
el nimero 2 dice BLANCO.

7) El nimero 1, al escuchar al 2 decir Blanco, entiende que
hay un nimero impar de sombreros negros. La tnica posi-
bilidad de que esto suceda es que el propio nimero 1 tenga
un sombrero negro. Y lo dice.

Como se ve, con esta estrategia, SALVO EL PRIMERO, to-
dos los demads dicen (deducen) correctamente su color de som-
brero, y se termina por resolver el problema.

Una ultima observacién: el hecho de que yo hubiera elegido
20 jugadores es totalmente irrelevante. La estrategia sirve inde-
pendientemente del ndmero de personas y sombreros. Es posible
extenderla a cualquier niimero de participantes. Haber resuelto
este caso particular permite generalizarlo a un nimero n cual-
quiera de participantes, y de ahf la belleza del ejemplo.!

61. Este problema me lo conté (como tantos otros) Gerardo Garbulsky. Si
disfruté al pensarlo, el crédito entonces es para él.
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Matadores y pacifistas

Lawrence Potter es un matemdtico inglés que trabajé varios
afios en Centroamérica, en Rumania y en Ruanda, ensefiando
no precisamente en las mejores condiciones, pero con un en-
tusiasmo extraordinario. Escribié varios libros de divulgacién a
pesar de ser atin muy joven (30 afios en 2013), pero seguramente
el mds famoso es el que se llama Mathematics Minus Fear (“Ma-
temdticas menos miedo”). De ese libro extraje una historia que
me parece atractiva para poder compartir acd. Dice asi.

En un pueblo muy pequetio hay 101 personas denominadas ‘mata-
dores’ (M) y otras 101 personas denominadas ‘pacifistas’ (P). Cuan-
do un P se encuentra con otro P en la calle, no pasa nada. Siguen
caminando como si no se hubieran visto. Si un M se encuentra con
un P, el M ‘mata’ al P. Y finalmente, si se encuentran dos M, mue-
ren ambos, se matan mutuamente.

Todas las personas del pueblo (las 202) van caminando por las calles
sin parar. Los encuentros se suceden inicamente de a dos, de a pa-
res. Es decir, suponemos que idealmente cada vez que una persona
se encuentra con otra, nunca hay otras alrededor. Los encuentros
son —ademds— totalmente aleatorios.

Una mafiana, con las reglas establecidas mds arriba, todos (los 202
habitantes del pueblo) salen a caminar. Y no dejardn de caminar
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independientemente de lo que vaya sucediendo con los que vayan
perdiendo la vida en el camino.

Justo en ese momento en donde todos salen a la calle y empiezan a
recorrer el pueblo, a usted (si, a usted) le piden que se incorpore a la
caminata junto con ellos y cumpla las mismas reglas que ellos como
si nada sucediera a su alrededor. Eso si: le dan la chance de que
elija ser o bien un M o bien un P. ;Qué es lo que mds le convendria
ser: un ‘matador’ (M) o un ‘pacifista’ (P)? ;Cuadl de las dos chances
le da una mayor probabilidad de sobrevida?

Mis alld de que siempre me provoca cierto ‘escozor’ escri-
bir sobre ‘matadores’, muertes, etc., espero que quede claro que
se trata de un juego que solo involucra usar un poco de légica.
Dicho esto, ubiquese en el lugar (desafortunado, claro estd) y
piense a cudl de los dos grupos le convendria mds pertenecer: ;P
o M?

Por otro lado, ¢se podrd elaborar alguna estrategia que permita
incrementar las chances de sobrevida?

Ahora le toca a usted.

Solucién

Como las personas tienen que seguir caminando indefinida-
mente, las muertes van a continuar hasta que no se pueda seguir
mds. Por ejemplo, si los sobrevivientes fueran todos pacifistas, alli
mismo terminarian las matanzas. Ahora bien, ;qué posibilidades
hay de que eso suceda?

En principio, cuando dos P se encuentran, no sucede nada
significativo. Siguen adelante como si fueran transparentes. Pero
inexorablemente, como la caminata de cada persona es total-
mente aleatoria, en algin momento todo pacifista se terminard
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encontrando con algin M. Sin embargo, usted podria pensar:
“No, eso no tendria por qué ser cierto. Podrfa suceder que todos
los M se destruyeran entre si, y que yo, si fuera un P, tuviera la
suerte de no encontrarme nunca con ninguno de los M”. Pero,
Jserd posible esto?

Fijese. Los M, ademds de matar a los P, se matan entre ellos.
O sea, que cuando muere uno de los M, también tuvo que haber
muerto otro M. Es decir, los M mueren de a dos. Los P no. Ellos
van muriendo de a uno, pero los M mueren de a dos. Este es un
dato muy importante porque va a ser el que permita contestar la
pregunta original (“;qué conviene ser: M o P?”. Ya vera).

Acd es también donde la matemdtica tiene algo para decir.
Como en principio hay 101 personas identificadas como M, y
todos ellos van a ir muriendo de a pares, llegard un momento en
que quedard un solo M vivo. ;Por qué? Es que como 101 es un
nimero impar, restando de a dos, en algin momento se llegard
a la situacién en la que quedard un solo M que todavia no murié
(y eso sucedié porque cada vez que se encontr6 con gente en la
calle han sido todos P).

Como usted se da cuenta, los P van a ir muriendo todos tam-
bién, aunque més no sea porque en algiin momento de sus ca-
minatas inexorablemente se encontrardn con un M y morirdn
en el instante. Es decir que si usted se incorpora al contingente
de personas que habitan el pueblo, si es un P, morird inexorable-
mente: su probabilidad de sobrevida jes nula!

(Oué posibilidades de sobrevida hay si usted eligiera ser un M
en el momento de empezar a caminar?

Si usted fuera un M irfa matando a todos los P con los que
se fuera encontrando en el camino. Si tiene la suerte de nunca
encontrarse con ningdin M, entonces quedard vivo hasta el final,
pero alli si, inexorablemente, se tropezard en algin momento con
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el otro M que tuvo que haber quedado vivo también (porque
los M se mueren de a dos). Y alli si, morirdn los dos: €l, si, pero
también usted.

Moraleja: no importa lo que usted elija ser al principio: sea un
P o un M, sus posibilidades de sobrevida no existen.
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Puentes de Konigsberg

Todo transcurria a mediados del siglo XVIII, en Konigsberg,
una ciudad prusiana (devenida luego Kaliningrado, hoy Rusia).
La ciudad era atravesada por un rio, el Pregel. Ademds, en el me-
dio del rio habia dos islas. Los pobladores habian construido siete
puentes para cruzar de una orilla a la otra, pasando por alguna de

las islas. La distribucién es la que se ve en la Figura 1:
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Hay cuatro sectores de tierra, A, B, C y D, y siete puentes.

La pregunta es la siguiente: empezando en cualquier parte
de la geografia, ses posible recorrer los siete puentes sin pasar
dos veces por el mismo? Es decir, uno se para en cualquier lugar
(incluso en cualquiera de las dos islas) e intenta cruzar los siete
puentes sin repetir. ;Se puede?

Por supuesto, la tentacion mia es escribir la respuesta aqui
mismo. La tentacion suya es leer la respuesta “sin pensar” mds
que un minuto. ;Y si lo intenta solo/a? Quizd se entretenga y
valore el desafio, aunque en principio (o “en final”) no le salga.
Es solo una sugerencia...

Respuesta: El problema no tiene solucién. Es decir, no sé
cudnto tiempo le dedicé usted, pero en lo que sigue voy a tratar
de explicar por qué no hay manera de recorrer los siete puen-
tes sin repetir ninguno. Pero antes, quiero contarle una breve
historia.

Le pido que me acomparie con esta idea. Mire el siguiente

dibujo:

Figura 2
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;Puede relacionarlo con el problema anterior? Es verdad que
ahora ya no hay mads islas ni puentes. Ahora hay puntos o vértices
que hacen el papel de la tierra firme en el grifico original, y los
arcos que los unen son los que antes, en la Figura 1, hacfan el
papel de puentes.

Como se ve, el problema no cambié. El grifico si, pero en
esencia todo sigue igual. ;Cudl serfa ahora la nueva formulacién
del problema? Piénselo solo, si prefiere. Si no, uno podria inten-
tar asi: “Dada la siguiente configuracién o el siguiente dibujo
(Figura 2), sse puede empezar en cualquier punto o vértice y
recorrerlo sin levantar el ldpiz ni pasar dos veces por el mismo
arco?

Silo piensa un instante, se dard cuenta de que no hay diferen-
cia conceptual. Es el mismo problema planteado de dos formas
diferentes. Una vez aceptado esto, pensemos juntos por qué no
se puede.

Los vértices, entonces, se llaman A, B, C y D. Contemos jun-
tos el nimero de arcos que salen (o entran) de cada vértice.

Al vértice A llegan (o salen) tres arcos.

Al vértice B llegan (o salen) cinco arcos.

Al vértice C llegan (o salen) tres arcos.

Al vértice D llegan (o salen)

Es decir, en todos los casos entra (o bien sale, pero es lo mis-

tres arcos.

mo) un nimero impar de arcos.

Ahora le sugiero que pensemos lo siguiente. Supongamos que
usted ya comenz6 su camino en alguna parte, salié de algin vér-
tice y cay6 en otro que no es ni el inicial ni el final. Si es asi,
entonces a ese vértice usted llegé por un arco y tendrd que salir
por otro. Tuvo que haber usado un arco para llegar, porque usted
sabe que ese no es el inicial, y sabe que tiene que usar un arco
para salir, porque sabe que ese no es el final. Por favor, antes de
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avanzar, piense en lo que escribi recién, pero piénselo solo, even-
tualmente haciendo un dibujo.

(Cudl es la moraleja de esto? Una posible moraleja es que si
uno cae en algin vértice en el recorrido, que no es ni el inicial ni
el final, entonces el nimero de arcos que salen (o entran) tiene
que ser par. ;Por qué? Porque uno necesita llegar por uno y salir
por otro. Luego, necesita que el nimero de arcos que llegan y
salen a ese vértice sea par.

Ahora bien. Si eso es cierto, jcudntos vértices pueden, en
principio, tener un nimero de arcos que entran o salen que sea
impar? (Piense la respuesta.... Si quiere, claro.)

La respuesta es que hay solo dos vértices que pueden tener un
nimero impar de arcos que llegan o salen, y estos son, eventual-
mente, el vértice inicial (que es el que uno elige para empezar el
recorrido) y el vértice final (que es el que uno eligié como final
del recorrido).

Una vez entendido esto, lo que queda por hacer es volver a
mirar en el dibujo original y contar cudntos arcos entran o salen
de cada vértice.

Como sabemos (porque ya hicimos la cuenta mds arriba) que
a todos los vértices llega o sale un nimero impar de arcos, enton-
ces el problema NO TIENE SOLUCION. Porque de acuerdo
con lo que hemos visto, a lo sumo dos de los vértices pueden
tener un nimero impar de arcos que llegan. Y en el caso nues-
tro (el de los Puentes de Konigsberg), todos tienen un niimero
impar.

Varias observaciones finales:

a) Proponer un modelo como el que transformé el problema

original (el de los siete puentes) en un grifico como el de
la Figura 2 es hacer matematica.
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b) Este problema fue uno de los primeros que inauguré una

rama de la matemdtica que se llama Teoria de Grafos. Y
también la topologia. Uno de los primeros nombres que
tuvo la Teoria de Grafos fue el de “geometria de posicion”.
Con el ejemplo de los puentes de Konigsberg, se advierte
que no interesan ni tamanos ni formas, sino posiciones re-
lativas de los objetos.

El problema es ingenuo, pero el andlisis de por qué no se
puede requiere pensar un rato. El primero que lo pensé
y lo resolvié (ya que muchos fracasaron) fue un suizo,
Leonhard Euler (1707-1783), uno de los matematicos mds
grandes de la historia. A €l se le ocurrié la demostracion
del teorema que prueba que no importa qué camino uno
recorra, nunca tendrd éxito. Entender que hace falta un
teorema que demuestre algo general, para cualquier grafo
(o dibujo), también es hacer matematica. Es obvio que una
vez que uno tropezé con un problema de estas caracteris-
ticas se pregunta cudndo se puede y cudndo no se puede
encontrar un camino. Fuler dio una respuesta que no sola-
mente sirvié para este caso, sino que mostré que estudian-
do la paridad se puede determinar cuiando hay solucién...
y cudndo no.
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La princesa, el rey que la tenia escondida
y el caballero que queria encontrarla

El que sigue es un problema espectacular. Hay muchas ver-
siones circulando desde hace muchisimos afios pero elijo la que
me sugirié Juan Pablo Pinasco (que fue el primero que me advir-
ti6 de su existencia).

Lo voy a escribir como si fuera un cuento. En un pueblo del
Medioevo, habia un rey que queria casar a su hija,*” pero querfa
que quien se casara con ella tuviera algtin tipo de destreza ldgica.
Habia remodelado un ala del castillo en donde vivian y prepara-
do un largo pasillo (como si fuera un hotel) con 17 puertas. Estas
puertas permitian el acceso a 17 habitaciones, pero lo curioso es
que estaban todas del mismo lado: el derecho. En la puerta de
cada una de estas habitaciones habia una placa con un niimero
que la identificaba, del uno al diecisiete.

Cada habitacién tenfa tres puertas. Una que comunicaba al

62. Qué locura es esto, ¢no? Yo lo escribo, usted lo lee como tantas otras
veces en la vida en los libros de cuentos y toma con total naturalidad —o
casi— algo tremendo: las vidas de las personas eran decididas por otras. Y no
es que sucedia esporddicamente. No. Sucedia mucho, y no solo con reyes y
princesas, sino en las vidas cotidianas cuando ‘alguien’ (el pretendiente) tenfa
que pedir la ‘mano’ de una dama, y otro (el padre) tenia el (abuso de) poder
de ‘entregarla’... No. Pero claramente me desvié del tema.
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pasillo (al exterior) y otras dos que comunicaban con las piezas
vecinas. Por ejemplo, la nimero siete tenia una puerta que la
comunicaba con la seis y otra con la nimero ocho. Por supuesto,
la primera y la dltima habitacién solamente tenfan dos puertas:
la que las comunicaba con el pasillo y la que les permitia acceder
a la “inica’ adyacente.

Ahora llega el momento del planteo. El rey le pide a la prince-
sa que se mude a esa parte del castillo en donde estdn las 17 habi-
taciones. Las prepar6 como para que ella nunca tuviera que salir
de alli: lucen espléndidas y tienen todo lo que €l cree que a ellale
hard falta para cubrir todas sus necesidades. Le pide que ingrese a
la habitacién ndmero uno y que siga las siguientes reglas: durante
un afio ella tiene que cambiar de pieza todos los dias. No se pue-
de quedar en la que estd. Pero algo mds: no puede ir a cualquiera
sino a alguna de las dos vecinas (salvo cuando esté enla l o en la
17, ya que en ese caso solamente podrd irala 2 oala 16).

En el momento en el que se cumple exactamente un afio
desde que la princesa ingresé a la habitacién nimero uno, ella
tuvo que haber hecho exactamente 365 cambios de habitacién.
Fise mismo dia, el rey lleva al pretendiente hasta una punta del
pasillo y le cuenta lo que le pidi6 a su hija que hiciera. Le mues-
tra las 17 habitaciones numeradas y le dice que si se quiere casar
con ella tendrd que encontrar en qué habitacién estd. Asi dicho,
parece facil: bastard con que el candidato abra puerta por puerta
hasta descubrirla. Pero no; el rey tiene otras ideas. Le explica:
“Usted elija el nimero de habitacién que quiera. Si entra y la
encuentra, listo: yo le concedo su mano. Demostrard que es una
persona con mucha suerte. Sin embargo, si no estd alli, puede
repetir el proceso al dia siguiente eligiendo la habitacién que
quiera”. Sin embargo, el rey agrega: “Me doy cuenta de que si
yo le permitiera hacer esto indefinidamente, usted terminaria
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encontrdndola, pero no es asi. Usted tiene 15 dias consecutivos
empezando hoy para encontrarla. Mi hija va a seguir moviéndo-
se con estas reglas. Trate usted de disefiar una estrategia que le
permita descubrirla en ese plazo”.

Ahora le toca a usted... Si, a usted. ;Se puede o no se puede?

Respuesta

Como hago habitualmente, le sugeriria que no empiece le-
yendo lo que yo voy a escribir en las proximas lineas. Es decir, si
quiere hdgalo, pero no se robe a usted misma/o la oportunidad
de descubrir dénde estd la dificultad. Dediquele un rato, permi-
tase disfrutar de pensar qué hacer aunque no se le ocurra nada
conducente al principio.

Sigo. ;Qué podria hacer el pretendiente? En algin lugar va
a tener que empezar, pero, ¢dard lo mismo abrir cualquier puer-
ta? Por supuesto, puede confiar en su suerte y elegir una puerta
cualquiera, abrirla y ‘vivir con los resultados’. Pero, jserd racional
hacerlo de esta forma? Digo, porque si la encuentra, todo bien,
pero gy si no? ;Como sigue? ;Para qué lado arranca?

Por ejemplo: stendrd sentido que empiece en la habitacién
nimero uno? En realidad, a simple vista pareciera como que no
hay ninguna diferencia, empiece en el lugar que empiece, por-
que la princesa tuvo tanto tiempo para ir y venir en 365 dias que
podria estar en cualquier habitacién. Sin embargo, esto dltimo
no es tan cierto. ;Por qué? Fijese que si ella empezé en la ha-
bitacién nimero uno, al dia siguiente, el dia que hizo el primer
cambio, tuvo que haber terminado en la habitacién nimero dos
(que es un namero par). Al segundo dia, cuando hace el segundo
cambio, podré volver a la nimero uno o entrar en la niimero tres.
¢:Le sugiere algo este dato?
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Me permito observarle que los niimeros uno y tres son niime-
ros impares. Cuando haga el tercer cambio, como estaba en las
habitaciones uno o tres, tendrd que pasar o a la dos o a la cuatro.
No sabemos cudl, pero lo que si sabemos es que es una habita-
cién que tiene un nimero par. Si me siguié hasta acd, le sugiero
que haga lo siguiente: siéntese con un papel y una lapicera y
fijese si puede encontrar algin tipo de patrén. ;Qué quiero decir
con esto? Es que cada vez que pasa un nimero impar de dias
desde que la princesa empez6 el proceso, ella estd en una habita-
cién par. Y al revés: cuando pasa un niimero par de dias, estd en
una habitacién con un niimero impar en la puerta.

Tendria que haber alguna forma de usar estos datos. Si pudie-
ra, le harfa nuevamente la pregunta que formulé: jtendra sentido
que el pretendiente empiece abriendo la puerta nimero uno? O
mds aun: stendrd sentido que empiece en alguna habitaciéon que
tenga un ndmero impar en la puerta que da al pasillo? La res-
puesta es que no, porque seguro que no la va a encontrar. Como
la princesa realiz6 365 cambios, cuando el caballero va a ingre-
sar en una habitacién, él ya sabe que ella jtiene que estar en una
habitacién con un ntimero par! Si él entrara en la habitacién
con el ndmero uno, terminarfa desperdiciando una de las pocas
alternativas que tiene para encontrarla directamente. Moraleja:
cuando empiece, decididamente le conviene elegir una habita-
cién cualquiera que tenga un ndmero par.

El pretendiente puede empezar entonces abriendo la puerta
ntimero dos. Por supuesto, si la princesa estd alli, listo; se termina
la historia. Pero si no estd, entonces se deduce que ni estd en la
uno ni en la dos (en la uno no podia estar porque ese dia tenia
que estar en una habitacién par). Al dia siguiente (o sea, al se-
gundo dia de haber empezado), el caballero sabe que la princesa
ahora tiene que estar en una habitacion impar. Decide entonces
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abrir la puerta ndmero tres. Como antes, si la princesa estd alli,
se termina todo, pero si no estd, entonces el pretendiente sabe
que no solo no estd en la habitacién tres, sino que no estd ni en
la dos ni en la uno. ;Por qué? En la dos no puede estar porque
hoy le tocaba estar en nimero impar, pero en la uno no puede
estar tampoco, porque, si no, el dia anterior (cuando él empezé
el recorrido), ella tenia que haber estado en la niimero dos... pero
no estaba. Moraleja: luego del segundo dia (de los 15 que puede
usar), el caballero sabe que la princesa no estd ni en la uno, ni en
la dos ni tampoco en la tres.

Pero quiero hacer una observacién mds. De acuerdo a lo que
venimos haciendo en los tltimos pdrrafos, ya sabemos que la
princesa, en ese segundo dia, debe estar en una habitacién im-
par. Pero ahora sabemos, ademds, que mientras el caballero estd
en la habitacién tres, ella no estd ni en la uno ni en la tres, y por lo
tanto le quedan estas posibilidades: 5,7, 9, 11, 13,15 0 17. Esta
idea me parece importante, porque, como supongo que usted
intuye, este proceso empieza a empujar® a la princesa hacia las
habitaciones con niimeros cada vez mds grandes. Sigo.

Al dia siguiente (al tercer dia) ahora la princesa tiene que estar
en una habitacién par, pero el caballero sabe que no puede ser
la dos (porque, si no, tendria que haber estado en la uno o en la
tres el dia anterior, y no estaba). Luego, abre la puerta 4. Una
vez mds: si la encuentra, se termina el problema. Pero si no la
encuentra, entonces la princesa (después del tercer dia) puede
estar solamente en las habitaciones 6, §, 10, 12, 14y 16. Es decir,
el pretendiente no solo va descartando habitaciones, sino que
ademds estd casi ‘arrinconando’ a la princesa hacia las habitacio-
nes del fondo.

63. Empujar al ‘lugar’ en el que puede estar la princesa.
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La estrategia para los 15 dias es la siguiente (en donde escribo
el nimero de habitacién que el caballero tiene que ir abriendo):

2-3-4-5-6-7-8-9-10-11-12-13-14-15-16

Si usted cuenta, descubrird que son exactamente quince habi-
taciones que abre en 15 dias consecutivos. ;Por qué la encuentra
seguro?

Primer difa: el caballero abre la puerta 2. Ella estd en una ha-
bitacién par. Si la encuentra, listo. Si no, la princesa tiene que
estarenla4, 6, 8, 10, 12, 14 0 16 (no puede estar ni en la uno ni
en ninguna otra impar).

Segundo dia: ella estd en una habitacién impar, pero no pue-
de ser la uno porque el dia anterior no estaba en la dos. El caba-
llero abre la puerta tres. Si la encuentra, termina todo. Si no, ella
tiene que estarenla 5,7,9,11, 13,15 0 17. Fijese que la princesa
no puede estar en ninguna habitacion que lleve un niimero
MENOR que tres.

Tercer dia: ella estd en una habitacién par, pero no puede ser
la dos porque el dia anterior no estaba ni en la uno ni en la tres.
El caballero abre la cuatro. Como antes, si la encuentra, listo.
Sino,estdenla6, 8§, 10,12, 14 o 16. Como antes, ahora que el
caballero estd en la cuatro, se deduce ademds que la princesa
no estd en ninguna habitacion que tenga un niimero MENOR
que cuatro.

Cuarto dia: ella estd en una habitacién impar. El abre la puer-
ta cinco. Si la encuentra, todo termina alli. Si no, estienla 7,9,
11,13, 150 17 (y no puede estar en las anteriores por las razones
que ya expuse).

Y continuamos hasta el dia 15. La princesa estd en una habi-
tacion par, pero no puede ser ninguna de las anteriores porque
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siempre estuvo en un nimero mayor en dos al que él abrié, y en-
tonces solamente puede estar en la habitacion 16... jque es justo
la habitacién en la que entra el caballero!

Fista estrategia permite encontrar a la princesa inexorable-
mente, no importa dénde hubiera estado al principio: el caballe-
ro la encuentra en el proceso o, en el peor de los casos, en el dia
15 la encuentra en la habitacién 16.

Conclusion

Como usted advierte, la estrategia estd basada en hacer un uso
adecuado de la paridad de todos los nimeros involucrados:

e [a paridad del nimero de la habitacién en donde puede
estar la princesa en cada paso del proceso.

¢ [a paridad del nimero de dias que pasaron desde que la
princesa empezd a circular por el castillo.

¢ La paridad del nimero de dias desde que el caballero em-
pez6 a buscarla.

Juntando todos estos datos, y como era esperable en un cuen-
to de princesas, reyes y caballeros, hay un final feliz.
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La ultima bolita

Este problema tiene dos partes. Ambas son atractivas y muy

ilustrativas. Hay varias formas de abordarlas, pero prefiero con-

tar los enunciados primero y después invitarla/lo a hacer algunas

reflexiones.

1) Suponga que se tienen 100 bolitas negras y 50 blancas en

una urna. Ademds, arriba de una mesa hay bolitas negras y
blancas a su disposicién por si las fuera a necesitar. Ya verd
cudndo y por qué. En el momento en que suena un tim-
bre, usted empieza a realizar la siguiente operacién: mete
la mano en la urna y saca dos bolitas. Si son del mismo
color, pone una bolita negra adentro de la urna. Si son de
diferente color, repone la blanca. Como usted advierte, en
cada paso hay una bolita menos dentro de la urna. Por lo
tanto, en algin momento, quedard una tnica bolita. ;Serd
siempre del mismo color, o dependerd de la forma en la
que usted fue sacando y reponiendo las bolitas?

2) Siahora se tienen inicialmente 100 bolitas negras y 49 blan-

cas dentro de la urna, ;qué puede decir ahora sobre la dltima
bolita: serd siempre del mismo color, o dependerd de la for-
ma en la que usted fue sacando y reponiendo las bolitas?
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Como usted ve, el problema es de sencillo enunciado. Todo
lo que hay que hacer es ir retirando bolitas de a dos y, de acuerdo
con los colores, reponer de un color o de otro: negra, si las dos
eran del mismo color, y blanca si eran de colores distintos. Por
supuesto, en el caso que usted retire dos bolitas blancas, para
reponer una negra podria ser que usted necesite usar alguna de
las bolitas negras que usted tenifa a su disposicién, pero aun asi
el proceso terminard, porque, en cada paso, dentro de la urna va
quedando una bolita menos.

Ahora le toca a usted.

Respuesta

Antes de analizar cada caso por separado, quiero que nos pon-
gamos de acuerdo en algunos hechos:

¢ In cada paso, el nimero de bolitas decrece en uno. Esto
es cierto porque, sean las dos bolitas que retire del mismo o
distinto color, retiro dos y repongo una.

e In cada paso, el nimero de bolitas negras cambia la pari-
dad. Es decir, si habia una cantidad par, pasa a impar, y al
revés, si habia una cantidad impar, ahora hay una cantidad
par. ;Por qué? Inicialmente, hay 100 bolitas negras. Si us-
ted toma dos bolitas blancas de entrada, como son del mis-
mo color necesita reponer una negra. Por lo tanto, tiene
que usar alguna de las bolitas que habia afuera de la urna.
Pero lo que importa es que ahora hay 101 bolitas negras. Si
en cambio retira dos bolitas negras, usted repone una de las
negras dentro de la urna. Entonces, ahora quedan 99 ne-
gras. Y si usted retira dos bolitas de diferente color, repone
la blanca, con lo cual el nimero de bolitas blancas no se

370



afecta, y el nimero de bolitas negras decrece en uno: ahora
hay 99. Una vez que usted haya entendido este ejemplo,
lo que importa es que el nimero de bolitas negras baja o
sube en uno, y por lo tanto, en cualquier paso del proceso,
el niimero de bolitas negras pasa de par a impar, o al revés.
Este hecho es lo que se conoce con el nombre de ‘cambiar
la paridad’.

e [n cada paso del proceso, el nimero de bolitas blancas
no cambia la paridad. Es que si uno retira dos bolitas de
diferentes colores, blanca y negra, repone la blanca. Lue-
go, el nimero de bolitas que habia, si era par, sigue siendo
par, y si era impar, sigue siendo impar. Y en el caso en que
usted extraiga dos bolitas del mismo color, las deja atuera 'y
repone una negra. O sea, el nimero de bolitas blancas per-
manece inalterado (si eran dos negras), o bien se reduce en
dos (si eran dos blancas). Moraleja: la paridad de las bolitas
blancas no se altera en cada paso.

Si ahora usted entendié estas dos observaciones, ;estard en
condiciones de contestar las dos preguntas? ;No le dan ganas de
pensar el problema en soledad?

Mientras tanto, sigo yo. Avancemos en cada caso por separado.

1) En el primer caso, hay 100 negras y 50 blancas. En cada
paso, la paridad de las blancas no cambia, y la de las negras
se va alterando paso por paso. En cada paso, el nimero de
bolitas blancas permanece estable, o se reduce en dos. O
sea, al principio, o bien se queda en 50, o bien pasa a 48.
En el siguiente paso, sucede lo mismo. El nimero de blan-
cas serd: 50, 48 0 46. Y asi siguiendo. Como de entrada hay
un namero par de bolitas blancas, independientemente de
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cémo vayamos sacando las bolitas de la urna, esa paridad no
se altera. Por lo tanto, cuando quede una tltima bolita, esta
sola serd un ndmero impar (uno). Y la inica manera de que
haya un niimero impar de bolitas dentro de la urna es que
sean negras. Fintonces, la dltima bolita tiene que ser negra.
2) En este caso, el nimero inicial de bolitas blancas es impar.
Como en el proceso la paridad no cambia, cuando quede una
sola bolita (que es un nimero impar) tendrd que ser blanca.

Moraleja: estudiar la paridad es determinante. Dependiendo
de las condiciones iniciales, la dltima bolita serd negra o blanca.
Y es un dato verdaderamente curioso que utilizando el mismo
mecanismo, si originalmente hay 150 bolitas (100 y 50), al final
tiene que quedar una negra, pero si hay 149 (100 y 49), entonces
la Gltima tiene que ser blanca. ;No es interesante?

El aporte de ‘alguien’ que piensa distinto: Carlos Sarraute

Cuando Carlos Sarraute vio este problema, antes de ver la so-
lucién que yo planteaba, me escribié inmediatamente este texto:

iLindo problema! Te cuento cémo lo pensé: con mi pensamiento
mds de programador, dije “jAh, es un XOR!”. Cambiando bolita
negra por 0, y bolita blanca por 1, la operacion sobre las bolitas es
el XOR (el OR exclusivo), que es o mismo que la suma médulo 2,
y es una de las operaciones mds bdsicas de la informdtica.

0+0=0
0+1=1
1+0=1
1+1=0
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Entonces yo le contesté (el 24 de junio del 2013):

Bueno, me parece muy bien, pero me vas a tener que contar un
poco mejor para que lo pueda incluir. Asi como lo escribiste es muy
‘criptico’ para el publico ‘lego’. Necesito algo un poco mds detalla-
do. Silo podés hacer, creo que no te va a costar demasiado, trato de
incluirlo en el libro. Avisame. Un abrazo y gracias.

Dos horas después, Carlos me volvié a escribir, y esta es la
version final. De paso, sirve para que aprendamos yo y todos los
que estdn interesados en pensarse como futuros programadores.

Adridn, aqui va un intento de explicacién mds detallada. {Me doy
cuenta de que queda un guifio un poco largo!

Representemos cada bolita negra con un 0, y cada bolita blanca con
un 1. La operacién que realizamos sobre las bolitas se puede pensar
entonces como una operacion sobre bits (nimeros que valen 0 o 1),
una operacién con dos entradas (las bolitas que sacamos de la urna) y
una salida (la bolita que ponemos en la urna). Los bits son las unida-
des mds pequefias de informacién en una computadora, y se pueden
implementar fisicamente como algo prendido (1) o apagado (0).
Dados dos bits de entrada, generamos el bit de salida comparando
las dos entradas. Si solo uno de los dos bits vale 1, entonces la salida
es 1. Si no, la salida es 0. Esto corresponde exactamente a lo que
hacemos en el problema: si solo una de las bolitas es blanca (1), en-
tonces ponemos una bolita blanca (1), si no ponemos una negra (0).
Eista operacion en informética se llama XOR (del inglés “eXclusive
OR”). El nombre se debe a que “a XOR b” vale 1 si a o b vale 1
(pero no los dos). La tabla de valores del XOR es:

0XOR0=0
0XOR1=1
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1 XOR0=1
1 XOR1=0

Esta es una de las operaciones bdsicas de la informética. Tiene mu-
chas propiedades, y las que nos interesan para este problema son:
la conmutativa (0 XOR 1 =1 XOR 0) y la asociativa. Por ejemplo:

(1XOR 0)XOR 1 =1XOR (0XOR 1) =0

Esto quiere decir que, dado un conjunto de bits, podemos ir reali-
zando las operaciones XOR en cualquier orden y obtener siempre
el mismo resultado (el XOR de todos los bits). Dicho en términos
del problema, podemos sacar las bolitas en cualquier orden, sin que
eso afecte el resultado.

Y cudl es el XOR de un conjunto de bits? Depende de la cantidad
de unos: si es par, el resultado es 0, y si es impar, el resultado es 1.
O sea que llegamos por otro camino a la misma solucion: depende
de la paridad de bolitas blancas (unos).

Otra moraleja. Como usted puede apreciar, mi forma de pen-
sar y la de Carlos difieren. Sin embargo, yo quiero rescatar el
valor que tiene su forma de ‘acercarse’ a un problema. El piensa
c6mo una computadora puede ayudarlo a encontrar una solu-
cién al problema, y entonces escribe él mismo un programa para
que esa computadora ejecute y le dé el resultado que busca. Yo, por
el contrario, pienso en términos distintos, no sé si llamarlo més
abstractos. La idea de haber incluido estas dos formas de abordar
un problema es justamente invitarla/o a usted a que no solo elija
su propio camino, sino que lo elabore con sus propias ideas.

Para terminar, quiero mostrar cémo una estrategia ‘comercial’
se baso en el uso de la matemdtica. Acompdiieme por aca.
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Schlitz y la distribucién binomial

;Escuché usted hablar de Schlitz? Posiblemente no. Sin em-
bargo, Schlitz Beer en un momento determinado fue la marca
de cerveza jmis vendida en el mundo! Claro, eso ocurria en la
primera mitad del siglo XXy, por lo tanto, ;quién se acuerda?
Fra tal la dominacién que Schlitz tenia sobre la competencia
que su slogan era algo asi como: “Si usted se quedd sin Schlitz es
porque se quedd sin cerveza”.

Corria el afio 1981. A Schlitz le habian crecido muchisimos
competidores. No solo eso: habian nacido, crecido y la estaban
por dejar afuera de carrera. Michelob, Miller, Budweiser eran
otras marcas de cerveza que empezaban a pisar fuerte, y en todo
caso ellas eran las tres que movian el amperimetro y dejaban
poco lugar para quien habia sido la estrella indiscutida durante
tanto tiempo. A punto de ‘desaparecer’ del podio, contrataron los
servicios de una de las agencias de publicidad mds importantes
(atdn hoy): Walter Thompson. Los creativos de la empresa propu-
sieron varias ideas. Esto fue lo que paso.

Usted debe de haber escuchado hablar del Super Bowl. Es el
partido final del torneo norteamericano de fatbol (norteameri-
cano, claro estd). Lo interesante es que, en la transmision de te-
levision, el ciudadano promedio estd tan interesado en el partido
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propiamente dicho como en los comerciales que se ofrecen en
el entretiempo. Un aviso de 30 segundos costé este afio (2015)
cuatro millones y medio de délares. Fsto significa 150.000 délares
ipor segundo! Si usted estd interesado en la evolucién del precio,
el afio pasado hubo que pagar cuatro millones por el mismo me-
dio minuto, y casi 50 afios atrds, en 1967, cuando se concreté el
matrimonio tripartito de fatbol/television/avisos comerciales, los
treinta segundos se cotizaron a 42.000 délares. Quizds sirva esto
tltimo para entender qué inflacién ‘brutal” hay y hubo en todo el
mundo, no solo en la Argentina.

Vuelvo a la historia central: en el afio 1981 habia pocos acon-
tecimientos en el planeta que garantizaran al menos 100 mi-
llones de televidentes simultdneos. Dentro de esa categoria se
podian incluir la final de un campeonato mundial de ‘nuestro
futbol’, alguna pelea en Las Vegas o la final olimpica de los 100
metros llanos en atletismo. Seguro que se me escapa algtin otro,
pero ciertamente el Super Bowl era uno de los que podian atraer
ese numero de espectadores. Quizds por eso es que la agencia
de publicidad que manejaba la cuenta de Schlitz convencié a la
compaiifa de dar una suerte de ‘salto al vacio’, tratando de ‘sedu-
cir’ a la audiencia de volver a Schlitz como la cerveza favorita.

Prepararon una campana publicitaria agresiva que desarrolla-
ron a lo largo de los playoffs y que culminaria en el entretiempo
del Super Bowl. El total que invirtieron fue de 1.700.000 délares,
y no olvide que esta cantidad de dinero fue invertida hace ‘casi’
35 afios. Como Michelob era la cerveza que mds se vendia, de-
jaron para ese dia una confrontacién ‘mano a mano’. Eligieron
a 100 personas a las que se les presentaria la opcién de probar
dos vasos llenos de cerveza: uno de ellos contenia Michelob y el
otro Schlitz. Cada participante ignoraba ‘a priori’ cudl era cudl y
debia determinar la que preferfa. Es decir, era una competencia
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‘a ciegas’. Usted se debe(rfa) estar preguntando: ;y donde estd
la gran idea? ;Eso fue todo lo que se les ocurrié? Es que uno sos-
pecha que si no les salia bien o si los resultados no eran los que
esperaban, entonces grababan de nuevo el aviso o bien no lo pa-
saban directamente.

Si, todo bien, pero hay algo mds que —adrede— omiti escri-
bir hasta acd: los avisos no eran grabados, sino en vivo. Es decir, la
empresa se jugaba su credibilidad y ciertamente su futuro. ;Qué
habria de pasar con la compaiia si la gente elegia mayoritaria-
mente alguna otra de las cervezas y no la que ellos querian pro-
mocionar/vender?

Creo que ahora se advierte la gran diferencia entre una estra-
tegia (grabar y elegir) y la otra, que consistia en hacer el aviso en
vivo y aceptar las consecuencias. Pero espere; hay mads.

Llegé el dia esperado, el 25 de enero de 1981. En New Or-
leans (la ciudad que afios después seria devastada por el hura-
can Katrina) se habria de disputar el partido entre los Oakland
Raiders y los Filadelfia Eagles. Lo que todos los que estdn en el
negocio de estos tipos de cerveza saben pero casi ninguno dice,
al menos ptblicamente, es que las diferencias entre ellas son vir-
tualmente inexistentes. Elegir una sobre otra es ‘casi’ como optar
entre cara y ceca al tirar una moneda al aire.

¢Y entonces? La agencia de publicidad hizo dos cosas impor-
tantes: una, en términos creativos, y la otra, en términos estadis-
ticos. La idea mds importante fue la forma en la que eligié a los
100 participantes el dia del aviso en vivo. Los competidores se
manifestaron abiertamente ‘fandticos’ de Michelob. Todos habian
expresado enfdticamente que solamente tomaban Michelob.

Este es un dato no menor. Fijese que, en el momento de la
competencia, Schlitz no arriesgaba que ninguno de sus seguido-
res optara por cualquier otra cerveza. En el comercial no habia
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seguidores de Schlitz. Al revés: cierta cantidad (a determinar) en-
tre los seguidores de la otra marca habrian de exhibirse ante ‘el
mundo’ que, si bien preferian a Michelob, cuando se les daba la
oportunidad de testear Schlitz, decidian cambiar.

Me apuro a escribir que esa estrategia ya es una manipulacion
flagrante y que no deberia servir para medir nada. En lugar de
hacer la competencia en forma honesta y elegir a los participan-
tes al azar y dejar que cada uno decidiera a gusto, la muestra
estaba fuertemente tefiida de subjetividad.

Pero al margen de esta deficiencia, la agencia de publicidad
debe haber tenido muy buenos asesores en matemdtica y espe-
cialistas en estadistica. Ellos los deben haber ayudado a hacer
algunas cuentas y convencerlos de que jno arriesgaban casi nada!

Usted se estard preguntando: “;Qué cuentas?”. Bueno, las cuen-
tas que servian para estimar a qué se exponia la empresa. ;Qué
arriesgaba la gente de Schlitz? ;Cudl era la probabilidad de que
—por ejemplo— los 100 participantes del aviso eligieran a Miche-
lob? ;No podria haber pasado eso? Y si... como poder, podria. Pero
sigame con algunos cdlculos.

Primero, necesito que nos pongamos de acuerdo en algo que
ellos sabfan y que nosotros no. Cuando digo ‘nosotros’, me re-
fiero a usted, a mi y seguramente a los 100 competidores: como
escribf antes, las diferencias entre ese tipo de cervezas son imper-
ceptibles: son tan malas o tan buenas las dos. Elegir una sobre
otra es como acertar a ‘cara o ceca’.

Se sabe que el resultado del evento que estaba a punto de suce-
der con las 100 personas, sigue lo que se llama “una distribucién
binomial”. No se asuste, es solo un nombre, pero a los matemati-
cos nos sirve clasificar el experimento, encasillarlo, y si podemos
ubicarlo en algin lugar conocido, entonces todas las conclusiones
que se sacaron antes se pueden utilizar en este caso particular.
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Ahora, fijese qué condiciones se tienen que cumplir para que se
pueda decir que estamos ante un caso de distribucién ‘binomial’.

a) Tiene que haber un niimero fijo de experimentos (en este
caso, son las 100 personas que habrian de probar cerveza
de los dos vasos y decidir cudl preferian).

b) Tiene que haber solamente dos resultados posibles (en este
caso, Schlitz o Michelob).

c¢) La probabilidad de que suceda algo ‘favorable’ (que salga
Schlitz) tiene que ser la misma para cada participante del ex-
perimento. En el caso que nos ocupa, esa probabilidad era de
Y5 para cada una de las dos cervezas, ya que habia las mismas
chances de que eligieran una u otra cerveza. Pero, en una
situacion cualquiera, la probabilidad de que ocurra algo “favo-
rable’ puede ser cualquier ntimero (entre 0y 1). Por ejemplo,
podria ser que la probabilidad de que suceda algo ‘favorable’
sea de % (que es equivalente a un 75 por ciento de posibilida-
des) o de 1/5, que significa un 20 por ciento de chances. Lo
relevante no es cudl es esa probabilidad, sino que se mantenga
constante para todos los que participen en la encuesta.

d) Cada acontecimiento tiene que suceder en forma indepen-
diente. Es decir, el resultado de cada competidor no afecta
la decision de ningtin otro, ni viceversa.

Cuando todas estas condiciones se cumplen, uno puede decir
que el experimento sigue una distribucion binomial (o de Bernoulli).

Ahora, sigame con algo extraordinario. L.a matematica permi-
te contestar este tipo de preguntas:

a) ¢Cudl es la probabilidad de que 37 elijan Schlitz y 63 eli-
jan Michelob?
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b) ;Cuadl es la probabilidad de que 14 elijan Michelob y 86
elijan Schlitz?
c¢) ¢Cudl es la probabilidad de que mds de 40 elijan Schlitz?

Y asi podria seguir. Uno puede elegir cémo dividir los gustos
de las 100 personas entre las dos marcas y yo le puedo decir cudl
es la probabilidad de que eso suceda. ;No es maravilloso? Como
herramienta de estimacion, es fabulosa. Dicho esto, vea lo que
sucedid.*

En principio, de las 100 personas que votaron, increiblemen-
te, la mitad eligié Schlitz. Digo ‘increiblemente’ porque se dio
con exactitud lo que idealmente uno supone que va a pasar: va
a tirar 100 veces una moneda y saldrd cara (o ceca) la mitad de
las yeces. Pero el impacto fue otro: de los cien que participaron,
todos autodefinidos ‘fandticos” de Michelob, la mitad opté por
Schlitz por encima de su marca preferida. Esto le permitié a la
agencia de publicidad sacar la siguiente conclusion: “Si uno les
da la chance de probar Schlitz, la mitad de los mds fieles y segui-
dores de Michelob cambian”®.

Por otro lado, la pregunta central es la siguiente: ;qué arries-
g6 Schlitz? ;Cudl habria sido el peor escenario posible? Que las
100 personas hubieran elegido Michelob. Bien, pero scudl es esa
probabilidad? Dos formas de contestar:

a) Es la misma probabilidad de tirar cien veces una moneda
que no esté cargada, y que jsalga 100 veces cara!

64. El aviso se puede ver acd: adland.tv/commercials/schlitz-schlitz-vs-
michelob-live-1981-060-usa

65. El inconveniente que tuvo todo ese experimento es que fue burdamen-
te manipulado y, por lo tanto, falso.
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b) O tengo otra forma para proponerle que lo piense: elija
1.267.650.600.228.229.401.496.703.205.375 nombres dis-
tintos. Si, ya sé: no estd seguro de conocer tantos, ;no? Bue-
no, suponga que si, que conoce esa cantidad de nombres.
Anote cada uno en un papel distinto. Métalos dentro de
una caja (tendrd que ser bastante grande para que quepan
todos). Ahora, agregue el suyo. Mezcle bien... pero bien
en serio. Ahora, pidale a una persona neutral que meta la
mano en la caja y que elija un nombre al azar. La probabi-
lidad de que salga el suyo es la misma que habia de que las
100 personas eligieran a Michelob.

Supongo que esto es bastante convincente, pero hay algo mis
que ‘intuyo’ que usted estd pensando: “No hace falta que todos
hubieran elegido Michelob. ;Para qué pedir tanto? Bastaria con
que hubiera habido muchos que eligieran Michelob”. De acuer-
do, entonces quiero escribir acd otro par de datos que quizés le
sirvan:

a) La chance de que por lo menos 40 de los 100 hubieran ele-
gido Schlitz era mas de un 98 por ciento.
b) Y de que por lo menos 45 de los 100 hubieran elegido

Schlitz era de casi un 86 por ciento.

Es decir, la agencia de publicidad habia hecho muy bien los
deberes. Ellos sabian que arriesgaban muy poco, hicieran el co-
mercial en vivo o grabado. Lo que pasa es que nosotros, usted y
yo, no estamos prestando atencién y nos creimos que el riesgo
era grande. Por eso yo escribi mds arriba que habian decidido
‘dar un salto al vacio’. {Nunca hubo ningtin salto! Estaba todo
contemplado.
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Moraleja final (que no me voy a cansar de escribir): “Alfabeti-
zar el pais fue una necesidad que venimos encarando desde la épo-
ca de Sarmiento. Pero la definicion de lo que significa ser alfabeto
ha ido cambiando con el tiempo, es dindmica. Hay que saber pro-
gramar, aunque sea las cuestiones mds elementales, y también hay
que saber comunicarse en otros idiomas. Si uno es capaz de usar
una computadora con programas que escribieron otros, es como si
uno supiera leer, si, pero sin poder escribir. ;Se imagina un mundo
donde usted supiera leer pero no supiera escribir? Piénselo por un
instante...

Y para terminar, quiero reproducir una frase que lef el otro
dia y que por lo tanto no es mia: “Es muy posible que uno pueda
mentir manipulando estadisticas, pero lo que es imposible es decir
toda la verdad sin usarlas’.
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Final

Cada vez que termino de escribir un libro, pienso: jeste fue el
tltimo! Pero ya van doce afos, once libros y, por ahora, esto no
ha sucedido. Estd claro que alguna vez sucederd, y quizds sea esta
la primera (y dltima).

En cualquier caso, si usted volviera atrds y leyera la introduc-
ci6n, veria que alli dice: “Yo disfruté al escribirlo. Ojald que usted
disfrute al leerlo”.

Y esta frase me representa fuertemente. Cada vez que me
siento y escribo algo, lo hago pensando que tengo a alguna per-
sona enfrente y que estamos compartiendo algo que nos interesa
a los dos. Yo me crié en la facultad, en Exactas (UBA), en donde
se discutia todo, pasdbamos muchisimo tiempo juntos con compa-
fieros, con otros estudiantes o con los ayudantes de cada materia,
con docentes de distinto rango y jerarquia... jpensando... pensando
problemas entre todos! Alli si que no habia autoridad que valiera:
en general, en la ciencia no existe el principio de autoridad (o no
deberia existir). Si una persona afirma algo, tiene que poder de-
mostrarlo, convencernos a todos de que lo que dijo es cierto. No
importa cudntos afios tenga, ni la experiencia que traiga (siempre
respetable, claro estd), si uno sostiene que algo es cierto, necesita
poder demostrarlo.
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En algtn lugar, eso va creando una estructura, una ‘cultura’.

Pero pocas cosas me hacen sentir mejor que estar con una
persona con quien hemos recorrido —o estamos recorriendo—
un camino, un camino que conduce a la comprensién, un cami-
no que permite entender algo.

Hay un momento ‘mdgico’, un momento donde se produce
el ‘ajd’. Ese momento particular es impagable. Ver la transforma-
cién, el paso de ‘no entender’ a ‘si entender’, es algo maravilloso,
y poder experimentarlo (en cualquiera de las dos direcciones)
provee uno de los momentos mds gratificantes de la vida. En
todo caso, es una ‘medicina’ que recomiendo fuertemente.

Cuando estoy sentado frente a mi computadora, como ahora,
y escribo sobre una forma de abordar y/o resolver un problema,
me sirve para disfrutar 1o que le debe de estar pasando ‘al otro’...
a ‘la otra’ persona. Es alli cuando pienso cudnto daria por estar
compartiendo con usted ese momento.

Ahora si, punto final (o no...).
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